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第1章 序論

1.1 本研究の目的と背景

近年のコンピュータ処理技術の急速な発展にともない，数値解法は工学，理学，経済学

などさまざまな分野において非常に重要な役割を果たしている．計算機による数値計算で

は，対象を細分化，離散化し，各要素に関する逐次計算の積み重ねにより系全体の解が獲

得されており，高性能の計算機の出現は，非常に精度の高い解を与えるようになった．ま

た，当初は模擬実験的位置づけであったシミュレーションを本格的な実験そのものに押し

上げ，さらには未知の領域の探索のための先駆的な役割を果たすようになった．

自然科学分野においては，しばしば基本的な現象を微分方程式によりモデル化する方法

がとられるが，その多くは解析的解法の適用が不可能である．特に，複数の非線形微分方

程式でモデル化される力学系のような問題に対して一般には解析的な厳密解は得られない．

さらに，過多の自由パラメータを持つために問題の定式化そのものが困難である現象も多

く存在している．このように，ミクロでは予測可能でも，マクロでは予測不可能であるよ

うな現象に対して，計算機による数値解析は非常に強力な方法である．たとえば，流体分

野における格子ガスオートマトン法では，非常に単純な決定論的衝突則および境界条件を

適用することで，時間軸に対して複雑な連続流体の振る舞いが高い精度でモデル表現され

ている [7]．また，各個体の振る舞いは非常に簡単なルールに基づくが，マクロでは多様で

複雑な振る舞いをする人工生命 [26]などのシミュレーション結果を，実世界の対象と比較

することで，自然現象のより高度な観察をおこなうことが可能である．このように，数値

計算法は，過多の自由パラメータを含む系の最適化を解析的手法で解けない場合に特に有

効な方法である．しかしながら，機械工学や地理画像処理分野など広い分野で必要とされ

る基本的問題である離散データの補間曲面近似への離散化素子群の局所的相互作用による

表現系の適用については必ずしも十分な議論，実験的検討が尽くされていない．

本論文では，離散化素子間の相互作用による曲面近似問題を目標とする．視覚の計算理

論の分野では，視覚情報に基づく 3次元モデル構築に関して視差変化に基づく物体表面復

元 [19]などさまざまな研究がおこなわれている [29]．ステレオ画像に基づく立体モデル構

築では，複数画像の対応点の獲得とともに，対応点より算出した離散的な 3次元情報を滑
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第 1章 序論

らかに補間する表現系およびその構築アルゴリズムの設定が重要である．

現在，曲面の補間問題に対しては，スプライン関数等解析的アルゴリズムが確立されて

いる．スプライン関数は，与えられたデータを補間する区分的多項式であり，その解法は

行列計算などの解析に帰着し，1変数の場合については非常によく整備された解法である．

特に，区分的多項式であるスプライン関数は，局所的に明確かつ単純な表現であり，高度

の幾何学量の算出が容易であることから，大域的に滑らかな一意曲面を生成することが可

能である．しかし，多変数スプライン（マルチスプライン）[4]については，従来からの解

析的解法では困難を生じる場合がある．さらに，不連続部分を有する曲面近似を扱うこと

ができないなど，問題に対して適応的な対応ができないため応用の範囲が限定されている．

他方，多層パーセプトロン (MLP)に代表されるニューラルネットワークは，非線形関

数近似（補間）において代表的なツールとなっている．MLPは，その内部構造をブラック

ボックス化できるために，特に入力空間の次元が過多の場合に有効である．しかしながら，

最急勾配法により獲得された解はネットワークの初期状態に依存する場合がある（局所解

の存在），ネットワークの結合の複雑性により滑らかさなど正則化項の評価が困難である，

探索の収束が漸近的であり，アルゴリズムのステップ数の上限を設定することが不可能で

ある，学習係数が問題に大きく依存する，不連続部分を含む曲面近似に適さない，などの

問題点があるため，曲面（3次元モデル）生成に適した方法であるとは言えない．

近年注目されている情報処理や制御の枠組みに自律分散系がある．自律分散系は複数の

自律した構成要素が局所的な評価基準に従って並列に動作し，周囲との相互作用を通じて

大域的な目標を実現するシステムであり，システム全体を統合する管理機構を持たないこ

とから自己組織化系ととらえることができる．離散あるいは連続値の 1次元情報（位置，

色，濃淡等）を保持する素子の格子状配列により構成される位相保持自己組織化システム

では，与えられる信号バターンに関する競合および位相的近傍系に含まれる素子間の（1次

元情報の差分に基づく）位相保持作用により入力ベクトルの確率密度分布の位相保持マッ

ピングがおこなわれる [23]．自己組織化系は距離の定義されたノルム空間における離散化

素子の相互作用系ととらえることが可能であるが，この系は補間問題や境界値問題のよう

に，局所的評価基準以外の評価（薄膜のポテンシャル，ラプラス方程式等）が要求される

問題に対しては適用されていない．これは，離散化された素子の保持する情報が非常に低

次であることに起因しており，例えば関数近似問題に自己組織化法を適用する場合，各素

子の保持する情報（位置情報）のみから，曲面を特徴づける量（第 1,2基本量など）を導

出することは不可能である．このように，設定されたエネルギ（滑らかさの未達成度に関

する評価値）を大域的に最小化する最適化問題においては，系全体を統合する管理機構を

持たない自己組織化系によるアプローチは適当であるとはいえない．大域解の獲得のため
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第 1章 序論

にはホップフィールドネットワークのように各要素の相互作用を全結合とするか，あるい

は各素子に高度な幾何学的特徴量を与える必要がある．しかし，局所結合型のネットワー

クでは，素子数N 個，局所結合L個の場合にLN個の結合が存在することに対し，全結合

型のネットワークを用いる場合，N 個の素子に対してNN 個の結合が存在し，N の増大に

よる計算コストの過多が問題となる．また，自由パラメータ数の過多により，ローカルミ

ニマ，収束性の問題などが発生する．

本論文では，与えられたデータを滑らかに補間する曲面構築を局所曲面の貼り合わせに

より実現する問題を扱う．まず上記の問題は各素子の保持する情報の低次性に起因すると

考え，各素子に複数の情報を与える（多機能化）ことで各要素が曲面を特徴づける量を保

持する系を提案し，区分的曲面を構成する局所曲面の多機能化により相互作用の階層化・多

機能化がおこなわれ適応的な曲面構築をおこなうことを示す．さらに，提案した区分的曲

面構築アルゴリズムを実現するモジュール構造を持つセル型ネットワーク表現することで

相互作用の動作を明確にする．次に，曲面近似問題および境界値問題に関するシミュレー

ションにより本提案法の有効性を示す．最後に，区分的曲面構築アルゴリズムを 2画像要

素間の偏移を表わす移動ベクトルの協調操作に適用する．さらに，ステレオ画像における

移動ベクトルは指向性を持つという幾何学的特性を利用することで，視差としての移動ベ

クトルに基づく内部モデル生成および移動ベクトルの協調操作の循環的多機能化操作によ

り，信頼度の高い写像の獲得をおこなう．

以上を要するに，本研究の目的は，曲面生成要素群により近似曲面を分割表現する方法

として複数の情報を保持する要素の多機能化の方法を提案し，曲面生成のために複数の評

価関数を定義することにより滑らかな曲面の適応的な構築を実現するとともに，曲面要素

に対応する多機能素子間の局所結合により構成されるモジュール構造を持ったセル型ネッ

トワークを用いて曲面を再構成するアルゴリズムを実現する方法の確立にある．

本研究の位置づけを図 1.1に示す．
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第 1章 序論

広義の曲面構築（関数近似）

離散表現 連続表現区分的曲面表現
（中間的表現）

探索的解法

解析的解法

多層パーセプトロン

多項式近似

確率的解法 決定論的解法

スプライン関数

自己組織化ネット モジュラー構造を持つ
セル型ネットワーク

RBF

探索的解法

探索的解法
解析的解法

確率緩和法

ネットワーク表現

正則化

適応的アルゴリズム

（太線枠内が本論文で扱う範囲を表わす）

図 1.1: 本研究の位置づけ
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第 1章 序論

1.2 本論文の構成

本論文は以下に示す全 7章より構成される．

第 2章「離散モデルによる曲面表現」では，まず離散化されたモデルの近傍系における

相互作用のみにより大域的解を獲得するアルゴリズムを提案し，弾性自己組織化ネットを

関数近似問題に適用し，その特長および問題点について論じる．さらに，自己組織化ネッ

トワークの多機能化を実現するために，区分的多項式表現であるスプライン関数の概念を

導入し近似曲面の高次の幾何学的特徴量を評価するアルゴリズムの有効性を確認する．

第 3章「分割表現による曲面構築」では，与えられたデータを補間する滑らかな曲面を

局所的に連続構造を持つ多機能化曲面の和集合として表現し，各局所曲面の貼り合わせに

より全体の系を構成する形で数学的定式化をおこなう．次に曲面の分割と入力空間の分割

の等価性を示し，表現系としてよりアルゴリズム化が容易である正方格子分割法に適用し，

各局所定義域から入出力空間への３次多項式に基づく同相写像として表現することで各局

所曲面への分割・再構成法の定式化をおこなう．

第 4章「分割表現による曲面構築のためのアルゴリズムおよびネットワーク表現」では，

近似曲面の構築を各局所同相写像の最適化に帰着させ，教師データに対する誤差評価関数，

局所曲面の幾何学量評価関数，局所曲面間の連続性評価関数から構成される多機能化エネ

ルギ表現に関して最急降下法を適用することで，同相写像のパラメータ修正をおこなうア

ルゴリズムを提案し，第３章で定式化した表現系およびそのネットワーク表現を実現する．

また，一致強化（CE）の概念を提案し，隣接領域間の類似度を強化することで連続性を保

証する方法を提案する．また，ネットワーク間の結合を自己結合を含む近傍結合に制限し，

統計力学との関連付けにより，各局所同相写像を実現する高次ネットワークを格子状に配

置したモジュール構造を持つセル型ネットワークにより区分的曲面構築アルゴリズムの実

現が可能であることを示す．また，本提案法では，ネットワークの構築が近似曲面構築の

際に定義された各評価関数に基づくパラメータ修正作用は，1) 教師データが割り当てられ

たセル内部での誤差修正作用，2) 各ネットワークにおいてモジュール構造で表現可能な自

己結合に関する局所曲面の幾何学量を評価する相互作用，および 3) 各局所曲面間の連続

性を強化する隣接セル間の相互作用，以上 3つのフェーズの相互作用に分類され，ネット

ワークの階層化により，各フェーズごと機能が明示的に実行されることを明らかにする．

第 5章「区分的曲面構築法の基礎的特性」では，第４章で示したアルゴリズムを関数近

似問題へ適用する．まず，１変数関数近似問題に適用し，各評価関数に対する収束性に関

して，学習の初期に誤差関数および連続関数が０に収束し，その条件の下で幾何学量の修

正がおこなわれることを確認することで評価関数の妥当性を示す．次に，高次幾何学的特

徴量を評価することで，分割数に依存しない滑らかな曲面の実現を確認する．さらに，学
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習係数の選択により，補間問題のみでなくノイズを含むデータの平滑化をも実現できるこ

とを確認する．次に２変数関数近似問題へ本法を適用し，まず，種々の近傍系について近

似曲面の形成および収束性を確認し，より局所的な近傍系を適用した場合でも，同等の近

似結果が得られることを確認する．さらに，ＣＥを適用することで収束性には遅延が生じ

るものの単純なアルゴリズムで解析的方法と同等の近似曲面をより生成し得ることを確認

する．さらには本法を３変数関数近似問題にも拡張し，２変数関数近似の際に得られた結

果を適用して，３変数関数近似への展開が可能であることを確認する．

第 6章「ステレオ地理画像に基づく地形モデル生成」では，航空写真などのステレオ地

理画像に基づくモデル生成の際の２画像間の対応点獲得に関して，５章までに示した区分

的曲面構築アルゴリズムによる３次元モデルの構築と CEの概念に基づいて得られる移動

ベクトル場の生成を循環的におこなう多機能化処理により，より信頼度の高い高度分布を

得るアルゴリズムを提案し，その効果を確認する．

第 7章「結論」では，本論文で示された結果を総括する．

以上の構成を図 1.2に示す．
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第2章　離散モデルによる曲面表現

第1章　序論

第3章　分割表現による曲面構築

第4章　分割表現による曲面構築のためのアルゴリズム
およびネットワーク表現

第5章　区分的曲面構築法の基礎的特性

第6章　ステレオ地理画像に基づく地形モデル生成

第7章　結論

図 1.2: 本論文の流れ
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前章で述べたように，計算機による数値解析の対象とする問題は多岐に渡っている．いず

れの場合も，本来連続である系を離散化モデルにより記述することで，処理をおこなって

いる．本章では，まず離散化されたモデルにおいて，近傍系における相互作用のみにより

大域的解を獲得するアルゴリズムを示す．次に，弾性自己組織化ネットを関数近似問題に

適用し，その特徴および問題点について議論する．最後に，区分的多項式表現であるスプ

ライン関数の概念を導入し，近似曲面の高度な幾何学量を評価するアルゴリズムのおよび

その基本的な性質を確認する．

2.1 離散モデルによる数値解析

2.1.1 画像復元問題に対するMRFモデルの適用

数値解析では，本来連続である系を離散モデルで表現することで，計算機上での処理が

容易になる．特に，離散化されたピクセルがそれぞれ離散値を表現しているデジタル画像

は，計算機による処理対象として適当であり，非常に多くの適用例が存在する．ここでは，

非線形ひずみやノイズなどの要因により画質の落ちた画像に対して各ピクセル間の局所相

互作用によりもとの画像を復元する画像復元問題を取り上げる．この問題はノイズを含む

データの平滑化に帰着し，画像復元の際にはデータに対する精度と曲面の滑らかさの双方

が評価される．

扱う全てのピクセルの集合をS，Sの要素であるピクセルs ∈ Sにおける値を表現する確率

変数Xs上の実際値をxs，全ての sについて可能な値の全体をΛ
.
= {0, 1, 2, · · · , L−1}, (Xs ∈

Λ)とすると，全ての可能な配置の全体Ωは，以下で示される有限濃度の集合となる．ここ

で，N はピクセルの総数である．

Ω = {ω = (xs1 , · · · , xsN
) : xsi

∈ Λ, 1 ≤ i ≤ N}. (2.1)

上記の表現では，場合の数が有限であるためノイズを含むピクセル値集合から復元画像の

値を導出する本問題は組み合わせ最適化問題 [16]へ帰着するが，配置 ωを変数とする画像
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復元のための適当な評価エネルギE(ω)を，全ての場合の配置Ωに関して比較をおこなう

ことで，エネルギを最小化する配置 ωoを獲得することができる．

ωo = argω∈Ω minE(ω) (2.2)

しかしながら，ピクセル数が非常に大きい場合，すべてのピクセルに関する相関を考慮す

ると，与えられた配置に基づく全体のエネルギの算出は非常にコストの高いものとなる．

さらに，可能な配置の総数はピクセルの数をM とした場合，LM となり，実用的な計算量

をはるかに超えたものとなる．

同様の問題は，統計物理学における簡単なモデルである Isingモデル（各要素はスピン変

数と呼ばれる 2値 {±1}のいずれかをとる）においても生じている [45]．この系では，特別

な場合を除いて，理論計算で厳密解を獲得することは不可能であるが，モデルにいくつか

の拘束条件を与えることで，計算機上でのシミュレーションによりよい精度で近似解を得

ることができる．実際の Isingモデルにおける各要素間の相互作用の相関は，近傍のスピン

の状態の影響は大きく，遠ざかるほど連続的に影響力は減少していると考えられるが，計

算機上でのシミュレーションでは，近傍系のみの作用を考慮することにより計算量を大き

く削減し，さらにアニーリングをおこなうことで，全ての場合の探索をおこなうことなく

よい近似を得ることが確認されている．

この概念は画像処理に適用され，画像の各ピクセルの状態がその近傍の値のみに依存す

るというマルコフ性を仮定したMarkov Random Fields(MRF) [37]に基づく画像復元アル

ゴリズムがよく知られている．ピクセル s ∈ Sの近傍系 Gsに関して，マルコフ性は次式で

定式化される．

P (X = ω) > 0 for all ω ∈ Ω;

P (Xs = xs|Xr = xr, r �= s) = P (Xs = xs|Xr = xr, r ∈ Gs) (2.3)

文献 [9]では，近傍系として図 2.1に示す (a)C = 1および (b)C = 2の近傍系を与え，それ

ぞれにおいて考慮されている格子点の組であるクリークは (c)（(a)のクリーク），(d)（(b)

のクリーク）で定義されている．

以上の性質より，系全体のエネルギはクリークと呼ばれる近傍系を構成する格子点の組

Cとその集合 Cを用いて，次式で定義される．

U(ω) =
∑
C∈C

VC(ω) (2.4)
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(a) C=1 (b) C=2 (c)

(d)

図 2.1: 近傍系とクリーク

各 VC は Ω上の関数であり，各ピクセル値と観測値の一致度を評価する項，隣接領域との

連続性（隣接ピクセル値との差分）を評価する項および不連続性を適応的に評価する線過

程の項で構成される．すなわち，Vcは各ピクセルにおいてその隣接素子のみを考慮したエ

ネルギ表現となっている．エネルギ U(ω)に基づき，確率緩和アルゴリズムを適用するこ

とで，系全体のポテンシャルエネルギの最小化およびそれを実現する配置の獲得がおこな

われる．確率緩和アルゴリズムでは，各ピクセル値の逐次的更新量をその近傍系のみに限

定し評価した事後確率を最大化する値を，離散化された状態の中から選択していく方法で

あるが，近傍系のみを評価したアルゴリズムであるにも関わらず，十分に更新を繰り返し

た場合，系が最適解を与えることが数学的に証明されている [9]．さらに，マルコフ性の適

用により，各ピクセル値の逐次系全体のポテンシャルエネルギの導出が十分コストの小さ

な局所的計算の和として近似表現されるため，全体としての計算コストは大幅に削減され

（全探索アルゴリズムのLM に対しLMのオーダー），さらに並列計算機の使用により高速

計算が可能である．

以上のアルゴリズムは，ピクセルの状態が離散値であることに基づく確率的アプローチ

であるが，連続値をパラメータとして持つニューラルネットワークによる決定論的アプロー

チにより結合MRFモデルの平均場近似を与えることが示されている [22]．

2.1.2 弾性自己組織化ネットワークによる曲面近似

画像復元問題に対して適用された近傍要素間の局所的相互作用のみにより大域解を探索

する概念は，組み合わせ的最適化問題である巡回セールスマン問題（TSP）に対して適用
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される弾性自己組織化ネット [5]においても見られる．このネットワークは，競合学習によ

る自己組織化を用いて，ユーグリッド空間におけるTSPに対して良好な近似解を与えるも

のである．本論文では，与えられたデータを補間する連続曲面の構築を目標としているた

め，TSPに対する弾性自己組織化ネットの構築のためのアルゴリズムを曲面近似のための

アルゴリズムに再定式化するとともに，従来法の問題点を指摘する．

関数近似と正則化

ここでは，連続関数から生成される有限個あるいは可算個のデータに基づく関数近似を

考える．

データ生成の連続関数に関して全くアプリオリ情報が与えられていない場合，解の探索

空間は無限次元のヒルベルト空間全体となり，高々可算個のデータに基づく一意解の獲得

は不可能である．このように，逆問題に帰着する関数近似は一意性が失われているため，

不適切問題であり，標準正則化理論に基づく評価関数（(2.5)式）[42]の定義が要求される．

ここで，zはデータを生成する真の関数，Aは関数の順方向の作用（データ生成），‖Pz‖
は正則化項であり，近似関数に関するアプリオリ情報を評価することで，不適切性の緩和

をおこなう作用がある．

‖Az − y‖2 + λ‖Pz‖2 (2.5)

関数近似における正則化項として正則化項は以下に示されるような項がしばしば定義され

る．ここで，z′, z′′はそれぞれ zの 1階微分および 2階微分である．

‖Pz‖ = ‖z‖2 + ‖z′‖2 ≡ ‖z‖2
1 (2.6)

‖Pz‖ = ‖z‖2 + ‖z′‖2 + ‖z′′‖2 ≡ ‖z‖2
2 (2.7)

‖Pz‖ = ‖z′‖2 (2.8)

‖Pz‖ = ‖z′′‖2 (2.9)

弾性自己組織化ネットワーク

ここで扱う自己組織化マップは，n次空間中に nより小さな自由度m(< n)を持つm次

曲面を実現するネットである．

以上で示した標準正則化理論を 1次元連続曲面の構築に適用し，エネルギ最小化問題とし
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図 2.2: 複数データの補間

て定式化する．ここでは，図 2.2に示すように，n個のデータ点 (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)

を補間する関数 f(x)の構築が目標であるが，曲面の離散化により相互作用の概念を適用

する．

画像処理の場合，各素子（ピクセル）に対してデータが与えられていることに対し，こ

こで扱う補間操作としての曲面近似は，データ点の補間という観点から，モデルの素子数

は与えられたデータの総数よりはるかに多い値をとるため，ほとんどの素子が隣接領域と

の相互作用のみを曲面構築の際の評価に用いる．

近似の目標となる曲面は，連続であるというアプリオリ情報に基づき，エネルギ関数は

(2.10)式で定義される．

E(f) =
∑

i

(fi − yi)
2 + λ

∑
i

∑
j

(fi − fj)
2 (2.10)

第 1項は推定する曲面上の値 fiと実際のデータ yiが一致することを要請する項，第 2項は

隣接する点における曲面上の値 fi, fj が滑らかに変化することを要請し，連続性を保持す

る項であり，(2.5)式における正則化項に対応する．

(2.10)式の最小値を探索する弾性自己組織化ネットワークの構築のためのアルゴリズム

を以下に示すとともに，ネットワークの動作機能を定性的に概略説明する．

曲面近似をおこなう弾性自己組織化ネットの構築アルゴリズム

1. 初期状態 t = 0

以下のようなデータが与えられ，N 個の素子の配置がなされる．

•教師データ

{(xt
i, y

t
i)}i∈I , I = {1, · · · ,M}
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xt
1 < xt

2 < · · · < xt
M

•素子

{(xj , yj(t))}j∈J , j = 1, · · · , N

xt
1 = x1 < x2 < · · · < xN = xt

M (2.11)

ここで，Mはデータ数，N は素子数である．一般にM < Nであり，任意の xt
iに対し

て xj = xt
iとなる素子が存在する．各 yj(t)は，時間 tにおける素子の値を示しており，

変更可能なパラメータである．ここで，与えられた iについて xj = xt
iとなる素子 jの

値を yj ≡ ye
i と定義する．

2. 停止判定

各素子の修正量が，与えられた基準値より小さくなった場合，学習を終了する．この

条件が満たされない場合，以下 3に進む．

3. ニューラルネットの素子状態の更新

xt
i = xjとなる各素子に対して，

ye
i (t+ 1) = ye

i (t) + ηa{yt
i − ye

i (t)} + ηela{yj+1(t) − 2ye
i (t) + yj−1(t)} (2.12)

それ以外の素子に対しては，

yj(t+ 1) = yj(t) + ηela{yj+1(t) − 2yj(t) + yj−1(t)} (2.13)

という修正をおこなう．(2.12)式の第 1項は素子が教師データに一致することを要請

する項，(2.12)式の第 2項および (2.13)式の第 1項は，対象となっている素子が両隣

の素子を結んだ直線状に位置することを要請する弾性項（図 2.3）であり，この項によ

り弾力をもったネットワークが実現される．ここで，ηaは学習率，ηelaは素子間結合

係数である．

(2.12)，(2.13)式で示した弾性項の作用は，素子の集合で表現される曲面の 1階微分の 2乗積

分（ゴム膜を伸ばすエネルギに対応）に相当し，膜のポテンシャル（membrane potential）

と呼ばれる．曲面の滑らかさという意味では，曲面の 2階微分の 2乗積分（薄板を曲げる

エネルギに対応）で定義される薄板のポテンシャル（thin-plate potential）が自然である

が，各素子が位置情報のみを持つ弾性自己組織化ネットでは数値微分の高精度化が困難で

あるため実現が不可能である．自己組織化は入力ベクトルの分布を近似する位相保持マッ

ピングとしての機能を持っており，自己組織化モデルの次元数とモデルが埋め込まれる空

間の次元数が等しい場合は有効な方法であるが，一般的な曲面のようにモデル（曲面）の
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図 2.3: 弾性項の作用

表 2.1: 学習条件

学習の収束基準
学習回数
1.00 × 105

分割数
200

学習係数
ηa ηela 初期係数値の定義領域

1.00 × 10−1 1.00 × 10−2 [−0.5,0.5]
ηa：学習係数（誤差エネルギ項），ηela：学習係数（素子間結合係数），

次元数が埋め込まれる空間の次元数より小さい場合は有効ではない．これは，離散化され

た素子の保持する情報の低次性に起因しており，例えば素子の保持する情報（位置情報）

のみから曲面を特徴づける量（第 1,2基本量など）を導出することは不可能であることに

起因する．したがって，自己組織化ネットを疎に分布するデータ補間問題に適用する場合

はホップフィールドのように各素子の全結合（相互作用の拡大）が要求され，局所的な相

互作用により有効な解を獲得することは不可能である．

本アルゴリズムの近似特性を確認するために 1変数関数近似に適用した．図 2.4に示す

1次元入力関数（(2.14)式）から，教師データとして 10点を抽出し，このデータ点に基づ

く自己組織化ネットを生成することで得られた近似曲線を図 2.5に示す．学習条件を表 2.1

に示す．
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図 2.4: データのソースとなる関数と学習データに基づく補間曲線

y =
√

sin(0.7x) + cos(0.9x+ 5) + sin(0.5x) × cos(0.3x+ 0.3) + 5 (2.14)

図 2.5より，データが疎に与えられる場合，薄板のポテンシャルの最小化という意味で滑

らかな曲線を獲得することは不可能である．これは，自己組織化ネットを構成する各素子

は位置情報のみを保持するために，隣接領域との相互作用の際にその差分（1階微分に相

当）に基づく評価しかできないためである．より評価する素子数を増加する（素子 kに関

して素子群 k − i, k + i(i = 1, 2, · · · , n)を考慮する）ことで高度な幾何学量の近似が可能で

あるが，上記のアルゴリズムにおいて，差分法による 2階微分値の最小化をおこなったに

もかかわらず，適当な解を獲得していないことから，有効な方法ではないと思われる．さ

らに，表現能力の低次性により，相互作用が広範囲に伝達しないために，大域的解への到

達は困難である．

以上から，高度の幾何学量の解析を実現する場合，離散表現では精度に限界があるため，

マルコフ性を仮定した隣接領域間の相互作用のみでは大域解としての滑らかな曲面構築は

困難であることが示され，連続表現による表現の必要性が示唆される．
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図 2.5: 自己組織化ネットによる補間

2.2 区分的多項式による近似曲面表現

多項式は非常に簡単な関数であって，その性質も良く知られており，取り扱いも容易で

あるため，他の関数を近似的に記述する方法として最も広く使用されている．特に，その

微積分に関する記述の容易さは曲面解析に対して有効であり，前節で定義したさまざまな

正則化項の定義が容易に導出可能である．ここでは，1変数関数を有限次多項式により近

似する場合について示す．

多項式による補間問題は，次に示す Lagrangeの公式および Chebysheffの定理に基づい

ている．

定理 2.1 [Lagrangeの公式] 異なる横座標 x1, x2, · · · , xn (xi �= xj , if i �= j)をもつ n個の

データ点 {(xi, yi)}i∈I , I = {1, 2, · · · , n}があるとき，これらの点を補間する高々n− 1次多

項式は，次式で一意に与えられる．

L(x) =
n∑

i=1

Pi(x)

Pi(xi)
yi (2.15)
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ここで，

Pi(x) =
n∏

j=1,j �=i

(x− xj)

である．

定理 2.2 [Chebysheffの定理] 区間 [a, b]の与えられた連続関数 f0に対して，n次以下の

多項式の中に，f0を最も良く一様に近似する関数 f（最良近似多項式）が，一意に与えら

れる．

定理 2.1および多項式の稠密性より，n個のデータ点を補間するm(> n−1)次関数は無限

に存在することを証明することは容易である（解の集合はm− (n−1)次元多様体を構成す

る）が，データ補間という拘束条件の下で曲面の表現能力として十分な自由度（m−(n−1)）

を与えることで，より滑らかな曲面を求めることが可能である．滑らかさの基準としてし

ばしば近似関数の導関数の 2乗積分 σが用いられる．関数 f(x) (a ≤ x ≤ b)，k階導関数

の場合の定義式を以下に示す．

σ =
∫ b

a
[f (k)(x)]2dx (2.16)

σは，k = 1の場合は曲面の 1階微分の 2乗積分（ゴム膜を伸ばすエネルギに対応）で定義

される膜のポテンシャル（membrane potential），k = 2の場合は曲面の 2階微分の 2乗積分

（薄板を曲げるエネルギに対応）で定義される薄板のポテンシャル（thin-plate potential）

に相当し [12]，与えられたデータ点を補間する曲線族Fの中で σを最小化する関数 foが最

も滑らかな曲面となる（(2.17)式）．

fo = argf∈F min σ (2.17)

これは，画像復元モデルで示した最適配置の全探索に対応する概念である．ただし，画

像復元の対象は有限離散モデルであったため，その場合の集合濃度も有限であったことに

対し，ここで扱う関数モデルである多項式の係数はそれぞれ連続値をとる（多項式の稠密

性）ため，解の探索は最急降下法など決定論的アプローチを適用する必要がある．多項式

に基づく表現系では，q変数 p次多項式を適用した場合，自由パラメータ（係数）の数は

q+1Hp =q+p Crとなり，データおよび変数の増大にともない，解の探索空間は非常に大き

くなる．

そこで，以上に示した困難に対して，画像復元の場合と同様の手法を適用する．そのた
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めには，まず一つの多項式による表現として与えられた連続曲面を離散化する必要がある

が，自己組織化ネットで示したように，それぞれが位置情報を保持する素子の集合として

曲面を表現した場合，その表現能力の不十分性により高次の幾何学量の評価が困難である

ため，上記の意味で滑らかな曲面を獲得することは不可能である．本論文では，各素子に

位置情報だけでなくある程度の幾何学量情報を与える（多機能化）ことで高度な評価をお

こない，より最適な解の探索をおこなうアルゴリズムを提案する．表現法としては，連続

曲面の分割をおこなうことで得られる区分的局所曲面をそれぞれ素子として定義する．従

来の手法における各素子は離散表現であるが，本手法では連続表現となる適当な分割がお

こなわれた場合，各局所曲面は低次の多項式で十分な精度の近似が可能である．したがっ

て，MRFの概念を適用して近接局所曲面間の相互作用による曲面構築をおこなう場合で

も，計算コストを十分実現可能な量に削減可能である．

与えられたデータを区分的な曲面の集合により補間するアルゴリズムとしてスプライン

関数がある．スプライン関数は，区分的多項式で表現されるであるため，複雑な関数を効

率よく近似できるという優れた性質を持っており，解析的方法により導出されるよく整理

された関数近似法である．1変数スプライン関数の数学的定義を示す [38]．

定義 2.1 m次のスプライン関数は，そのm階微分が階段関数で，m − 1階以下の微分が

連続であるような関数である．

節点 x1, x2, ..., xnを持つm次スプライン関数 s(x)は，切断冪関数の線形和（(2.18)式）

で示される．

s(x) = pm(x) +
n∑

i=1

ci(x− xi)+
m (2.18)

ここで，x+
m =

{
xm (x > 0)

0 (x ≤ 0)

ここで，pm(x)はm次の多項式，cは定数係数である．

定義 2.2 [最小補間性] 2k−1次のスプライン関数 s(x)は，n個のデータ点 {(xi, yi)}i∈Iが与

えられたとき，k(k < n)について，定義 2.1 を満たす切断冪関数 f(x)のうちで，σ（(2.19)

式）を最小にする一意の区分的多項式である（(2.20)式）．

σ =
∫ b

a

[
f (k)(x)

]2
dx (2.19)

s(x) = argf minσ (2.20)
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通常 k = 2すなわち 3次スプラインが広く用いられている．これは，乗用車を購入する顧

客は表面の 1次と 2次の導関数の不連続には気づくが，3次導関数の不連続には気づかな

いという自動車設計者の経験的な観察に基づいている．さらに，k = 2の場合，(2.19)式で

与えられる量は，曲面の 2階微分の 2乗積分値であり，前述の薄板のポテンシャルに一致

する．

以上に示されたスプライン関数の特徴を自己組織化ネットの概念に適用し，複数の 3次

多項式の相互作用による 3次スプライン関数の獲得をおこなう方法を論じる．

スプライン関数の獲得を目的とするアルゴリズム

スプライン関数の獲得を目的とするアルゴリズムを示す前に，評価関数の定義をおこなう．

1. 定義域の定義と分割

与えられたデータ {(xi, yi)}i∈I , x1 < · · · < xn, I = {1, · · · , n}に基づき，定義域Dおよ

び各局所関数の定義域Dj , (j = 1, · · · , n− 1)を以下で定義する．

D = [x1, xn] (2.21)

Dj = [xj , xj + 1] (2.22)

各局所定義域Dj上で定義される 3次多項式 sj(x)を次式で定義する．

sj(x) = ci0(t)x
0 + ci1(t)x

1 + ci2(t)x
2 + ci3(t)x

3 (2.23)

各係数は，修正可能なパラメータであるため，時間 tにおける値を示すために cij(t)と

表現する．

2. 評価関数の定義

弾性自己組織化ネットで定義した評価関数およびスプラインの性質に基づき局所関数

siに関して以下の評価関数を定義する．

Ei = ηaE
i
a + ηcE

i
c + ηgE

i
g (2.24)

Ei
a =

i+1∑
j=i

(yj − s(xi))
2 (2.25)

Ei
c =
{
(si (xi) − si−1 (xi))

2 + (si (xi+1) − si+1 (xi+1))
2

+
(
s′i (xi) − s′i−1 (xi)

)2
+
(
s′i (xi+1) − s′i+1 (xi+1)

)2
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+
(
s′′i (xi) − s′′i−1 (xi)

)2
+
(
s′′i (xi+1) − s′′i+1 (xi+1)

)2}
(2.26)

Ei
g =
∫ xi+1

xi

(s′′i )
2
dx (2.27)

Eaは各局所関数の両端を対応するデータに一致することを要請する項，Ecは隣接領

域との 2階微分までの連続性を要請する項，Egは各局所曲面の 2階微分の 2乗積分を

最小化することを要請する項である．本アルゴリズムでは，
n−1∑
i=1

Ei (2.28)

の最小化によりスプライン関数を獲得することを目標とする．

3. 各係数の更新

局所関数 siに関して，(2.23)式で定義した各係数 ci1, · · · , ci4の更新は，(2.24)式で定義

されるエネルギ項Eiに基づく最急勾配法（(2.29)式）によりおこなう．

cij(t+ 1) = cij(t) −
∂Ei

∂cij
= cij(t) − ηa

∂Ei
a

∂cij
− ηc

∂Ei
j

∂cij
− ηg

∂Ei
j

∂cij
(2.29)

j = 0, · · · , 3

ここで，ηaは学習率，ηcは連続性係数，ηgは薄膜ポテンシャルに関する係数である．

以上の定義に従い，スプライン関数の獲得を目標とするアルゴリズムを以下に示す．

1. 定義域の定義と分割

与えられたデータ {(xi, yi)}i∈I , x1 < · · · < xn, I = {1, · · · , n}および (2.21),(2.22)式に

基づき，定義域Dおよび局所定義域Di, i = 1, · · · , n− 1を定義する．

2. 局所関数の初期化 t = 0

次に，(2.23)式に基づき，各局所関数 si(x)を定義する．各係数 cij(t = 0)は，十分に

小さな乱数で与える．

3. 停止判定

評価関数が与えた基準値より小さくなった場合，あるいは評価関数の変化量が与えた

基準値より小さくなったときに，学習を終了する．この条件が満たされない場合，下

記 4に進む．

4. 各係数の更新

各係数の更新を (2.29)式に基づき実行する．なお，本アルゴリズムでは，荷重更新を

batch mode（全ての荷重を一括更新）でおこなった．
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以上に示したアルゴリズムは，マルコフ性およびエネルギ関数Eを最小化する区分的関数

がスプライン関数と一致することを仮定しているが，その正当性については言及していな

い．次節では，実際に提案したアルゴリズムが大域解としてのスプライン関数を獲得でき

ることをシミュレーションにより確認する．

2.3 シミュレーション

前節では，スプライン関数の探索的獲得を目的とする高機能化自己組織化ネットの構成

方法について論じた．ただし，マルコフ性すなわち隣接する局所曲面間の連続性の強化（隣

接領域間の相互作用）により大域解としてのスプライン関数に到達できるとした仮定の正

当性，エネルギ関数Eを最小化する区分的関数 fmがスプライン関数 S(x)と一致すること

（(2.30)式），さらに最急降下法を適用した探索法により大域解の獲得が可能か，局所解は

存在するかなどの問題に対しては言及していない．

if ∀f : E(fm) ≤ E(f) then Ea = Ec = 0 (2.30)

本節では，実際に提案したアルゴリズムを簡単な補間問題に適用し，上述の仮定の正当

性について確認をおこなった．

1変数関数近似

まず，自己組織化ネットで用いた図 2.4に示す 1次元入力関数（(2.14)式）上の 10個の

データ点に基づく 3次スプラインを解析的に求めた．最急勾配法によりエネルギが十分に収

束した時点における近似曲面と 3次スプラインとの比較を図 2.6，学習条件を表 2.2に示す．

解の一意性を確認するために，それぞれ異なる初期係数値に基づき 5回曲面構築をおこ

なった．図 2.6より，提案したアルゴリズムは厳密に 3次スプラインを近似しており，アル

ゴリズムの解の一意性と最適性がともに確認された．以上より，局所曲面の和集合として

の近似曲面構築におけるマルコフ性の仮定の適用可能性が示された．

2.4 2章のまとめ

本章では，まず 1次元情報を持つ複数の素子により構成される離散モデルを示し，マル

コフ性を仮定した局所的相互作用により連続曲面構築をおこなう際の問題点を示した．こ

の問題点は，各素子の保持する情報が位置情報のみであるため，滑らかな曲面構築の際に

要求される高度の数値解析が不可能であることから，区分的多項式による近似曲面構築法
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図 2.6: 3次スプラインと近似曲面

表 2.2: 学習条件

学習の収束基準
学習回数 平均自乗誤差
1.00 × 105 1.00 × 10−4

データ数
教師データ数 テストデータ数

5 100

冪素子を用いた領域分割型ネットワーク
ηe η0 η1 η2 ηg 初期係数値の定義領域

5.00 × 10−1 1.00 × 10−2 1.00 × 10−2 1.00 × 10−2 1.00 × 10−5 [−0.5,0.5]
ηa：学習係数（誤差エネルギ項），η0：学習係数（学習点における関
数の連続性），η1：学習係数（学習点における関数の 1階微分値の連
続性），η2：学習係数（学習点における関数の 2階微分値の連続性），
ηg：学習係数（各領域における関数の 2階微分ノルム値）
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を提案し，最急降下法の概念を適用することで，有効な近似結果が与えられることを確認

した．

次章では，本章で提案した区分的曲面表現の数学的定式化をおこなう．
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本章では，前章で示した区分的曲面表現の数学的定式化をおこない，次章に示す曲面構築

アルゴリズムの定式化のための基礎とする．

3.1 多様体と分割曲面

前章では，与えられたデータ {(xt
i, y

t
i)}i∈I（xt

i ∈ �n, yt
i ∈ �）に基づく”関数近似”，”補

間”，”曲面構築”を等価的に記述した．本節では，まずそれらの等価性について示す．簡

単のため，”関数近似”の関数は 1価関数（データの {yt
i}i∈I はスカラー）であるとし，ま

た基本的に補間は内挿であるとする．本論文では，”関数近似”を以下のように定義する．

定義 3.1 [関数近似] 与えられたデータ {(xt
i, y

t
i)}i∈I（xt

i ∈ �n, yt
i ∈ �）に基づく関数近似

とは，

{xt
i}i∈I ⊂ X (3.1)

を満たす凸集合X上で定義された以下の条件を満たす写像 f の獲得である．

∀i ∈ I f(xt
i) = yt

i (3.2)

f : X → Y ⊂ � (3.3)

上記の近似関数 f(x)に関して，定義域X ⊂ �nから�n+1への同相写像 ϕ−1（(3.4)式）

を与えると，写像先であるM は�n+1における n次曲面となる．

ϕ−1 : X (= {(x1, x2, · · · , xn) ∈ X ⊂ �n} ∈ X)

→ M (= {ϕ(u) = (u, f(u) = (z1, z2, · · · , zn+1)) |u ∈ X}) (3.4)
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このことは，各要素のパラメータ表示に関する Jacobi行列（n× (n+ 1)行列）




∂z1

∂x1
· · · ∂zn+1

∂x1
...

. . .
...

∂z1

∂xn
· · · ∂zn+1

∂xn


 =




1 0 · · · 0 fx1

0 1
. . .

... fx2

...
. . .

. . . 0
...

0 · · · 0 1 fxn




(3.5)

が，X上の至るところで階数 nであることから明らかである．

”補間”は，�n+1空間中において

{xi, yi}i∈I ⊂ S (3.6)

を満たす n次元曲面 Sの構築であり，S上の任意の点を si ∈ Sであらわす．また，Sから

x空間への射影作用素を Pxとしたとき，以下の条件を満たすならば曲面 Sは (3.4)式で定

義された n次元曲面M と等価である表現を実現可能である [9]．

if Pxsi = Pxsj then si = sj (3.7)

このとき，曲面M は n次曲面 Sと同相であり，互いに等価であるものを実現可能であ

る．以上より，”曲面構築”，”関数近似”，”補間”では等価であるものを構築可能である

ことが示された．

本論文では，与えられたデータを補間する曲面近似を目標とするが，一般性を損なうこ

となく，本章では，n変数 1価関数近似に関して議論をおこなう．すなわち，この入出力

関係は，図 3.1で示すように，�n+1中の開曲面M として表現される．

3.1.1 多様体と局所座標系

本章では，前章で示したように近似曲面を区分的曲面により表現することを議論するが，

まず，本章で扱う関数の表現する曲面M を多様体として定義する．

定義域を開集合X ⊂ �nと定義すると，与えられたデータを補間する関数 f : X → Rの

構築が近似の目標となる関数である．ここで，関数の変数と出力の関係は �n+1中の n次

元曲面M（(3.4)式）で示され，曲面Mから定義域Xへの写像ϕは同相写像となる1 ．曲

面M は関数の入出力関係を示すことから ϕは包含写像（式 (3.8)）であると仮定する．以

上の定義より，本章の目標である未知の曲面Mの近似はϕの近似に帰着する．次式におい

1 入出力関係から ϕをX からM への写像と考えた方が自然であるが，多様体論の記述に従い，本論文で
は ϕ : M → X と定義する
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図 3.1: 曲面M から定義域Xへの同相写像 ϕ

て，φ(·)は 1価 n変数Cr級関数であると仮定する．

M =
{
ϕ−1(u) = (u, φ(u)) |u ∈ X

}
(3.8)

多様体M 上の局所座標近傍系 {(ϕi, Ui)}i∈I を次式で定義する．

Ui =
{
ϕ−1

i (u) = (u, φi(u)) |u ∈ U ′
i

}
(3.9)

M =
⋃

α∈A

Uα ⊂ �n+1 (3.10)

ここで，ϕiは同相写像，φiは 1価 n変数C∞級関数である．図 3.2において，位相空間X

の開集合U から，(n+ 1)次元数空間�n+1のある開集合 U ′への同相写像

ϕi : Ui → U ′
i (3.11)

があるとき，Uiとϕiとの対 (Ui, ϕi)を n+ 1次元座標近傍，ϕiをU上の局所座標系と定義

する．

ここで，多様体M は Cr級微分可能多様体であると仮定する．すなわち，Uα ∩ Uβ �= ∅
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図 3.2: Surface M and the atlas {(ϕi, Ui)}i∈I

であるような任意の α, β ∈ Aについて，座標変換

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα (Uα ∩ Uβ) → ϕβ (Uα ∩ Uβ) (3.12)

はCr級写像である．

3.1.2 近似曲面の3角形分割

本節では，前節の概念に基づき，近似曲面を複数の局所曲面の集合として記述する表現

系について考察する．多様体論は非常に整備された概念であるが，局所座標系は多様体の

記述には不便な方法であり，通常は �nの部分を集めて貼り合わせたり，あるいはすでに

ある多様体を群で割るなどして新しい多様体が生成される [41]．

ここで定義する表現系は，特に 2次元曲面の場合は曲面の 3角形分割により得られる各

3角形曲面を局所曲面とする表現系である．本論文では，（2次元）曲面近似に限らず関数

近似という意味での高次元曲面近似を目標としているため，まず曲面の 3角形分割の一般

化について示す．

始めに，本節で用いる用語の説明をする．n次元”貼り合わせ”(n-dimensional gluing)

とは，有限個の n単体と，それらの単体の対の選択と，各対の切子面どうしを同一視する

アフィン写像からなる．ここで，n単体 (n-simplex)αとは，アフィン的に独立である n+ 1

個の点の凸包で定義される．n単体を構成するデータの部分集合の凸包は αの面，n− 1次
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元の面は切子面と呼ばれる．さらに，単体複体とは，単体の局所有限な集まりΣで次の条

件を満たすものである．

• Σに属する単体の任意の面はまたΣに属する．

• Σに属する 2つの単体の交わりは空かまたは双方に属する面である．

Σの単体全ての和集合を Σの多面体といい，|Σ|と表記する．位相空間 X の 3角形分割

(triangulation)とは，単体複体Σと同相写像 ψ : |Σ| → Xのことである．

写像φが与えられると，3角形分割された定義域から一意に 3角形分割された曲面が導出

可能であるが，本論文では対応する 3角形要素間の同相写像をそれぞれ独立に定義するこ

とで区分的曲面表現を実現することを目標とする．次節では，実際の表現系について示す．

3.2 多項式表現による局所曲面の構築

本節では，与えられたデータに基づく区分的曲面表現のための具体的な表現系について

述べる．

3.2.1 定義域と入力空間の分割

まず，定義域および局所定義域の獲得法について示す．1変数関数近似の場合は，前章

で示したように各局所定義域は線鎖となり非常に簡素な形式であるため，構築に際して困

難は生じない．したがって，以下では，高次元空間の分割，特に�2の場合について議論を

おこなう．

与えられた教師データを {(xi, yi)}i∈I とする．前節の定義に従い，

ϕ−1(xi) = (xi, yi) (3.13)

φ(xi) = yi (3.14)

の関係が成立する．ここで，データ数をm個としたとき，I = {1, 2, ...,m}である．定義
域X(∈ �n)は，教師データの入力部分 {xi}i∈I に基づき�n上で定義される．補間をデー

タ間の内挿とすると，データ {xj}j∈Iに関する凸包が定義域として最も適当である．

前節で示したように，任意の凸包は 3角形分割が可能であることから，ある単体複体に

より表現された凸包 |Σ|が存在し，ψ : |Σ| → Xである．ここで，定義域Xから曲面Mへ

の写像 ϕ−1 : X → M が同相写像であることから，曲面の貼り合わせによる表現は定義域

の 3角形分割と等価である．
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図 3.3: 2次元空間におけるVoronoi図とDelaunay図

以上より，区分的曲面構築において，定義域は与えられたデータに関する凸包，局所定

義域は定義域の 3角形分割が適当であると思われる．

3角形分割に関しては，2種類の分割が存在する．一つはデータに基づく 3角形分割であ

り，各要素の頂点はデータに対応する．他方は，データとは独立した分割であり，有限要

素法で定義される分割法と等価である．データの補間と言う観点から，データに基づく 3

角形分割法が自然であるが，表現系として適当な分割がおこなわれない場合がある．

定義の一般化によって適用の範囲は大きくなる．しかし，本論文において目的とするの

は，本アルゴリズムの実際の問題への適用である．したがって，簡単な例（低次元曲面）

から始めて徐々にアルゴリズムの一般化をおこなう方が有効であると思われる．以下では，

問題を扱いやすくするために，主に�2上の定義域および分割について議論する．

�2における 3角形分割は，データに基づく分割をおこなった場合，Delaunay分割と等

価である．Delaunay図 [39]の生成により，獲得されたDelaunay多角形を定義域X，Xの

要素である各Delaunay三角形を局所定義域U ′と定義することが可能である（図 3.3）．し
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かしながら，Delaunay図を用いた場合，次のような問題点が発生する．

• 入力空間の次元数が大きい（n ≥ 3）場合，Delaunay図の生成のための計算コストが

大きくなる．

• データが偏在する場合，補間と言う観点から，不適当な分割をおこなう可能性がある．

• 次章で示すように近似曲面の構築は局所曲面の相互作用によりおこなわれるが，De-

launay分割を用いた場合，各要素の隣接関係が不規則であり，アルゴリズム化が困

難である．

したがって，以下では，データ分布に依存しない分割法，特に格子状分割により定義域

Xおよび局所定義域 Uiを定義する．以下に，1，2，3次元空間の格子状分割により得られ

る分割要素，図 3.4に 2次元格子を示す．

1次元格子 線鎖（line chain）

2次元格子 正方格子，三角格子，六角格子

3次元格子 立方格子，体心格子，面心格子，

図 3.4で示されるように，各要素の隣接関係は規則的であり，また生成のアルゴリズム化

も容易である．

上述のように 3角形分割に対応する分割は，図 3.4(b)で与えられる 3角格子である．本

論文では教師データを発生する確率密度関数が一様分布であると仮定するが，この場合の

最適分割は，2次元の場合正六角形である [10],[27]．しかしながら，多次元入力空間への拡

張を考慮した場合，正方格子に基づく拡張（超立方体）が最も容易である．また，以下で

示すように，本論文では，各局所写像ϕiの定義域を正則化することで，曲面構築の際のア

ルゴリズムの一般化をおこなっている．さらに，隣接領域との相互作用のアルゴリズム化

の容易さ，MRFやホップフィールドネットワークなどとの比較における類似性を考慮し，

以下では正方格子を要素とする分割の場合について議論する．

次に，正方格子の和集合としての定義域について示す．定義域としてデータに基づく凸

包が与えられた場合，定義域の細分として正方格子分割をおこなうことはほとんどの場合

において不可能である．したがって，正方分割という枠組みから定義域を以下のように設

定する．定義域の分割要素である正方格子の大きさが固定されている場合，内挿という側

面を考慮すると，データに基づき生成された定義域（データの凸包）を被覆する和集合 S̄

のなかで，面積が最小になるものが最も適当な定義域であると考えられる（図 3.5）2 ．定
2 このようにして求められた定義域の下限は Jordan外測度 |S|∗ である．(|S|∗ = inf S̄)
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(a)

(b)

(c)

図 3.4: 2次元正規格子の例 (a)正方格子，(b)三角格子，(c)六角格子
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図 3.5: データに基づく凸包を被覆する正方格子集合

義域X，データの凸包 |Σ|，各正方領域 Iiに関して次式が成立する．

X =
⋃
i

Ii ⊆ |Σ| (3.15)

また，より簡素な定義域決定法として以下を示す．本論文では与えられたデータ{(xt
j, y

t
j)}j∈I

に基づき，次式で定義される超立方体領域Xを定義域とする．

X = {(x1, x2, · · · , xn)} ⊂ �n

xt
j = (xt

j1, x
t
j2, · · · , xt

jn)

for i = 1 to n min(xi) = min
j

(xt
ji), max(xi) = max

j
(xt

ji) (3.16)

すなわち，定義域X は，内部に全てのデータを含む各軸（基底）に関して平行な (Axis-

Parallel)超直方体 [44]の集合の中で最も面積の小さな領域である．2次元空間における定

義域の例を図 3.6に示す．このような定義域を採用する場合，分割により得られる局所曲

面が超立方体になるとは限らないが，次章で述べるように各局所写像 φの定義域を正規化

することで一般性を保証する．

以上で示した定義域および局所定義域に基づき，マルコフ性を仮定した隣接領域間の相

互作用は 2次元空間分割の場合，次のように定式化される．

本論文では曲面生成素子の多機能化という観点から，各領域をそれぞれ対応する機能素

子で表現する（図 3.7）．上述のように，局所領域U ′
kにおいて連続性の評価（相互作用）を
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図 3.6: データと定義域の関係（2次元空間）

図 3.7: 分割領域の量子化

35



第 3章 分割表現による曲面構築

考慮する近傍領域は ∂U ′
kを共有する領域である．図 3.7の場合，領域U ′

k1, · · · , U ′
k8が近傍領

域に対応する．前章で示したように，文献 [9]では，近傍系として図 2.1に示す (a)および

(b)の近傍系を与え，それぞれにおいて考慮されている格子点の組であるクリークが (c)；

(a)のクリーク，(d)；(b)のクリークで定義されている．したがって，近傍系を定義するク

リークを与えることで，各要素において連続性を考慮するべき隣接領域が決定される．図

2.1，図 3.7より，採用するクリークは図 2.1(d)に対応するものになる．

一般に，n次元において超立方格子による定義域分割を用いた場合，各局所超立方体の

境界と接する近傍領域の数は 3n − 1である．また，境界は n− 1次元曲面となるため，次

元数の増加にともない，連続性評価のための計算コストも大きくなる．したがって，連続

性評価の対象となる近接領域数は，可能な限り削減する必要がある．4章では，図 2.1(a)

で示される近傍系において連続性が保証される場合，同図 (b)で定義される近傍系との連

続性も保証されることを示す．第 5章では，各近傍系に基づく曲面構築をおこなった場合

の比較を実際に確認する．

3.2.2 同相写像の定義

本節では前節で定義した定義域に基づき，局所写像 ϕ−1
i を定義する．

局所写像 ϕ−1
i の定義域は U ′

i であり，(3.9)式で示される．ここで，φiは，次式で定義さ

れる 3次多項式とする．

φi(x1, · · · , xn) =
∑

cν1···νnx
ν1
1 · · ·xνn

n (3.17)

ν1, · · · , νn ≥ 0, 0 ≤ ν1 + · · ·+ νn ≤ 3

ここで，区分的曲面の局所曲面として 3次多項式を用いる理由として以下を挙げる．

• スプライン関数（区分的多項式表現）に基づく．

• 微分，積分が代数的に非常に簡単な形式で表現され，幾何学量，連続性の評価が容易
である．

• 次章に示す連続性などシンボリック計算により，評価関数および最急降下法のための
勾配の導出が簡潔な表現で与えられ（数値積分が不要であるため），計算コストの削

減が可能である．

• 近似の目標となるC2級曲面の条件を満たしながら，ある程度の自由度を保証する表

現として適当である．
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図 3.8: 局所写像と曲面算出

以下では，入力 x(∈ U ′
ij ⊂ X)が与えられた場合の，曲面上の対応点 s ∈ M の導出過程

を示す（図 3.8）．

1. 与えられた入力 x(∈ U ′
ij ⊂ X)に関して，xが含まれる局所定義域 U ′

ijを決定する．

2. 1.で獲得した位置情報 ijに基づき同相写像 φijを活性化する．

3. 2.で活性化された作用素 φijに基づき，曲面M 上の点 s = φijxを算出する．

以上を整理すると，(x1, x2, y) ∈ U ′
ij ⊂ Xに関する局所写像 ϕ−1

ij は次式で定義される．

Uij =
{
ϕ−1

ij (u) = (u, φij(u)|u ∈ U ′
ij

}
(3.18)

3.3 3章のまとめ

本章では，前章で示した区分的曲面表現の数学的定式化をおこなった．

まず，曲面の分割法として 3角形分割法を採用し，任意次元の曲面構築のための一般化

をおこなった．次に，曲面の分割と入力空間の分割の等価性を示し，表現系としてよりア

ルゴリズム化が容易である正方格子分割法を提案し，定義域および局所定義域の定式化を

おこなった．さらに，前節で示したように，曲面の表現系として 3次多項式を採用し，局

所曲面および近似曲面の表現の定式化をおこなった．
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次章では，以上で示した曲面の分割表現を構築するアルゴリズムについて議論する．
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第4章 分割表現による曲面構築のための
アルゴリズムおよびネットワーク
表現

本章では，前章で示した区分的曲面表現の数学的定式化に基づき，区分的曲面の適応的な構

築アルゴリズムについて議論する．さらに，アルゴリズムのネットワーク表現をおこなう．

4.1 区分的曲面構築のアルゴリズム

本節では，前章までの定式化に基づき，次に示す条件を満たす区分的曲面構築のための

アルゴリズムを示す．ここで，区分的曲面は，n+ 1次元空間中の n次元曲面の集合である

とする．

1. 区分的曲面は与えられたデータを補間する．

2. 互いに接触する局所曲面は，接触部分（n− 1次元以下の面）において 2階以下の微分

値が連続である．

3. 最適曲面とは，1,2の条件を満たす区分的曲面のうちで，幾何学的ポテンシャル g(fi)

を最小にする曲面である．

4.1.1 評価関数

3章の (3.9) 式で定義された φiは関数 f の区分的多項式による近似関数 f̂ の i成分に対

応する．ここで f̂ は，次式で定義される．J = (1, 2, · · · , m)は区分的多項式のインデック

スである．

f̂ = {φj}j∈J (4.1)

まず，目標となる曲面は与えられたデータ {(xt
i, y

t
i)}i∈Iの補間であるということから，各
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局所写像ϕiの近似関数の成分に対応する φiに関して次式が成立する．

Ei
a =

∑
xt

j∈U ′
i

[
φi(x

t
j) − yt

j

]2
= 0 (4.2)

次に，隣接曲面間の連続性に関する条件式を示す．各局所曲面 (Ui)は隣接曲面 (Uj)との

接触部分 (Ui ∩ Uj(�= ∅))において以下の条件が成立する．

if Ui ∩ Uj �= ∅ then Ui ∩ Uj = ∂Ui ∩ ∂Uj (4.3)

したがって，接する部分において 2階微分までの連続性を保証する関係式は次式で示される．

Ei
c =

2∑
n

∑
k

∫
∂U ′

i∩∂U ′
k

[
φ

(n)
i (xj) − φ

(n)
k (xj)

]2
dx = 0 (4.4)

さらに，スプライン関数の概念を導入すると，(4.3),(4.4)式の拘束条件に基づき，曲面

のポテンシャルを最小化することにより最適解を一意に獲得する可能性が考えられる．曲

面のポテンシャルは，前章で示した膜のポテンシャル，薄板のポテンシャルなどに対応す

るものであるが，ここではこれらのポテンシャルを幾何学量と考えEi
g(fi)と定義する．薄

板のポテンシャルを適用した場合，次式が成立する．

Ei
g = g(fi) =

∫
U ′

i

[
f (2)(x)

]2
dx (4.5)

以上の拘束条件（(4.2),(4.4)式）および最小化が要請されるポテンシャル（g(fi)）に関

して，次式を定義する．

Ei(fi) = ηaE
i
a + ηcE

i
c + ηgE

i
g

= ηa

∑
xt

j∈U ′
i

[
φi(x

t
j) − yt

j

]2

+ ηc

2∑
n

∑
k

∫
∂U ′

i∩∂U ′
k

[
φ

(n)
i (xj) − φ

(n)
k (xj)

]2
dx

+ ηg

∑
i

g(fi) (4.6)

ここで，ηa, ηc, ηgはそれぞれ誤差係数，連続性係数，幾何学量係数である．

各局所曲面の自由パラメータはそれぞれ独立であるため，(4.6)式より，区分的曲面全体
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f̂ に関する評価関数E(f̂)は次式で定義できる．

E(f̂) =
∑

i

Ei(fi) (4.7)

以下では，(4.6)式で定義される評価関数Eの最小化により，上述の条件 1,2,3を満たす

区分的曲面表現の獲得をおこなうアルゴリズムを示す．

まず，評価関数E(f̂)を最小化する区分的関数集合を foptとすると，条件 1.2.3.を満たす

には次の関係式が成立する必要がある．

if ∀f : E(fopt) ≤ E(f) then Ee = Ec = 0 (4.8)

すなわち，foptに関して次式が成立する．

E(fopt) =
∑

i

g(fi) (4.9)

4.1.2 最急降下法による評価関数の最小化

(4.6)式で定義した評価関数を最小化する分割曲面の探索を最急降下法によりおこなう．

1次元関数近似の場合の各局所曲面の修正作用を図 4.1に示す．(a)では Siを教師データ

に近づける作用，(b)では区分的曲面の連続性を保証するため隣接曲面との接触部分を一

致させる作用，(c)では隣接領域との接触部分において 1階微分値（勾配）の連続性を強化

する（v0
i を v1

i−1に，v
1
i を v0

i+1に近づける）作用を，(d)では隣接領域との接触部分におい

て 2階微分値（曲率）の連続性を強化する（v0
i を v1

i−1に，v
1
i を v0

i+1に近づける）作用が示

されている．

以上の修正量を，最急降下法（(4.10)式）に基づき次式で定義される勾配より導出し，

各局所曲面の自由パラメータ（(3.18)式の cµ1···µn）を逐次的に修正する．ここで修正量は，

(4.10)式の λおよび (4.6)式の各 ηに依存する．ここで，c(t)は時間 tにおける Siを特徴づ

ける多項式の係数全体をベクトル ci(t)で定義したとき，全ての iに関する ci(t)を要素と

するベクトルである．

c(t+ 1) = c(t) − λ∇E(c) (4.10)

f̂ を決定するパラメータがE(c)であることから，(4.10)式のE(c)は前節で定義したE(f̂)

と等価である．表記上の簡潔さのために，曲面 Siを特徴づける自由パラメータを cij とす
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(a) Siを教師データに近づける作用 (b) 隣接曲面との連続性を強化する作用

(c) 隣接曲面との 1階微分値の連続性を強化
する作用

(d) 隣接曲面との 2階微分値の連続性を強化
する作用

図 4.1: 1次元曲面における拘束条件強化
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ると，係数の更新式が次式で示される．

cij(t + 1) = cij(t) − λ
∂E(c)

∂cij
(4.11)

∂E(c)

∂cij
= ηa

∂Ea(c)

∂cij
+ ηc

∂Ec(c)

∂cij
+ ηg

∂Eg(c)

∂cij
(4.12)

(4.7)式で示すように，評価関数の構成要素であるエネルギEa, Ec, Egは各領域 iに関して

独立したエネルギの総和として示すことが可能であり，次式が成立する．

∂Ea(c)

∂cij
=
∂Ei

a(ci)

∂cij
(4.13)

∂Ec(c)

∂cij
=
∂Ei

c(ci)

∂cij
(4.14)

∂Eg(c)

∂cij
=
∂Ei

g(ci)

∂cij
(4.15)

4.1.3 局所曲面間の相互作用

本節では，(4.12)式における ∂Ec/∂cの項，すなわち隣接領域間の連続性の強化作用につ

いて議論する．前章で示したように，各局所曲面間の相互作用としての連続性強化作用は

マルコフ性を持つ．以下では，2次元曲面の場合を示す．

2次元曲面の定義域（2次元空間）の分割は，3章で示したように正方格子を要素とする

正規分割である．この分割表現は次のように示すことが可能である．

図 4.2で示すラベル (a, b)がつけられた正方形を与える．1個の正方形からはじめて 1枚

ずつ正方形付け加え，新しい正方形の辺が，すでにある正方形の同じラベルのついた辺と

同一視されるようにする．このような操作により，ユーグリッド平面�2はトーラスの被覆

平面であることが示されるが，同様の操作に簡単な制限を付加することで，前章の図 3.5,

図 3.6で定義された定義域の被覆が可能である．以上の概念に基づいて，各分割要素は同

一視が可能である．ここでは，各局所定義域U ′
iを正規化し，U

′
i = [0, 1]2とする．したがっ

て，各局所写像 ϕiは [0, 1]2上の関数である．同様に，与えられたデータ {(xt
j1, x

t
j2, y

t
j)}j∈I

の値域成分 yt
jを正規化することで，近似関数の値域をおおよそ [0, 1]に収まるように設定

する．以上の正規化がおこなわれると，本アルゴリズムの生成する近似曲面は正規化空間

[0, 1]3中で表現される．正規化空間から実空間への写像は線形であり，容易に変換が可能

である．以上の正規化により，アルゴリズムのロバスト性およびアルゴリズムの簡素化が
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図 4.2: 正方形トーラス

期待される．正規化に関する算出を以下に示す．

本論文では，各局所定義域U ′
iおよび値域 yの正規化をおこなうことで，各局所

写像ϕ−1
i 構築の一般化をおこなう．簡単のために，以下では (3.16)式で定義し

た超直方体を定義域とし，2次元空間の場合について示す．

定義域を [xmin
1 , xmax

1 ] × [xmin
2 , xmax

2 ]，与えられたデータ {(xt
j1, x

t
j2, y

t
j)}j∈I に関

して xmin
1 , xmax

1 , xmin
2 , xmax

2 , ymin, ymaxを次式で定義する．

xmin
1 = min

j
(xt

j1), ymax
1 = max

j
(yt

j1) (4.16)

xmin
1 = min

j
(xt

j2), ymax
1 = max

j
(yt

j2) (4.17)

ymin = min
j

(yt
j), ymax = max

j
(yt

j) (4.18)

定義域の分割を x1軸に平行な辺に関してm1分割，x2軸に平行な辺に関して

m2分割（図 4.3）すると，局所定義域 U ′
ijは次式で与えられる．

U ′
ij = [xmin

1 +
(i− 1)(xmax

1 − xmin
1 )

m1

, xmin
1 +

i(xmax
1 − xmin

1 )

m1

]

× [xmin
2 +

(j − 1)(xmax
2 − xmin

2 )

m2
, xmin

2 +
j(xmax

2 − xmin
2 )

m2
] (4.19)
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図 4.3: 正規化と曲面算出
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この領域の正規化をおこなう正規化作用素Rijは，次式で与えられる．

Rij

(
x1

x2

)
=




x1−xmin
1

xmax
1 −dmin

1
m1 − i+ 1

x2−xmin
2

xmax
2 −dmin

2
m2 − j + 1


 . (4.20)

さらに，(4.18),(4.20),(4.21)式に基づき，与えられたデータ {(xt
j, y

t
j)}j∈Iの正規

化をおこない，得られた正規化データ {(xtr
j , y

tr
j )}j∈I を新たに教師データとし

て定義し，このデータを教師データとする正規化写像 ψの構築をおこなうこと

で，問題に依存しない一般化をおこなうことが可能である．

Ryy =
y − ymin

ymax − ymin
(4.21)

正規化された値 sr(= (xr
1, x

r
2, y

r))を真値へ変換する作用素Tijは次式で示される．

Tij



xr

1

xr
2

yr


 =



xmin

1 +
(i−1+xr

1)(x
max
1 −xmin

1 )

m1

xmin
2 +

(j−1+xr
2)(x

max
2 −xmin

2 )

m2

ymin + (ymax − ymin)yr


 (4.22)

以下では，入力 x(∈ U ′
ij ⊂ X)が与えられた場合の，曲面上の対応点 s ∈ M の

導出過程を次に示す (図 4.3）．

1. 与えられた入力x(∈ U ′
ij ⊂ X)に関して，xが含まれる局所定義域U ′

ijを決

定する．

2. 1.で獲得した位置情報 ijに基づき正規化作用素Rij および正規化写像 ψij

を活性化する．

3. 2.で活性化された作用素に基づき，正規化曲面M r上の点 sr = ψijRijxを

算出する．

4. 3.で算出された正規化出力 srに基づき真値 Tijs
rを算出する．

以上を整理すると，(x1, x2, y) ∈ U ′
ij ⊂ X に関する局所写像 ϕ−1

ij は次式で定義

される．

Uij =
{
ϕ−1

ij (u) = (u, Tijφij(Rij(u))|u ∈ U ′
ij

}
(4.23)

以上の正規化により，区分的 2次元曲面を実現する写像ϕiの局所定義域はU ′
i = [0, 1]2で

ある．したがって，各局所正方形定義域の関係は図 4.4に示される関係で与えられる．ここ

で，pは被覆写像である．次節における表記法と同様に，以下では定義域は図 3.6（(3.16式）

46



第 4章 分割表現による曲面構築のためのアルゴリズムおよびネットワーク表現

図 4.4: 正規化トーラスによる平面のタイル貼り

で定義される辺が基底に対して平行である長方形）で定義し，分割は各軸方向にM × N，

各局所曲面をC(i, j)で表記する．

以上の関係より，局所定義域C(i, j)における隣接領域間の辺上の連続性評価関数Ei
c−edge，

頂点上の連続評価関数 Ei
c−vert はそれぞれ次式で示される．ここで，φi,j(x1, x2) は 0 ≤

x1, x2 ≤ 1を定義域とする 3次多項式である．

Ei
c−edge =

2∑
n

{∫ 1

0

[
φ

(n)
i,j (x1, 0) − φ

(n)
i,j−1(x1, 1)

]2
dx1

+
∫ 1

0

[
φ

(n)
i,j (1, x2) − φ

(n)
i+1,j(0, x2)

]2
dx2

+
∫ 1

0

[
φ

(n)
i,j (x1, 1) − φ

(n)
i,j+1(x1, 0)

]2
dx1

+
∫ 1

0

[
φ

(n)
i,j (0, x2) − φ

(n)
i−1,j(1, x2)

]2
dx2

}
(4.24)

Ei
c−vert =

2∑
n

{[
φ

(n)
i,j (0, 0) − φ

(n)
i−1,j−1(1, 1)

]2
+
[
φ

(n)
i,j (1, 0) − φ

(n)
i+1,j−1(0, 1)

]2

+
[
φ

(n)
i,j (1, 1) − φ

(n)
i+1,j+1(0, 0)

]2
+
[
φ

(n)
i,j (0, 1) − φ

(n)
i−1,j+1(1, 0)

]2}
(4.25)
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(4.24),(4.25)式の評価は各局所写像に関して独立しており，局所並列計算が可能である．各

局所曲面に関して前章で示した近傍系を定義するクリークを与えることで，高次元空間へ

の拡張が可能である．

2次元曲面（n = 2）の場合の ∂Ei
a(ci)/∂c

i
j（(4.13)式），∂Ei

c(ci)/∂c
i
j（(4.14)式）の導出

計算をAppendix A1,A2に示す．

4.1.4 幾何学的特徴量

各局所曲面の構築は，上記のようにデータの補間条件（Eaの最小化），連続性評価（Ec

の最小化，境界値問題）で与えられる拘束条件に従う．各局所曲面は隣接曲面との相互作

用によりその形状を逐次的に修正していくことから，各局所曲面の構築は”動的”境界値

問題と捕らえることが可能である．3次多項式に基づく曲面は境界値問題探索のための表

現系としては非常に自由度の制限された形式であるが，定義域の十分な分割がおこなわれ

た場合，各分割曲面の形状は簡素な表現となるため，3次多項式を用いた本表現系は境界

条件に対して十分な自由度を持ち，一意解の獲得は保証されない．したがって，曲面の幾

何学的特徴の評価により最適な一意解の獲得をおこなう．このことは，また，より滑らか

な曲面構築のため，表現に自由度を与え，その中から最適解を探索すると捕らえることも

できる．

1変数関数近似の場合，滑らかさの基準として定義されるポテンシャルには”薄板のポ

テンシャル”（(4.5式））の他に”膜のポテンシャル”（Em,(4.26)式），長さ（El,(4.27)式），

全曲率（Etc,(4.28)式）などを定義することが可能である．

Em =
∑

i

∫ 1

0

[
φ

(1)
i (x)

]2
dx (4.26)

El =
∫ 1

0

√
1 + (dφi/dx)2dx (4.27)

Etc =
∑

i

∫ 1

0
|Ki(x)|dx (4.28)

Ki(x) =
d2φi/dx

2

(1 + (dφi/dx)2)3/2
(4.29)

局所関数 φiにより定義された曲面Mi = {(x, φi(x))|x ∈ [0, 1]}を幾何学的曲面とみなし
た場合，薄板のポテンシャルや膜のポテンシャルは，与えられた基底によりその値が変化

するため，曲面固有の幾何学量とすることはできない．以下では薄板のポテンシャルに一
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般性を持たせた曲率の 2乗積分（(4.30)式）を定義する．

Etsqc =
∑

i

∫ 1

0
|Ki(x)|2dx (4.30)

次に 2次元曲面の幾何学量を示す．まず，2次元曲面における幾何学量として曲面積EA

（(4.31)式）を与える．

EA =
∫ 1

0

∫ 1

0

√
1 + (∂φi/∂x1)2 + (∂φi/∂x2)2dx1dx2 (4.31)

2次元曲面の曲率を特徴づける量は，Gauss曲率Gおよび平均曲率Hより導出される主曲

率 κ1, κ2であるが，最も滑らかな曲面の構築をおこなうための評価関数Eκとしては，主曲

率のうち絶対値の大きい方 κamax(= max(|κ1|, |κ2|))の 2乗積分E2tsqcが適当であると予想

される．以下に各量を示す [21]．

G = κ1κ2 =
LN −M2

EG− F 2
, H =

1

2
(κ1 + κ2) =

EN +GL− 2FM

2(EG− F 2)
(4.32)

E = 1 +

(
∂φi

∂x1

)2

, G =
∂φi

∂x1
· ∂φi

∂x2
, F = 1 +

(
∂φi

∂x2

)2

L =
1

C

∂2φi

∂x2
1

, M =
1

C

∂2φi

∂x1∂x2
, L =

1

C

∂2φi

∂x2
2

C =

√√√√(∂φi

∂x1

)2

+

(
∂φi

∂x2

)2

+ 1

E2tsqc =
∑

i

∫ 1

0

∫ 1

0
max(|κ1|, |κ2|)2dx1dx2 (4.33)

上式より，最急降下法に基づくパラメータの修正量 ∂E2tsqc(ci)/∂cj の導出のためには，

κ1, κ2の計算が不可欠であり，求められた κamaxに関して定義域 [0, 1]2上で数値積分をおこ

なうことで最終的な修正量が与えられる．ところが，この演算は，(4.31)式と比較した場

合，計算コストが非常に大きく，実用に適さないと思われる．そこで，本アルゴリズムで

はEA（(4.31)式）を幾何学量として適用する．したがって，各局所曲面では，動的境界条

件に関して極小曲面を構築する作用を受ける1 ．

2次元曲面（n = 2）の場合の ∂Ei
A(ci)/∂c

i
jの導出計算をAppendix A3に示す．

1 定義域において単純閉曲面 ∂Rで囲まれた領域を R ⊂ �2とする．Rから，�3への同相写像 ϕにより得
られる曲面M = {ϕ(x)|x ∈ R}に関して，その境界 B = {ϕ(x)|x ∈ ∂R}を固定したとき，最も曲面の面積
を小さくする曲面が極小曲面であり，平均曲率H = 0を満たす．
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3次元以上の曲面においても，同様にさまざまな幾何学量の定義が可能であるが，一般

に幾何学量は数値積分計算で与えられるために，次元数の増大にともない計算コストは非

常に大きくなる．

4.1.5 区分的曲面構築アルゴリズム

1. 定義域の定義と分割

与えられたデータに基づく凸包を，データ数に関して導出した大きさあるいは与えら

れた大きさのトーラスにより被覆するタイル貼りをおこない，得られたタイル貼り領

域を定義域，各要素（トーラス）を局所定義域とする．あるいは，与えられたデータ

に基づく超直方体領域（(3.16)式）を定義域とする．

2. 局所関数の初期化 t = 0

教師データ {(xt
i, y

t
i)}i∈Iの値域 yt

iを [0, 1]に正規化したことにより，区分的多項式 f̂ =

{φj}j∈Jの値域はおおよそ [0, 1]となると予想される．したがって，初期曲面として [0, 1]

を定義域とする実数係数の 3次多項式の中でその値域が [0, 1]から大きく外れないよう

に制限を与えたランダムな係数に基づく 3次多項式により得られる曲面を初期曲面と

する．ここでは，係数の生成のための確率密度関数を [−0.5, 0.5]の一様分布とした．1

変数 3次多項式の場合，値域は [−2, 2]となる．

初期化により定義された各局所係数を ci(0)，それに対応する局所関数を φi(0)，曲面

表現への同相写像をϕi(0)とする．

3. 停止判定

評価関数が与えた基準値より小さくなった場合，あるいは評価関数の変化量が与えた

基準値より小さくなったときに，学習を終了する．この条件が満たされない場合，下

記 4に進む．

4. 各係数の更新

各係数を (4.34)∼(4.38)式に基づき更新する．なお，本アルゴリズムでは，荷重更新を

batch mode（全ての荷重を一括更新）でおこなった．

cij(t+ 1) = cij(t) − λ
∂E(c)

∂cij
(4.34)

∂E(c)

∂cij
= ηa

∂Ea(c)

∂cij
+ ηc

∂Ec(c)

∂cij
+ ηg

∂Eg(c)

∂cij
(4.35)

∂Ea(c)

∂cij
=
∂Ei

a(ci)

∂cij
(4.36)
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図 4.5: 領域 i, u, r, eの位相関係

∂Ec(c)

∂cij
=
∂Ei

c(ci)

∂cij
(4.37)

∂Eg(c)

∂cij
=
∂Ei

g(ci)

∂cij
(4.38)

4.1.6 近傍系の定義

(4.24),(4.25)式で示すように，各局所曲面において連続性を考慮する近傍系は図 2.1の

(b)で示される C = 2近傍である．しかし，本アルゴリズムでは，C = 1を近傍系として

適用した場合においてもC = 2と同様の連続性が保証される．この証明は以下のように簡

単に示される．

ここでは，図 4.5で示す領域 cに関して，領域 eとの pにおける連続性を領域 r

および uとの連続性により実現されることを示す．近傍系としてC = 1が適用

される場合，領域 cの近傍系は領域 rおよび uである．したがって，評価関数

(4.25)式に関する係数修正により，∂c ∩ ∂rおよび ∂c ∩ ∂uにおいて領域 cと r

および cと uは 2階微分値までの連続性が保証される．同様に，近傍系として

C = 1を適用した場合，領域 eの近傍系は領域 rおよび uであり，∂e ∩ ∂rおよ
び ∂e∩ ∂uにおいて領域 eと rおよび eと uは 2階微分値までの連続性が保証さ

れる．p ∈ (∂c ∩ ∂r) ∩ (∂e ∩ ∂r)あるいは p ∈ (∂c ∩ ∂u) ∩ (∂e ∩ ∂u)から，領域
iと eの pにおける 2階微分値までの連続性は明らかである．

以上により，近傍系 C = 1の評価のみにより C = 2の連続性が保証されることの証明

が示されたが，系を構成するパラメータが過多である場合にはエネルギ関数にローカルミ
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ニマが存在することが予想され，必ずしも同等の近似曲面が得られるとは限らない．また，

近傍C = 1を採用することで，計算コストの低減が期待されるが，相互作用がより局所的

になるため，収束の遅延などの問題が予想され，いずれの近傍系を適用するかは”計算コ

スト”および”収束性”のトレードオフの問題である．評価する近傍系の違いによる近似

曲面および収束性に関して次章でシミュレーションにより実際に確認する．

4.1.7 近接領域間の連続性強化に関する考察

本アルゴリズムにおける曲面表現は，超立方体上で定義された局所曲面の貼り合わせに

より定義されている．この表現系では，隣接領域との連続性を有限階（2階）微分値まで

に制限することで，各局所曲面の表現の自由度を与えることを期待している．前章で示し

たように，n次元曲面を近似する区分的曲面表現は，各局所曲面 Ui（n次元曲面）の貼り

合わせにより構成され，区分的曲面に属する二つの局所曲面 Ui, Ujの交わりは空かまたは

双方に属する面（∂Ui ∪ ∂Uj :l(< n)次元曲面）である．

実際，次の点を確認する必要がある．

[問] m次多項式 φ(·)で定義される n次元曲面を以下で定義する．

ϕ : U ′ ⊂ �n → U ⊂ �n+1

ϕ(x) = (φ1(x), · · · , φn+1(x)) x ∈ X

このとき，l(1 < l < n)次元曲面Lを共有し，1,2階微分までの連続性が保証さ

れる互いに異なる曲面対 Ui, Ujは存在するか？

ここでは，m次多項式群 {φi}i∈Iで定義される写像に基づく�3中の 2次元曲面構築の場

合を考える．2次元曲面U上のある与えられた 1次元曲面Lは次式で与えられる（図 4.6）．

U = {(φ1(x1, x2), φ2(x1, x2), φ3(x1, x2)|(x1, x2) ∈ U ′ ⊂ �2}

L = {φ1(x1(t), x2(t)), φ2(x1(t), x2(t)), φ3(x1(t), x2(t))|t ∈ I ⊂ �}

ここで，x1(t), x2(t)は 1変数関数であり，�2中における曲線を与える．本論文で与えた局

所定義域の表記に従い，x1(t), x2(t)はそれぞれ 1次式であるとする．3次多項式 φi(x1, x2)

を (3.18)式に従い次式のように定義する．

φi(x1, · · · , xn) =
∑

ciν1ν2
xν1

1 x
ν2
2 (4.39)
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図 4.6: 曲面 U 上の 1次元曲面 L

ν1, ν2 ≥ 0, 0 ≤ ν1 + ν2 ≤ 3

このとき，互いに異なる曲面Ui, Uj上の1次元曲面Li, Ljを与える写像φi
k(x1(t), x2(t)), φ

j
k(x1(t), x2(t))

は次式で示される（図 4.7）．ここで，各 cikν は ciν1ν2
に関する 1次式である．

φi
k(x1(t), x2(t)) =

3∑
ν

cikν t
ν (4.40)

φj
k(x1(t), x2(t)) =

3∑
ν

cjkν t
ν (4.41)

上記の [問]を定式化すると，次式の成立が問われている．

∀t ∈ I φi
k(x1(t), x2(t)) = φj

k(x1(t), x2(t)) (4.42)

φi
k
′
(x1(t), x2(t)) = φj

k

′
(x1(t), x2(t)) (4.43)

φi
k
′′
(x1(t), x2(t)) = φj

k

′′
(x1(t), x2(t)) (4.44)

ここで，(4.42)式は連続性，(4.43)式は 1階微分の連続性，(4.44)式は 2階微分の連続性を
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図 4.7: 互いに異なる曲面 Ui, Uj上の 1次曲面 Li, Lj

保証する式である．tの定義域は連続であるため，上式が成立する条件は，

∀k, ν cikν = cikν (4.45)

となる．各 iに関して cikν の個数が 2H3 = 4，ciν1ν2
の個数が 3H3 = 10であることから，上

式は 10個の変数に対して 4個の 1次方程式を与えている．同様に，微分値の連続性に関し

て，1階微分値では 6個の 1次方程式，2階微分値では 6個の 1次方程式が与えられる．し

たがって，10個の変数に対して 16個の独立した 1次方程式が与えられ,有限次数の多項式

に基づく曲面表現系において，二つの n次元曲面 Ui, Uj が，互いに l(1 < l < n)次元曲面

を共有するとき，Ui, Ujは一致することが示された．なお，0次元曲面（点）を共有する場

合，10個の係数に対して 3つの 1次方程式が与えられ，自由度 7の解（7次元多様体）が

存在する．

以上の考察より，連続性に関する評価関数（(4.4)式）の最小化は隣接領域間の類似度（同

一性）の強化と等価であることが確認された．生物の両眼視による立体認識では，左右両画

像の連続的な接続が不可欠であり，認識の際に一致強化 (coincidnece enhancement:CE)が

54



第 4章 分割表現による曲面構築のためのアルゴリズムおよびネットワーク表現

おこなわれていると考えられ，類似度の強化は連続性の獲得に関してより自然なアプロー

チである．

(4.11),(4.12)式に基づく連続性強化のアルゴリズムでは，表現系として多項式を適用す

ることで微積分をシンボリックに処理した場合に計算量の大幅な削減が可能であるが，係

数と曲面の関係を捕らえにくいという問題点がある．上記の考察により得られた連続性と

類似度の関係より，評価の対象となる局所曲面に関して，その隣接領域の状態（係数）に

基づく更新が可能である．この概念は，隣接領域における値との conflictを最小化する結

合マルコフ確率場モデルの確率的更新と概念のうえで類似する部分であり，不連続部分を

含む曲面近似などへの拡張性が期待される．

隣接領域との類似度を強化する方法として，次に示すアルゴリズムを新たに提案する．

曲面の拡張と複数の離散データの一致

本論文で提案した区分的曲面の表現系は有限次元の多項式で与えれるため，自由パラメー

タ（係数）の数は有限である．n変数 r次多項式の係数の数は n+1Hrで与えられ，任意の

2つの局所曲面が n+1Hr個以上の点で一致する場合は，各曲面は互いに等価である．

本アルゴリズムでは，各局所定義域は有界閉集合として定義されているが，多項式を表

現系として用いているため，その拡大は可能である．この拡大部分を隣接曲面に対する予

測 (prediction)とみなす．図 4.8では，局所曲面 Siにおける隣接曲面 Si+1の予測を示して

いる．前節までの連続性評価の概念に基づく場合，このように与えられた離散データに関

して，数値微分計算により得られた値に基づく連続性評価が適用される．1変数 3次多項

式の場合自由パラメータ（係数）数は 4であるため，2つの曲面が少なくとも異なる 4つ

のデータにおいて一致するように作用するとその一致強化がおこなわれる．ここでは，隣

接領域間の接触部分における対称性を考慮して，図 4.8において，yi
j−2, y

i
j−1, y

i
j, y

i
j+1, y

i
j+2

をそれぞれ yi+1
j−2, y

i+1
j−1, y

i+1
j , yi+1

j+1, y
i+1
j+2,へ近づける作用をおこなうことで曲面Si, Sj間の一致

強化，等価的に連続性の強化をおこなう．ここで，各 yi
jは局所定義域U ′

i 上の xjに関する

yの値であり，曲面 Si = {(x, φi(x))|x ∈ U ′
i}が定義されたとき yi

j = φi(xj)が成立する．ま

た，各 xjは教師データである必要はなく，任意の点であるとする．

1変数関数近似に関する局所曲面 Si, Si+1の評価関数Ei
CE1および最急降下法に関する勾

配 ∂Ei
CE1/∂cを以下に示す．

Ei
CE1 =

1

2

j+1∑
k=j−1

(yi
k − yi+1

k )2 (4.46)
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図 4.8: 一致強化の適用

∂Ei
CE1

∂c
=

j+1∑
k=j−1

(yi
k − yi+1

k )
∂φi

∂c
(xk) (4.47)

数値微分では，刻み幅 (step-size)hを小さくすることで，近似解の高精度化がおこなわれ

る．しかしながら，曲面の類似度を上述の方法により強化する場合，刻み幅はある程度の

大きさを与える必要がある．これは，曲面の大域的特徴を局所情報のみから推定すること

は困難であるためである．2次元定義域上の一致強化のための評価点としては，図 4.9に示

すものを定義することが出来る．ここで，評価点は 15点であり，自由パラメータ 10に対

して，十分な強化が可能である．

次章では，刻み幅と近似曲面の関係をシミュレーションにより確認する．

多項式の係数に関する一致強化

前節で示したように，1次以上の曲面を共有する隣接領域の組が共有部分において連続で

あるためには，各曲面が等価である必要がある．ここで，隣接する曲面の等価性とは，次

のように定義できる．今,U ′
i 上で定義された φiにより表現される局所曲面を Uiとすると，

Uiは多項式表現であることから，U ′
i の拡張は可能である．このとき，Uiも同時に拡張さ

れこれを Siとする．U ′
i(Ui)に隣接するU ′

j(Uj)が”等価である”とは，SiからXへの投影

が U ′
jと重なる部分 U ′

ia において定義された曲面Uia とUjが等価であることを示す．
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図 4.9: 2次元定義域上の一致強化のための評価点

このことは，各局所曲面が正規化されていない場合，局所曲面 Uiを定義する多項式の

係数と，局所曲面Ujを定義する多項式の係数が一致していることを示している．したがっ

て，局所曲面Uiの更新をおこなう際に曲面を特徴づけるパラメータである多項式の係数を

隣接曲面Ujの係数に近づけることで得られる（(4.49)式）．

Ei
CE2 =

1

2
{ciν1···νn

− cjν1···νn
}2 (4.48)

∂Ei
CE2

∂ciν1···νn

= {ciν1···νn
− cjν1···νn

} (4.49)

4.2 ネットワーク表現

離散化素子（局所曲面）間の相互作用により大域解としての近似曲面を構築する区分的

曲面構築アルゴリズムは，統計力学における相互作用系との対比によりホップフィールド

ネットワーク等で実現されているネットワーク表現が可能である．本節では，前節までに

示した区分的曲面の適応的構築アルゴリズムの統計力学的側面に関する考察をおこない，

ネットワーク表現の実現について議論する．

4.2.1 セル型ネットワークと局所並列計算

結合マルコフ確率場モデルで実現される確率緩和アルゴリズムは，決定論的ニューラル

ネットワークで平均場近似できることが示されている [22]．決定論的相互作用をおこなう
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ホップフィールドネットワークでは，2値（{±1}）をとる素子 Siが格子上に配置されてお

り，それぞれ結合荷重wijを介した相互作用により安定解へ到達する．素子 Siの状態の遷

移は，全素子の荷重を介した線形和にしきい値 θiを加えた値 hiに関して，ホップフィール

ドネットワークでは階段関数の出力値 sgn(hi)を新たな値とし，ボルツマンマシンではそ

の線形和より算出される確率密度関数 g(hi)にしたがって状態遷移をおこなう．

hi =
∑
j

wijSj (4.50)

sgn(x) =

{
1 x ≥ 0

−1 x < 0
; ホップフィールドネットワーク (4.51)

g(x) =
1

1 + exp(−2x/kBT )
; ボルツマンマシン (4.52)

これらの完全結合型ニューラルネットワークに対して，近傍要素間のみに結合の存在を許

すことによりマルコフ性を実現したセル型神経回路網 (Artificial Cellular Neural Network

: ACNN)[2, 3]では，その解の表現系の自由パラメータ数を大幅に削減可能であり，さらに

局所並列計算による高速計算が可能である．ただし，セル型ネットワークはマルコフ性が

存在する問題にのみ適用可能であるという制限がある．

前節で示したように，教師データに対する強化作用 ∂Ea/∂cおよび幾何学量に関する作

用 ∂Eg/∂cは，各局所曲面に対して閉じた作用であり，さらに局所曲面間の相互作用とし

て隣接領域間の連続性を与えることでマルコフ性を与えたため，セル型ネットワーク表現

が適用可能である．ここで，前章における考察より近傍系として図 2.1(b)が定義されるこ

とから，セル型ネットワークの結合は（図 4.10）で与えられる．ここでは，簡単のために

定義域は 3.6で定義される辺が基底に対して平行である長方形であるM ×Nセル型ニュー

ラルネットワークを考え，i行 j列のセルをC(i, j)で示す．

4.2.2 曲面構築アルゴリズムの統計力学的側面

前節までに示した区分的曲面構築アルゴリズムは，各局所曲面が格子状に配置されてお

り，また評価関数を構成する各項の機能が明確であるため，統計力学における相互作用系

の概念の導入が可能である．本節では，まず統計力学における Isingモデルを示す．

2次元 Isingモデルでは，2次元格子の各格子点 iに対して，Si = ±1という 2つの値をと

る変数（スピン）Siが配置されている（図 4.11 [14])．各スピン (Si)はその位置に作用す
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図 4.10: セル型ニューラルネットワーク

図 4.11: 2次元 Isingモデル

59



第 4章 分割表現による曲面構築のためのアルゴリズムおよびネットワーク表現

る磁場 hi(4.53)の影響を受ける．

hi =
∑
j

wijSj + hext (4.53)

ここで hextは外場，wij は Siに対する Sj の影響の強さを示している．(4.53)式の各項は，

それぞれ第 1項が系を構成する素子間の影響，第 2項が系とは独立した作用素である外場の

影響を示している．各スピン Siは，磁場 hiに関して次式で算出される確率で与えられる．

Si =

{
+1 g(hi)の確率
−1 1 − g(hi)の確率

(4.54)

g(h) =
1

1 + exp(−2h/kBT )
(4.55)

ここで，kBはボルツマン定数，T は温度である．また，(4.53)式より，次式で示されるエ

ネルギが定義される．

H = −1

2

∑
ij

SiSj − hext
∑

i

Si (4.56)

次に各成分と区分的曲面構築アルゴリズムで定義された評価関数（(4.57)式）の各項と

の対応づけをおこなう．

Ei(fi) = ηaE
i
a + ηcE

i
c + ηgE

i
g

= ηa

∑
xt

j∈U ′
i

[
φi(x

t
j) − yt

j

]2

+ ηc

2∑
n

∑
k

∫
∂U ′

i∩∂U ′
k

[
φ

(n)
i (xj) − φ

(n)
k (xj)

]2
dx

+ ηg

∑
i

g(fi) (4.57)

外場 hext

(4.57)式において，外場 hextに相当する項は，教師データに関する誤差評価項 Eaであ

る．ただし，hextが，モデルを形成する各素子に一様に作用することに対し，Eaの作用は

各素子（局所曲面）に対してそれぞれ独立した作用を与える．したがって，Eaを hextと対

応づけるためには，hext → hext(i)とし，素子の位置を変数とする作用素を定義する必要が
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図 4.12: 誤差評価項Eaの作用

ある．外場に対応するEaの作用の概念図を図 4.12に示す．ここで，表記上の簡素化と処

理系のネットワーク表現のため，各局所定義域を素子化した．図に示されるように，Eaが

各素子に与える作用は一様でなく，教師データを含まない素子，複数のデータに関する評

価をおこなう素子等が存在する．したがって，パラメータの更新のための学習係数 ηaは各

局所領域に一様に設定された場合，(4.2),(4.12)式より，データを多数与えられた領域では，

∂Ea/∂cの作用が他の作用 ∂Ec/∂c, ∂Eg/∂cと比較して大きくなり，アルゴリズムが破綻す

る危険性が発生する．したがって，局所定義域U ′
i に含まれるデータ数をm(> 0)とすると

き，ある適当な値 ηopt
a に関して，η

opt
a /mで定義される学習係数を採用する必要がある．

相互作用
∑

j wijSj

Isingモデルでは，Isingモデルを構成する各素子間の相互作用は (4.53)式の第 1項で示

されるように，

∑
j

wijSj (4.58)

である．上式は，各素子の状態がモデルの全ての素子の状態に依存することを示している．

区分的曲面構築アルゴリズムのモデルにおいて Isingモデルの素子に対応するものは，各

局所写像 φiの係数 cij（iは局所曲面のインデックス，jは φiを形成する係数ベクトル ciの
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図 4.13: 素子間の相互作用

第 j成分）であり，各係数の相互作用は ci内部における相互作用（幾何学量修正）および

隣接領域間の相互作用（連続性修正）の 2種類が与えられる．また，素子 iにおける隣接

領域間の相互作用に関する結合荷重を形式的に wij で与えると，図 2.1で示される近傍系

C = 2に対応する素子群への結合のみが正（連続性強化の作用）であり，それ以外の結合

は 0となる．この結合は次節で示すようにセル型ネットワークにより実現される．素子間

の相互作用の概念図を図 4.13に示す．ここで，各局所定義域U ′
i,j内の素子間の相互作用は

∂Ei
g/∂c，各局所定義域間の相互作用は ∂Ei

g/∂cに対応する．なお，2次元配列（2変数 3次

多項式）の場合，各局所写像の自由パラメータ数は 10であるが，図 4.13では表記上の簡

素化のため省略している．

4.2.3 ネットワークのモジュラー性

前章で議論したように，連続曲面をより簡潔な表現で表現するためには，区分的表現系

が最適である．そのような観点から，提案法は離散化表現であるととらえることができる．

一方，前節までで提案した表現系を実現するネットワークを考える場合，従来のセル型ネッ
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図 4.14: モジュラーネットワーク

トワークと決定的に異なる部分が存在する．すなわち，従来のネットワークにおける各素

子が，離散あるいは連続量の 1次元情報（位置，色，濃淡等）を示すことに対し，提案法

では曲面生成要素の多機能化を実現するために複数の情報（複数の自由パラメータベクト

ル ci）を保持する点である．これは，図 4.13からも明らかなように，各素子自体が局所的

な相互作用系を形成していることを示している．このことにより，各要素は連続表現が可

能であり，また各素子自体が曲面を特徴づける量（第 1,2基本量）を保持するため，隣接

領域との相互作用により大域解の獲得が可能となる．以上の点から，本アルゴリズムを実

現するセル型ネットワークは連続性と離散性の 2面性を保持している．

各セルが複数の自由パラメータを保持することで，さらに高度の情報が算出可能であり，

前節で示したセル内における動的境界値問題の解法によりネットワーク全体における任意

のエネルギ関数の大域的最小解の探索が可能となる．すなわち，各セル自身が表現系とし

ての特性を持つ独立したネットワークと捕らえることが可能であり，ネットワーク全体は，

モジュラー構造を持つセル型ネットワークとなる．モジュラーネットワーク [13, 17, 18, 32]

は，以下のように定義される．

ニューラルネットワークは，そのネットワークにおいておこなわれる演算が，

互いに情報伝達をおこなうことなく個々で入力に対して演算をおこなう 2ある

いはそれ以上のモジュールに分解できる場合，”モジュラー性”を持つと呼ぶ．

モジュールの出力は，それ自身は各モジュールに対して情報をフィードバック

することのない統合ユニット (integrating unit)により制御される（図 4.14）．

特に，統括ユニットは，(1)システムの最終出力を生成するために各モジュール

の出力をどのように組み合わせるかを決定し，(2)どのモジュールがどの教師

データを学習するべきかを決定する．
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図 4.15: 局所写像 φを実現する高次ネットワーク

前節で定義したように，セル型ネットワークでは，並列計算への適用を考慮して各セル

の独立性を強調した構造を持っている．次節では，区分的曲面表現を実現するモジュラー

構造を持ったセル型ネットワークを示す．

4.2.4 モジュラー構造を持つセル型ネットワーク

本節では，区分的曲面構築アルゴリズムのネットワーク表現について示す．ここで，ネッ

トワークの表現する区分的曲面は，前節で定義した正規化曲面である．ネットワークへの

正規化入力を与える前処理，および出力を真値に復元する後処理は前章で与えられた変換

式を適用する．

図 4.13で示したように，本アルゴリズムでは，各モジュールとしての各局所曲面はそれ

ぞれ独立したパラメータを持っており，また，他の局所曲面との相互作用は近傍領域間に

制限されている．したがって，前節で示したモジュラーネットワークのように統合ユニッ

トを適用する必要はなく，自律分散型の表現系群となっている．

各局所定義域U ′
ij上で定義される局所写像 φij（n変数 3次多項式）は，図 4.15で示され

る高次ネットワークCij[11]により実現される．このネットワークにおいて，入力層を構成
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する素子数は，入力ベクトルx = (x1, · · · , xN)の次元数N と一致しており，入力ベクトル

を高次層へ伝達する．高次層における各素子では次に示す演算がおこなわれる．

1. 1次ニューロン群

入力ベクトルの各成分に関する 1次形式の出力 q(1)を算出する．

q
(1)
i = xi i = 1, · · · , N (4.59)

なお，q(1)
i の形式で与えられる 1次形式の総数はN である．

2. 2次ニューロン群

入力ベクトルの各成分に関する 2次形式の出力 q(2)を算出する．

q
(2)
ij = xixj i, j = 1, · · · , N (4.60)

q
(2)
ij の形式で与えられる 2次形式の総数は NH2である．

3. 3次ニューロン群

入力ベクトルの各成分に関する 3次形式の出力 q(3)を算出する．

q
(3)
ijk = xixjxk i, j, k = 1, · · · , N (4.61)

q
(3)
ijkの形式で与えられる 2次形式の総数は NH3である．

上述の高次層において導出された出力 q
(1)
i , q

(2)
ij , q

(3)
ijkに基づき，線形出力素子において以下

で示される演算がおこなわれる．

y = w0 +
N∑

i=1

wiq
(1)
i +

N∑
i,j=1,i≤j

wijq
(2)
ij +

N∑
i,j,k=1,i≤j≤k

wijkq
(3)
ijk (4.62)

系全体は，各高次ネットワークの格子状配列で構成され，その構築は次に示す 3つの

フェーズより成立する．

ここでは，高次ネットワークにおけるパラメータ修正の動作および相互作用系としての

ネットワークの動作に関して 2つの視点から示すことで，その構築アルゴリズムをより明

確にする．

1. 教師データに関する誤差修正作用

本アルゴリズムを実現するモジュラー構造を持つセル型ネットワークに対して，教師

データは図 4.16のように与えられる．図で示されるように，データは全てのセルに与

えられるとは限らず，また 1つのセルに複数のデータが与えられる場合もある．

教師データが与えられた高次ネットワーク（セル）は，図 4.17に示されるように，(4.2)

式に関する勾配 ∂Ea/∂cを導出し，パラメータを修正することでデータの入出力関係
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C(i-1, j+1)

C(i-1, j)

C(i-1, j-1) C(i, j-1) C(i+1, j-1)

C(i+1, j)

C(i+1, j+1)C(i, j+1)

C(i, j)

tutorial data

{ xt
k, y tk }k∈I

図 4.16: セル型ネットワークにおける教師データに関する誤差修正作用

を実現する．

2. 幾何学量修正作用

各セルは局所相互作用によりパラメータ修正がおこなわれるが，ここでは図 4.18で示

されるように自己結合で表現されるネットワーク内のパラメータ修正について示す．

一般的なネットワークでは，自己結合の作用はその他の結合と同等の作用を与えるが，

本ネットワークでは次に示す隣接領域との相互作用とは異なった作用を与えている．

自己結合による相互作用はネットワーク内で閉じた形式となっており，その修正量は，

前節で定義した幾何学量修正に対応している．

各セルは，図 4.19に示されるように，幾何学量Egに関する勾配 ∂Eg/∂cを導出し，パ

ラメータを修正することでデータの入出力関係を実現する．パラメータ修正（相互作

用）は図のグレーの部分内でおこなわれる．

3. 連続性修正作用

各セルは図 4.20で示されるように，局所的相互作用により隣接領域間の連続性を強化

する．

各高次ネットワーク間の相互作用は，図 4.21に示されるように隣接ネットワークの係

数wij間でおこなわれる．係数の更新は (4.24),(4.25)式によりおこなわれる．なお，表

記上の簡素化のため，ここでは 1次元の格子配列で示されている．

4.2.5 不連続部分を含む曲面構築と分割の階層化

本アルゴリズムは与えられたデータを滑らかに補間する区分的曲面構築の具体的方法を

与えている．また，与えられるデータが疎に分布している場合を仮定しているため，ソー
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図 4.17: 高次ネットワークにおける教師データに関する誤差修正作用

C(i-1, j+1)

C(i-1, j)

C(i-1, j-1) C(i, j-1) C(i+1, j-1)

C(i+1, j)

C(i+1, j+1)C(i, j+1)

C(i, j)

図 4.18: セル型ネットワークにおける幾何学量修正作用
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図 4.19: 高次ネットワークにおける幾何学量修正作用

図 4.20: セル型ネットワークにおける連続性修正作用
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図 4.21: 高次ネットワークにおける連続性修正作用
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ス関数が不連続部分を含む場合においても平滑化がおこなわれる．また，画像データのよ

うにデータが密に与えられる場合，滑らかさの基準となる幾何学量は薄板のポテンシャル

のように 2次形式で与えられているため，不連続部分を含む曲面より生成されたデータ補

間をおこなうとGibbs振動と呼ばれる振動が生じる．第 5章で示すように，ポテンシャル

の定義を 1次形式にすることで，ある程度振動を押さえることが可能であるが，連続部分

の大域的滑らかさを犠牲にしてしまう．

現在，視覚の計算理論では，視覚情報処理モデルとして結合マルコフ確率場 (MRF)モデ

ルが適当であると考えられており，錯視に関する観察から，視覚情報に基づく曲面再構築

の際には，まず曲面の不連続部分の探索がおこなわれ，線過程によりクラスタ化された各

領域の”充填 (filling-in)”がおこなわれているとされている．したがって，不連続部分を含

む曲面の構築の際には，不連続部分を感知し，その部分における連続性の評価を不活性に

する評価関数の定義が要求される．画像復元問題における結合MRFモデルでは，線過程

と呼ばれる不連続部分探索をおこなうことでそれらの問題に対処している．1次元データ

に基づく曲面再構築のための評価関数を以下に示す．ここで評価関数は，与えられたデー

タと一致することを要請する項，隣接領域との連続性を要請する項および線過程と呼ばれ

る不連続部分を検知する項で構成され，確率的アプローチにより，不連続部分を含む曲面

を適応的に処理することが可能である．

E(f, l) =
∑

i

(fi − di)
2 + λ

∑
i

∑
j

(fi − fj)
2(1 − lij) +

∑
i

∑
j

Vc(lij) (4.63)

不連続部分を含む曲面構築をおこなうネットワークは次のように構築される．

本アルゴリズムは，曲面の構成要素である局所曲面で表現される要素およびエネルギ関

数の大域解を求める各要素の和集合の二層の階層で構成される．ここでは，全体としての

振る舞いを制御する部分は存在せず，各要素の相互作用のみにより大域解への収束を実現

する．すなわち，各要素間の相互作用により大域的最適化をおこなう．この特性は，アプ

リオリ情報として連続関数の条件が利用可能な場合にのみ有効である．

一方，近似の目標となる曲面に不連続部分が含まれる場合，各要素間の一様な相互作用

だけでは，最適解を獲得することは不可能である．これは，本アルゴリズムでは上式のよ

うに 2次関数で与えられるために，境界の不連続性が平滑化されるためである．

ここで不連続部分を含む曲面とは，曲面に複数のクラスタが存在し，同一のクラスタ内

では連続であるが，異なるクラスタ間は不連続である曲面と定義する．このような問題に

対して，上記のアルゴリズムによる解法の適用は不可能であるが，クラスタを生成する中

間的階層構造を新たに取り入れることで，不連続性を扱うことが可能である．

ネットワーク構造を以下に示す三層構造とする．
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• 曲面の構成要素である局所曲面で表現される要素

• 連続であるクラスタ

• エネルギ関数の大域解を求める各要素の和集合の二層の階層で構成される．

すなわち，各クラスタ内で相互作用は閉じた系となっている．

実際は，格子上に配置された各セルに関してクラスタを定義する統合ネットワークが存

在する．

線過程が活性化する部分は，クラスタC ∈ Cの境界 ∂Cすなわちクラスタを構成する局

所定義域 {Ii}i∈I ∈ Cの集合
⋃

i∈I Ii(⊃ C)の境界 ∂(
⋃

i∈I Ii)である．

4.3 多変数関数近似

前節までは，主に 1次元曲面および 2次元曲面近似問題を扱ってきたが，本アルゴリズ

ムは定義域，局所定義域，局所曲面の表記に関する一般化を 3章で与えており任意次元入

力の関数近似を扱うことが可能である．本節では，多変数関数近似への拡張について考察

する．

4.3.1 光学式ナビゲーションシステムにおける非線形写像

近年のコンピュータ処理技術の発達や，CTやMRI技術の開発にともなう脳外科を中心

とする外科診断学の発展の中で，コンピュータ支援に基づく手術支援システムが実用化さ

れつつある．実際の脳外科手術では，CTやMRIなどの断層画像と実際の患部との正確な

対応関係を得るシステムの開発に効果が期待される．現在臨床の場で使用されている多間

接アーム先端位置を各関節角をもとに算出するナビゲーションシステム [24]では，機械的

ひずみ，ぶれ，ポテンショメータの非線型性，手術環境下での操作性の問題などにより精

密なナビゲーションは困難である．本研究室では，患者に近接した複数の CCDカメラに

より撮影されたプローブ上の輝点の画像内 2次元座標から，輝点の 3次元座標を獲得する

光学式ナビゲーションシステム（図 4.22）を提案している．

従来の方法 [1]では，広角カメラの収差による画像のひずみなど系の非線形性に起因する

画像内座標系から 3次元実空間座標系への写像の非線形性の影響を低減するために，患者

とカメラとの距離を大きくとる必要があった．このため，カメラと患者の間に障害物が入

り込む場合を想定する必要性があり，操作上の拘束などの問題が生じる．この問題はカメ

ラを患部に近接させることで解決されるが，この場合非線形性やカメラ保持部可動機構に
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図 4.22: 光学式ナビゲーションシステムの構成図

ともなう誤差の適応的な補正方法を考える必要がある．このような非線形変換を学習的に

実現する方法として区分的多項式表現を適用する．

本システムでは，3台のカメラを用いているため，輝点に関して与えられる情報は 6次元

ベクトルである（図 4.23）．したがって，複数のデータに基づき関数近似をおこなう場合，

6入力 3出力の関数近似が要求される．この入出力関係は，�9中の 6次元曲面として表現

可能であるが，前節までの表現法に従い，�7中の 6次元曲面を 3つ生成することを考える．

前節で示した 2次元曲面は実世界に存在する曲面であり，その扱いも容易である．曲面

の多次元化は局所定義域を超立方体としたため，定義は比較的容易であるが，曲面構築に

関して 2次元から 6次元曲面への拡張は困難である．したがって，ここでは問題を 3次元

曲面構築問題へ帰着させることで展開を容易にする．

画像にひずみが存在しない場合，線形計算により 3次元座標が算出される．このシステ

ムの 2眼視画像測定モデルを図 4.24に示す．ここで，aは両カメラの原点 Oからの距離，

f はカメラの焦点距離，(uL, vL), (uR, vR)はそれぞれ左，右カメラにより得られた画像内輝

点座標である．ひずみが存在しない場合，実空間座標における輝点の 3次元座標値は次式

で与えられる．

x =
a(uL + uR)

uL − uR
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図 4.23: 画像内輝点座標から実空間 3次元座標への写像

図 4.24: 2眼視画像測定モデル
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図 4.25: 3次元格子上の要素の配置

y =
a(vL + vR)

uL − uR

(4.64)

z =
2af

uL − uR

これらの結果をもとに 3画像による最尤推定をおこなうことで，より信頼度の高い算出が

可能である．

実際の系では，非線形性により上式で得られた値と真値に非線形の誤差が存在する．ここ

では，�3から�3へ非線形写像を学習的に獲得するアルゴリズムについて考察する．(4.64)

式で示される演算を，

Lwc = L




u1

v1

u2

v2

u3

v3




=



x

y

z


 (4.65)

と定義し，近似目標とする真の関数を f(·)，非線形写像をφ(·)としたとき，次式が成立する．

f(wc) = φ(Lwc) (4.66)

3次元曲面を構築するために，�3の格子分割をおこなう．このとき得られる各局所定義域

を素子化表現すると，図 4.25に示される隣接関係が得られる．中央の黒丸で示された素子

について，連続性の相互作用を考慮する隣接素子は，2次元曲面（面）を共有する素子が 6

個，1次元曲面（辺）を共有する素子が 12個，0次元曲面（頂点）を共有する素子が 8個
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である．

3次多項式に基づく近似曲面に関して，4.1.7の概念を適用すると，係数は 4H3 = 20で

あり，1次式で定義される 1次元曲面が与えられると，2階微分値までの連続性に関して 25

個の 20変数連立方程式が成立し，2次元の場合と同様に連続性の保証は隣接領域との一致

強化が適当であると思われる．幾何学量としては，2次元曲面の曲面積（(4.31)式）に対応

する量E3
Aを次式に定義する．

E3
A =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

√
1 + (∂φi/∂x1)2 + (∂φi/∂x2)2 + (∂φi/∂x3)2dx1dx2dx3 (4.67)

次章では，2次元曲面構築の概念を 3次元曲面へ拡張し，関数近似をおこなう．

4.3.2 高次元曲面近似への拡張

物理学の分野（相転移，臨界現象等）では，格子上に配置された多数の要素の相互作用

による大域的振る舞いに関して平均場理論，スケーリング理論，くり込み群理論などさま

ざまな解析法が用いられ議論が重ねられている．工学で対象となるものは，2次元の格子上

に配置された画像および格子ガスオートマトン法などのように 3次元格子上に配置された

流体などの離散化モデルである．以上のように，現実の相互作用系という観点からは，扱

う対象は 3次元までの配置である．

しかしながら，本論文のように多変数関数近似を扱う場合，多次元曲面の構築のために

多次元空間の分割が要求されるが，空間の分割法として超立方体は必ずしも適当ではない．

3章で示した格子分割法では，データ生成の確率密度関数は一様であると仮定した．この

ような場合，最も適当な要素は超球であるが，有限次の多項式を用いて連続性を保持する

ために，互いに重なることなくしかも定義域を完全被覆する分割要素という意味で生成の

アルゴリズムが単純である超立方体を選択した．n次元ユークリッド空間において，半径

rの超球の体積と面積をそれぞれ Vs(n, r), As(n, r)，辺の長さ lの超立方体の体積と面積を

それぞれ Vc(n, l), Ac(n, l)とすると，各量は次式で与えられる [31],[23]．

Vs(n, r) =




πn/2

(n/2)!
rn nが偶数のとき

2nπ(n−1)/2([n−1]/2)!
n!

rn nが奇数のとき
(4.68)

As(n, r) =




nπn/2

(n/2)!
rn−1 nが偶数のとき

2nπ(n−1)/2([n−1]/2)!
(n−1)!

rn−1 nが奇数のとき
(4.69)

Vc(n, l) = ln (4.70)
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Ac(n, l) = 2nln−1 (4.71)

上式より，単位体積超立方体の表面上で中心から最も近い点（超立方体の内接球の接する

点）は中心から 1/2の距離にあるが，中心から頂点の距離は
√
n/2となり，次元の増大に

ともない最適要素である超球と全く異なる形態となるため，分割要素として適当ではない

と思われる．また，超立方体を要素とする場合，境界を共有する隣接領域の数は 3n − 1で

あるため，次元数の増大にともない，相互作用の評価のコストが非常に大きくなる．この

ような点から，格子状領域分割は高次元空間への拡張に適さない．

Radial Basis Function(RBF[35])では，入力空間を境界がぼやけた超楕円（Gauss関数）

により分割することにより多次元空間への拡張を容易におこなうことが可能である．RBF

では各領域上で定義された関数の線形和により曲面を表現しているため，区分的曲面表現

に直接適用することはできないが，同相写像による変形を適用して超楕円で空間を埋める

ことが可能であれば高次元空間への拡張は可能であろう．

以上，本節では，分割表現による曲面構築方法を具体的に利用する際の問題点およびい

くつかの潜在的な可能性について言及した．

4.4 4章のまとめ

本章では，3章で定式化した曲面の分割表現の構築のためのアルゴリズムを示し，ネッ

トワーク表現をおこなった．以下にその内容を示す．

1. 区分的曲面構築のアルゴリズム

• 3章で示した区分的曲面構築のための評価関数を定義し，最急降下法によるパラ

メータ修正則を示した．

•各局所写像の自律性を強化するために，各局所定義域および値域の正規化をおこ
ない，アルゴリズムの簡素化を実現した．

•一致強化 (CE)の概念を提案し，隣接領域との一致度を強化することで連続性を

強化する方法を提案した．

2. ネットワーク表現

•区分的曲面構築アルゴリズムを統計力学における相互作用系と比較することで，
その類似点および相違点を示した．
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•統計力学モデルとの比較により，モジュラー構造をもつセル型ネットワークを提
案し，アルゴリズムのネットワーク化を実現した．

3. 多変数関数近似

•光学式ナビゲーションシステムを提案し，その非線形写像近似問題への適用につ
いて議論し，曲面近似の一般化による関数近似問題への展開について議論をおこ

なった．
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前章で提案した区分的曲面構築アルゴリズムの基礎的な特性を評価するために，関数近似

（補間）問題の解法について検討をおこなった．

本章では，次の性質を確認する．

1. 前章で定義した評価関数の正当性（条件 (4.8)の成立）．

2. 幾何学量と分割数の関係．

3. 学習係数と生成曲面の関係．

4. 解の収束性．

5. 解析的連続性強化とCEの適用

6. 近傍系と近似曲面

7. 平滑化

8. 学習係数のロバスト性

9. 不連続関数近似

5.1 関数近似問題

基礎的な曲面近似に関する検討という観点から，本節では低次元曲面の構築をおこなう．

5.1.1 1変数関数近似

1変数関数近似の場合の入力空間の最適分割は非常に簡単に定義される．すなわち，与

えられたデータ {(xi, yi)}i∈I , x1 < · · · < xn(i = 1, · · · , n)に関して，定義域Dおよび各局所

関数の定義域Dj , (j = 1, · · · , n− 1)は以下で定義される．

D = [x1, xn] (5.1)

Dj = [xj , xj+1] (5.2)

しかしながら，前章で示したように曲面の 3角形分割の概念に基づくこの分割法を多変
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表 5.1: 学習条件

学習の収束基準
学習回数
1.00 × 105

学習係数
ηa η0 η1 η2 ηg 初期係数値の定義領域

1.00 × 10−1 1.00 × 10−1 1.00 × 10−2 1.00 × 10−2 1.00 × 10−4 [−0.5,0.5]
ηa：学習係数（誤差エネルギ項），η0：学習係数（学習点における関
数の連続性），η1：学習係数（学習点における関数の 1階微分値の連
続性），η2：学習係数（学習点における関数の 2階微分値の連続性），
ηg：学習係数（各領域における関数の曲率の 2乗積分値）

数関数近似へ拡張することは困難である．また，データに基づく 3角形分割は，データが

偏在する場合などは適当な分割がおこなわれず，さらに隣接関係の不規則性により，アル

ゴリズム化が困難である．したがって，アルゴリズムの一般化および簡素化のために格子

状分割を採用し，その特性を確認する．

曲面構築の推移

本節では，曲面構築の推移を見ることにより，本アルゴリズムの特徴づけをおこない，さ

らに (4.8)式の成立を確認する．

まず，図 2.4で与えられる 1次元入力関数（(2.14)式）から，10点を一様に抽出し，こ

のデータ点に基づく曲面構築をおこなった．曲面構築の推移を図 5.1，学習条件を表 5.1に

示す．さらに，収束の一般性を比較するために，異なるデータに基づく曲面構築の推移を

図 5.2に示す．なお，データ点数N に対し，それぞれ分割数を 2N とした．

一般に，1変数関数近似の場合，格子状分割法に基づく一様分割数は，データ生成の確

率密度関数が一様であると仮定した場合，ソース関数に関するアプリオリ情報（低次の多

項式で示される等）が与えられない限り，データ数と同等数あるいはそれ以上の分割が適

当であると思われるが，幾何学量評価の効果を確認するため，データ数の 2倍の分割（図

5.1:20,図 5.2:10）をおこなった．評価幾何学量は (4.30)式で定義される曲率の 2乗積分を適

用した．図 5.2,図 5.1の (a)～(j)中の点線で示される曲線は学習終了後の曲面であり，実線

で示される曲線はそれぞれ (a)は初期曲面，(b)から (j)では曲面構築の推移が時系列で示

されている．各曲面は，(a)epoch = 0,(b)epoch = 1.0× 104,(c)epoch = 2.0× 104,(d)epoch

= 3.0 × 104,(e)epoch = 4.0 × 104,(f)epoch = 5.0 × 104,(g)epoch = 6.0 × 104,(h)epoch =
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7.0× 104,(i)epoch = 8.0× 104,(j)epoch = 9.0× 104である．(k)は幾何学量（曲率の 2乗積

分値）の推移，(l)は接続面における連続性を示す量の推移曲線である．

図 5.2,図 5.1より，区分的曲面構築は 2つのフェーズで構成されることが確認された．す

なわち，

1. データ補間をおこなう連続曲面（C2級曲面）構築

2. 幾何学量の最小化

である．1.の連続曲面の構築は，図 5.2,図 5.1の (l)で示される連続性推移曲線から確認さ

れるように，学習の非常に早い段階で獲得されている．これに対し，2.の幾何学量の最小

化は，1.の条件を保持しながら徐々に獲得されることが確認された．図 5.3に関数空間に

おける解の探索経路の概念図を示す．

以上より，適当な学習係数を設定し，2.の段階で得られる曲面が最小解であるならば，

(4.8)式で示される条件が成立し，(4.6)式の最小化を最急降下法によりおこなうことで，区

分的曲面構築が可能であることが示された．

幾何学量と分割数

前節では，区分的曲面構築アルゴリズムの評価の第一段階として曲面構築の推移を確認

した．本節では，評価幾何学量と獲得される曲面の関係および分割数の関係を確認する．

ここでは，幾何学量として，(1)曲線の長さ（(4.27)式），(2)全曲率（(4.28)式），(3)曲

率の 2乗積分（(4.30)式）を定義した場合の比較をおこなう．本節では，ほぼ一様に分布

したデータに基づく曲面近似問題を扱うため,分割数の最適値はデータ数と同等数である

と予想されるが，分割数を増加した場合に得られる近似曲面および学習の収束性を確認す

るため，データ数をN 個とした場合，分割数として (a)N, (b)2N, (c)5N で曲面構築をおこ

なった．

まず，前節と同様に，図 2.4に示す 1次元入力関数（(2.14)式）から，10点を抽出し，こ

のデータ点に基づく曲面構築をおこなった．以下では，それぞれの幾何学量の評価に基づ

く曲面構築を分割数をパラメータとして構築をおこなう．ここで，学習係数は表 5.1で与

えられ，全ての構築に関して一定とした．

1. 長さ

(4.27)式で定義される曲面の長さを評価幾何学量として定義し，区分的曲面構築をお

こなった．結果を図 5.4，学習条件を表 5.2に示す．

曲面の長さを最小化する作用は，弾性膜のポテンシャルと等価であり，十分な自由パ
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図 5.1: 区分的曲面構築の推移
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図 5.1: 区分的曲面構築の推移
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図 5.2: 区分的曲面構築の推移
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図 5.3: 関数空間における解の探索経路

表 5.2: 学習条件

学習の収束基準
学習回数 幾何学量の変化
1.00 × 105 1.00 × 10−5

学習係数
ηa η0 η1 η2 ηg 初期係数値の定義領域

1.00 × 10−1 1.00 × 10−1 1.00 × 10−2 1.00 × 10−2 1.00 × 10−4 [−0.5,0.5]
ηa：学習係数（誤差エネルギ項），η0：学習係数（学習点における関
数の連続性），η1：学習係数（学習点における関数の 1階微分値の連
続性），η2：学習係数（学習点における関数の 2階微分値の連続性），
ηg：学習係数（各領域における関数の生成する曲面の長さ）
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図 5.4: 曲線の長さを評価幾何学量とした近似曲面

ラメータ数を持つ表現は，2章の弾性自己組織化ネットワークで示したようにデータ

の線形補間に近い近似曲面を生成することが予想される．しかし，分割数を適当な量

に制限することで滑らかな曲面を構築可能である．

2. 全曲率

微分幾何学において，曲線の大域的性質を示す量として全曲率が定義されている．こ

こでは，(4.28)式で定義される曲面の全曲率を評価幾何学量として定義し，区分的曲

面構築をおこなった．結果を図 5.5に示す．なお，学習条件は表 5.2と同様である．た

だし，ηgは全曲率に関する学習係数である．

全曲率は，曲線の曲率の絶対値の積分値で与えられているため，大域的に滑らかな曲

面の構築が可能である．しかし，評価関数が 1次形式で与えられるため，分割数が増

加し，表現系の容量が大きくなると，曲率の分布がほとんどいたるところで 0となり，

局所的に非常に大きな値を取るようになる（図 5.5(c)）．したがって，分割数が過多に
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図 5.5: 全曲率を評価幾何学量とした近似曲面

なると，ほとんど線形補間と等しくなる．

3. 曲率の 2乗積分値

全曲率を評価した近似曲面は，分割数がデータ数と同等の場合，大域的に滑らかな曲

面の構築が可能であったが，評価関数が 1次形式で与えられるため，分割数が過多に

なると局所的に非常に大きな値を取るようになり，ほとんど線形補間と等しくなるこ

とが確認された．

ここでは，曲率に関する 2次形式を評価することにする．(4.30)式で定義される曲面

の全曲率を評価幾何学量として定義し，区分的曲面構築をおこなった．結果を図 5.6に

示す．なお，学習条件は表 5.2と同様である．ただし，ηgは曲率の 2乗積分値に関す

る学習係数である．

分割数の変化に対して生成曲面がほとんど変化しないことが確認され，アルゴリズム

のロバスト性が示された．
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図 5.6: 曲率の 2乗積分値を評価幾何学量とした近似曲面
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図 5.7: ηgに関する幾何学量の推移

学習係数，収束，データ数，分割数

前節で示したように，本アルゴリズムの学習係数は，データ数に対して十分な分割がお

こなわれる場合，分割数，学習データ数，評価幾何学量の定義に依存することなく連続曲

面を構築することが確認され，ロバスト性が示された．これは，第 4章で示したように，パ

ラメータ更新は，(4.11),(4.12)式で与えられるため，ある局所曲面の含む教師データ数N

に対して誤差修正項に関する学習係数を ηa/N で与えたこと，および各局所定義域と値域

の正規化することでアルゴリズムの一般化がおこなわれたためと思われる．

しかしながら，収束性を見た場合，必ずしも有効な学習速度が実現されているとは言え

ない．連続性および教師データの補間性は学習の早い段階で実現されているが，幾何学量

の修正は，非常に滑らかな学習曲線を描いている．これは，連続性および補間性の拘束条

件として，ηgの値を ηa, η0, η1, η2と比較して相対的に小さな値にしたためであり，幾何学量

の修正が非常に大きな拘束条件の下でおこなわれていることを示している．

しかし，与えられた問題によっては，より最適な値が存在すると思われる．例えば，分

割数の増大にともない，教師データの影響が全体に及びにくくなる．また，分割数の増大

により表現系の容量が大きくなるため各要素間の相互作用の影響が広範囲に及びにくくな

り，最適解の獲得は困難となる．このような場合，幾何学量に関する学習係数を増大した

場合でも，曲面構築において連続性を保持することが可能であると予想される．

データ数を一定に保った条件下で，幾何学量に関する学習係数を自由パラメータとした

近似曲面構築の際の幾何学量の推移曲線を図 5.7に示す．ここで，ηg = 1 × 10−2の推移曲

線は epoch=12000において 3.22 × 10−1で収束している．図より，曲率の 2乗積分値はほ

ぼ等しい値に収束しており，ηgの増減により ηa, ηcとの比率が変化しているにも関わらず，
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等しい解に収束していることが示された．この結果より，前節で示したように解の探索は

学習の初期において実現されたEa = Ec = 0に基づくEgの最小化問題に帰着し，ηgの増

減が収束速度のみに影響を与えていると推測できる．

連続性評価

前章で示したCEの概念は，1変数関数近似においては適用されない．これは，1次元曲

面の接触面は 0次元曲面であるため，連続性の強化がおこなわれた場合においても，表現

の自由度が保証されるためである．

しかしながら，接触面付近における等価性を強化することで，表現の自由度を保持しな

がら連続性の強化が可能であると考え，前章の”面の拡張と複数の離散データの一致”で

示した方法により曲面近似をおこなった．

(4.47)式を連続性評価に適用して得られた区分的近似曲面を図 5.8に示す．ここで，(a)

はシンボリック計算に基づく近似曲面，(b)は (4.47)式を適用した近似曲面，(c),(d)はそ

れぞれ (a),(b)に関する連続性の推移曲線である．ここで，(c)の連続性の評価値および (d)

の 0,1階微分値は学習の初期に収束している．

収束性において多少の遅延が見られるが，良好な近似を獲得していることが確認された．

平滑化

前節まででは，与えられたデータの補間問題を扱ってきた．本節では，本アルゴリズム

をノイズを含む曲面の平滑化問題に適用する．平滑化はノイズを含むデータの滑らかな補

間曲面構築問題であるが，現在までに人工ノイズを用いた適切化法やネットワークのパラ

メータ数の削減による解の探索空間の制限による方法などが提案されている [28]．

本アルゴリズムを平滑化問題に適用する場合には，前節までの条件を以下のように変更

する必要がある．すなわち，データの補間問題では条件 (Ea = Ec = 0)に基づくEg の最

小化問題に帰着したが，平滑化の場合には条件 Ec = 0における次式の最小化問題に帰着

する．

E = αEa + βEg (5.3)

係数 α, βはそれぞれ教師データに対する精度強化に関する量および滑らかさの強化に関す

る量であり，どちらに重点を置くかにより決定される．

ここでは，以上の条件を踏まえ，ネットワークのパラメータ数を削減することなく平滑

化をおこなう．(5.3)式の係数α, βはそれぞれ本アルゴリズムにおける ηa, ηgに対応する量
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図 5.8: 一致強化の適用
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である．したがって，一般に ηaを削減し，ηgを増大することで平滑化が期待される．

連続曲面から生成されるデータにガウスノイズを付加したデータに基づく近似曲面を

図 5.9(a)∼(d)，推移曲線を (e),(f)に示す．ここで，学習係数は表 5.2に関して，ηaηg =

1.0×10−5を一定として (a)((ηa, ηg) = (1.0×−1, 1.0×−4))，(b)((ηa, ηg) = (1.0×−2, 1.0×−3))，

(c)((ηa, ηg) = (1.0×−3, 1.0×−2))，(d)((ηa, ηg) = (1.0×−4, 1.0×−1))の 4条件で近似をおこな

った．なお，曲面構築は ηa ≥ 1.0付近，ηg ≥ 1.0 × 10−1付近で連続性が破綻した．ηa =

1.0× 10−2, ηg = 1.0× 10−2とした．また，分割数はデータ数と同等 (20個）とした．(e),(f)

における condition 1∼4はそれぞれ条件 (a)∼(d)である．図より，適当な学習係数の設定

（ここでは ηa = 1.0× 10−3, ηg = 1.0× 10−2付近）によりパラメータ数を削減することなく

平滑化が可能であることを確認した．この平滑化処理は条件Ec = 0のもとでの解の探索で

あり，この場合は，ηg : ηg � 10 : 1を満たす係数を設定すると，η0, η1, η2との比に関わら

ず，一定解に収束すると思われる．したがって，破綻の起こらない範囲内で最適な比率を

実現する係数の中で最も大きな組め合わせを与えることで収束の高速化が期待される．

不連続部分を含む関数近似

本アルゴリズムでは，連続関数すなわち定義域上の至るところで微分可能である関数系

の近似問題を扱ってきた．前節で示したように，本アルゴリズムを不連続部分を含む関数

系から生成されたデータに基づく曲面再構築問題に適用すると，不連続部分に対応する部

分付近において特有の振る舞いを生じる．

次式で与えられる不連続関数より得られたデータに基づき，区分的曲面構築アルゴリズ

ムにより関数近似をおこなった結果を図 5.10に示す．なお学習条件は表 5.2と同様であり，

分割数はデータ数と同数とした．

y =

{
2 1 ≤ x ≤ 2

0 x < 1, x > 2
(5.4)

(a)は長さを評価関数とした近似曲面，(b)は全曲率を評価関数とした近似曲面，(c)は曲率

の 2乗積分を評価関数とした近似曲面を示している．

曲率の 2乗積分を評価した近似曲面ではGibbs振動と呼ばれる振動が発生していること

が確認された．この問題は長さや全曲率を評価することで緩和されることが確認できた．
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図 5.9: ノイズを含むデータの平滑化
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図 5.10: 各種幾何学量を評価した近似曲面とGibbs振動

94



第 5章 区分的曲面構築法の基礎的特性

表 5.3: 学習条件（図 5.11について）

学習の収束基準
学習回数 幾何学量の変化
1.00 × 105 1.00 × 10−5

分割数
10 × 10

学習係数
ηa η0 η1 η2 ηg 初期係数値の定義領域

1.00 × 10−1 1.00 × 10−1 1.00 × 10−3 1.00 × 10−3 1.00 × 10−4 [−0.5,0.5]
ηa：学習係数（誤差エネルギ項），η0：学習係数（学習点における関
数の連続性），η1：学習係数（学習点における関数の 1階微分値の連
続性），η2：学習係数（学習点における関数の 2階微分値の連続性），
ηg：学習係数（各領域における曲面積）

5.1.2 2変数関数近似

前節では，いくつかのパラメータを変えて 1変数関数近似をおこなうことで区分的曲面

構築アルゴリズムの基礎的特性を確認した．本節では，2変数関数（曲面）近似をおこな

うことで，多次元化への考察をおこなう．

また，ここでは幾何学量として曲面積EA（(4.31)式）を評価した．

近傍系

前章で示したように，正方形を要素とする 2次元空間の分割をおこなった場合，各要素

における近傍系は，図 2.1における (b)である．しかしながら，前章における連続性に関す

る考察から，各要素に対して 0次元の面で接する隣接領域の影響は 1次元以上の面を共有

する領域と比較して非常に小さな量となっている．したがって，ここでは図 2.1における

(a)の近傍系を採用し，(b)の場合との比較をおこなう．

ここでは，次式で示す 2次元入力関数の定義域 {(x, y)|0 ≤ x, y ≤ 6}の各軸を 3等分して

得られる 16点の格子点および各点における zの組を教師データとしてあたえ，曲面構築を

おこなった．

z = cos(
√
x2 + y2) 0 ≤ x, y ≤ 6 (5.5)

図 2.1(a)の近傍系C = 2を適用した結果を図 5.11(a)，図 2.1(b)の近傍系C = 1を適用し

た結果を図 5.11(b)に，(a),(b)構築の際の連続性に関する量の推移曲線をそれぞれ (c),(d)

に示す．またそれぞれの学習条件を共に表 5.3に示す．
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図 5.11: 近傍系と近似曲面
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図 5.11: 近傍系と推移曲線
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表 5.4: 学習条件（図 5.12について）

学習の収束基準
学習回数 幾何学量の変化
1.00 × 105 1.00 × 10−5

刻み幅
5 × 10−1

分割数
10 × 10

学習係数
ηa η0 η1 η2 ηg 初期係数値の定義領域

1.00 × 10−1 1.00 × 10−2 1.00 × 10−4 1.00 × 10−4 1.00 × 10−4 [−0.5,0.5]
ηa：学習係数（誤差エネルギ項），η0：学習係数（図 4.9の定義域の接
触辺上の連続性），η1：学習係数（図 4.9の接触辺から hの連続性），
η2：学習係数（図 4.9の接触辺から 2hの連続性），ηg：学習係数（各
領域における曲面積）

図 5.12より，(a)では近傍系に制限を与えたにも関わらず連続性を保証していることが

確認できる．また，テストデータに関する平均二乗誤差の比較により，C = 1を適用した

場合でもC = 2と同等の近似精度を得ることが示された．

連続性

図 4.9で示される一致強化点に関するCEを適用した結果を図 5.12，学習条件を表 5.4に

示す． ここで，(a)はシンボリック計算に基づく通常の方法，(b)はCEを用いた結果を示

している．また，(c),(d)はそれぞれ (a),(b)生成に関する連続性の推移曲線を示している．

図よりCEを用いた場合，収束性に遅延が見られるが，CEを適用した場合でも連続曲面

を実現していることが確認された．また，テストデータに関する平均二乗誤差の比較によ

り，CEを適用した場合でも解析的連続性強化と同等の近似精度を得ることが示された．前

節で示したように，CEの適用によりアルゴリズムの簡素化が可能であるため，本アルゴ

リズムの拡張性が期待出来る．

次に，CEにおいて一致度を比較するデータ発生の刻み幅の差異による近似曲面の違い

を確認する．前章で示したように，連続性の強化は曲面の類似度の強化と等価である．し

たがって，刻み幅が小さい場合，良好な類似度強化をおこなうことができない．ここでは，

刻み幅を局所定義域 [0, 1]2に関して，(a);h = 0.2とした場合と，(b);h = 0.5とした場合

について比較をおこなった結果を図 5.13に示す．学習条件は表 5.4と同様である． 図より

h = 0.5（隣接領域の全体との類似性を評価）を用いることにより．良好な連続性を実現す

ることが確認された．

さらに，CEに関して近傍系による近似曲面および収束性の相違を確認した結果を図 5.14
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図 5.12: 一致強化の適用と近似曲面
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(e) 幾何学量（曲面積）の推移曲線

図 5.12: 一致強化の適用と推移曲線
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図 5.13: 刻み幅の相違による近似曲面の違い
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図 5.13: 刻み幅と推移曲線
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に示す．なお，学習条件は表 5.4と同様である． 図より，CEおよび近傍系 C = 1を併用

した場合に収束性の遅延があるが，滑らかな曲面を実現することが確認された．

多種曲面の近似

前節まででは，(5.5)式で示される比較的簡潔な形状の曲面の近似をおこなってきた．本

節では，多種の曲面近似問題へ本アルゴリズムを適用することでアルゴリズムのロバスト

性を評価する．

次式で示される曲面の近似を 2階までの微分値の連続性評価および CEを適用しておこ

なった．なお，共に近傍系C = 2を採用した．

z = sin
(√

x2 + y2

)
− 5 ≤ x, y ≤ 5 (5.6)

ソース曲面を図 5.15(a)，近似曲面をそれぞれ (b),(c)に示す．また，推移曲線を図 5.16に

示す．学習条件はそれぞれ表 5.3,5.4で与えられる．

次に，次式で示される曲面の近似をCEを適用しておこなった．ここでは，近傍系C = 2

を採用した．

z = sinx cos y 0 ≤ x, y ≤ 3π (5.7)

ソース曲面を図 5.17(a)，近似曲面を (b)に示す．学習条件は表 5.4で与えられる．

不連続部分を含む関数近似

次式で与えられる不連続関数より得られたデータに基づき，区分的曲面構築アルゴリズ

ムにより関数近似をおこなった結果を図 5.18に示す．学習条件は表 5.3と同様である．

z =

{
1 −2.5 ≤ x, y ≤ 2.5

0 otherwise − 5 ≤ x, y ≤ 5
(5.8)

図より，本来不連続である場所の周辺で振動が生じていることが確認される．

以上に示した多種の曲面近似は，一定の学習条件のもとでおこなわれ，アルゴリズムの

ロバスト性を確認することが出来る．
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図 5.14: CEにおける近傍系と曲面
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(e) 幾何学量（曲面積）の推移曲線

図 5.14: CEにおける近傍系と推移曲線
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図 5.15: 近似曲面
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図 5.16: 推移曲線
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(b) 近似曲面
教師データに関する平均二乗誤差= 2.78 × 10−7

テストデータに関する平均二乗誤差= 1.38 × 10−4

図 5.17: 近似曲面
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(b) 曲面積を評価した近似曲面
教師データに関する平均二乗誤差= 1.59 × 10−5

テストデータに関する平均二乗誤差= 4.80 × 10−2

図 5.18: ソース曲面および近似曲面
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5.1.3 3変数関数近似

第 4章で示したように，現実の相互作用系で扱う対象は 3次元までの配置であるが，多

変数関数近似を扱う場合，多次元曲面の構築のために多次元空間の分割が要求される．本

節では，前節で扱った 2次元曲面近似の概念を適用することで 3次元曲面近似をおこない，

多次元空間への拡張性を示す．

現実の曲面近似では，2次元曲面モデルの構築がが主要な課題であるが，多変数（n次

元）関数近似問題のように �n+1中の n次元曲面構築問題や，次章に示すように 2次元空

間中の 2次元ベクトル場等のように�m中の n次元曲面 (m > n)を構築する場合には，高

次元空間中の超立方体の相互作用を扱う必要がある．

3次元空間を立方格子により分割した場合，ある局所定義域と接する隣接領域は 26個与

えられる．それらのうち，0次元面（頂点）を共有する領域は 8個，1次元面（辺）を共有

する領域は 12個，2次元面（切子面）を共有する領域は 6個である．近似曲面が C2級曲

面であるという要請より，それらすべてとの連続性が保証される必要があるが，前章で示

したように切子面を共有する領域との連続性を保証することにより，全ての領域との連続

性を強化可能である．

3変数3次多項式を構成する自由パラメータ数は，4H3 = 20であることより，切子面を共有

する領域間において 20以上の点に関してCEをおこなうことで連続性強化が可能である．与

えられたデータに基づく超直方体領域（(3.16)式）を定義域とし，[xmin, xmax]×[ymin, ymax]×
[zmin, zmax]で与える．さらに，領域の分割を L×M ×N とし，各局所定義域を図 5.19で

示すように配置すると，局所定義域 U ′
i,j,k, (i = 1, · · · , L, j = 1, · · · ,M, k = 1, · · · , N)と

切子面を共有する隣接領域はそれぞれ，U ′
i±1,j,k, U

′
i,j±1,k, U

′
i,j,k±1である．ここで，境界面を

有する領域（i �= 1, · · · , L, j �= 1, · · · ,M, k �= 1, · · · , N となる領域）については，隣接する
領域のみを考慮する．

隣接領域との連続性強化は，前節において 2次元曲面構築の際に用いたCEを適用する．

領域U ′
i,j,kの切子面を含む平面により定義域を切断する．切子面を含む平面は (4.19)式よ

り次式で与えられる．

x = xmin +
(i− 1)(xmax − xmin)

L
(5.9)

x = xmin +
i(xmax − xmin)

L
(5.10)

y = ymin +
(j − 1)(ymax − ymin)

M
(5.11)
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図 5.19: 定義域の分割

y = ymin +
j(ymax − ymin)

M
(5.12)

z = zmin +
(k − 1)(zmax − zmin)

N
(5.13)

z = zmin +
k(zmax − zmin)

N
(5.14)

ここでは，(5.9)式で示される平面による切断面について考察する．切断面（(5.9)式）に

おけるU ′
i,j,k近傍を図 5.20に示す．図 5.20で示される近傍領域の中で，局所定義域U ′

i,j,kと

切子面を共有する領域は，U ′
i,j±1,k, U

′
i,j,k±1である．したがって，切断面で与えられる近傍

系において連続性を考慮する領域は第 3章で示した近傍系C = 1である．領域間の連続性

の評価関数E(i,j,k),(i,j+1,k)
c は，局所定義域 U ′

i,j,kと U ′
i,j+1,k間の場合，次式で与えられる．

E(i,j,k),(i,j+1,k)
c =

2∑
n

∫ 1

0

∫ 1

0

[
φ

(n)
i,j,k(x, y, 1) − φ

(n)
i,j+1,k(x, y, 0)

]2
dxdy (5.15)

ここで，φi,j,k, φi,j+1,kはそれぞれ局所定義域U ′
i,j,kおよびU ′

i,j+1,k上で定義された 3変数 3次

多項式である．(5.15)式は多項式に関する定積分であり，シンボリック計算が可能である

112



第 5章 区分的曲面構築法の基礎的特性

図 5.20: 切断面（U ′
i,j,k近傍）

ため，勾配 ∂E(i,j,k),(i,j+1,k)
c /∂cは簡潔な形式で表現可能であるが，同様の操作を多次元空間

へ拡張する際には，シンボリック計算は必ずしも適当であるとは限らないことからCEの

概念を適用する．2次元曲面構築において確認されたように，CEを近傍系C = 1（図 2.1）

に適用した場合，解析的連続性強化を近傍系 C = 2に適用した場合と同様の近似曲面を

構築することが可能である（図 5.14）．図 5.20で示される切断面上において，局所定義域

U ′
i,j,kに対して，グレーで示されるC = 1近傍領域間の連続性をCEの概念に基づき強化す

る．(5.9)∼(5.14)式で示されるU ′
i,j,kの全ての切子面を含む切断面上において同様のCEを

適用すると，図 5.21で示されるように，C = 1の近傍間において 40点における一致強化

が与えられ，20個のパラメータにより表現される局所曲面間の一致度は強化される．

3次元曲面構築アルゴリズムを以下に示す．

3次元曲面構築アルゴリズム

1. 定義域の定義と分割

与えられたデータに基づく超直方体領域（(3.16)式）を定義域とする．

2. 局所関数の初期化 t = 0

初期曲面として [0, 1]を定義域とする実数係数の 3次多項式の中でその値域が [0, 1]か

ら大きく外れないように制限を与えたランダムな係数に基づく 3次多項式により得ら
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図 5.21: 切断面上におけるCE

れる曲面を初期曲面とする．初期化により定義された各局所係数を ci(0)，それに対応

する局所関数を φi(0)，曲面表現への同相写像を ϕi(0)とする．

3. 停止判定

評価関数が与えた基準値より小さくなった場合，あるいは評価関数の変化量が与えた

基準値より小さくなったときに，学習を終了する．この条件が満たされない場合，下

記 4に進む．

4. 各係数の更新

教師データの補間性

(4.2)式で定義される評価関数に関して (4.13)式より係数修正のための勾配値∂Ei
a(ci)/∂c

i
j

を求める．

幾何学量

(4.67)式で定義される超曲面積に関して (4.15)式より係数修正のための勾配値∂Ei
g(ci)/∂c

i
j

を求める．

連続性

(5.9)∼(5.14)式で示される定義域Xの全ての切断面上において 2次元曲面構築の際に

適用した連続性強化をおこなう．

次式で与えられる 3変数関数より得られたデータ（125点)に基づき，区分的曲面構築ア

ルゴリズムにより関数近似をおこなった結果を図 5.22，学習条件を表 5.5に示す．
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表 5.5: 学習条件（図 5.22について）

学習の収束基準
学習回数 幾何学量の変化
1.00 × 104 1.00 × 10−5

学習係数
ηa η0 η1 η2 ηg 初期係数値の定義領域

1.00 × 10−3 1.00 × 10−3 1.00 × 10−5 1.00 × 10−5 1.00 × 10−6 [−0.5,0.5]
ηa：学習係数（誤差エネルギ項），η0：学習係数（学習点における関
数の連続性），η1：学習係数（学習点における関数の 1階微分値の連
続性），η2：学習係数（学習点における関数の 2階微分値の連続性），
ηg：学習係数（各領域における関数の生成する曲面の長さ）

f(x, y, z) = sin
(√

x2 + y2 + z2

)
0 ≤ x, y, z ≤ 6 (5.16)

ここで，定義域は [0, 6]3，分割は 5 × 5 × 5とした．

図で示されるように，本拡張アルゴリズムは，与えらたれたデータを滑らかに補間する

ことが確認できる．

5.2 5章のまとめ

本章では，前章で示した区分的曲面構築アルゴリズムを曲面近似問題に適用し，その基

礎的な特性を評価した．以下にその内容を示す．

1. 1変数関数近似問題

•本アルゴリズムを 1変数関数近似問題へ適用することで条件 (4.8)の成立を実験

的に確認した．

•適当な幾何学量（曲率の 2乗積分値）を採用することで，分割数に依存しない滑

らかな曲面の実現を確認した．

• CEの適用により解析的方法と同等の近似曲面を獲得することを確認した．

•分割数，データ数の違いによらない学習係数のロバスト性を確認した．
•本アルゴリズムは適当な学習係数の設定により，補間問題だけでなく，ノイズを
含むデータの平滑化を実現することを確認した．
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(b) 切断面 x = 3上の近似曲面

図 5.22: ソース曲面および近似曲面
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(c) 切断面 y = 3上のソース曲面
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(d) 切断面 y = 3上の近似曲面

図 5.22: ソース曲面および近似曲面
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(e) 切断面 z = 3上のソース曲面
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(f) 切断面 z = 3上の近似曲面

図 5.22: ソース曲面および近似曲面
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2. 2変数関数近似問題

•図 2.1における (a)および (b)の近傍系の違いによる近似曲面および収束性を確

認し，収束性に多少の遅延が生じるが同様の近似曲面が生成されることが確認さ

れた．

• CEの適用により，収束性に遅延が生じるが解析的方法と同等の近似曲面を獲得

することを確認した．CEの適用によりアルゴリズムの簡素化が可能であるため，

本アルゴリズムの拡張性が期待出来る．

• CEの刻み幅を変化させることにより，隣接領域との連続性の強化は隣接領域と

の一致度の強化であることを確認した．

• CEによる連続性強化に関して，近傍系の違いによる近似曲面および収束性を確

認した．

•複雑な各種曲面の近似をおこなうことで学習係数のロバスト性を確認した．
3. 3変数関数近似問題

• 2変数関数近似における結果を適用して，3変数関数近似への展開が可能である

ことを確認した．
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補遺

区分的曲面構築アルゴリズムは，特に教師データが割り当てられていない局所領域にお

いて，時系列で連続変化する境界条件値問題の解の探索をおこなっている．これは，有限

要素法のように区分的線形多様体により近似されている各種境界値問題に対して有効であ

る．以下では，基本的な境界値問題に適用する．

Dirichlet問題

区分的曲面構築アルゴリズムを次式で示されるDirichlet問題に適用した．

D = {0 < x, y < 1}; (5.17)

∆u ≡ ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (x, y) ∈ D (5.18)

u =




2√
3
sinπx, (x, y)y=0 ∈ ∂D

0, (x, y)y �=0 ∈ ∂D
(5.19)

定義域Dの 5 × 5分割に基づくネットワークに関して (5.18)式で示されるラプラス方程

式を幾何学的特徴量 Ei
gに設定した．また，教師データとして (5.19)式で示される境界条

件を離散化したデータ（80点）を与えた．次式で示される理論解に対する誤差の平均二乗

誤差を表 5.6，理論曲面および近似曲面をそれぞれ図 5.2(a),(b)に示す．

u =
2√
3
· sin πx sinhπ(1 − y)

sinhπ
(5.20)

表より 5× 5 = 25分割という分割数の少なさにも関わらず良い近似結果を与えていること

が確認できる．

表 5.6: 理論解に対する誤差の平均二乗誤差
教師データ テストデータ　

Dirichlet 3.47 × 10−6 3.60 × 10−4

Neumann 3.87 × 10−9 1.23 × 10−3
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図 5.23: 理論曲面および近似曲面
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Neumann問題

区分的曲面構築アルゴリズムを次式で示されるNeumann問題に適用した．

D = {0 < x < 1, 0 < y <
1

2
}; (5.21)

∆u ≡ ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (x, y) ∈ D (5.22)

∂u

∂n
=




cosπx, (x, y)y=0 ∈ ∂D

− cos 2πy, (x, y)x=1 ∈ ∂D

− cosπx, (x, y)y= 1
2
∈ ∂D

cos 2πy, (x, y)x=0 ∈ ∂D

(5.23)

u
(

1

2
,
1

4

)
= 0 (5.24)

定義域Dの 5× 5分割に基づくネットワークに関してDirichlet問題の場合と同様にラプラ

ス方程式を幾何学的特徴量 Ei
g に設定した．(5.24)式で示される正規化条件を教師データ

として与えた．また，(5.23)式で示される境界条件に関する評価関数Ei
bcを新たに設定し，

離散化（80点）された境界条件（外法線方向ベクトル nを含む）に関して評価をおこなっ

た．次式で示される理論解に対する誤差の平均二乗誤差を表 5.6，理論曲面および近似曲面

をそれぞれ図 5.2(a),(b)に示す．

u =
1

π
· cos πx sinh π(1−4y)

4

cosh π
4

+
1

2π
· cos 2πy sinhπ(1 − 2x)

cosh π
(5.25)

Dirichlet問題の場合と同様に，表より 25分割という分割数の少なさにも関わらず良い近

似結果を与えていることが確認できる．
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図 5.24: 理論曲面および近似曲面
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第6章 ステレオ地理画像に基づく地形モ
デル生成

近年，地理情報システム（GIS）の普及にともない，航空写真，衛星画像などをもとに，地

上の建造物の分布や土地利用形態などの情報を分析する作業が重要となってきた [36]．こ

のような作業では，しばしば撮影条件，撮影時点の異なる複数の画像の対応点の獲得が要

求される．異なる複数画像間の差異はレンズの収差や地表の高度変化等さまざまな非線形

要因が存在するため，対応点間マッチングの際に必要な画像要素間の移動ベクトルの分布

は非線形であり，さらに砂漠の平原や雪の積もった地表，山地などテクスチャ変化の乏し

い部分の対応点の獲得は困難なものになっている．本章では，前章までで示した区分的曲

面構築アルゴリズムを，撮影地点の異なる 2つの航空画像に基づく 3次元地理画像構築に

適用する．

6.1 競合と協調による非線形写像

現在，3次元自動計測システムにおいて使用されている画像では，ひずみなどの非線形

性は高精度で修正されており，2画像の対応点が与えられると，その差異より厳密な地表

の 3次元モデルの構築が可能である．対応点獲得のアルゴリズムとしては，2枚の航空画

像から，濃度値の相関関係，共分散，絶対差の和など，類似度が最大になる点を求めるパ

ターンマッチングの手法を使う方法が使用されている．

2画像の対応点の探索は，一方の画像から他方の画像への対応点の非線形写像であり，そ

の非線形変換による各ピクセルの移動ベクトルは画像上のベクトル場とみることが可能で

ある．このようなベクトル場の生成には，ニューラルネットワーク等の自己組織化に重要

な「競合と協調」の原理を用いることが出来る [25]．図 6.1はこの原理に基づいて滑らかな

写像を実現する機構のネットワークの概要を示すもので，画像Aの小領域を画像Bに合わ

せるための移動ベクトルが複数生成され，移動先の画像とのマッチングスコアを評価基準

としたベクトル間の「競合」がおこなわれ，各微小領域ごとに勝ち残った勝者ベクトルは

近傍同士ほぼ連続した動きをするよう「協調」をおこなう．このようにして得られたベク

トルにしたがって画像を変形し，再びより良いマッチングを求めて移動ベクトル群の探索
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画像B

（微小領域に分割）

移動ベクトル層

一致強化

画像A

図 6.1: 競合と協調によるCE写像ネットワーク

がおこなわれる．この競合・協調・移動のループは複数回繰り返され，2画像間の対応点の

獲得（一致強化）がおこなわれる．

ニューラルネットワークによる対応点探索アルゴリズムの詳細を以下に示す（図 6.2）．

なお，ここでは与えられた 2画像 (A,B)に関して，画像Aから画像B写像ベクトルの獲得

を目標とする．

1. 画像Aの分割

画像Aを小領域に分割する．これら分割領域について，左から i番目，上から j番目

の小領域をDijとする．

2. 画像Aの小領域ベクトルの生成（競合）

小領域Dij をその小領域移動ベクトルDVij(t)の先端を中心として一定の範囲内でス

ライドさせ，その範囲内で最も相関が高い位置までの移動量を求めそれを dVij(t)とす

る．ニューラルネット処理では，小領域Dijと画像B上で小領域の重なる部分とのピ

クセル値の 2乗誤差をマッチングスコアとして，それが小さいほど相関が高いと判断

する．

dVij(t)を小領域移動ベクトルDVij(t)に加え，小領域Dij の新たな小領域移動ベクト
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画像A小領域分割

画像A小領域
移動ベクトル生成

元画像A写像実行指標評価
繰り返し判断

画像A　各ピクセル
移動ベクトル計算移動ベクトル協調

画像A，Ｂ入力

t = t+1

学習段階 写像段階

図 6.2: 協調と競合によるニューラルネット処理の動作フロー

ルとする．なお，tは学習の回数を表す．

DVij(t+ 1) = DVij(t) + dVij(t) (6.1)

この操作を画像Aの全ての小領域Dijについておこなう．

3. 移動ベクトルの協調

得られた小領域移動ベクトルに矛盾がないように協調操作を施す．協調操作は学習操

作 1回につき 1回おこなわれる．この操作によって，近傍の移動ベクトル同士が大き

く異なるという状態を回避することが出来る．

4. 指標評価，学習繰り返し判断

小領域の移動ベクトルの変化が 0に収束したと認められる場合は，写像段階に移行す

る．収束していない場合は，学習操作を再度繰り返す．

5. 移動ベクトルの計算，写像の実行

写像は最終的に得られた移動ベクトルにしたがっておこなう．その際，ピクセル同士

が完全に 1対 1対応にはならないので，欠落部分を補間して写像を実行する．

本章では，前章までで示した区分的曲面構築法を用いて，2画像間の対応点獲得の協調
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操作と 3次元画像を同時に獲得するCE動作アルゴリズムを提案する．

6.2 ステレオ地理画像に基づく地形モデル生成

6.2.1 協調操作

本節では，移動ベクトル場の連続性を保証するための協調操作について示す．

2画像の対応点の写像は，2次元空間中の 2次元ベクトル群で示される．撮影時期の異な

る 2画像（図 6.3）に関する対応点写像ベクトルの例を図 6.4に示す [40]．ここで，画像B

には 40%の球面ひずみを与えている．

対象が連続曲面であり，近接画像のように物体の幾何学的位相の逆転がない場合，移動

ベクトル場は連続である．しかしながら，マッチングスコアのみを評価基準とした場合に

は，パターン変化の乏しい部分などにおいて，誤った対応点を与えてしまう恐れがある．ア

プリオリ情報としてベクトルの連続変化という条件が与えられる場合には，協調操作によ

りそのような不適切性の緩和が可能である．

連続性を強化するための協調の方法として，重み付け平均による協調，メディアンによ

る協調，突然変異による協調などさまざまな方法が与えられている．重み付け平均法およ

びメディアン法を概略説明する．

重み付け平均による協調操作

重み付け平均による協調操作では，対象とするベクトルの近傍領域において距離に対応

した重みを係数として与え，その係数を各ベクトルに乗じて重み付け平均を求めて新たな

ベクトルとして定義する操作である．対象とするベクトルの位置を (i, j)とし，その 5 × 5

領域を近傍領域と定義した場合のベクトル更新式を次式に与える．

DV new
ij =

1

c + 8 + 16 × r




r r r r r

r l l l r

r l c l r

r l l l r

r r r r r



DV old

ij (6.2)

c = M − (M − 1) × exp(−αt)

r = exp(−βt)

M,α, β : constant
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画像A

画像B（40%の球面ひずみ）

図 6.3: 撮影時期の異なる 2画像
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図 6.4: 2次元空間中の 2次元ベクトル群

ここでパラメータ cは学習回数 tに関して単調増加し，t→ ∞で定数M となる．rは学習

回数 tに関して単調減少し，t→ ∞で 0となる．また，初期値はともに 1である．

メディアンによる協調操作

上述の重み付け平均法を用いた場合，2画像間の一致度の指標である 1ピクセルあたり

の平均誤差は小さくなる．しかし，たとえ 1つでも大きく方向性のことなるベクトルが生

成されてしまうと，その影響により周辺の正しい移動ベクトルまでが変化させられてしま

うという問題点がある．

メディアン法では，対象とするベクトルの近傍領域のメディアンを新たなベクトルとし

て与える操作であり，より正解に近づくことが出来るだけでなく，すでにほぼ正しいと思

われる方向に収束している移動ベクトルを変化させることなく，誤った移動ベクトルのみ

を修正することが可能である．協調範囲内の移動ベクトルの多数が正しいという前提のも

とでは，少数の大きな誤りを持つ移動ベクトルの影響を受けることなく良好な結果が得ら

れる（図 6.5）．
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図 6.5: メディアンの効果

以上に示した協調操作は 2次元空間中における 2次元ベクトルの協調であるが，2次元

情報を保持する素子間の局所的相互作用であり，近接領域間の相互作用のみで大域的滑ら

かさを実現することは困難であるため，必ずしも最適解が得られるとは限らない．

本節では，x-y平面上に配置された移動ベクトル群 {(vx(x
i, yi), vy(x

i, yi))}i∈Iに基づく 3

次元データ {(xi, yi, vi
x)}, {(xi, yi, vi

y)}より，比較的少数の分割数の区分的局面構築アルゴ
リズムを用いて 2つの 2次元近似局面を生成する．ここで，Iはピクセル集合，(xi, yi)は i

番目ピクセル，vi
x = vx(x

i, yi), vi
x = vx(x

i, yi)はそれぞれ (xi, yi)上の移動ベクトルのx, y方

向成分である．この操作により，分割の少数化による平滑化すなわち協調および任意の幾

何学的特徴量の評価による適応的最適化が期待できる．また高石らが提案するように [40]，

幾何学的特徴量に基づく大域的探索により得られる大域的対応関係を獲得後，局所的探索

により精度を向上させる多段探索をおこなうアニーリング効果により，最適解の探索をお

こなう方法がある．この概念を区分的局面構築アルゴリズムに適用し，モデル構築および

協調を少数の分割に基づきおこない，徐々に分割数を大きくしていく（細分化）ことで同

等の効果が期待できる．

6.2.2 ステレオ画像に基づく地形モデル生成

3次元地形モデル生成のために使用される航空写真のステレオ画像は，ある一定方向に

飛行する航空機から比較的短時間の間に撮影されたものであり，現在では対応点獲得のた

め 60パーセント程度重なる画像が使用されている．2画像の対応点の差異から 3次元モデ
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図 6.6: カメラ座標系とモデル座標系

ルを生成する方法の基本的な概念を以下に示す．

ここでは簡単のため，2つのカメラ座標系 (x1, y1, z1), (x2, y2, z2)とモデル座標系 (X, Y, Z)

の各軸は平行であり，各カメラとも焦点距離は c，航空機の飛行方向はX（等価的にx1, x2）

方向であるとする．また，2座標間の距離をBとする．このとき，各画像座標系（カメラ

座標系における xi-yi平面 (i = 1, 2)）における対応点をそれぞれ (xc
1, y

c
1), (x

c
2, y

c
2)とすると，

対応点のカメラ座標系 (x1, y1, z1)における位置 (xp
1, y

p
1, z

p
1)は次式で与えられる（図 6.6）．

ここで yc = yc
1 = yc

2とする．

xp
1 =

xc
1

xc
1 − xc

2

B

yp
1 =

yc

xc
1 − xc

2

B

zp
1 = − c

xc
1 − xc

2

B

モデル座標系におけるカメラ座標系 (x1, y1, z1)の原点の座標を (X0, Y0, Z0)とすると，モ
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デル座標系における位置 (Xp, Y p, Zp)は次式で与えられる．

Xp = X0 +
xc

1

xc
1 − xc

2

B (6.3)

Y p = Y0 +
yc

xc
1 − xc

2

B (6.4)

Zp = Z0 − c

xc
1 − xc

2

B (6.5)

(6.5)式より，対応点のモデル座標系におけるZ座標値（高度）は，移動ベクトルの大きさ

|vc|（(6.6)式）に関する連続関数であり，|vc|が大きいほど，大きな値をとることが確認で
きる．

|vc| =
√

(xc
1 − xc

2)
2 + (yc

1 − yc
2)

2 (6.6)

また，条件で与えたように，航空機の飛行方向は X 座標方向であるため，理論的には画

像内座標系において移動ベクトルの y1（等価的に y2）方向成分は発生しないはずである

(y1 = y2 = 0)．したがって，移動ベクトルは (6.7)式で示されるように，x1, x2のみに依存

し，対応点のモデル座標系におけるZ座標値（高度）は移動ベクトルの x成分の大きさに

対応するものとなる．

|vc| =
√

(xc
1 − xc

2)
2 (6.7)

したがって，|vc|を z値とする曲面は，実際の地形に関する内部モデルととらえることが可能

である．さらに，y方向ベクトルvyに関して (x, y, vy)＝ (x, y, 0)より，曲面My = {(x, y, vy)}
は平面 vy = 0となり，幾何学的特徴量として曲率に関する積分値，曲面積などさまざまな

量を適用可能であるが，ここでは次式で与えられる量を評価量とした．

∫
X
|vy|2dxdy (6.8)

ここで，Xは (x, y)の定義域である．

x方向ベクトル vxに関する曲面Mx = {(x, y, vx)}の近似曲面生成は平滑化（協調）を
目的とし，幾何学的量は評価せず (4.2),(4.4)式で与えられる誤差，連続性評価のみをおこ

なう．
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6.3 山地画像に基づく地形モデル生成

本節では，不連続部分を含まないステレオ山地画像に基づく地形モデル生成をおこなう．

不連続部分を含まないという側面は本アルゴリズムに適しているが，図 6.7で確認できる

ように，山地画像ではテクスチャ変化の乏しい部分が多く存在し，ステレオ画像の対応点

獲得が困難である．したがって，両画像の対応点獲得にはステレオ画像に関するアプリオ

リ情報の評価が要求される．ステレオ画像の対応点を与える移動ベクトルでは，視点が異

なるために発生する大域的な平行移動ベクトルおよび対象物の高度差より生じる移動ベク

トルが存在する．視点の差異に基づく大域的平行ベクトルは，画像にひずみが存在しない

場合には画像内で一様となる．このベクトルに関しては，大域的マッチングをとることで

獲得が可能である．一方，高度差に起因する移動ベクトル群は対象物の高度に関係するた

め,非線形の分布となる．アプリオリ情報として連続性が与えられている山地画像では，移

動ベクトルの変化も連続となる．このようなベクトルの獲得は，前節で示したように「協

調」の操作によりおこなうことが可能であるが，2次元の情報（ベクトル情報）を保持す

る各ピクセルが隣接領域との協調をおこなう場合，曲面を特徴づける量の導出が不可能で

あるため，大域的な滑らかさの実現は困難である．ここでは，区分的曲面構築アルゴリズ

ムを協調操作に適用することで 3次元モデル構築と協調の操作を循環的におこなう方法を

提案する．

区分的曲面表現を用いたステレオ画像に基づく 3次元モデルの構築アルゴリズムの概要

を以下に示す．ここでは，与えられた 2枚のステレオ画像A,Bに関して，AからBへの対

応点を与えるベクトル場の生成を目的とする．

1. 大域的移動ベクトルの導出

与えられた 2枚のステレオ画像の大域的マッチングスコアを算出し，最も相関が高い

位置までの移動ベクトルを大域的移動ベクトル vとする．

2. 画像Aの写像

大域的移動ベクトルに基づき，画像Aの写像をおこなう (coincidence enhancement)．

3. 画像Aの小領域ベクトルの生成（競合）

画像 Aを分割し，各小領域に関して与えられた近傍系内で最も相関の高い位置まで

の移動量を求め，移動ベクトルの候補とする．算出された移動ベクトルの候補をhと

する．

4. 移動ベクトルの協調，モデル生成

得られた値hに関して，6.2.2で与えた拘束条件に基づき，比較的小さな分割数で，x, y

方向ベクトル vx, vyに関する 3次元モデルMx = {(x, y, vx)},My = {(x, y, vy)}を構築
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表 6.1: 学習条件

学習の収束基準
学習回数 幾何学量の変化
1.00 × 105 1.00 × 10−5

分割数
10 × 10

学習係数
ηa η0 η1 η2 ηg 初期係数値の定義領域

1.00 × 10−1 1.00 × 10−1 1.00 × 10−3 1.00 × 10−3 1.00 × 10−4 [−0.5,0.5]
ηa：学習係数（誤差エネルギ項），η0：学習係数（学習点における関
数の連続性），η1：学習係数（学習点における関数の 1階微分値の連
続性），η2：学習係数（学習点における関数の 2階微分値の連続性），
ηg：学習係数（各領域における曲面積）

し，内部モデル構築および協調の操作をおこなう．

5. 指標評価，学習繰り返し判断

小領域の移動ベクトルの変化が 0に収束したと認められる場合は，写像段階に移行す

る．収束していない場合は分割の細分化をおこない学習操作 3,4を繰り返す．

6. 写像の実行，実 3次元モデル構築

得られた移動ベクトルに基づき画像Aの写像をおこなう．また，得られた 3次元内部

モデルを (6.5)式に基づき変形し，真の 3次元モデルを獲得する．

図 6.7で与えられるテクスチャ変化が乏しいステレオ山地画像 (a)（左画像），(b)（右画

像）に対して，上述の対応点獲得アルゴリズムを適用することで得られた対応点の関係を

図 6.7(c),(d)に示す．なお分割数は 5× 5 → 10× 10とした．図 6.7(c),(d)より，テクスチャ

変化が乏しいにもかかわらず対応点の位相関係および移動ベクトルの指向性が保持されて

いることが確認できた．

図 6.8に実際の 3次元モデルの区分的曲面構築アルゴリズムによる近似曲面 (a)および内

部モデルより算出された地形モデル (b)を示す．両形状の比較により，図 6.7(c),(d)で与え

られる対応関係がおおよそ正しいことが確認できる．ここで，(a),(b)ともに 10 × 10分割

の区分的曲面，(b)のモデルは相対値である．使用したパラメータの値を表 6.1に示す．

6.4 6章のまとめ

本章では，区分的曲面構築アルゴリズムに基づき，視差に基づく 3次元地形モデル構築

と移動ベクトル群の協調の操作を循環的におこなうことでステレオ地理画像間の対応点獲
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第 6章 ステレオ地理画像に基づく地形モデル生成

(a) (b)

(c) (d)

図 6.7: ステレオ航空画像 (a),(b)と対応点 (c),(d)
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図 6.8: 実際の地表形状の近似曲面 (a)とベクトル場より生成した 3次元地表モデル (b)
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第 6章 ステレオ地理画像に基づく地形モデル生成

得をより高い信頼度で得る方法を提案した．対応点獲得のために使用したステレオ地理画

像はテクスチャ変化の乏しい山地画像であるにも関わらず，区分的曲面生成アルゴリズム

の適応性により信頼度の高い対応関係を獲得することを確認した．本研究で使用したステ

レオ画像は，移動ベクトルの指向性および地形高度との関連性より協調とモデル構築のた

めの評価基準を明示的に設定可能であったが，より一般的な非線形写像に関してもレンズ

の収差など系の特徴が与えられている場合は，区分的曲面構築アルゴリズムの局所計算性

より，適応的に評価可能であると思われる．

本章では，ほぼ同領域を撮影したステレオ画像間を用いたため，ほとんどの部分におい

て移動ベクトルの真値は探索範囲内に存在したが，非線形性の増大および共有領域の縮小

がおこなわれると移動ベクトルの絶対値は大きくなり，必ずしも探索領域内に真の解が存

在するとは限らない．高石ら [40]の提案するように画像中の幾何学的特徴量（大きな街路

や建造物などの形状）に基づく大域的探索により与えられる大域的対応関係を獲得後，局

所的探索により精度を向上させる多段探索をおこなうことで，アニーリング効果による最

適写像の獲得および計算コストの改善が期待される．大域的探索により得られる候補ベク

トルは画像内に散在するため，それら以外の部分における移動ベクトルを区分的曲面構築

アルゴリズムにより補間することで，アプリオリ情報として与えられる曲面の幾何学的特

徴量の適応的評価が期待できる．

本章では，滑らかな地表のモデル形成のためのアルゴリズムを示したが，実際の地理情

報システムでは，撮影時期の異なる都市画像に関する対応点を獲得することでその経時的

変化域の抽出などをおこなう必要がある．都市部は，ほとんどの部分が人工物で構成され

ており，不連続部分が非常に広く分布しており，本アルゴリズムのように近似曲面の滑ら

かさを仮定したアルゴリズムを適用した場合は，過度の平滑化がおこなわれる恐れがある．

このように不連続部分を含むモデル生成のためには第 4章で議論したように，高度に階層

化されたネットワークを構築することで実現が可能であると思われる．
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第7章 結論

本論文では，複数の情報を保持する多機能化された局所曲面素子群により近似曲面を分割

表現する方法を提案した．以下に各章で示したことをまとめる．

第 2章「離散モデルによる曲面表現」では，マルコフ性を仮定した局所相互作用により

大域解を獲得する確率緩和モデルおよび離散表現による曲面構築法の概念から，区分的曲

面表現を局所並列計算により実現する方法を提案した．

第 3章「分割表現による曲面構築」では，多様体の概念を導入し，局所曲面の貼り合わ

せにより表現される区分的曲面表現の定式化をおこなった．

第 4章「分割表現による曲面構築のためのアルゴリズムおよびネットワーク表現」では，

3章で定式化された区分的曲面表現の実現のために，複数の評価関数を設定することで局

所並列計算により滑らかな曲面を適応的に構築する方法について議論をおこなった．また，

本アルゴリズムを，位置情報のみでなく曲面を特徴づける複数の情報を保持する多機能化

素子間の局所結合により構成されるモジュラー構造もつセル型ネットワークを提案した．

さらに不連続部分を含む曲面構築および多変数関数近似への展開について議論した．

第 5章「区分的曲面構築法の基礎的特性」では，提案したアルゴリズムの基礎的特性を

関数近似問題に適用することで確認した．

第6章「ステレオ地理画像に基づく地形モデル生成」では，本アルゴリズムを複数地理画

像から地形の 3次元モデルを構築する問題に適用し，モデル曲面の構築と対応点獲得のた

めの操作を循環的におこなう方法を提案し，実問題に適用することでその効果を確認した．
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付 録A 2次元曲面に関する勾配値の
導出

A.1 ∂Ei
a/∂c

i
jの導出

図 4.3に従い，局所曲面 Uij 中に教師データ {(xt
k, y

t
k)}が含まれているとする．この時，

局所曲面 Uij の定義域 U ′
ij 中には教師データの入力成分 {xt

k}が含まれる．{(xt
k, y

t
k)}を正

規化式 (4.20),(4.21)に従い {(Xk
1 , X

k
2 , Y

k)}を得る．(3.18)式より，

φij(x1, x2) =
∑

cijν1ν2
xν1

1 x
ν2
2 (A.1)

とすると，(4.2)式より，

Eij
a =

∑
{(Xk

1 ,Xk
2 )}

[
φij(X

k
1 , X

k
2 ) − Y k

]2
(A.2)

従って，

∂Eij
a

∂c
= 2

∑
{(Xk

1 ,Xk
2 )}

[
φij(X

k
1 , X

k
2 ) − Y k

] ∂
∂c
φij(X

k
1 , X

k
2 ) (A.3)

ここで (A.1)式より，次式が成立する．

∂φij(x1, x2)

∂cijν1ν2

= (x1)
ν1(x2)

ν2 (A.4)

A.2 ∂Ei
c/∂c

i
jの導出

(4.24)式より，Uijに関する辺上の連続性評価関数Eij
c−edgeは次式で与えられる．

Ei
c−edge =

2∑
n

{∫ 1

0

[
φ

(n)
i,j (x1, 0) − φ

(n)
i,j−1(x1, 1)

]2
dx1

+
∫ 1

0

[
φ

(n)
i,j (1, x2) − φ

(n)
i+1,j(0, x2)

]2
dx2
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+
∫ 1

0

[
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dx1
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φ
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i,j (0, x2) − φ

(n)
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dx2

}
(A.5)

従って，勾配値 ∂Ei
c−edge/∂cは次式で与えられる．

∂Ei
c−edge

∂c
= 2

2∑
n

{∫ 1
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[
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(n)
i,j (x1, 0) − φ

(n)
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(A.6)

ここで (A.1)式より，次式が成立する．
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∑
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(4.25)式より，Uijに関する辺上の連続性評価関数Eij
c−vertは次式で与えられる．
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i,j (1, 0)

+
[
φ

(n)
i,j (1, 1) − φ

(n)
i+1,j+1(0, 0)

] ∂
∂c
φ

(n)
i,j (1, 1)

+
[
φ

(n)
i,j (0, 1) − φ

(n)
i−1,j+1(1, 0)

] ∂
∂c
φ

(n)
i,j (0, 1)

}
(A.8)

A.3 ∂Ei
A/∂c

i
jの導出

(4.31)式より，局所曲面 Uijの曲面積Eij
A は次式で与えられる．

Eij
A =

∫ 1

0

∫ 1

0

√
1 + (∂φij/∂x1)2 + (∂φij/∂x2)2dx1dx2 (A.9)

表記上の簡素化のために

∂φij

∂x1
= φ1

∂φij

∂x2
= φ2

147



とすると，(A.9)式は，

Eij
A =

∫ 1

0

∫ 1

0

√
1 + φ2

1 + φ2
2dx1dx2 (A.10)

となる．このとき，∂Eij
A/∂c

i
jは次式で示される．

∂Eij
A

∂c
=

∂

∂c

∫ 1

0

∫ 1

0

√
1 + φ2

1 + φ2
2dx1dx2

=
∫ 1

0

∫ 1

0

(
1 + φ2

1 + φ2
2

)− 1
2

(
φ1
∂φ1

∂c
+ φ2

∂φ2

∂c

)
dx1dx2 (A.11)
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