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第 1章 　緒論

第1章 緒論

§1.1 研究背景

数値シミュレーションを用いた各種産業技術および社会技術の研究開発は，今日では日常的に
行わるものとなっている．適用される分野も広く，機械，電気電子，化学，生物など多岐に渡っ
ている．取り扱う解析対象が複雑になるにつれ，数値シミュレーションを用いなければ事実上解
析不可能な事例も多く見受けられる．また，旧来は単に実験が困難な問題に対する模擬実験とし
ての位置付けが色濃かった数値シミュレーションであるが，近年では予測，最適化，逆解析等の
本質的に数値シミュレーションが必要な問題に対する適用も広く行われるようになってきている．
この様な産業界および学術研究界を取り巻く環境を受け，数値シミュレーションはその重要度を
増して来ている．

近年の計算機性能の飛躍的向上に伴って，一昔前には全く手に負えなかった程に大規模な解析
も盛んに行われるようになっている．パーソナルコンピュータの性能向上も目覚しく，一般の研
究者にも手が届く価格のコンピュータで数万自由度の静解析ならば充分に実行可能な状況になっ
ている．しかし，現状はこれで満足とは行かず，より大規模な解析に対する要望はむしろ天井知
らずに加速しているように見受けられる．例えば，従来はシステムの一部のみの解析であったも
のをシステム全体の解析に，静解析であったものを動解析に，順解析で終っていたものを最適化
や逆解析に，単純なモデル化で済ませていたものを複雑なモデルに等々，より負荷の高い計算へ
と解析を発展させたい要望は後を断たない．

特筆すべきは，計算機性能の向上は数値シミュレーションの高速化に関する諸研究を無用にす
るものとはなっていないということである．上記の例の中には，計算機と数値シミュレーション
の両方の技術向上があって初めて実現する事例が数多くある．大規模な計算を実現可能にする為
には計算機と計算プログラム，言わばハードウェアとソフトウェアの両方の技術向上が不可欠な
要素であると考えられる．故にソフトウェアを扱う数値シミュレーションの研究者は，高速な計
算機による恩恵を積極的に享受しつつ，それだけでは充分に解決されない問題に対する高速解法
の研究を進めて行くことが求められる．

また，数値シミュレーションの適用範囲の多様化により，個々の事例に特化した解析プログラ
ム，言わば特注品を製作する必要がある場合が多くなっている．汎用解析ソフトで解析が不可能
な問題だけでなく，汎用解析ソフトでも原理的には解析可能であるが計算時間や記憶容量がかか
り過ぎる為に事実上解析が困難な問題に対しても，その問題に特化した解析プログラムを製作す
る必要がある．このように大規模な問題に対する高速なプログラムを自作しなければならない状
況は今後も頻繁に現れることが予想され，大規模数値シミュレーションの高速化に関する諸研究
は引き続き重要であると考えられる．

§1.1 研究背景 1



第 1章 　緒論

§1.2 従来研究の問題点

本論文では，大規模数値シミュレーションに関する従来研究において未着手あるいは不完全で
あると思われる次の３点に着目した．

第１点目は，数値シミュレーションの高速化の研究では往々にして「計算時間」の短縮につい
てのみに主眼が置かれており，「開発時間」の短縮があまり重要視されていない点である．

先に述べた通り，数値解析のプログラム開発者は，解析事例毎に特化した個別のプログラムの
製作を要求されることが少なくない．何らかの汎用解析パッケージを利用する場合と異なり，プ
ログラムを自ら製作する場合の「解析時間」は「開発時間」と「計算時間」の和であり，真の意
味での高速化を実現するためには「開発時間」の短縮は不可欠な要素である．特に，開発に際し
てモデル化やアルゴリズムの試行錯誤を繰り返す必要がある場合，「開発時間」は「計算時間」を
遥かに上回る事もしばしば起こる．

ところで，数値計算による物理現象のシミュレーションの多くは最終的に数学的な行列計算に帰
着される．従って，数値計算のプログラムを製作する際に行列を簡便に扱える事は「開発時間」を短
縮する上で重要である．行列計算の「計算時間」の短縮方法としては，単一計算機用のライブラリ
である BLAS[1.1]と LAPACK[1.2]，ならびにその並列計算機用である PBLAS[1.4]と ScaLAPACK[1.3]

が開発されており，広く用いられている．しかし，そのインターフェイスは複雑であり，行列を
簡便に扱えるとは言い難い状況である．

第２点目は，物体の幾何学的特徴を利用した効率的数値解析手法の開発を目的とした研究が少
ない点である．

境界値問題の数値解法の多くは任意の幾何学形状の物体に対して利用することを目的とした汎
用的な手法である．代表的な境界値問題の数値解法である有限要素法を用いた汎用解析パッケー
ジ[1.5]は数多くあるが，幾何学的特徴が高速化に活かされているのは２次元要素や軸対称要素を用
いた解析[1.6]が可能であるところぐらいである．他にもコイルバネ等のらせん状の物体に特化した
高速化手法[1.7]なども研究されているが，物体の幾何学的特徴を有限要素解析の高速化に活かす研
究例は数少ない．

一方，構造物の多くは簡単な形状をした物体の組合せである．中でも棒状の物体もしくはその
組み合わせによって形作られた構造物は数多くあり，しばしば数値解析の対象となっている．各種
材料試験などでは棒状のシンプルな試験片が用いられることが多く，材料特性値の推定の為には
大規模な繰り返し計算が必要となる場合もある．特に断面が一様である棒材はあらゆる構造物に
用いられており，その弾性解析を有限要素法などにより高速に行うことは工学上重要である．し
かし，現在までに断面が一様な棒材の弾性解析に対して，その幾何学的特徴を利用した効率的数
値解析手法は開発されていない．

第３点目は，一般的な数値シミュレーションの解法が全ての未知数に対して同じ精度で解を求
めることを暗黙の内に前提としてしまっている点である．

実際的な問題の解析要望には，全ての未知数の解を求めることを必要とせず，ある特定の未知
数の解のみが必要である場合が少なくない．例えば境界値問題を対象とする場合，領域内の全て

§1.2 従来研究の問題点 2



第 1章 　緒論

の領域での解が必要である事はむしろ珍しく，ある注目領域の解だけが必要であるという状況が
頻繁にある．この様な状況下では注目領域の解だけを高速に求められると都合が良い．しかし現
在までに，注目する未知数の解だけを高速に求める，というコンセプトの研究は行われていない
様に見受けられる．

境界値問題を境界要素法を用いて解く際の高速解法として，多重極展開法[1.8]が有名である．し
かし，多重極展開法を用いた場合でも全ての未知数の解を同じ精度で求めることに変わりは無い．
境界積分法を基本解法として用い，注目領域の解だけを高速に求めることの出来る手法があれば
有用であると考えられる．

§1.3 研究目的

本論文は前述の３つの問題点を踏まえ，その中でもある程度広範囲の実際的な問題に対して適
用可能であると考えられる３つの具体的な問題を克服する事を目的としている．本文はそれぞれ
の具体的研究テーマについて３つの章に分けて書かれている．

第２章 CPPLapack/CPPScaLapack：大規模数値解析のための行列計算ライブラリ
大規模行列を簡便に取り扱え，なおかつ高速に計算出来るライブラリの開発が目的である．計算
時間だけでなく開発時間も短縮することにより，全体としての解析時間の短縮を図ることを念頭
に設計されている．開発言語にはオブジェクト指向言語であるC++[1.9]言語を用いている．本ライ
ブラリには (1)高速行列計算，(2)直感的なユーザーインターフェイス，(3)並列プログラムへの簡
単な移行，(4)一時オブジェクトへの不必要なデータコピーの抑制の４つの特徴があり，それらを
順に解説する．特に特徴 (4)は本ライブラリ独自の手法であり重点的に説明する．

第３章一様断面弾性体に対する動的有限要素解析の効率化
断面が一様である棒状の弾性体の動解析を陰解法の有限要素法で効率的に行う手法の開発が目的
である．「形が棒状で断面が一様である」という幾何学的特徴を有限要素法で取り扱う行列の代数
的特徴に変換して活用することにより，計算の高速化および記憶容量の低減を図っている．幾つ
かの解析例を示すと共に，実用例としてセラミック等の脆性材料の高温下での衝撃破壊靭性を測
定する手法である一点曲げ衝撃試験に対して本手法を用いて行った数値シミュレーションについ
て詳しく解説する．

第４章ポテンシャル問題に対する注目領域解の境界要素高速解法
Laplace方程式で支配される２次元の境界値問題に対して，境界要素法を用いてある注目領域の
解だけを高速に求める方法の開発が目的である．Laplace領域において，ある注目領域から充分
な距離をおいた非注目領域の境界値の高周波成分の影響は注目領域の解に影響を与えないことを
利用する．この性質を用いることにより，本手法ではすべての領域の解を同精度に求めることを
せず，注目領域の解を高い精度で，非注目領域の解を低い精度で求めている．手法の解説および
幾つかの解析例を示し，手法の有効性を確認する．

各研究テーマ毎の背景および研究目的の詳細は，各章の緒言に記載している．

§1.3 研究目的 3
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第2章 CPPLapack/CPPScaLapack：大規模
数値解析のための行列計算ライブラリ

大西有希,居相政史, “CPPLapack/CPPScaLapack：大規模数値解析のための行列計算ライブラリ”, 第９回計算工学

講演会論文集, No.2, (2004), pp.663–666 より出典

§2.1 緒言

数値解析による物理現象のシミュレーションの多くは最終的に数学的な行列計算の問題に帰着
される．特に大規模な数値解析の場合，または最適化や逆解析など繰り返し計算を必要とする場
合，行列計算の効率は数値解析の効率そのものを左右する重要な要素となる．従って高性能な行
列計算ライブラリの開発は数値解析技術の発展に不可欠である．

行列計算ライブラリが高性能である為には以下の４つの特徴を満たすことが必要であると考え
る．第１に計算が高速であること，第２に直感的なコ－ド記述が可能であること，第３にソ－ス
コ－ドをほとんど変更せずに単一計算機と並列計算機の両方の環境で動作すること，第４に一時
オブジェクトへの不必要なデータコピーを無くすこと，以上４つである．既存の行列計算ライブ
ラリには Blitz++[2.1], Matrix Template Library(MTL)[2.2], LAPACK++[2.3], Template Numerical
Toolkit(TNT)[2.4], Java Matrix Package(JAMA)などがあるが，いずれも上記４つの特徴全てを満
たしていない．特に，第４の一時オブジェクトに関する問題は処理時間および記憶容量を不必要
に消費する大きな問題である[2.11]が，既存の行列計算ライブラリでは解決されていない様に見受け
られる．

本研究では，汎用的なプログラミング言語であるC++言語を用いて上記４つの特徴を満たす行列
計算ライブラリCPPLapack/CPPScaLapackを開発した．本稿では CPPLapack/CPPScaLapack
の実装について上記の特徴ごとに説明する．また，CPPLapack/CPPScaLapackを用いた簡単な
コード例，ならびにその有効性を示す．

§2.2 CPPLapack/CPPScaLapackの特徴とその実装

§2.2.1 高速行列計算

行列とベクトルの高速演算および計算用サブルーチンとしてBasic Linear Algebra Subprograms
(BLAS)[2.6]および Linear Algebra Package (LAPACK)[2.7]が有名である．スカラー並列環境で動作
するサブルーチンとして Parallel Basic Linear Algebra Subprograms (PBLAS)[2.9]および Scalar

§2.2 CPPLapack/CPPScaLapackの特徴とその実装 5
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Linear Algebra Package (ScaLAPACK)[2.8]も開発されている．これらのパッケージは数多くのプ
ラットフォームで最適化されたものが提供されており，汎用性が高い．

CPPLapack/CPPScaLapackは行列およびベクトルの演算に BLAS/PBLASを，連立一次方程
式の求解等の行列計算に LAPACK/ScaLAPACKを内部から呼び出して用いることにより高速化
が図られている．

§2.2.2 直感的なユーザーインターフェイス

ソースコードを直感的に記述できることは開発時間を短縮しバグの発生を低減する上で都合が
良い．CPPLapack/CPPScaLapackは C++言語を用いたクラスライブラリとして設計されている
為，オブジェクト指向に基づいた直感的なコード記述が可能である[2.10]．具体的には密行列，帯行
列，対称行列などに対し別々のクラスが用意されており，各種演算は+,-,*,/などの演算子を用いて
一般的な数式と同じ表記で記述できる．行列やベクトルのクラスは内部にサイズの情報を保持し
ているので，BLAS/PBLASおよび LAPACK/ScaLAPACKを直接用いる場合に必要な数多くの
引数を省いた形で使用できる．簡単なコード例を次節に記載しているので参照されたい．

§2.2.3 並列プログラムへの簡単な移行

LAPACK等を利用することにより大規模行列計算を高速に行えるようになるが，さらなる大規
模化と高速化のためには ScaLAPACK等を用いたスカラー並列化が必要不可欠である．しかし，
従来の行列計算ライブラリの多くは単一計算機のための計算コードとスカラー並列計算機のため
の計算コードに互換性が無く，別々に開発する必要があった．

CPPLapack/CPPScaLapackでは，単一計算機とスカラー並列計算機でのコードの違いをクラス
の内部で吸収し，両方の環境で同じユーザーインタフェースを提供している．すなわち，同じ名前の
同じ引数を取る関数が，CPPLapackでは単一計算機による処理に適したコードで，CPPScaLapack
ではスカラー並列計算機による処理に適したコードでそれぞれ書かれている．従って，次節に示
す極めて簡単な手続きだけで，単一計算機のための計算コードからスカラー並列計算機のための
計算コードへと移行することができる．この高い互換性により，計算コードの開発効率が大幅に
改善されることが期待できる．

なお，ベクトル計算機や共有メモリ型並列計算機による並列化はそのプラットフォーム用に最適化
されたBLASおよび LAPACKを用いることにより可能となる場合がある．その場合はCPPLapack
を用い，適切なオプションを付けてコンパイルすればよい．

§2.2 CPPLapack/CPPScaLapackの特徴とその実装 6
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§2.2.4 一時オブジェクトヘの不必要なデータコピーの抑制

§2.2.4.1 一時オブジェクト生成過程とその問題点

C++で行列計算ライブラリを作る際，必ず問題となるのが一時オブジェクトに関わる問題であ
る[2.11]．計算式を C++で処理する場合，各演算子関数が内部で作成した計算結果は局所オブジェ
クトに蓄えられ，その後 return文を通じて一時オブジェクトにデータがコピーされる．2項以上
の式を処理する場合，各部分式が生成した一時オブジェクトは原則として全体式を処理し終える
まで消滅しない．一時オブジェクトへのデータコピーは本来不必要な処理であり，また，消滅せ
ずに残り続ける一時オブジェクトはメモリ使用量を増大させる．特に大規模な計算の場合，計算
速度低下やメモリ不足を引き起こしかねない重要な問題となる．

§2.2.4.2 Smart Temporaryシステムの概要

この問題を解決するため，CPPLapack/CPPScaLapackでは，本研究で開発した Smart Tempo-
raryシステムを利用している．ユーザーが直接利用する行列クラスの他に，それと機能的には等
価だが関数の返値のみに利用するクラス，Smart Temporaryクラスを用意し，引数として渡され
たオブジェクトが一時オブジェクトか否かを判断できるようにする仕組みである．

Smart Temporaryクラスは，ユーザーが直接利用する行列クラスと異なる次の２つの性質をも
つ．デストラクタが呼ばれてもメモリを解放しないことと，コピーコンストラクタがコピー元か
らコピー先へポインタを移す浅いコピーを行うこと，である．これらの性質は，計算結果を関数
の返値として返す際に効果を発揮する．さらに，引数として渡されたオブジェクトが一時オブジェ
クトか否かを関数内で判断できることは，加算，減算，スカラー倍の演算においてメモリの有効
利用を図る効果がある．

具体例として，４つの行列オブジェクトが関連する Y = AB + Cという計算を考える．通常の
行列計算ライブラリを用いた場合のメモリ操作の流れ図を図 2.1に示す．積演算では L，加算演算
ではM，と演算子関数ごとに新しい局所オブジェクトを生成しメモリを確保している．それぞれ
の演算子関数を抜けると返値の行列を保持するために一時オブジェクト P , Qが生成されるが，こ
の一時オブジェクトも新しくメモリを確保する．この時，局所オブジェクトのメモリの値を一時
オブジェクトのメモリ領域へとコピーする深いコピーが行われる．また，代入演算においても一
時オブジェクト Qからユーザーが宣言したオブジェクト Y へ深いコピーが行われている．つまり，
この計算において合計で３回の深いコピーが行われていることになる．一時オブジェクトが所有
するメモリ領域は一連の演算が終了するまで解放されずに残るので，結果的に瞬間最大で行列３
個分のメモリが余分に必要になっている．

次に，CPPLapack/CPPScaLapackを用いた場合のメモリ操作の流れ図を図 2.2に示す．積演算
においては，計算結果を保存するために局所オブジェクト Lを生成し，新しくメモリを確保する．
演算子関数を抜けた時点で一時オブジェクト Pが生成されることは先ほどの例と同様だが，Smart
Temporaryシステムでは浅いコピー，すなわちポインタの受け渡しのみが行われる．加算演算で
は引数の一方である Pが Smart Temporaryオブジェクトとなるので，P に対して+=演算を行い

§2.2 CPPLapack/CPPScaLapackの特徴とその実装 7
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Fig. 2.1: Memory Operation Flowchart durig Y = AB + C with ordinary library

§2.2 CPPLapack/CPPScaLapackの特徴とその実装 8
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Fig. 2.2: Memory Operation Flowchart durig Y = AB + C with CPPLapack/CPPScaLapack

§2.2 CPPLapack/CPPScaLapackの特徴とその実装 9
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計算結果を上書きしている．これにより，新たに局所オブジェクトを生成することも新たにメモリ
を確保することも必要がない．代入演算においても，浅いコピーのみで処理が完了している．最
終的に，Y は積演算子関数の局所オブジェクト Lのために確保されたメモリ領域に関連づけられ
る．Smart Temporaryシステムでは不必要な深いコピーは一度も行われず，またこの例では瞬間
最大でも余分に必要なメモリは行列１個分のみで済んでいる．

もし，関数の返値として Smart Temporaryクラスでなくユーザーが直接利用する行列クラスを
用い，一時オブジェクトにポインタのみを渡す浅いコピーを行うと不都合が生じる．先述の例で
Lが Smart Temporaryクラスでないとして浅いコピーが行われたとすると，積演算子を抜けた後
Lに対してデストラクタが呼び出された時点で Lが参照しているメモリ領域が解放され，P に渡
されたポインタは無効（ダングリングポインタ）となってしまう．Smart Temporaryシステムを
利用することは，この不都合を避けるための方法のひとつである．

§2.2.4.3 Smart Temporaryシステムの諸注意点

Smart Temporaryクラスのオブジェクトはデストラクタによってメモリが解放されることはな
いが，演算中に必要がなくなった時点で演算子関数内でメモリの解放が行われる．例えば加算演
算の両方の引数が Smart Temporaryクラスのオブジェクトであった場合，どちらか一方が計算結
果として返され，もう一方は演算子関数内でメモリの解放が行われる．

Smart Temporaryシステムでは，計算式の最終的な計算結果となる Smart Temporaryオブジェ
クトがユーザーの宣言した行列オブジェクトに代入演算子等で関連づけられることを前提に設計
されている．逆に言えば，行列計算を行っても結果をユーザーが宣言した行列オブジェクトに代入
しないまま放置するという意味のないコードを書くと，メモリが解放されずに残ってしまう．本
ライブラリを利用する上での唯一の注意点である．

なお，高度に最適化されたコンパイラを使用して名前付き返値最適化[2.12]などの技法を利用す
れば不必要な深いコピーをある程度抑制することは可能である．しかし，この方法では先に示
した加算，減算を+=演算，-=演算のみで済ますといった深いコピーの完全な抑制には到らない．
CPPLapack/CPPScaLapackを利用すればコンパイラに依存すること無く深いコピーを完全に抑
制出来る．

§2.3 コード例

§2.3.1 連立一次方程式の直接解法

CPPLapackを用いて連立一次方程式 Ax = yを直接法を用いて解く為のコード例を次に示す．
行列Aおよびベクトル yのデータをコンストラクタでファイルから読み込み，直接解法で解いた
後，解をファイルに書き込んでいる．

§2.3 コード例 10
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� �
#include "cpplapack.h"

int main(int argc, char** argv)
{
CPPL::dgematrix A("matrix_data.txt"); //一般密行列の生成
CPPL::dcovector y("vector_data.txt"); //縦ベクトルの生成

A.dgesv(y); //LAPACK関数 dgesvによる直接解法
y.write("solution.txt"); //結果出力

return 0;
}

� �
ここでCPPLはCPPLapackの名前空間であり，dgematrixおよび dcovectorはそれぞれ実数の一
般密行列および縦ベクトルのクラスである．

次に，CPPScaLapackを用いて同じ処理を行う為のコード例を次に示す．

� �
#include "cppscalapack.h"
#include "cppscalapack_init.h"

int main(int argc, char** argv)
{
CPPSL::initialize(argc,argv, 2,4, 64,64); //並列開始のための初期化処理

CPPSL::dgematrix A("matrix_data.txt"); //一般密行列の生成
CPPSL::dcovector y("vector_data.txt"); //縦ベクトルの生成

A.dgesv(y); //ScaLAPACK関数 pdgesvによる直接解法
y.write("solution.txt"); //結果出力

CPPSL::finalize(); //並列終了処理
return 0;

}
� �
ここで CPPSLは CPPScaLapackの名前空間である．initialize関数の後ろ４つの引数はそれぞれ，
プロセス格子の行数と列数，データブロックの行数と列数を意味しており，環境に合わせて適当
な値に定める必要がある．

CPPLapack/CPPScaLapackいずれの場合でも計算には LAPACKまたは ScaLAPACKが呼び
出されるので，計算は高速である．CPPScaLapackの並列コードでも実質 10行足らずで済んでお
り，また直感的に理解しやすい．並列プログラムへの移行に必要な手続きは，

• includeするファイルを追加，変更する
• main関数の先頭と末尾にそれぞれ initialize関数と finalize関数を書き加える
• 名前空間 “CPPL”を “CPPSL”にする

の３つの単純な作業だけであり，スクリプト処理による自動化も可能である．

§2.3 コード例 11
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§2.3.2 連立一次方程式の反復解法

特に大規模な連立一次方程式の解法には反復解法がよく用いられる．ここでは代表的な反復解
法である Bi-CGStab法[2.13]を行う関数のコード例を示す．
� �
bool bicgstab(const CPPL::dgematrix& A, CPPL::dcovector& x,

const CPPL::dcovector& y, const double& eps,
int maxit)

{
double alpha(0.0), beta,

omega(1.0), rho_1(1.0), rho_2, eps_r(x.l*eps);
CPPL::dcovector R(y-A*x), r(R), s, p(x.l), v(x.l), t;
p.zero(); v.zero(); //ゼロベクトルに設定

while(nrm2(r)>eps_r && (maxit--)>0){
rho_2 = R%r;
beta = (alpha/omega)*(rho_2/rho_1);
p = r+beta*(p-omega*v);
v = A*p;
alpha = rho_2/(R%v);
s = r-alpha*v;
t = A*s;
omega = (t%s)/(t%t);
x += alpha*p +omega*s;
r = s-omega*t;
rho_1 = rho_2;

}

if(nrm2(r)>eps_r){ return 1; }
else{ return 0; }

}
� �
ここで演算子%は内積を意味する．

この例では LAPACKの関数は使われていないが，一般的な数式と同様の表記で記述された計算
式の各積演算で BLAS関数が使われている．なお，このコードを PBLASを用いた並列化可能な
コードに書き換えるには，名前空間を CPPLから CPPSLに書き換えるだけで良い．

§2.4 計算速度についての検討

CPPLapack/CPPScaLapackは BLAS/PBLASおよび LAPACK/ScaLAPACKのラッパーであ
り，行列計算の計算速度は LAPACK/ScaLAPACKを直接利用した場合と同等と考えてよい．た
だし，演算子を用いた CPPLapack/CPPScaLapackの計算は BLAS/PBLASを直接利用した場合
に比べると厳密には計算速度が低下する場合がある．

例えば CPPLapackの実行列と実ベクトルの積の演算子関数の内部では BLASの dgemv関数を

§2.4 計算速度についての検討 12
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呼び出しているが，dgemv関数自体は y = αAx+βyの計算を行う関数であるので，CPPLapackの
演算子関数ではα = 1, β = 0としてAxの計算を行っている．そのため，Ax+yという計算を行う場
合を考えると，dgemv関数を直接用いて１回で計算を済ませる方が CPPLapack/CPPScaLapack
を利用するより速いことになる．しかし，Axの積演算が O(N2)の計算量であるのに対しベクト
ルの加算演算や定数倍演算は O(N)の計算量であり，大規模行列を対象とする際には計算速度に
ほとんど影響を及ぼさない．

また，BLAS/PBLASおよび LAPACK/ScaLAPACKの関数を直接呼び出す必要がある場合の
ために，本ライブラリは行列およびベクトルのデータ配列のポインタを取得しやすく設計してあ
るので，ユーザーは容易にこれらの関数を直接利用することが出来る．

§2.5 結言

行列計算ライブラリCPPLapack/CPPScaLapackを開発した．本ライブラリは次の４つの特徴
を持つ．(1)BLAS/PBLASおよび LAPACK/ScaLAPACKを用いた高速行列計算，(2)C++言語の
特徴を活かした直感的なユーザーインターフェイス，(3)統一されたクラス仕様による並列プログ
ラムへの簡単な移行，(4)Smart Temporaryシステムを用いた一時オブジェクトへの不必要なデー
タコピーの抑制，以上４つである．本稿では４つの特徴について，その実装を含めて説明を行った．

コード例として同じ処理を行う単一計算機用コードと並列計算機用コードの両方を示し，単一
計算機用から並列計算機用への移行が３つの単純な作業だけでよいことを述べた．また，速度に
ついての検討も行い，充分大きな行列計算に対して本ライブラリを用いた場合と BLAS/PBLAS
および LAPACK/ScaLAPACKの関数を直接用いた場合とで，計算速度にほとんど差位が無くな
ることにも言及した．

近年の数値解析の適応分野は多岐にわたる為，汎用数値計算パッケージでは解析できない問題
も多く，プログラムを自作せざるを得ない場合が増えている．プログラムを自作する多くの場合，
開発時間と計算時間の和を最小にすることが求められる．行列計算は種々のシミュレーションで
必要であり，本ライブラリを用いることにより，高速かつ並列化が容易なプログラムを素早く開
発することが可能となる．また，本ライブラリは汎用的なプログラミング言語であるC++言語で
書かれているため，対応するプラットフォームが多く，行列計算以外の各種処理を行うコードと
容易に一体化することも出来る．

なお，CPPLapack/CPPScaLapackは現在下記URLにて開発を行っている．ソースコードおよ
びドキュメントが公開されているので参照して頂きたい．
http://cpplapack.sourceforge.net/
http://cppscalapack.sourceforge.net/
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第3章 一様断面弾性体に対する動的有限要素
解析の効率化

大西有希,青木繁,天谷賢治,浦郷正隆, “一様断面弾性体に対する動的有限要素解析の効率化”,日本機械学会論文集Ａ

編, v67, n662, 2001, pp.1583–1588,

青木繁,天谷賢治,大西有希,水谷隆之, “一点曲げ衝撃試験の数値シミュレーション”,日本機械学会論文集Ａ編, v68,

n670, 2002, pp.924–929,

Onishi Y, Urago M, Aoki S, Amaya K, “Efficient Dynamic Finite Element Method for 3D Objects with Uniform

Cross-Sections”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, (掲載決定)より出典

§3.1 緒言

衝撃荷重を受ける機械や構造物の安全性評価のためばかりでなく，応力の伝播挙動を利用した
各種の逆解析[3.23][3.5]のために，一様断面を持つ棒 (梁)や板の動的解析がしばしば必要となる．こ
の解析に有限要素法を適用する場合，特に最適化問題や逆問題では繰り返し計算が必要となるこ
とが多く，効率的な方法が望まれる．

動的有限要素解析では，質量マトリックスと減衰マトリックスが共に対角マトリクスであれば
陽解法の中心差分法を用いて計算でき，逆行列を求める必要が無くなる．陽解法は計算速度，記
憶容量の点で優れている反面，安定して解が得られない，精度が良くない等の問題点があるため，
計算時間が多くても陰解法を用いることが望ましいとされる．

有限要素解析で細長い物体を扱う際，上手に離散化することにより剛性マトリックス等がブ
ロック 3重対角となる特徴を持つことは良く知られており，そのことを考慮に入れた効率的手法
[3.24][3.25][3.26]は幾つか提案されている．しかし，断面が一様な細長い物体に対するより効率的な手
法については研究がなされていない．

著者らは以前，断面 (形状は任意)が母線方向に一様であるような弾性体の静的有限要素解析に
対する効率化手法[3.27]を開発した．本研究ではこの方法を陰解法を用いた動的有限要素解析に拡張
し，計算時間，記憶容量の節約を図る．

§3.1 緒言 15



第 3章 　一様断面弾性体に対する動的有限要素解析の効率化

§3.2 効率的な動的有限要素解析手法

弾性体の動解析の基礎方程式は次で与えられる．[3.3] 簡単のため，体積力の項を省略して議論
する．

ρüi = µ∇2ui + (λ + µ)uk,ki (Navier’s equation), (3.1)

ui = gi (on Dirichlet boundary), (3.2)

σijnj = hi (on Neumann boundary), (3.3)

ここで ρは密度，µ, λは Lame定数，σは応力テンソル，uは変位ベクトル，nは法線ベクトル，g

は変位境界における変位ベクトル，hは荷重境界における荷重ベクトルを表す．

§3.2.1 要素分割

図 3.1に示すような断面 (形状は任意)が母線方向に一様であるような弾性体を考える．この弾性

section# [0]

[n-3]
[n-2]

[1]
[2]

[3]

[i-1]

[n-1]
[n]slice# (1)

(2)
(3)

(n-2)
(n-1)

(n)

[i]

(i)

Fig. 3.1: Discretization of object with uniform cross-section

体を図 3.1のように母線方向に n個のスライスに等分し，各スライスを同形のメッシュで要素分割
する．これにより，全ての節点は端面を含む n + 1個の断面上にのみ一様に存在することになる．

§3.2.2 1スライスの方程式

ある 1つのスライスのみを考える．このスライスに対する変位型の有限要素式は次式で与えら
れる．

[Ms]{üs} + [Cs]{u̇s} + [Ks]{us} = {f s}. (3.4)

§3.2 効率的な動的有限要素解析手法 16
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ここで，[M ]は質量マトリックス，[C]は減衰マトリックス，[K]は剛性マトリックス，{u}は節点
変位ベクトル，{f}は節点力ベクトルであり，˙は時間微分を表す．また，上付き添え字 sは，ス
ライスに関する量であることを意味する．

このスライスが i番目のスライスであるとし，左断面上 (i − 1番目の断面上)と右断面上 (i番
目の断面上)の節点に関する量にそれぞれ下添字 i− 1と iを付けて表すこととする．式 (3.4)のマ
トリックスの行を入れ替える操作を行うことにより，有限要素式を次の様に書き換えることが出
来る．[

[M1] [M2]

[M3] [M4]

]{
{üi−1}
{üi}

}
+

[
[C1] [C2]

[C3] [C4]

]{
{u̇i−1}
{u̇i}

}
+

[
[K1] [K2]

[K3] [K4]

]{
{ui−1}
{ui}

}
=

{
{fi−1}
{fi}

}
.

(3.5)

§3.2.3 弾性体全体の方程式

i番目のスライスの右断面上の節点は，i+1番目のスライスの左断面上の節点と同じものを意味
しているということに注意して，前小節で求めた有限要素方程式を，i = 1 ∼ nまでのすべてのス
ライスについて合成させることにより，弾性体全体の有限要素方程式が次式のように求められる．

[M ]{ü} + [C]{u̇} + [K]{u} = {f}. (3.6)

ただし，

[M ] =




[M1] [M2]

[M3] [M5] [M2]
. . . . . . . . .

[M3] [M5] [M2]

[M3] [M4]




, (3.7)

[M5] = [M4] + [M1], (3.8)

[C] =




[C1] [C2]

[C3] [C5] [C2]
. . . . . . . . .

[C3] [C5] [C2]

[C3] [C4]




, (3.9)

[C5] = [C4] + [C1], (3.10)

[K] =




[K1] [K2]

[K3] [K5] [K2]
. . . . . . . . .

[K3] [K5] [K2]

[K3] [K4]




, (3.11)

[K5] = [K4] + [K1], (3.12)

§3.2 効率的な動的有限要素解析手法 17
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{u} =




{u0}
{u1}

...
{un−1}
{un}




, {f} =




{f0}
{f1}

...
{fn−1}
{fn}




. (3.13)

上述のような規則的な要素分割を行ったために，弾性体全体に対するマトリックス [M ]，[C]，
[K]が 1スライスに対する小さなマトリックスの規則的な繰り返しにより構成されたブロック 3重
対角マトリックスとなる．

§3.2.4 方程式の解法

§3.2.4.1 陰解法による定式化

陰解法による動的有限要素運動解析には幾つかの計算手法があるが，ここではNewmakの β法
を用いた場合について述べることにする．その他の陰解法，例えばWilsonの θ法などを用いる場
合も，アルゴリズムは全く同じである．

時刻 0での節点変位ベクトル {u0}，節点速度ベクトル {u̇0}，及び節点加速度ベクトル {ü0}が
既知である場合に，時刻 1での変位ベクトル {u1}を計算することを考える．Newmarkの β法を
用いるとすると，{u1}は次式で表される．[3.24]

(
[K] +

δ

βdt
[C] +

1

βdt2
[M ]

)
{u1} = {f 1} + [M ]

(
(

1

2β
− 1){ü0} +

1

βdt
{u̇0} +

1

βdt2
{u0}

)

+ [C]

(
(

δ

2β
− 1)dt{ü0} + (

δ

β
− 1){u̇0} +

δ

βdt
{u0}

)
.

(3.14)

ただし，dtは時間刻み，β, δは解の安定性に関わる定数である．

式 (3.14)右辺の各項は，前小節で示したマトリックス [M ], [C]の特徴 (小マトリックスの規則的
繰り返しの性質)を用いることにより，効率的に計算できる．例えば {α} = [M ]{u0}と置くと，{α}
は次の様に計算される．

{α0} = [M1]{u0
0} + [M2]{u0

1},
{αi} = [M3]{u0

i−1} + [M5]{u0
i } + [M2]{u0

i+1} (1 ≤ i ≤ n − 1),

{αn} = [M3]{u0
n−1} + [M4]{u0

n}. (3.15)

式 (3.14)の左辺の括弧内を足し合わせたマトリックスを [A]，右辺の全ての項を足し合わせたベ
クトルを {b1}と置くと，方程式 (3.14)は次式の様に表される．

[A]{u1} = {b1}. (3.16)

§3.2 効率的な動的有限要素解析手法 18
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[A]は [M ], [C], [K]の線形の重ね合わせであるから，[A]にも同様に小マトリックスの繰り返しと
ブロック 3重対角の性質が現れる．よって，この式をマトリックス形式で改めて書き下すと次式
の様になる． 



[A1] [A2]

[A3] [A5] [A2]
. . . . . . . . .

[A3] [A5] [A2]

[A3] [A4]







{u1
0}

{u1
1}
...

{u1
n−1}

{u1
n}




=




{b1
0}

{b1
1}
...

{b1
n−1}
{b1

n}




. (3.17)

ただし，[A5] = [A4] + [A1]である．

§3.2.4.2 漸化的解法

式 (3.17)をブロック前進消去して次式が得られる．


[A′
0] [A2]

[A′
1] [A2]

. . . . . .
[A′

n−1] [A2]

[A′
n]







{u1
0}

{u1
1}
...

{u1
n−1}

{u1
n}




=




{b′10}
{b′11}

...
{b′1n−1}
{b′1n}




. (3.18)

ただし，[A′], {b′1}は以下の通りに漸化的に計算される．
[A′

0] = [A1],

[A′
i] = [A5] − [A3][A

′
i−1]

−1[A2] (1 ≤ i ≤ n − 1),

[A′
n] = [A4] − [A3][A

′
n−1]

−1[A2]. (3.19)

{b′10} = {b1
0},

{b′1i } = {b1
i } − [A3][A

′
i−1]

−1{b′1i−1} (1 ≤ i ≤ n). (3.20)

ブロック後退代入を行うことにより，{u1}を次の手順で n行目から遡って漸化的に求めること
ができる．

{u1
n} = [A′

n]−1{b′1n},
{u1

i } = [A′
i]
−1({b′1i } − [A2]{u1

i+1}) (1 ≤ i ≤ n − 1). (3.21)

以上の手順はすべてサイズの小さなマトリックス間の演算によって記述されており，サイズの大き
なマトリックスを直接取り扱っておらず，従って本手法は通常の手法と比べて高速に計算できる．

また，弾性または幾何学非線形を含まない弾塑性の問題では [A′
i]および [A′

i]
−1は解析を通して

一定であり，式 3.19の計算は初期化処理として一度だけ行うだけで良い．各時間ステップでは，式
3.14右辺による {b}の計算，式 3.20による {b′}の計算，式 3.21による {u}の計算，および後述す
る {u}の更新の計算を行うことになる．

§3.2 効率的な動的有限要素解析手法 19
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§3.2.4.3 [A′]の収束特性

次式で漸化的に表されるマトリックス列 [Xi]は，収束する性質があることが知られている
[3.4]．

[X0] = [P ],

[Xi+1] = [Q] − [R]∗[Xi]
−1[R] (i = 0, 1, 2, · · · ). (3.22)

ここで [R]は任意の正方行列，[P ]および [Q]は正値対称行列であり，[Q] − [P ]も正値対称行列で
あるとする．

一般に質量マトリックス [M ]，粘性マトリックス [C]，および剛性マトリックス [K]はすべて正
値対称行列である．[3.3]. 式 (3.14)に示す通り，[A]は [M ],[C],および [K]を正の係数で重ね合わせ
たものである為，[A]もまた正値対称行列である．[A1]および [A4]は [A]のブロック対角成分であ
るから，これらも正値対称行列である．[A2]および [A3]は [A]の対称なブロック成分であるから，
[A2]

T = [A3]なる関係がある．従って，式 (3.19)は式 (3.22)と全く同じ形をしていることになり，
式 (3.19)で定義された [A′

i]は収束列であることが示される．

以上により，[A′
k−1] �� [A′

k] � [A′
k+1] � [A′

k+2] � · · · を満たす整数 kが存在する．その整数が
k < nを満たす場合，[A′

k+1]から [A′
n−1]までのマトリックスは計算する必要もメモリ上に記憶し

ておく必要も無い．[A′
i]の計算は初期化処理中に行われるだけであるので，[A′

i]の収束性を用いて
も全体の解析時間はあまり減少しない．しかし，[A′

i]の記憶容量は解析に必要な記憶容量のほと
んどを占めているため，[A′

i]の収束性を用いることにより記憶容量は劇的に減少する．

本手法では次式によって [A′
i]の収束を判断している．

max(
∣∣[A′

i+1] − [A′
i]
∣∣) < ε max(

∣∣[A′
0]
∣∣), (3.23)

ここで εは小さな正の定数 (例えば 10−8)であり，max(
∣∣[X]

∣∣)は [X]の成分で絶対値が最大のもの
を意味する．本手法による誤差を直接的に決定することは困難であるが，εを段階的に変えて計算
して解を比較することによって充分に小さい εを決定することは可能である．

Guoらの論文[3.4]によると，収束速度は１次である．しかしながら，マトリックス列はメッシュ
サイズ，時間刻み，断面形状，およびメッシュパターン等によって変化する為，kを解析的に推定
する方法は現在のところ未開発であり，今後の課題である．

§3.2.4.4 Dirichlet境界を取扱う際の修正方法

上の議論では，すべての境界で変位 uが未知で荷重 fが既知であるかの様に計算を進めて来た．
しかし，一般的には荷重指定境界 (変位が未知で荷重が既知)と変位指定境界 (変位が既知で荷重が
未知)とが混在する．本手法は，荷重指定境界と変位指定境界が全スライスにおいて同様に混在す
る場合にも，以下に示す操作を施すことにより適用することができる．

仮に，式 (3.16)において，変位指定境界が q行目に与えられているとすれば，マトリックス [A]

の (q, q)成分を除いて q行目の成分をすべて 0とし，ベクトル {b1}の q行目の値を指定された変位
を満足する値に設定する．この操作により，指定された変位を満足する解が得られる．

§3.2 効率的な動的有限要素解析手法 20
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荷重指定境界と変位指定境界が全スライスにおいて同様に混在するならば，上の操作を施す行
が繰り返し現れることになる．操作後のマトリックスを [B]とおけば，やはり [B]も [B1] ∼ [B5]

の規則的な繰り返しの性質を持つことになる．従って，先に説明した漸化的計算法をそのまま用
いて次時刻における変位ベクトル {u1}を求めることが出来る．

§3.2.4.5 {u}の更新

{u̇1}, {ü1}は，次式から求められる．[3.24]

{u̇1} = (1 − δ

β
){u̇0} + (1 − δ

2β
)dt{ü0} +

δ

βdt
({u1} − {u0}), (3.24)

{ü1} = (1 − 1

2β
){ü0} − 1

βdt
{u̇0} +

1

βdt2
({u1} − {u0}). (3.25)

以上のステップを {u2}, {u3}, . . . と繰り返すことにより，弾性体の動的挙動を解析することが
出来る．

§3.3 解析例

§3.3.1 片持ち梁の衝撃曲げ

片持ち梁の衝撃曲げ問題を通常の方法と本手法で解析する．図 3.2に示すような正方形断面を持
つ角棒 (10× 10× 300[mm])の弾性体の一方の端面を固定し，もう一方の断面に時刻 t = 0からデ
ルタ関数状に一様な衝撃力を−x方向に作用させることを考える．棒の物性値を表 3.1に示す．
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Time
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10
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]

300[mm]

(180 Slices)

49 Nodes
on a Cross-section

Fig. 3.2: Cantilever subject to lateral impulsive load

角棒を母線に沿って 180等分し，各スライスを，66個の要素に分割した．要素はすべて 8節点
六面体要素 (HEXL8)[3.28]とした．従って，全節点数は 8869，全自由度は 26607である．時間刻み
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Table 3.1: Material properties
Young’s Modulus E 205 [GPa]
Poisson’s Ration ν 0.25

Density ρ 7800 [kg/m3]

dtは 60[ns]で一定とした．図 3.2に黒丸で示した節点に t = 0 ∼ dtの間にだけ衝撃力を与え，そ
の力積は 1[mNs]である．

この問題を本手法を用いた自作のプログラムと，汎用有限要素プログラムABAQUS/Standard
の 2通りで解析した．本手法の陰解法には β = 0.25, δ = 0.5としたNewmarkβ法を用い，[A′

i]の
収束判定は ε = 10−8として行った．ABAQUS/Standardは初期設定ではHilber-Hughes-Taylor
法を用いるが，入力ファイルにおいて手法のパラメータである αをゼロとして本手法と全く同じ
時間積分式を用いるようにしている．

時刻 t =60[µs]および 180[µs]について，梁の側面中央 (図 3.2の太線)における横方向変位 (ux)
の解析結果を図 3.3に示す．両時刻において，本手法による結果はABAQUS/Standardと良く一
致していることが分かる．
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Fig. 3.3: Distribution of displacement(uy) of the cantilever(t=60[µs], 180[µs])

双方の計算を SGI社製Origin2000上で 3000時間ステップの計算を本手法とABAQUS/Standard
で行い，計算時間，および記憶容量の比較を行った．本手法，ABAQUS/Standard共に BLAS[3.8]

や LAPACK[3.9]は用いていない．計算時間および記憶容量の比較結果を表 3.2に示す．計算時間，
記憶容量共に本手法によって節約されており，計算時間は約 1/80，記憶容量も約 1/30に節約さ
れている．ちなみに，[A′

i]は i = 5で収束に到った．構造物の節点数が多くなる程，本手法を用い
ることによる節約量は大きくなるものと考えられる．
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Table 3.2: Comparison of CPU time and memory
CPU Time Memory

Present Method 0.4 [h] 3.6 [Mbyte]
ABAQUS/Standard 33.5 [h] 109 [Mbyte]

§3.3.2 側面を拘束した角棒の横衝撃

側面を拘束した角棒に横衝撃が加わる問題を本手法と通常の手法とで解析する．解析対象の概
観を図 3.4に示す．角棒の形状やメッシュは前例題と全く同じであるが，境界条件が異なっている．
１つの側面が壁に完全に固定されており，反対側の側面の一部に衝撃力を受ける境界条件となっ
ている．従って，Dirichlet境界条件とNeumann境界条件が混在する問題となっている．
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Fig. 3.4: Beam with fixed side surface subjected to impulsive loading

衝撃力は −x方向に t = 0から ∆tの間のみに与え，与えられる力積は 1[mNs]である．材料定
数は前例題に示した表 3.1の通りである．また解析に用いた陰解法とそのパラメータも前例題と全
く同じある．

解析結果として，時刻 t=60[µs]と 180[µs]において得られた図 3.4中の太線で示した線上での x

方向の変位を図 3.5に示す．本手法とABAQUS/Standard双方の結果を重ねて描いてある．時刻
t=60[µs]では良く一致おり，時刻 t=180[µs]では部分的にずれが生じている．本例題での境界条件
は非常に大きな高周波成分を含む例となっている点が前例題と異なっており，打ち切り誤差や浮
動小数点誤差などの影響が拡大しやすい問題になっている．時刻 t=180[µs]でのずれはこれらのこ
とが原因となって生じているものと考えられる．しかしながら，本手法はこの問題の現象を解析
する上で必要な精度は持ち合わせていると言える．

計算時間および記憶容量については前例題とほとんど同じである．マトリックス列 [A′
i]は i = 8

で収束した．この結果は，Dirichlet境界条件とNeumann境界条件とが母線方向に一様に混在し
ている問題に大しても本手法が有効であることを示している．
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Fig. 3.5: Distribution of displacement(uy) of the beam (t=60[µs], 180[µs])

§3.3.3 Hopkinson-barの全体解析

本手法の高効率性を示すため，パーソナルコンピュータを用いてのHopkinson-bar[3.5, 6]の全体
解析の例を示す．Hopkinson-barは材料の高速ひずみ域での応力－ひずみ線図を測定する為の実験
装置である．試験片からHopkinson-barへと伝播する応力波により生じるひずみを，Hopkinson-
barの表面に張り付けたひずみゲ－ジにより測定する．ひずみゲージの張り付け位置が試験片に近
すぎる場合，試験片との接触面付近の応力の分散の影響が現れる為，適切なひずみ時刻歴が測定
出来ない．特に試験片の設置位置が Hopkinson-barに対して中心からずれている場合，応力の分
散の影響は大きくなる．これらの影響を定量的に見積もる為，以下の数値解析を行う．
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186 Nodes
on a Cross-section

Fig. 3.6: Illustration of Hopkinson-bars (long circular cylinders) receiving impact force from
well-aligned specimen and mis-aligned specimen

解析対象となる円形一様断面のHopkinson-barの概観図を図 3.6に示す．黒塗りの面は試験片
との接触面を表しており，左図では試験片が中心に正しく接触している場合，右図では試験片が
中心からずれて接触している場合を示している．Hopkinson-barはすべて６節点三角形プリズム
要素で離散化されている．スライス数は双方とも 700個であり，断面内の節点数は「正しく接触
している場合」が 200点，「ずれて接触している場合」が 186点ある．従って，「正しく接触してい
る場合」は全節点数が 140200点で全自由度が 420600であり，「ずれて接触している場合」は全節
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点数が 130386点で全自由度が 391158である．

Hopkinson-barの材料定数は先に示した解析例と同じで，表.3.1に示す通りである．入力され
た応力は接触面内で均一であると仮定し，その時刻歴は図 3.7に示すグラフのように与える．図
3.6に示す通り，ひずみゲージは試験片との接触面から 100[mm]おきに 5個張り付けてあるもの
とし，ゲージの各位置におけるひずみ時刻歴を解析の出力とした．解析の時間刻み ∆tは 0.2[µs]
とし，全部で 1000ステップの計算を行った．陰解法には β = 0.25，δ = 0.6としたNewmarkβ法
を用い，収束判定は εを 10−8とした．
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Fig. 3.7: Time history of applied stress to the Hopkinson-bar

解析により得られた各ひずみゲージ位置での応力時刻歴を図 3.8に示す．#1,#2,#3のゲージ位置
では「正しく接触している場合」と「ずれて接触している場合」との応力時刻歴に差が生じてい
る．#4,#5のゲージ位置では双方の結果が良く一致しており，また分散の影響が緩和されて定常波
となっていることが分かる．この結果から，直径 20[mm]のHopkinson-barの場合，試験片との
接触面から最低 400[mm]以上離した位置にひずみゲージを張り付ける必要があることが結論付け
られる．

この解析は CPUに Intel Pentium4 2.4[GHz]を搭載したパーソナルコンピューターで BLAS[3.8]

および LAPACK[3.9]を内部で用いている行列計算ライブラリCPPLapackで行った．[A′
i]は「正し

く接触している場合」と「ずれて接触している場合」の両方とも i = 11で収束した．計算時間は双
方とも約 1.5[h]，記憶容量は双方とも約 180[MByte]であった．[A′

i] (i = 0, 1, · · · , 11)を計算する
のに要した時間は約 10[s]であり，[A′

i]の収束特性を用いなかった場合の計算時間は約 1.6[h]，記
憶容量は 12,600[MByte]になると予想される．この結果は，本手法が Hopkinson-bar全体の陰解
法による有限要素動解析をパーソナルコンピューターを用いて行うことが実用的に可能であるこ
とを示している．
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Fig. 3.8: Simulated time histories of stress at locations of strain gauges
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§3.4 実用例：一点曲げ衝撃試験の数値シミュレーションへの適用

§3.4.1 緒言

セラミックスを初めとして様々な新しい材料が構造材料として広く使用されようとしているが，
衝撃荷重に対する安全性を確保するためには，正確な衝撃破壊靭性や高速き裂進展靭性を知る必
要がある．しかし，これらの靭性の測定には様々な誤差が含まれ易いために，未だに簡便で精度
の高い試験法が模索されており，標準的な試験法の確立が急がれている．

Kalthoff[3.10]，Giovanola[3.11]，坂田ら[3.12]は，中央に片側き裂を持つ試験片の両端を細い糸で吊
る等の方法により応力自由とし、中央部に落下棒等により衝撃力を加えて試験片を破壊させる一点
曲げ衝撃試験法 (後出の図 3.13参照)を考案している．この試験法は，三点曲げ衝撃試験で問題と
なる支持点における摩擦，再衝突等の影響を避けることができるので，有効な方法と考えられる．

一般に，衝撃破壊靭性試験や高速き裂進展靭性試験においては動的応力拡大係数を求める必要
があるが，通常の有限要素法を用いた汎用的な数値解法に頼るのは経済的でないと考えらて来た．
藤野ら[3.13]は一点曲げ衝撃試験片を Euler-Bernoulli梁としてモデル化して，静止き裂に対する動
的応力拡大係数を簡便に求める方法を提案し，計算時間を通常の有限要素法の約１/１００に低減
している．黒田ら[3.14]は，回転慣性とせん断変形を考慮した Timoshenko 梁理論を用いることに
より藤野らによる簡便法の精度を向上させている．

しかし，一点曲げ衝撃試験におけるき裂進展開始後の試験片の挙動については不明な点が多い．
例えば，き裂進展開始の後衝撃荷重はどのように変化するのか，その変化にはき裂進展速度がど
の程度影響するのか，などの問題に対しては研究がなされていない．これらの挙動が明らかになっ
て始めて，一点曲げ衝撃試験の改良や高速き裂進展靭性試験への拡張などの可能性が検討できる
と考えられる．

そこで本研究では，黒田らの Timoshenko梁理論による方法を拡張して，高速進展するき裂の
挙動を模擬できるようにし，Hertzの接触理論を利用して衝撃棒と (最初は静止き裂，途中から高
速進展き裂を持つ)試験片との衝突挙動をシミュレートする．さらに，一様断面弾性体に対する有
限要素高速解法を用いたシミュレーションと比較して精度と計算速度の検証を行う．また，上記
の一点曲げ衝撃試験の改良や拡張などの可能性を調べる．

§3.4.2 静止き裂を持つTimoshenko梁モデル

この節では，詳細を黒田ら[3.14]に譲り，後の議論に必要な部分のみを記述することとする．
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§3.4.2.1 基礎方程式

図１に示すように、静止き裂を持つ試験片を Timoshenko梁でモデル化して，両端自由の試験
片の中央に衝撃力 F (t)が作用する場合を考える．き裂を Nashの方法[3.16]でモデル化すると，基
礎方程式は次式で与えられる．
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W x
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ξ=x/S

Fig. 3.9: One-point-bend specimen

ρA
∂2u

∂t2
=

1

S
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∂ξ
+

1

S
F (t)(δ − 1

2
) (3.26)

ρI
∂2ψ

∂t2
= Q +

1

S

∂M

∂ξ
(3.27)

Q = κAG(
1

S

∂u

∂ξ
− ψ) (3.28)

M =
E

Sφ

∂φ

∂ξ
(3.29)

φ =
1

I
+

D

S
δ(ξ − 1

2
) (3.30)

κ =
10(1 + ν)

12 + 11ν
(3.31)

ここで，曲げ変形に関して断面二次モ－メントの逆数を式 (3.30)のように仮定することにより,
き裂の存在が考慮されている．

上式において ξは，試験片のスパン長さ Sによって無次元化した x座標であり，δ(ξ)は Diracの
デルタ関数，u はたわみによる変位，ψ は回転角，Q はせん断力，M はモ－メントである．ρ，
ν，E，G，Aおよび I はそれぞれ，試験片の密度，ポアソン比，縦弾性係数，横弾性係数，断面積
（＝BW）および断面二次モ－メント（＝BW 3/12）である．κは横断面形状に依存するせん断応
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力分布係数である．Dはき裂の効果を表す係数であり，次式で与えられる．ただし、α = a/W

D =
2(1 − ν2)W

I
V (α) (3.32)

V (α) =
( α

1 − α

)2

× (5.58 − 19.57α + 36.82α2 − 34.94α3 + 12.77α4) (3.33)

両端でモ－メントおよびせん断力がゼロなので，次の境界条件式 (3.34)が与えられる．また，
t = 0で静止しているので，初期条件は式 (3.35)となる．(∂ψ

∂ξ

)
ξ=0,1

=
( 1

S

∂u

∂ξ
− ψ

)
ξ=0,1

= 0 (3.34)

(
u
)
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=

(
ψ
)

t=0
=

(∂u

∂t

)
t=0

=
(∂ψ

∂t

)
t=0

= 0 (3.35)

§3.4.2.2 固有関数

式 (3.26)において F (t) = 0とし，変数分離解

u(ξ, t) = Y (ξ)eiωt (3.36)

ψ(ξ, t) = Ψ(ξ)eiωt (3.37)

を仮定する．ここで，i =
√−1である．

これらの式を式 (3.26)および (3.27)に代入し，得られた式を整理した後 ξについてラプラス変
換し，ξ = 0 の境界条件を用いて Y および Ψ について解き，ラプラス逆変換を行う．さらに，
ξ = 1の境界条件を考慮すると，振動数方程式として次式が得られる．

(a)b2 > 1/(q2r2)の場合

2 − 2 cosα cos β − T 2
1 + T 2

2

T1 + T2
sin α sin β − Z

({
sin α cos β − 2 sin

α

2
cos

β

2
(2 − cos

α

2
cos β2

}
T1

−
{

cos α sin β − 2 cos
α

2
sin β2(2 − cos

α

2
cos

β

2
)
}
T2

+
T 2

1

T2
sin2 α

2
sin β − T 2

2

T1
sin α sin2 β

2

)
= 0 (3.38)

ただし，

b2 =
ρA

EI
S4ω2, r2 =

I

AS2
, q2 =

EI

κGAS2
(3.39)

[
α2

β2

]
=

b2(q2 + r2) ∓ {
b4(q2 − r2)2 + 4b2

} 1
2

2
(3.40)

T1 = α(b2q2 − α2), T2 = β(b2q2 − β2) (3.41)

Z =
DI

(α2 − β2)S
(3.42)
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角振動数ωに関する方程式 (3.38)(式 (3.39)-(3.42)参照)の第m番目の根を ωFmとし，これに対
応する b , αおよび βの値をそれぞれ bFm, αFmおよび βFmとすると，たわみによる変位および回
転角に関する固有関数として次式が得られる．

YFm(ξ) = Ac

(
sin αFmξ − βFm

αFm

sin βFmξ
)

+ Cc

(
cos αFmξ − βFmT1

αFmT2

cos βFmξ
)

(3.43)

(0 ≤ ξ ≤ 1

2
), (m = 1, 2, 3, · · · )

ΨFm(ξ)

=
1

S

{
Ac

(
− T1

α2
Fm

cos αFmξ +
T2

αFmβFm
cos βFmξ

)
+ Cc

( T1

α2
Fm

sin αFmξ − T1

αFmβFm
sin βFmξ

)}
(3.44)

(0 ≤ ξ ≤ 1

2
), (m = 1, 2, 3, · · · )

ここで，Ac/Ccは次式で表される．

Ac

Cc

=
T1

(
cos αFm − cos βFm

)
+T1

(
cos αF m

2
− cos βF m

2

)
ZP

−T1 sin αFm + T2 sin βFm −
(
T1 sin αF m

2
− T2 sin βF m

2

)
ZP

(3.45)

ただし，T1, T2 および Z は式 (3.41)および (3.42)に αFm および βFmを代入して得られる定数で
あり，P は次式から計算される定数である．

P = T1 sin
αFm

2
− T2 sin

βFm

2
(3.46)

(b)b2 < 1/(q2r2)の場合
式 (3.45)において αが虚数になるが，三角関数と双曲線関数の関係式 (cos ix = cosh x など )[3.17]

を用いると，式 (3.38)-(3.46)を実関数の式に書き換えることができる．

§3.4.2.3 外力に対する応答

外力 F (t)に対する u(ξ, t)および ψ(ξ, t)の応答が次式に示すように変数分離形で表されると仮
定する．

u(ξ, t) =
∞∑

m=0

YFm(ξ)Θm(t) (3.47)

ψ(ξ, t) =
∞∑

m=0

ΨFm(ξ)Θm(t) (3.48)

式 (3.47)および (3.48)を式 (3.26)および (3.27)に代入して整理し，直交条件式 (3.49)[3.18]を用い
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ると，式 (3.50)が得られる．∫ 1

0

(
YFm(ξ)YFn(ξ) +

I

A
ΨFm(ξ)ΨFn(ξ)

)
dξ = 0 (m �= n) (3.49)

ω2
FmWFmΘm + WFmΘ̈m =

1

S
F (t)YFm(

1

2
) (3.50)

ただし，(・)は時間微分を表す．また，

ω2
Fm =

b2
Fm

S4

EI

ρA
(3.51)

WFm = 2ρA

∫ 1/2

0

(
Y 2

Fm(ξ) +
I

A
Ψ2

Fm(ξ)
)
dξ (3.52)

式 (3.50)より次式が得られる．

Θm(t) =
YFm(1

2
)

ωFmWFmS

∫ t

0

F (τ) sin ωFm(t − τ)dτ (m = 1, 2, . . .) (3.53)

式 (3.53)を (3.47)および (3.48)に代入すると u(ξ, t) および ψ(ξ, t) の応答が求められる．試験
片各部のモーメントは ψ(ξ, t)を式 (3.29)に代入することにより，試験片の変位は u(ξ, t)に剛体運
動を加えることにより求めることができる．(後出の式 (3.71)参照)

§3.4.2.4 動的応力拡大係数の簡便式

動的応力拡大係数KI(t)が試験片中央近傍のモーメントに比例すると仮定し，その比例定数 kmは
静的な場合と等しいと仮定すると，

KI(t) = km lim
ε→0

M(
1

2
− ε, t) (3.54)

km = Ks/F (t)
EI

S

∞∑
m=1

YSm(1
2
)Ψ′

Sm(1
2
)

ω2
SmWSmS

(3.55)

が得られる．ここで，静的な応力拡大係数 KS はハンドブックの値
[3.19]を用いる．下添字 S の付

いたその他の量は三点曲げに関する量であり，文献[3.14]に評価式が与えられている (文献 ([3.14])の
表示では下添字 Sは付いていない)．式 (3.54)より， KI(t)の簡便式として次式が得られる．

KI(t) = km
EI

S

∞∑
m=1

Ψ′
Fm(

1

2
)Θm(t) (3.56)

ただし，(′)は ξによる微分を表す．
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§3.4.3 高速進展き裂を持つTimoshenko梁モデル

§3.4.3.1 外力に対する応答

き裂長さ aが時間 tの関数となることを除けば，基礎方程式は式 (3.26)-(3.35)と同じである．ま
た，剛体運動も静止き裂の場合と同じである．しかし，式 (3.53)のような単純なたたみこみ積分
を用いることができなくなる．き裂が進展すると，それに伴って角振動数が時間 tの関数となる
ため， uおよび ψをつぎのように置くこととする．

u(ξ, t) =
∞∑

m=1

YFm(ξ, t)Θm(t) (3.57)

ψ(ξ, t) =

∞∑
m=1

ΨFm(ξ, t)Θm(t) (3.58)

ここで， YFm(ξ, t)および ΨFm(ξ, t)は，それぞれ時刻 tのき裂長さに対する，たわみによる変位
および回転角の固有関数である．この場合には式 (3.49)の直交条件が成立しないので，剛体運動
の他は m = 1のみを考えることとする．そこで，m = 1として，式 (3.57)および (3.58)を基礎式
(3.26)および (3.27)に代入すると次式が得られる．

ρA
(
YF1Θ̈1 + 2ẎF1Θ̇1 + ŸF1Θ1

)
+ ρAω2

F1YF1Θ1 =
1

S
F (t)δ(ξ − 1

2
) (3.59)

ρI
(
ΨF1Θ̈1 + 2Ψ̇F1Θ̇1 + Ψ̈F1Θ1

)
+ ρIω2

F1YF1Θ1 = 0 (3.60)

ただし，

ω2
F1 =

b2
F1

S4

EI

ρA
(3.61)

上式のように，２つの方程式が得られるので，m = 2まで本節の方法で解析可能であるが，後
述の一点曲げ衝撃試験のシミュレーションにおいて，静止き裂を持つ試験片の動的応力拡大係数
は m = 5まで計算した値と m = 1のみで計算した値の間に大きな差異はない (図 3.14参照)こと
から，m = 1のみを考えた．この場合には，式 (3.59)のみからでも解が得られるが，ここでは静
止き裂の場合との整合性から両方の式を用いた (両者の解の間に数値的にはほとんど差異がなかっ
た)．式 (3.59)および (3.60)にそれぞれ YF1および ΨF1を掛けて，両式の和をとり， ξについて０
から１まで積分すると次式が得られる．

WAF1Θ̈1 + 2WBF1Θ̇1 + ω2
F1WAF1Θ1 + WCF1Θ1 =

1

S
F (T )YF1(

1

2
) (3.62)

ここで，

WAF1 = 2ρA

∫ 1/2

0

(
Y 2

F1(ξ, tn) +
I

A
Ψ2

F1(ξ, tn)
)
dξ (3.63)

WBF1 = 2ρA

∫ 1/2

0

(
ẎF1(ξ, tn)YF1(ξ, tn) +

I

A
Ψ̇F1(ξ, tn)ΨF1(ξ, tn)

)
dξ (3.64)

WCF1 = 2ρA

∫ 1/2

0

(
ŸF1(ξ, tn)YF1(ξ, tn) +

I

A
Ψ̈F1(ξ, tn)ΨF1(ξ, tn)

)
dξ (3.65)
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式 (3.62)において，時刻０から tまでの区間を微小時間∆tに分割し，各時間間隔∆t内では Θ, Θ̇お
よび Θ̈の各係数が一定であると仮定する．式 (3.64)中の ẎF1 および Ψ̇F1はき裂長さの変化によ
る αF1 および βF1の変化の影響を考慮して，解析的に求められる (式が長くなるのでここでは記
述を省略する)が，式 (3.65)中の ŸF1および Ψ̈F1は式が煩雑となるため， ẎF1および Ψ̇F1の一階
差分により求める．ある時間間隔 (tn−1 − tn)において，式 (3.34)の境界条件の下で式 (3.62)をラ
プラス変換法により Θ1について解くと次式が得られる.

Θ1(tn) =
YF1(

1
2
)

βWAF1S

∫ tn

tn−1

F (τ)eα(τ−tn) sinh β(tn − τ)dτ

+ Θ1(tn−1)e
−α∆t

(
cosh β∆t +

α

β
sinh β∆t

)
+

1

β
Θ̇1(tn−1)e

−α∆t sinh β∆t (3.66)

Θ̇1(tn) =
YF1(

1
2
)

βWAF1S

∫ tn

tn−1

F (τ)eα(τ−tn)
(
β cosh β(tn − τ) − α sinh β(tn − τ)

)
dτ

+ Θ1(tn−1)e
−α∆t

(
β − α

β

2

) sinh β∆t + Θ̇1(tn−1)e
−α∆t

(
cosh β∆t − α

β
sinh β∆t

)
(3.67)

ただし，

α =
WBF1

WAF1

(3.68)

β =
(W 2

BF1

W 2
AF1

− ω2 − WCF1

WAF1

) 1
2

(3.69)

式 (3.66)および (3.67)を時間 tまで繰り返し計算し，その結果を式 (3.57)および (3.58)に代入し，剛
体運動を加えることにより試験片の応答が求められる．また，これらの結果を用いれば，式 (3.56)
により高速進展き裂の動的応力拡大係数が求められる．ただし，式 (3.55)により係数 kmを求める
際に変化するき裂長さに対応した値を用いる必要がある．なお，高速き裂進展に対するこの方法
は，回転慣性とせん断変形を無視した，より簡便な Euler-Bernoulli梁モデルにも適用することが
できる．

§3.4.3.2 有限要素法および Euler-Bernoulli梁モデルとの比較

表 3.3下段に示すセラミックス試験片に図 3.10上図に示す衝撃力が作用し，き裂が t = 10µs(≡
t0)から v = 200m/sの一定速度で進展する場合について，本方法により求められる変位を有限要
素法および Euler-Bernoulli梁モデルによる結果と比較した．有限要素法では平面応力状態を仮定
し，４節点アイソパラメトリック要素を用いて，図 3.10下図のように要素分割した．き裂の進展
は節点力開放法[3.20]によって模擬した．有限要素解析には一様断面弾性体に対する高速解法を使用
した．

Timoshenko梁モデル， Euler-Bernoulli梁モデル，および有限要素法による試験片 (対称性か
ら左半分)の変位の計算結果を，2.0µsごとに t = 20µsまでプロットした結果を図 3.11に示す．参
考のためにき裂が進展しない場合の計算結果を図 3.12に示す．Timoshenko 梁モデルの結果 (一
点鎖線)はき裂進展の有無によらず，有限要素解 (実線)と良く一致していることがわかる．また，
Timoshenko 梁モデル (一点鎖線)と Euler-Bernoulli 梁モデルによる結果 (破線)の差異はこの解
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Fig. 3.10: Impact force and finite element mesh
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Fig. 3.11: Displacement of one-point-bend specimen at every 2µs (with crack growth)
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析条件ではあまり大きくないことがわかる．き裂進展開始後は．リガメント部の変形のために変
位が試験片中央でシャープに変化するようになることが良く模擬されている．なお，この解析を
パーソナルコンピュータ計算した場合に要する時間は，Timoshenko梁モデルでは数十秒，一様
断面弾性体に対する有限要素高速解法では数分であった．
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Fig. 3.12: Displacement of one-point-bend specimen at every 2µs (without crack growth)

§3.4.4 一点曲げ衝撃試験のシミュレーション

§3.4.4.1 衝撃力

本方法を用いて，図 3.13および表 3.3に示すような落下棒式一点曲げ衝撃試験の数値シミュレー
ションを行った．衝撃力は Hertzの接触理論に基づいて次の積分方程式[3.22]を数値的に解くこと
により近似的に求めた．

F (t) = ko

(
v0t − ηC(t) − ηB(t)

) 3
2 (3.70)

ただし，

ηB(t) =

∫ t

0

F (τ)
(t − τ)

MB
dτ + u(

1

2
, t) (3.71)

ηC(t) =

∫ t

0

F (τ)
C0

ACEC

dτ (3.72)

ko =
4

3

√
R

1−ν2
B

EB
+

1−ν2
C

EC

(3.73)

ここで，v0は衝撃速度，AC , C0, R, E および ν はそれぞれ落下棒の断面積，落下棒中の縦波の伝
播速度，落下棒下端の曲率半径，縦弾性係数およびポアソン比であり，下添字 Bおよび Cはそれ
ぞれ試験片および落下棒を表す．
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Fig. 3.13: Configurations of one-point-bend specimen and drop cylinder
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Table 3.3: Material constants and dimensions of specimen
ρ(g/cm3) E(GN/m2) ν Dimension(mm)

Cylinder 7.8 206 0.30 L=1500, r=3, R=100, h=50
Specimen 3.1 397 0.15 S=50, W=8, b=6, a=4

式 (3.71)の右辺第一項は試験片の剛体運動を表し，第２項の u(1/2, t)は衝撃点における試験片
のたわみによる変位であり３章の方法により求められる．式 (3.72)の右辺は，衝撃点における落
下棒の衝撃応答関数が C0H(t)/(ACEC) (H(t)はヘヴィサイド関数)であるので，これと F (t)のた
たみこみ積分となっている．ただし，一次元波動理論を用い，衝撃持続時間が応力波が落下棒を
往復する時間より短いので無限長棒の衝撃応答関数を用いている．

図 3.14はき裂進展がない時の衝撃力 F (t)を m = 1までと m = 5まで考慮して計算した結果で
ある．両者に大きな差がないことがわかる．

図 3.15は，種々の進展開始時刻 t0 = 5, 10, 15µsから，速度 v = 200m/sでき裂が進展した場合
の F (t)を示す．き裂進展の影響が F (t)にき裂進展直後にはほとんど現れず，徐々に現れること
がわかる．
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Fig. 3.14: Impact force calculated by taking the first 1 or 5 terms (Timoshenko beam model
without crack growth)

§3.4.4.2 一点曲げ衝撃試験の改良・拡張に対する検討

何らかの方法でき裂進展開始時刻 t0を検出できれば，式 (3.56)から衝撃破壊靭性が求められる．
試験片毎にき裂先端近傍にひずみゲージを貼ることにより t0を検出することが考えられる．しか
し，高温衝撃破壊靭性を測定する場合，試験片を高温炉の中に入れるので，き裂進展開始を光学
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Fig. 3.15: Impact force calculated by Timoshenko beam model with or without crack growth

的測定装置や試験片に貼ったひずみゲージにより検出することができない．そこで，複数の試験
片に種々の衝撃力を与える[3.14]か，一本の試験片に次第に増加する衝撃力を数回加えて[3.12]，試験
片が破壊した時の衝撃力から衝撃破壊靭性を求めている．

一本の一点曲げ衝撃試験片に一回の衝撃力を加えて破壊させ，衝撃力 F (t)の時間的変化を (落
下棒等の)衝撃棒の炉外の部分に貼ったひずみゲ－ジにより測定し，そのデータから逆解析によ
り，き裂進展開始時刻を推定出来れば好都合である．しかし，図 3.15のシミュレーション結果か
ら，F (t)はき裂進展直後では，き裂進展のない場合とほとんど同じように推移しているため，こ
の逆問題は極めて悪条件であることがわかる．したがって， t0を精度よく推定するためには，何
か有効な補助情報が必要であることが推察される．

次に，高速き裂進展脆性の計測について考える．前節までの議論により，もし，衝撃速度 v0お
よび き裂長さの時間変化 a(t)が測定できれば，衝撃力 F (t)が計算でき，この a(t)と F (t)から高
速き裂の動的応力拡大係数KI(t)が求められる．き裂進展速度 vが a(t)から求められるので，そ
の vに対する高速き裂進展脆性KIDが計測できることが分かる．衝撃速度 v0の代わりに衝撃力
F (t)を直接測定しても，同様である．

しかし，この方法による高速き裂進展脆性の計測を実用化するためには，未だ多くの研究が必
要である．まず，本方法による F (t)や KI(t)の計算結果を実測値や他の数値解法 (有限要素法，境
界要素法など )による解と比較することにより，計算精度のチェックを行わなければならない．次
に，実際に KIDを測定し，他の方法による計測結果と比較することも必要であろう．また現状で
は一様断面弾性体に対する有限要素高速解法は Timoshenko梁理論による方法に比べて計算速度
は遅い．しかし通常の有限要素法と比較すれば格段に高速になっており，有限要素高速解法を用
いてた繰り返し計算によってより高精度な衝撃破壊靭性の逆解析を行うことも実用上可能となっ
て来ていると考えられる．以上は今後の課題としたい．
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§3.5 結言

一様断面 (断面形状は任意)を持つ弾性体の動的有限要素法解析を効率化する手法を提案した．
まず，弾性体を母線に沿ってスライス状に等分割し，各スライスに同一の要素分割を行う．この
要素分割法によって，陰解法による有限要素方程式のマトリックスは５つの小マトリックスの繰
り返しからなるブロック 3重対角マトリックスとなる．弾性体全体に対する大きなマトリックス
を直接取り扱わないので，計算時間と記憶容量の節約を図ることが可能となった．

さらにこの繰り返しからなるブロック３重対角マトリックスに対してガウスの前進消去を行うと
漸化的に定義されたマトリックス列が現れるが，そのマトリックス列が収束列であることが Guo
らによって示されている．よって漸化的な計算は途中で打ち切ることができ，計算に必要な記憶
容量はより一層節約することが可能になった．

幾つかの例題を代表的な陰解法であるNewmarkβ法を用いて解析した．さらに本手法と通常の
有限要素法とで計算時間および記憶容量の比較を行い，本手法の有効性を示した．

近年では部材の組み合わせからなる構造物を領域分割法により並列化してより高速に解く方法
も盛んに用いられるようになって来ている．また，一様断面弾性体を組み合わせて作られた構造
物は非常に多く，本手法と領域分割法とを組み合わせて用いれば広範囲に利用可能であると考え
られる．

本手法は動的弾性問題ばかりでなく，幾何学的非線形を含まない動的弾塑性問題にも利用する
ことが可能である．さらに，非定常熱伝導や動電磁場の問題をなど様々な問題に利用できると考
えられる．
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第4章 ポテンシャル問題に対する注目領域解
の境界要素高速解法

Onishi Y, Amaya K, “A new technique for high-speed boundary element analyses of Laplace equations to obtain

solutions at target regions”, Engineering Analysis with Boundary Elements, 28-7, (2004), pp.791–799 より出典

§4.1 緒言

微分方程式の境界値問題の解法として境界要素法が有効であることは広く知られている．さら
に，境界要素法の高速解法として多重極展開法[4.1][4.2][4.3]があり，大規模解析の効率的手法として
頻繁に用いられている．

しかし，実際の問題において，領域内すべての場所での解ではなく，ある注目領域の解だけが
必要であるという場合は少なくない．例えば，定常熱伝導の問題において領域内の最高温度を求
めたいが，最高温度をとる場所はあらかじめ予想が付いている，といった場合である．このよう
な問題に対し多重極展開法を用いると，通常の境界要素法[4.4]に比べるとはるかに高速に計算する
ことが出来るが，注目領域と非注目領域の解とを同精度で求めてしまうことに変わりはない．従っ
て，注目領域の解のみを正確に，且つより高速に求める手法があれば非常に有用であると考えら
れるが，今日までにそのような研究はなされていない．

そこで，本研究では２次元 Laplace方程式の境界値問題に対し，境界要素法を用いて注目領域
の解だけを高速に求める方法を開発した．本手法では，Laplace領域において注目境界から充分
な距離が離れた非注目境界での境界変数の高周波成分が注目境界の解に影響を与えないことに着
目，利用している．

本論文では，まず本手法の概要について説明した後，高速解法の数学的詳細について記述する．
さらに，具体的な例題を用いて本手法の有効性を示す．

§4.2 手法概要

Laplace方程式で支配されている２次元領域について考える．例えばすべての境界で Dirichlet
境界条件，すなわちポテンシャルが与えられると，領域内のポテンシャルの場は一意に決まる．こ
の時，この境界条件に少し変更を加え，境界の一部に空間的に高周波なポテンシャルの揺らぎを
足し合わせたとする．当然，場の状態は別の状態へと変化するが，変更を加えた境界から充分に
離れた領域においては，場の状態はほとんど変化しない．
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例えば図 4.1に示すようなドーナッツ形状の２次元Laplace領域を考える．内周の境界を注目境
界，外周の境界を非注目境界とし，ポテンシャルを φ，境界上のフラックスの外向き法線成分を i

とおく．

100 Elements
 in Near Bound

Laplace Field
  in Doughnut

300 Elements
 in Far Bound

φ=0

φ=Sin(mθ)

          Dirichlet
Boundary Condition

r=1

R=3

Fig. 4.1: Doughnut model for numerical experiment

すべてDirichlet境界とし，内周の境界では常に φ = 0，外周の境界では三角関数状の境界条件
φ = sin(mθ)（ただし mはモードを表す自然数）を与えるものとする．（図 4.2参照）求める変数は
内周の iであり，m = 1, 2, 4, 8と変化させた時の内周における iの値を図 4.3に示す．

mが大きくなるにつれ，内円の iの値は 0に近づいていくことが分かる．つまり，遠くの境界の
境界条件からの影響はその周波数が充分に高ければ無視できるようになると言える．

すなわち，注目領域からある程度の距離が離れた領域で与えられた境界条件に高周波な擾乱が
あったとしても，その擾乱が注目領域の解に与える影響は小さなものとなる．（図 4.4参照）故に，
注目領域が境界に近い場合，その近傍にある境界要素の解を正確に，それ以外の解を荒く求めれ
ば，注目領域の解は充分正確に求めることが出来る．

そこで，境界要素を注目領域に近い要素と遠い要素の２種類に分離して扱うこととする．（以後，
この２種類の境界を単に近傍境界，遠方境界と呼ぶことにする．）先に述べた通り，遠方境界要素
の境界変数に空間的な振動があった場合，その高周波成分は近傍境界にほとんど影響を与えず，低
周波成分のみが近傍境界に影響を与える．従って，近傍境界の解だけを求めたいのであれば，遠
方境界の解空間は低周波関数の重ね合わせのみで表現するだけで充分である．（図 4.5参照）(i)

本手法では，まず遠方境界の境界変数を Fourier級数展開で表現し，次にその Fourier係数と近
傍の境界変数を用いた境界積分方程式を立てる．Fourier級数展開を低次で打ち切れば，その式は
遠方を荒く，近傍を細かく表現した式となり，これを解くことによって遠方の概略的な解と近傍
の詳細な解を求めることが可能となる．遠方は通常の境界要素法に比べて非常に少ない個数の変
数で記述される為，解くべき方程式の次元が下がり，従って高速に近傍の解を求めることが出来
る．（図 4.6参照）

(i)多重極展開法は遠方から近傍への「影響」を低周波成分のみで表現する近似解法である．
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Fig. 4.2: Boundary condition in non-target bound varied by frequency
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Fig. 4.3: Flux in target bound infected by boundary condition in non-target bound varied by
frequency
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Same Solution
in Target Region

Different
Boundary Conditions
in Non-Target Region

Target Region

Non-Target
Region

Target Region

Non-Target
Region

Fig. 4.4: Little influences for target region from high frequency disturbance of boundary con-
ditions in non-target bound
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             into
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Fig. 4.5: Division of bound into near and far bounds
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Fig. 4.6: Reduction of number of parameters
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§4.3 高速解法

解析モデルとして，図4.7に示すような領域及び境界を考える．領域内ではLaplace方程式∇2φ =

0を満たし，ポテンシャルとフラックスは∇φ =�iの関係で結ばれているものとする．

Near BoundaryFar Boundary

 All Dirichlet Boundary
or

All Neumann Boundary

Dirichlet and Neumann
Mixed Boundary

ξ=0

ξ=L

Γ Γfar near

Target
Region
Ωtarget

Whole Area
Ω

Fig. 4.7: Model of analysis

§4.3.1 遠方境界の Fourier級数展開

遠方境界上の点を xと置く．まず，遠方境界の一端を始点に取り，境界に沿ってもう一端の終
点へと続く長さ Lの経路上に曲線座標 ξを定める．次に，その区間 ξ = 0 ∼ Lで定義された関数
φ(x(ξ))（ポテンシャル）及び i(x(ξ))（フラックスの外向き方向成分）を Fourier級数展開するこ
とにより次式が得られる．[4.5]

φ(x(ξ)) = Re
[ ∞∑

k=0

Φke
i2πk

L
ξ
]

(4.1)

i(x(ξ)) = Re
[ ∞∑

k=0

Ike
i2πk

L
ξ
]

(4.2)

ここで，eは自然対数の底，iは虚数，Φk及び Ikは複素数の Fourier係数であり，Fourier級数の
基底の直交性から，

Φ0 =
1

L

∫ L

0

φ(x(ξ))dξ, Φk =
2

L

∫ L

0

φ(x(ξ))e−i2πk
L

ξdξ [for k in 1 ∼ ∞] (4.3)

I0 =
1

L

∫ L

0

i(x(ξ))dξ, Ik =
2

L

∫ L

0

i(x(ξ))e−i2πk
L

ξdξ [for k in 1 ∼ ∞] (4.4)

で表される．(ii)

(ii)Φ0, I0も計算上複素数として扱うが，実際にはこれらの虚部は常にゼロである．
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§4.3.2 境界積分方程式の導出

本手法では，大きく分けて２種類の境界積分方程式を用いる．すなわち，２種類の重み関数を
用いて直接法による境界積分方程式の定式化を行う．

１種目の積分方程式は，重み関数として近傍要素の節点に基本解を１つづ置いた式で，通常の
境界要素法で用いる境界積分方程式と基本的には同じである．（図 4.8参照）(iii)

２種目の積分方程式は，遠方に基本解を連続して置き，その湧き出し量（高さ）が場所によっ
て波打った山脈状の重み関数を置いた式である．（図 4.9参照）(iv)

なお，この小節では離散化を行わない為，すべて近似を含まない解析的な式のみで議論を進め
る．（離散化による近似は次小節で行う．）

§4.3.2.1 境界積分方程式１

２次元 Laplace方程式の基本解を φ∗，第２基本解を i∗とする．重み関数として，近傍境界上の
点 yに置いた基本解 φ∗(y, x) (v)を用いて重み付き残差法を行うと次式が得られる．

c(y)φ(y) =

∫
Γ

i(x)φ∗(y, x) − φ(x)i∗(y, x)dΓx (4.5)

↓遠近分離

=

∫
Γnear

i(x)φ∗(y, x) − φ(x)i∗(y, x)dΓx +

∫
Γfar

i(x)φ∗(y, x) − φ(x)i∗(y, x)dΓx (4.6)

(iii)実際の基本解は特異性を持つため極値は無限大に発散するが，上図では極値の山を有限に抑えて描画してある．
(iv)Weight function 1同様，極値の山を有限に抑えて描画してある．
(v)φ∗(y, x)の物理的意味は相反定理から２通りの解釈が可能であるが，本論文では「点 yに置いた湧き出しが点 x
に与える影響」を意味するものとする．
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Fig. 4.8: Image of Weight function 1 ( fundamental solution at each node of near element )
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Cos Mode 0

Cos Mode 1 Sin Mode 1

Cos Mode 2 Sin Mode 2

Cos Mode 3 Sin Mode 3

Fig. 4.9: Weight function 2 ( trigonometrically disposed fundamental solutions at each node of
far element )
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ここで，遠方の φ(x)及び i(x)に式 (4.1),(4.2)を代入すると，遠方 Γfarの境界積分項は，∫
Γfar

i(x)φ∗(y, x) − φ(x)i∗(y, x)dΓx

↓式 (4.1), (4.2)を代入

=

∫
Γfar

Re
[ ∞∑

k=0

Ike
i2πk

L
ξ
]
φ∗(y, x) − Re

[ ∞∑
k=0

Φke
i2πk

L
ξ
]
i∗(y, x)dΓx (4.7)

↓積分と総和の順序入れ替え

=

∞∑
k=0

Re
[
Ik

∫
Γfar

ei2πk
L

ξφ∗(y, x)dΓx − Φk

∫
Γfar

ei2πk
L

ξi∗(y, x)dΓx

]
(4.8)

↓ xからξに変数変換

=

∞∑
k=0

Re
[
Ik

∫ L

0

ei2πk
L

ξφ∗(y, x(ξ))dξ − Φk

∫ L

0

ei2πk
L

ξi∗(y, x(ξ))dξ
]

(4.9)

↓ Re[. . .]の分解

=

∞∑
k=0

Re[Ik]Re
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξφ∗(y, x(ξ))dξ
]
−

∞∑
k=0

Im[Ik]Im
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξφ∗(y, x(ξ))dξ
]

−
∞∑

k=0

Re[Φk]Re
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξi∗(y, x(ξ))dξ
]

+

∞∑
k=0

Im[Φk]Im
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξi∗(y, x(ξ))dξ
]

(4.10)

と書き換えることが出来る．

結局，上記の書き換えの後得られる積分方程式，すなわち積分方程式１は次式となる．

c(y)φ(y) =

∫
Γnear

i(x)φ∗(y, x) − φ(x)i∗(y, x)dΓx

+

∞∑
k=0

Re[Ik]Re
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξφ∗(y, x(ξ))dξ
]
−

∞∑
k=0

Im[Ik]Im
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξφ∗(y, x(ξ))dξ
]

−
∞∑

k=0

Re[Φk]Re
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξi∗(y, x(ξ))dξ
]

+

∞∑
k=0

Im[Φk]Im
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξi∗(y, x(ξ))dξ
]

(4.11)

§4.3.2.2 境界積分方程式２

重み関数を，遠方境界上に連続して基本解を置いた山脈上の複素数関数WK(x)，すなわち，

WK(x) =

∫
Γfar

φ∗(y(η), x)ei2πK
L

ηdΓy =

∫ L

0

φ∗(y(η), x)ei2πK
L

ηdη (4.12)
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として重み付き残差法を行うと次式が得られる．(vi)

∫
Ω

φ(x)∇2
xWK(x)dΩx =

∫
Γ

i(x)WK(x) − φ(x)
∂WK(x)

∂n(x)
dΓx (4.13)

↓遠近分離

=

∫
Γnear

i(x)WK(x) − φ(x)
∂WK(x)

∂n(x)
dΓx

+

∫
Γfar

i(x)WK(x) − φ(x)
∂WK(x)

∂n(x)
dΓx (4.14)

ただし，∂WK(x)
∂n(x)

は，

∂WK(x)

∂n(x)
=

∂

∂n(x)

∫ L

0

φ∗(y(η), x)ei2πK
L

ηdη

=

∫ L

0

∂

∂n(x)
φ∗(y(η), x)ei2πK

L
ηdη

=

∫ L

0

i∗(y(η), x)ei2πK
L

ηdη (4.15)

と書き表せる．

まず，左辺の領域積分Ωの項を整理すると，∫
Ω

φ(x)∇2
xWK(x)dΩx

↓式 (4.12)の代入と被積分関数の移動

=

∫
Ω

∫ L

0

φ(x)∇2
xφ

∗(y(η), x)ei2πK
L

ηdηdΩx (4.16)

↓積分順序の入れ替え

=

∫ L

0

(∫
Ω

φ(x)δ(y)dΩx

)
ei2πK

L
ηdη (4.17)

↓主値積分結果の代入

=

∫ L

0

c(y(η))φ(y(η))ei2πK
L

ηdη (4.18)

となる．

(vi)WK(x)の実部が cos状，虚部が sin状の山脈を表している．
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次に，遠方の φ(x)及び i(x)に式 (4.1),(4.2)を代入すると，右辺遠方 Γfarの境界積分項は，∫
Γfar

i(x)WK(x) − φ(x)
∂WK(x)

∂n(x)
dΓx

↓式 (4.1), (4.2)の代入

=

∫ L

0

Re
[ ∞∑

k=0

Ike
i2πk

L
ξ
]
WK(x)dξ −

∫ L

0

Re
[ ∞∑

k=0

Φke
i2πk

L
ξ
]∂WK(x)

∂n(x)
dξ (4.19)

↓ Re[. . .]の分解

=

∫ L

0

∞∑
k=0

(
Re[Ik]Re[ei2πk

L
ξ] − Im[Ik]Im[ei2πk

L
ξ]
)
WK(x)dξ

−
∫ L

0

∞∑
k=0

(
Re[Φk]Re[ei2πk

L
ξ] − Im[Φk]Im[ei2πk

L
ξ]
)∂WK(x)

∂n(x)
dξ (4.20)

↓積分と総和の順序入れ替え

=

∞∑
k=0

Re[Ik]
(∫ L

0

Re[ei2πk
L

ξ]WK(x)dξ
)
−

∞∑
k=0

Im[Ik]
( ∫ L

0

Im[ei2πk
L

ξ]WK(x)dξ
)

−
∞∑

k=0

Re[Φk]
(∫ L

0

Re[ei2πk
L

ξ]
∂WK(x)

∂n(x)
dξ

)
+

∞∑
k=0

Im[Φk]
(∫ L

0

Im[ei2πk
L

ξ]
∂WK(x)

∂n(x)
dξ

)
(4.21)

と書き換えることが出来る．

結局，上記の書き換えの後得られる積分方程式，すなわち積分方程式２は次式となる．∫ L

0

c(y(η))φ(y(η))ei2πK
L

ηdη

=

∫
Γnear

i(x)WK(x) − φ(x)
∂WK(x)

∂n(x)
dΓx

+

∞∑
k=0

Re[Ik]
(∫ L

0

Re[ei2πk
L

ξ]WK(x)dξ
)
−

∞∑
k=0

Im[Ik]
(∫ L

0

Im[ei2πk
L

ξ]WK(x)dξ
)

−
∞∑

k=0

Re[Φk]
(∫ L

0

Re[ei2πk
L

ξ]
∂WK(x)

∂n(x)
dξ

)
+

∞∑
k=0

Im[Φk]
(∫ L

0

Im[ei2πk
L

ξ]
∂WK(x)

∂n(x)
dξ

)
(4.22)

§4.3.3 離散化とマトリックス方程式

簡単のため，境界要素はすべて一定要素を使い，要素積分の際の三角関数の項は要素内で一定
として扱うこととする．(vii)

近傍を n個，遠方をm個の要素で分割したものとし，遠方の Fourier級数展開は低次の l項を
考慮するものとする．境界変数は，近傍境界上の節点のポテンシャル φj [j = 0 ∼ n− 1]とフラッ
クス外向き法線方向成分 ij [j = 0 ∼ n − 1]，及び式 (4.3),(4.4)により与えられた遠方のフーリエ

(vii)もっと厳密に計算，特に積分計算を行うことも可能であるが，計算式が非常に煩雑になるだけでなく，計算コス
トもかかってしまうこととなる．研究の本義である高速化のメリットを損なわないため，この様な離散近似を行った．
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係数Φk, Ik [k = 0 ∼ l − 1]である．境界条件が与えられているので，境界変数の半分は既知数で
あり，残る半分が未知数である．

§4.3.3.1 離散化された Fourier級数展開

式 (4.3),(4.4)で表される Fourier係数は，積分内の φ, iが各要素ごとに一定，三角関数の項は要
素の中点での値で一定とすると，要素積分の外に出すことができ，

Φ0 =
1

L

∫ L

0

φ(x(ξ))dξ =
1

L

m−1∑
p=0

φfar
p Lp (4.23)

Φk =
2

L

∫ L

0

φ(x(ξ))e−i2πk
L

ξdξ =
2

L

m−1∑
p=0

φfar
p e−i2πk

L
ξpLp [for k in 1 ∼ l − 1] (4.24)

I0 =
1

L

∫ L

0

i(x(ξ))dξ =
1

L

m−1∑
p=0

ifarp Lp (4.25)

Ik =
2

L

∫ L

0

i(x(ξ))e−i2πk
L

ξdξ =
2

L

m−1∑
p=0

ifarp e−i2πk
L

ξpLp [for k in 1 ∼ l − 1] (4.26)

となる．遠方境界がすべてDirichlet条件の時はΦは既知数，Iは未知数となり，すべてNeumann
条件の時はその逆となる．

§4.3.3.2 離散化された境界積分方程式１

境界積分方程式１，すなわち式 (4.11)を基にして考える．まず，基本解を置く位置 yを近傍要
素のそれぞれの節点 ynear

J とする．

すべて一定要素で離散化するため，左辺の c(ynear
J ) = 1/2である．従って，式 (4.11)の左辺は，

1

2
φ(ynear

J ) (4.27)

となる．

右辺については，近傍の境界積分項は，∫
Γnear

i(x)φ∗(ynear
J , x) − φ(x)i∗(ynear

J , x)dΓx

↓積分の離散化

�
n−1∑
j=0

(
i(xnear

j )

∫
Γnear

j

φ∗(ynear
J , x)dΓx − φ(xnear

j )

∫
Γnear

j

i∗(ynear
J , x)dΓx

)
(4.28)

となり，通常の境界要素法と同様の手法で計算できる．ただし，Γnear
j は近傍の j番目の境界要素
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を意味する．遠方の境界積分項は，各項それぞれ，

∞∑
k=0

Re[Ik]Re
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξφ∗(ynear
J , x(ξ))dξ

]
�

l−1∑
k=0

Re[Ik]Re
[ m−1∑

p=0

ei2πk
L

ξp

∫
Γfar

p

φ∗(ynear
J , x)dΓx

]
(4.29)

∞∑
k=0

Im[Ik]Im
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξφ∗(ynear
J , x(ξ))dξ

]
�

l−1∑
k=0

Im[Ik]Im
[m−1∑

p=0

ei2πk
L

ξp

∫
Γfar

p

φ∗(ynear
J , x)dΓx

]
(4.30)

∞∑
k=0

Re[Φk]Re
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξi∗(ynear
J , x(ξ))dξ

]
�

l−1∑
k=0

Re[Φk]Re
[ m−1∑

p=0

ei2πk
L

ξp

∫
Γfar

p

i∗(ynear
J , x)dΓx

]
(4.31)

∞∑
k=0

Im[Φk]Im
[ ∫ L

0

ei2πk
L

ξi∗(ynear
J , x(ξ))dξ

]
�

l−1∑
k=0

Im[Φk]Im
[ m−1∑

p=0

ei2πk
L

ξp

∫
Γfar

p

i∗(ynear
J , x)dΓx

]
(4.32)

となる．これにより，実際に積分計算が必要となる部分は通常の境界要素法と同じになる．（解析
的に積分することが可能である．[4.6]）

この離散化により，近傍には n個の要素があることから，境界積分方程式１として n本の式を
立てることが出来る．

§4.3.3.3 離散化された境界積分方程式２

境界積分方程式１，すなわち式 (4.11)を基にして考える．まず，重み関数WK(x)およびその境
界での勾配 ∂WK(x)

∂n(x)
を，

WK(x) =

∫
Γfar

φ∗(y(η), x)ei2πK
L

ηdΓy �
m−1∑
p=0

(
φ∗(yfar

p , x)ei2πK
L

ηpLp

)
(4.33)

∂WK(x)

∂n(x)
=

∫
Γfar

i∗(y(η), x)ei2πK
L

ηdΓy �
m−1∑
p=0

(
i∗(yfar

p , x)ei2πK
L

ηpLp

)
(4.34)

の様に離散近似する．

遠方もすべて一定要素で離散化するため，左辺の c(y) = 1/2である．従って左辺は，

∫ L

0

c(y(η))φ(y(η))ei2πK
L

ηdη � 1

2

∫ L

0

φ(y(η))ei2πK
L

ηdη =

{
L
2
(Re[Φ0] − iIm[Φ0]) [for K = 0](viii)

L
4
(Re[ΦK ] − iIm[ΦK ]) [for K ≥ 1]

(4.35)

となる．

(viii)先に述べた通り Im[Φ0] = 0なので，実際には L
2 Re[Φ0]のみである．
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右辺については，近傍の境界積分項は∫
Γnear

i(x)WK(x) − φ(x)
∂WK(x)

∂n(x)
dΓx

↓近傍積分の離散化

�
n−1∑
j=0

(
inear
j

∫
Γnear

j

WK(x)dΓx − φnear
j

∫
Γnear

j

∂WK(x)

∂n(x)
dΓx

)
(4.36)

↓離散近似されたW の代入

�
n−1∑
j=0

(
inear
j

∫
Γnear

j

m−1∑
p=0

(
φ∗(yfar

p , x)ei2πK
L

ηpLp

)
dΓx − φnear

j

∫
Γnear

j

m−1∑
p=0

(
i∗(yfar

p , x)ei2πK
L

ηpLp

)
dΓx

)
(4.37)

↓積分と総和の順序入れ替え

=

n−1∑
j=0

(
inear
j

m−1∑
p=0

(
ei2πK

L
ηpLp

∫
Γnear

j

φ∗(yfar
p , x)dΓx

)
− φnear

j

m−1∑
p=0

(
ei2πK

L
ηpLp

∫
Γnear

j

i∗(yfar
p , x)dΓx

))
(4.38)

となる．

遠方の境界積分項は，まず第１項を取り上げると，

∞∑
k=0

Re[Ik]
( ∫ L

0

Re[ei2πk
L

ξ]WK(x)dξ
)

↓ Fourier級数打ち切りと，離散近似されたW の代入

�
l−1∑
k=0

Re[Ik]
(∫

Γfar

Re[ei2πk
L

ξ]
m−1∑
p1=0

(
φ∗(yfar

p1
, x)ei2πK

L
ηp1Lp1

)
dΓx

)
(4.39)

↓積分と総和の順序入れ替え

=

l−1∑
k=0

Re[Ik]
( m−1∑

p1=0

ei2πK
L

ηp1Lp1

∫
Γfar

Re[ei2πk
L

ξ]φ∗(yfar
p1

, x)dΓx

)
(4.40)

↓遠方積分の離散化

�
l−1∑
k=0

Re[Ik]
( m−1∑

p1=0

ei2πK
L

ηp1 Lp1

m−1∑
p2=0

Re[ei2πk
L

ξp2 ]

∫
Γfar

p2

φ∗(yfar
p1

, x)dΓx

)
(4.41)

↓ Reを総和と積分の外に移動

=

l−1∑
k=0

Re[Ik]
( m−1∑

p1=0

ei2πK
L

ηp1Lp1Re
[ m−1∑

p2=0

ei2πk
L

ξp2

∫
Γfar

p2

φ∗(yfar
p1

, x)dΓx

])
(4.42)
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と出来る．同様にして遠方積分の他項についても近似を行うと，

∞∑
k=0

Re[Ik]
(∫ L

0

Re[ei2πk
L

ξ]WK(x)dξ
)

�
l−1∑
k=0

Re[Ik]
( m−1∑

p1=0

ei2πK
L

ηp1Lp1Re
[ m−1∑

p2=0

ei2πk
L

ξp2

∫
Γfar

p2

φ∗(yfar
p1

, x)dΓx

])
(4.43)

∞∑
k=0

Im[Ik]
(∫ L

0

Im[ei2πk
L

ξ]WK(x)dξ
)

�
l−1∑
k=0

Im[Ik]
( m−1∑

p1=0

ei2πK
L

ηp1Lp1Im
[ m−1∑

p2=0

ei2πk
L

ξp2

∫
Γfar

p2

φ∗(yfar
p1

, x)dΓx

])
(4.44)

∞∑
k=0

Re[Φk]
(∫ L

0

Re[ei2πk
L

ξ]
∂WK(x)

∂n(x)
dξ

)

�
l−1∑
k=0

Re[Φk]
( m−1∑

p1=0

ei2πK
L

ηp1Lp1Re
[ m−1∑

p2=0

ei2πk
L

ξp2

∫
Γfar

p2

i∗(yfar
p1

, x)dΓx

])
(4.45)

∞∑
k=0

Im[Φk]
(∫ L

0

Im[ei2πk
L

ξ]
∂WK(x)

∂n(x)
dξ

)

�
l−1∑
k=0

Im[Φk]
( m−1∑

p1=0

ei2πK
L

ηp1 Lp1Im
[ m−1∑

p2=0

ei2πk
L

ξp2

∫
Γfar

p2

i∗(yfar
p1

, x)dΓx

])
(4.46)

となる．先程と同じく，実際に積分計算が必要となる部分は通常の境界要素法と同じになる．

この離散化により，遠方の Fourier係数の低次 l項を用いることから，境界積分方程式２として
l本の式を立てることが出来る．しかし，境界積分方程式２は複素数の式であるので，実部と虚部
を別々の式と捉えれば 2l本の式が立っていることとなる．

§4.3.3.4 マトリックス方程式

最終的に得られるマトリックス方程式は，n本の境界積分方程式１と，l本の境界積分方程式２
の実部の式，及び l本の境界積分方程式２の虚部の式を連立させたものとなり，通常の境界要素法
と同様の形をしたマトリックス方程式となる．

[H ]{u} = [G]{q} (4.47)

§4.3 高速解法 56



第 4章 　ポテンシャル問題に対する注目領域解の境界要素高速解法

ただし，{u}, {q}は n + 2l行のベクトルであり，境界変数が次のような順で並んでいる．

{u} =




φnear
0
...

φnear
n−1

Re[Φ0]
...

Re[Φl−1]

Im[Φ0]
...

Im[Φl−1]




, {q} =




inear
0
...

inear
n−1

Re[I0]
...

Re[Il−1]

Im[I0]
...

Im[Il−1]




(4.48)

また，[H ], [G]は n + 2l行n + 2l列の正方マトリックスであり，マトリックスの成分は境界積分
方程式１と２から作られる．{u}, {q}が先に述べたような順に並んでいることから，[H ], [G]マ
トリックスには次のような物理的意味を持った成分が並んでいることになる．

積分方程式１

積分方程式２




near

near to near to

far

far

far to near to

far




(4.49)

このマトリックスの解法については，通常の境界要素法と全く同じであるので省略する．

§4.3.4 注目領域解の計算

前小節の方法により，近傍での境界値と遠方境界の Fourier係数，すなわち {u}, {q}が求まっ
たとする．この時，境界値ではなく領域内部の点におけるポテンシャル値を求めることを考える．
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重み関数を領域内の点 Y に置いた基本解として重み付き残差法を行うと，次式が得られる．

φ(Y ) =

∫
Γ

i(x)φ∗(Y, x) − φ(x)i∗(Y, x)dΓx (4.50)

↓遠近分離

=

∫
Γnear

i(x)φ∗(Y, x) − φ(x)i∗(Y, x)dΓx +

∫
Γfar

i(x)φ∗(Y, x) − φ(x)i∗(Y, x)dΓx (4.51)

↓遠方を Fourier級数で近似

�
∫

Γnear

i(x)φ∗(Y, x) − φ(x)i∗(Y, x)dΓx

+

∫
Γfar

Re
[ l−1∑

k=0

Ike
i2πk

L
ξ
]
φ∗(Y, x) − Re

[ l−1∑
k=0

Φke
i2πk

L
ξ
]
i∗(Y, x)dΓx (4.52)

↓離散化

�
n−1∑
j=0

(
inear
j

∫
Γnear

j

φ∗(Y, x)dΓx − φnear
j

∫
Γnear

j

i∗(Y, x)dΓx

)

+

m−1∑
p=0

(
Re

[ l−1∑
k=0

Ike
i2πk

L
ξp

] ∫
Γfar

p

φ∗(Y, x)dΓx − Re
[ l−1∑

k=0

Φke
i2πk

L
ξp

] ∫
Γfar

p

i∗(Y, x)dΓx

)
(4.53)

上式は領域内部でのポテンシャルが φnear, inear及び Φ, Iから求められることを意味しており特に
Y が注目領域内にあるとすれば，φ(Y )は充分正確に求めることが出来る．

§4.4 解析例

この節では幾つかの形状に対する本手法での解析例を示す．まず，本手法の計算精度について
通常の境界要素法との比較を交えて考察し，本手法が注目領域における解を充分正確に求めてい
ることを示す．続いて，解析に要した計算時間についてやはり本手法と通常の境界要素法とで比
較を行い，本手法を用いることで通常の境界要素法に比べて非常に高速に注目領域解を求めるこ
とが出来ることを示す．

§4.4.1 計算精度比較

§4.4.1.1 ドーナッツ領域での例

最も単純な例として，図 4.10に示すようなドーナッツ形状の２次元 Laplace領域を考える．内
周の境界を注目境界，外周の境界を非注目境界と設定し，図 4.10に示すような極座標をとる．ポ
テンシャルを φ，境界上のフラックスの外向き法線成分を iとおく．

内周の境界では図 4.11に示す様な常に i = 0のNeumann境界条件とし，外周の境界では図 4.12
の破線で示す様な Dirichlet境界条件を与えた．求める未知変数は近傍境界（内周）の Dirichlet
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100 Elements
 in Near Bound

Laplace Field
in Doughnut

300 Elements
 in Far Bound

Dirichlet
Boundary Condition

in Far Bound r=1

R=3

Neumann
Boundary Condition

in Near Bound

Transform Variables
into 8 Fourier Terms

θ=0

Fig. 4.10: Model of doughnut-shaped example

データ φと遠方境界（外周）のNeumannデータ iであり，これを通常の境界要素法と Foaurier
級数展開項数 l = 8とした本手法とで計算精度の比較を行った．ただし，本手法は近傍境界（内
周）のDirichletデータのみを正確に求めることを目的としている．

図 4.11は近傍境界の境界条件であり，本手法でも通常の境界要素法と同様に扱うため全く差が
ない．しかし図 4.12に示す遠方境界の境界条件は，本手法では Fourier級数の低次 8項しか取り
扱わない為，高周波成分の項分が差となって現れている．

図 4.13および図 4.14は両手法で求めた解であり，図 4.13が近傍境界での解を，図 4.14が遠方
境界での解を表している．遠方境界においては，本手法の解は通常の境界要素法の解の低周波成
分のみを表現していることが読みとれるが，近傍境界では両者の解がグラフの上で完全に一致し
ている．

この解析例から，ドーナッツ領域のように境界が２つ以上に明確に分断されているような形状
の解析において，いずれか１つの境界の近傍の解のみが必要であるといった場合に本手法は非常
に有効であり，充分な精度で近傍（注目）領域の解を求めることが可能であることが示された．

§4.4.1.2 円形領域での例

ドーナッツ領域と異なり，近傍境界と遠方境界とが分離出来ずに繋がっている例として，図 4.15
に示すような単位円形状の２次元Laplace領域を考える．図 4.15の通りに角度座標 θをとり，0 <

θ < π/2を近傍境界，π/2 < θ < 2πを遠方境界とした．なお，ポテンシャルを φ，境界上のフラッ
クスの外向き法線成分を iとおく．

境界条件はすべてDirichlet条件とし，図 4.16の破線の通りに与えた．求める未知変数はNeu-
mannデータ iであり，通常の境界要素法と Foaurier級数展開項数 l = 8とした本手法を用いて計算
した iの値を図 4.17および図 4.18に示す．ただし，本手法は近傍境界（θ = 0 ∼ 90）のNeumann
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Fig. 4.11: Boundary condition(Neumann data) of doughnut-shaped example in near bound
(inner circle)
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Fig. 4.12: Boundary condition(Dirichlet data) of doughnut-shaped example in far bound (outer
circle)
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Fig. 4.13: Solution(Dirichlet data) of doughnut-shaped example in near bound (inner circle)
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Fig. 4.14: Solution(Newmann data) of doughnut-shaped example in far bound (outer circle)
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Fig. 4.15: Model of circle-shaped example

データのみを正確に求めることを目的としている．

図 4.16は境界条件のグラフであり，0～90[deg]の範囲は近傍境界なので両グラフは同じものと
なるが，90～360[deg]の遠方境界の範囲では本手法は遠方境界の Foaurier級数展開の低次 8項分
のデータしか取り扱わない為両者に差が生じる．

図 4.17が両手法で求めた両境界での解であり，遠方境界にあたる横軸 90～360[deg]の範囲では
本手法で得られた遠方境界の iは通常の境界要素法の解，すなわち正解の低周波成分のみを表現
している．しかし図 4.18（図 4.16の横軸 0～90[deg]範囲と同じ）に示す通り，近傍境界の iは両
端を除いて(ix)正解とほとんど一致しており，本手法が注目領域の解だけを正確に求めていること
が読みとれる．

この解析例から，円形領域のように境界がすべて１本に繋がっていて分断されていないような
形状の解析においても，境界のある一部分の近傍の解のみを本手法により精度良く求めることが
可能であることが示された．

§4.4.1.3 花形領域での例

最後に形状が入り組んでいる場合の例として，図 4.19に示すような花形領域の２次元 Laplace
領域を考える．花の外周を遠方領域，花の内周（単位円周）を近傍領域とし，内周の中心を原点
とした極座標をとる．花の内周，外周共に極座標において等角度に要素を分割を行った．

境界条件はすべてDirichlet条件とし，内周は図 4.19に示すように常に φ = 0，外周は図 4.21の

(ix)本手法では境界変数の周波数特性分解に Fourier変換を用いている為，近傍境界と遠方境界の境目点，すなわち
図 4.16および 4.17の 90[deg],360[deg](=0[deg])の位置での境界変数の値は境界条件のデータと一致せず，従って値
が不連続になってしまうという欠点がある．それが為に，本手法では境目点で境界条件が不連続であると見なしてし
まい，本手法の解と正解とが一致していない．
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Fig. 4.16: Boundary condition of circle-shaped example
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Fig. 4.17: Solution of circle-shaped example
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Fig. 4.18: Solution of circle-shaped example in near bound
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Fig. 4.19: Model of flower-shaped example
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破線で示すような境界条件を与えた．求める未知数は両境界のNeumannデータ iであり，やはり
Fourier級数展開項数 lを 8とした本手法と通常の境界要素法とで計算精度の比較を行った．ただ
し，本手法は近傍境界である内周のNeumannデータのみを正確に求めることを目的としている．

図 4.22および図 4.23は両手法で求めた解であり，図 4.22が近傍境界での解を，図 4.23が遠方
境界での解を表している．この例においても，遠方境界における本手法の解は通常の境界要素法
の解の低周波成分を表現している．近傍境界における本手法の解は通常の境界要素法の解に非常
に近くなっていることが確認できる．
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Fig. 4.20: Boundary condition of flower-shaped example in near bound (inner circle)
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Fig. 4.21: Boundary condition of flower-shaped example in far bound (outer circle)
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Fig. 4.22: Solution of flower-shaped example in near bound (inner circle)
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Fig. 4.23: Solution of flower-shaped example in far bound (outer circle)
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§4.4.2 計算時間比較

続いて計算時間の比較を行う．前小節で例に挙げたドーナッツ形もしくは花形領域の問題に対
し，境界要素数を変化させて計算にかかった時間を実際の計算機上で比較した．

内周を近傍境界とし，要素数は 100要素で固定とする．外周を遠方境界とし，要素数を 900～
11900要素まで 1000要素刻みに変化させて計算を行った．また，Fourier展開項数 lは 8で固定
とする．(x)なお，計算に使用したCPUは 731MHz Alpha 21264であり，計算時間計測は tcshの
timeコマンドを用いた．

図 4.24，4.25は共に横軸に全要素数，縦軸に計算時間をとった同じグラフであり，図 4.24は線
形スケールで，図 4.25は Logスケールで描いてある．総要素数が 5000近辺で計算時間が逆転し
て本手法の方が高速に計算できていることが分かる．近似曲線が示す通り，総要素数をNとする
と通常の境界要素法が N3，本手法が N2に比例して計算が増加しており，この解析例に限らず要
素数がある程度以上多くなれば本手法の方が通常の境界要素法よりも高速に計算できることとな
る．さらに，Fourier級数展開等の計算ルーチンに FFTを用いれば N log Nに比例する計算時間で
計算することが可能となるはずであり，さらなる高速化が可能である．
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Fig. 4.24: Comparison of CPU time between present method and normal BEM (linear scale)

§4.5 結言

本研究では２次元ラプラス方程式の境界値問題に対し，境界要素法を用いて特定の注目領域の
解だけを高速に求める方法を開発した．非注目領域にある境界変数が空間的に高周波に振動して
いたとしても，注目領域にはその影響がほとんど現れないことに着目している．具体的には，遠
方境界変数を Fourier級数展開で表し，その高周波成分を無視した境界積分方程式を用いる．こ

(x)本手法の計算時間は要素数が充分多い範囲においては Fourier展開項数に比例する．
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Fig. 4.25: Comparison of CPU time between present method and normal BEM (log scale)

の式は非注目領域を荒く，注目領域を正確に表現した式となっており，注目領域解を高速かつ充
分な精度で求めることを可能にした．

実際の問題においても，領域内すべての場所での解ではなく，ある注目領域の解だけが必要で
あるという場合は少なくない．従って，この手法を用いることにより，特に大規模な電場，伝熱
等の解析を必要とする構造設計を非常に効率化する事が出来ると考えられる．
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第 5章 　結論

第5章 結論

　本論文では大規模数値シミュレーションの高速化に関する３つの問題に取り組み，次のような
研究成果を得た．

(1)大規模行列を簡便かつ高速に取り扱うためのC++クラスライブラリを開発し，大規模行列計算
を必要とする種々の数値シミュレーションの開発時間の短縮を実現した．

(2)断面が母線方向に一様である棒状の弾性体に対し，その幾何学的特徴を手法に活かした動的有
限要素解析の高速解法を開発した．

(3)ラプラス方程式の境界値問題に対し，注目していない領域周辺の境界値の解を不必要に正確に
求めることを止め，代わりに注目する領域付近の境界値の解を精度良く高速に求める方法を開
発した．

ところで，本論文の緒論において大規模数値シミュレーションの高速化に関する従来研究の３
つの大きな問題点を指摘した．

[1]数値シミュレーションの高速化の研究では往々にして「計算時間」の短縮についてのみに主眼
が置かれており，「開発時間」の短縮があまり重要視されていない点．

[2]物体の幾何学的特徴を利用した効率的数値解析手法の開発を目的とした研究が少ない点．

[3]一般的な数値シミュレーションの解法が全ての未知数に対して同じ精度で解を求めることを暗
黙の内に前提としてしまっている点．

本論文に記載した３つの研究成果は，これら３つの大きな問題点を持つ特定の具体的な問題に
対する解決法を示したものである．従って，これら３つの大きな問題点が本論文によって全て克
服された訳ではない．同種の問題点を持つ研究は，既出の研究および本論文で取り扱った研究以
外にも未着手のものが多く残されているものと想像される．今後も本論文と同じ視点を持って諸
種の問題の解決法の研究に取り組むことが必要であると考える．
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