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博士論文 ”On manifolds admitting fold maps with singular
value sets of concentric spheres” 要約

折り目写像は, Morse 関数の理論とその一般化という, 多様体をジェネリックな写

像を用いて調べる方法において基本的な道具である.

折り目写像は, 特異点が局所的に

(x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xn−1,
m−i∑
k=n

xk
2 −

m∑
k=m−i+1

xk
2)

の型であるような滑らかな写像として定義され (各特異点で一意に定まる min{i,m −
n+ 1− i} を指数とよぶ), Morse 関数は自然に折り目写像とみなされる (n = 1). 特異

点集合つまり特異点全体の集合は, 定義域多様体の n− 1 次元の滑らかな部分多様体で,

そこへの制限写像は滑らかなはめ込みとなる (特異値集合を特異値全体の集合または特

異点集合の像として定義する).

折り目写像や, より広く良い写像例えば安定写像についての研究は, Whitney ([19]),

Thom ([18])にはじまり, その後 Levine, Eliashberg, Mather 等の研究を経て, 最近では

例えば Saeki, Sakuma 等により活発になされている. ここで以下の流れに着目する.

特異点集合が指数 0 の折り目特異点のみからなる折り目写像を special generic 写

像とよぶ. この写像は, 特異点を丁度 2 個もつ球面上の Morse 関数の一般化であるとい

える. special generic 写像は [1] で導入されその後 [4] さらに [12], [16] 続いて [14] 等

の研究がある. 次元 2 以上の標準球面上の, 自身より高くない次元 2 以上のユークリッ

ド空間への標準的射影から自然に得られる, 特異値集合が埋め込まれた球面であるよう

な折り目写像は, special generic 写像の最も簡単な例である. [12] では, 2 次元以上の

4 次元でない滑らかな球面と 4 次元の標準球面上に, 平面への special generic 写像で

特異値集合が埋め込まれた球面であるようなものが構成された. さらに [12] 他 [13] に

おいて次元 4 以上の球面が 1 ≤ k ≤ 3 次元低いユークリッド空間への special generic

写像を許容する場合, 球面は必然的に標準的球面になることも示されている. 球面上の

special generic 写像の存在非存在が, 球面の微分構造と関わっていることを具体的に示

した結果である. 他, 同論文, [14] では, 値域が平面, 3 次元ユークリッド空間であるよう

な special generic 写像を許容する定義域多様体を完全にあるいは部分的に決定してい

る. 特別な写像を考えると, 定義域多様体のホモトピー・位相型・微分同相型等に関す

るより詳しい情報を取り出せるのである.

このように, 特定のクラスの折り目写像を許容する多様体の位相的性質を調べること

は, 折り目写像の理論で基本的かつ重要問題の一つであり続けているといえる. 本博士

論文においては, 同心円形折り目写像という, 特異値集合が同心円状に埋め込まれた球
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axis
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Figure 1. (平面への) 同心円形折り目写像の像, 特異値集合, 軸 (axis), 真核 (proper core)

面の非交和であるような折り目写像を導入し, そのクラスの写像を許容する多様体のホ

モロジー群やホモトピー群他位相型微分同相型について調べた.

本博士論文の要約では以下の記号を用いる. まず k ∈ N について, 今後 Rk, Sk, Dk

でそれぞれ k 次元ユークリッド空間, k 次元標準球面, k 次元標準球体を表し, Rk にお

ける原点中心の半径 r > 0 の球体を Dk
r で表す.

以下, M は m 次元 C∞ 級多様体, f : M → Rn は C∞ 級写像で m ≥ n ≥ 1 とする.

まず本博士論文は論文 [6], [7], [8] そして [9] の内容を元にしていることを添えておく.

以下本博士論文の構成をいくつかの定義結果と共に説明する. 第 1 節で導入, 第 2 節

で折り目写像の基本性質など準備を行い第 3 節で以下のように同心円形折り目写像を

導入した.

定義 1([6], [7]). f : M → Rn を C∞ 級写像で n ≥ 2 とする. 次を満たす折り目

写像 f0 : M → Rn があるとき f は同心円形折り目写像 (round fold map)であると

いう. さらに f0 を f の標準形 (normal form)という.

1. 微分同相写像 Φ : M → M , ϕ : Rn → Rn があり f0 ◦ Φ = ϕ ◦ f が成立する.

2. 特異点集合 S(f0) が標準球面の非交和.

3. 制限写像 f0|S(f0)
は埋め込み.

4. ある l ∈ N があり f0(S(f0)) = ⊔l
k=1∂D

n
k (ただし ⊔l

k=1∂D
n
k は非交和を表す).

このとき標準形 f0 において, Rn 内の原点を起点とする半直線を f0 の軸 (axis)とよぶ.

f0 について, Rn 内の Dn
1
2
を f0 の真核 (proper core)という. f0 の軸 L について 1

次元 C∞ 級部分多様体 ϕ−1(L) もまた f の軸 (axis)という. f0 の真核 Dn
1
2
について

ϕ−1(Dn
1
2
) もまた f の真核 (proper core) という.

例 1. 1. 導入で説明した, 球面上の, 特異値集合が埋め込まれた球面であるよ

うな special generic 写像は同心円形折り目写像である. 真核の点の逆像は標準球

面である.

2. [15] の §6 で, 特異点集合が 2 個の連結成分からなる同心円形折り目写像とみな

せる, S2 上の C∞ 級 S2 束の構造を有する多様体から平面への写像が例として挙

げられている. この写像は special generic 写像ではない. 真核の点の逆像は 2 個

の S2 の非交和である, 正則値全体の集合の連結成分が, 真核を含むもの以外 2 個

あるが, それらに属する正則値の逆像は, 明らかに S2 または空である.
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第 3 節では続いて例えば基本的性質として同心円形折り目写像を許容する多様体の

ホモロジー群について調べた (Theorem 1). 第 4 節では, 前の例を含むクラスとして正

則値の逆像が球面の非交和であるような同心円形折り目写像を考えた. 例えば Theorem

3 として以下定義域多様体のある程度次元の低いホモトピー群の受ける制限を得た (本

博士論文とは若干異なる形で紹介).

定理 1([6], [7]). M を単連結 m 次元 C∞ 級多様体, f : M → Rn を以下を満た

す同心円形折り目写像 (m ≥ n ≥ 2)とし, m ≥ 2n とする．

1. 特異点の指数が 0 または 1．

2. f(M) が Dn に微分同相.

3. 各正則値 p ∈ Rn − f(S(f)) の逆像 f−1(p) は almost-sphere の非交和.

f の真核上の点の逆像の連結成分数が l であれば,

πk(M) ∼= {0} (0 ≤ k ≤ n− 1)

πn(M) ∼= Hn(M ;Z) ∼=

{
Zl−1 m > 2n

Z2(l−1) m = 2n

が成り立つ.

第 5 節以降では同心円形折り目写像を許容する多様体のより幾何的な情報例えば

位相型・微分同相型について調べた. まずひとつ論文における定理 (Theorem 5)を述べ

るために本博士論文第 3 節の同心円形折り目写像の導入の部分で定義した用語を説明

する.

C∞ 級写像 f : M → Rn をある同心円形折り目写像の標準形とする. E を f の真核

Dn
1
2
の補集合の閉包の逆像, L を軸とする. πP (x) :=

1
2

x
|x| (πP : f(E) → ∂Dn

1
2
) につ

いて πP ◦ f |E は C∞ 級沈め込みであり, E には ∂Dn
1
2
上の C∞ 級 f−1(L)-束の構造

が入る (Ehresmann の定理 [3]). πP ◦ f |∂E は f |∂E : ∂E → ∂Dn
1
2
に一致する.

f が標準形でなくとも自然に C∞ 級束を定義できる.

定義 2. 前で定義された束が, 構造群をファイバーの微分同相写像全体として考え

たとき自明束になるとする. このとき f は C∞ 自明であるという.

第 5 節で Theorem 5 として次を得た (参考論文 [6] にあるような特別な形で紹介).

定理 2([6], [8]). m,n ∈ N で m > n ≥ 2 とする. m 次元連結閉 C∞ 級多様体

M 上に, C∞ 自明な同心円形折り目写像 f : M → Rn で真核の各点の逆像が 2 個の

almost-sphere からなり特異点集合の連結成分数が 2 個であるようなものが存在する必

要十分条件は, M が Sn 上の almost-sphere をファイバーとする C∞ 級束の構造を有

することである.
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同心円形折り目写像 f : M → Rn の特異値集合の連結成分 C ⊂ f(S(f)) について,

C 上の自明な [−1, 1]-束とみなせる閉管状近傍 N(C)がとれ (C が C×{0} ⊂ C× [−1, 1]

とみなせる), f |f−1(N(C)) : f−1(N(C)) → N(C) と N(C) から C への射影の合成は

C∞ 級沈め込みとなる. これは C∞ 級束の構造を定める.　　

定義 3. 構造群をファイバーの微分同相写像全体として考えたとき, 前で定義され

た束が, 全ての連結成分 C ⊂ f(S(f)) について自明束になるとする. このとき f は局

所 C∞ 自明であるという.

第 6 節において, m 次元連結閉 C∞ 級有向多様体で Rn (m ≥ n ≥ 2)への同心円

形折り目写像を許容するものが 2 個あるときそれらの連結和上にも Rn への同心円形

折り目写像が構成できることを具体的に与えられた写像をうまく切って貼り合わせるこ

とで示した (Proposition 9, Proposition 10). 例えば適用例として, 前の定理 2(本論文

Theorem 5)も合わせて m,n ∈ N, m > n ≥ 2 として, 有限個の Sn 上の C∞ 級 Sm−n

束の構造を有する多様体の連結和上に, 正則値の逆像が標準球面の非交和で, 特異点集

合の連結成分数と真核の逆像の連結成分数が等しいような局所 C∞ 自明な同心円形折

り目写像を構成した (Theorem 13). また特別な場合であるが, [2] や [11] の 7 次元 C∞

級球面の微分トポロジーに関する事実を利用し, 以下を Theorem 12 として示した.

定理 3([9]). 全ての 7 次元 C∞ 級球面は, R4 への, 正則値の逆像が標準球面の非

交和で, 特異点集合の連結成分数と真核の逆像の連結成分数が等しいような局所 C∞ 自

明な同心円形折り目写像を許容する. さらに, 導入で挙げた [12] と [13] の研究結果より,

7 次元 C∞ 級球面が, R4 へのそのような写像で特異点集合が連結になるようなものを

許容すれば, 定義域の球面は S7 と微分同相になる. また, 7 次元 C∞ 級球面が, R4 へ

のそのような写像で特異点集合が 2 個の連結成分からなるようなものを許容すれば, 定

義域の球面は S4 上の C∞ 級 S3 束の構造を許容する (7 次元 C∞ 級有向球面の微分同

相型を考えると, 全部で S7 を含んで 28 個あり, うち S7 を含む 16 個がそのような構

造を許容し, 残りは許容しないがそのようなものの連結和で表せる).

この定理は, 導入で挙げた球面の special generic 写像の存在非存在に関する結果の

ように, 特定のクラスに属する特別な写像の存在非存在が定義域多様体の微分構造の違

いと関係することを具体的に示しているものといえる.

第 7 節では適当な条件の下 m 次元連結閉 C∞ 級有向多様体から Rn (m ≥ n ≥ 2)へ

の同心円形折り目写像を定義域多様体とともに連結和に分解した (Proposition 13). 第 8

節ではこれまでの特に第 5 節以降の手法や結果の応用として, m,n ∈ N, n ≥ 2, m ≥ 2n

として Sn 上の C∞ 級 Sm−n 束の構造を有する連結 C∞ 級有向多様体有限個と, 特異

点集合が連結であるような Rn への同心円形折り目写像を許容するような連結 C∞ 級

有向多様体 (球面)の連結和としてあらわされる多様体を, 正則値の逆像が標準球面の非

交和で, 特異点集合の連結成分数と真核の逆像の連結成分数が等しいような局所 C∞ 自

明な同心円形折り目写像を許容する多様体として特徴づけた (Theorem 18-20). 最後に

Theorem 13 と Theorem 20 の結果を以下まとめる.
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定理 4([6], [8], [9]). M を m 次元連結閉 C∞ 級多様体とする. 自然数 n ≥ 2,

m > n とする.

M が, 有限個の Sn 上の C∞ 級 Sm−n 束の構造を有する連結 C∞ 級有向多様体と,

特異点集合が連結であるような Rn への同心円形折り目写像を許容するような連結 C∞

級有向多様体 (球面)の連結和としてあらわされれば, 正則値の逆像が Sm−n の非交和

でありかつ真核の逆像の連結成分数と特異点集合の連結成分の個数が等しいような局所

C∞ 自明な同心円形折り目写像 f : M → Rn が存在する. m ≥ 2n であれば逆も成立

する.
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