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第 1章

序論

1.1 研究の背景

ロボットの運動生成では，目的の運動を実現するため

の条件を与える必要がある．例えば，マニピュレータの

リーチング運動では手先位置が目的の座標に一致すると

いう条件を与え，歩行ロボットの移動では足裏の接地位

置を指定するという条件を与える．実現する運動の条件

を満たせば，力学特性の異なるロボットで実現した運動

も同じ運動とみなせ，あるロボットや人間で実現した運

動を他のロボットの同じ運動に変換できればロボットの

運動生成が容易となる．また，福祉工学において人間が

行う運動を解析し，その運動を実現するための条件，す

なわち運動のコツを力学的に抽出し，それを運動の教示

に利用できれば，熟練者による巧みな運動を初心者に伝

授したり，健常者の運動にトルク制限などを施し高齢者

や障がい者に適した運動に変換することが可能となる．

さらに，高齢者や障がい者の運動に力の補助を加えて変

換を行えば，運動を楽に行うための補助力の設計および

これを発生する補助器具の開発が可能となる．

このように，ロボットの運動生成や福祉工学の発展の

ために，運動実現のための条件や，力学特性の異なる対

象間での運動の比較・変換が容易に行える必要がある

が，運動は身体・環境・情報処理 (制御) の相互作用か

ら生成されるため，これらを統合的に扱う必要がある．

すなわち，身体・環境・情報処理 (制御) の個々の場か

ら 1つの場が共創され，場に従って身体が動くことで運

動が生成されると解釈できる．さらに，その動き方は運

動方程式で記述されるため，力学系の時間発展として運

動のモデル化も可能である．これに対し，これまでのロ

ボットの運動生成では，Fig.1.1 にあるようにロボット

の安定化制御系を設計し，これに外部から運動の目標値

controller robot
-

+r

Fig.1.1 Standard feedback system

を与えることで行われてきた．安定化制御系設計では，

ロボットの運動方程式からリアプノフ関数を場として定

め，平衡点周りでの安定化コントローラを設計する．そ

の後，平衡点を時間とともに移動させるための目標値を

外部から与えることで，ロボットは運動を生成する．こ

の制御法は場に基づいているものの，その場は運動とは

直結しておらず，(a)ロボットの生成する場を安定化コ

ントローラによって変形すること，(b)動きを設計する

ことの 2段階に分かれている．この手法により，例えば

ヒューマノイドロボットのように多自由度で複雑なダイ

ナミクスを持つロボットに対して，ZMP（Zero Moment

Point）を規範としたモデル化と簡易なコントローラ設

計 [5, 6, 7]，および，ZMPを規範とした目標運動の設計

[8]を可能としているが，(1)フィードバック系の遅れか

ら目標運動を確実に実現できないこと，(2)目標運動は

外部から時間の情報を含んだものとして与えられる．そ

のため，(1)では遅れの小さいハイゲインフィードバッ

クが仮定されること，(2)ではロボットが外乱により姿

勢を崩しても目標値は先に進むことから，ロボットのダ

イナミクスのモデル化誤差，環境の変化に対するロバス

ト性が高いとは言いにくい．これに対し，岡田ら [1] は

軌道アトラクタに基づいた自律制御系の設計法を提案し

た．この方法では，目標とする運動を与え，ロボットの

ダイナミクスに基づいて目標運動を軌道アトラクタと

する場を求め，場に基づいてコントローラを設計するも

のである．Fig.1.2に表されるような自律系が構成され，
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この結果，外部からの目標値を必要とせずにロボットは

運動を続け，環境・身体・情報処理の相互作用から生成

されるロボットの運動となる．すなわち，目標運動に基

づいて，身体のダイナミクス，制御のダイナミクスを合

わせた場の設計による運動の生成であると言える．この

controller robot

Fig.1.2 Autonomous control system

方法の特徴は，(a)運動がアトラクタであるため安定化

されていること，(b)外部からの指令がないため運動が

時間の拘束を持たないこと，すなわち，外乱・環境の変

化などに合わせて運動およびその時間が変化することが

挙げられる．しかし，この方法において，先に与える運

動が生成される運動となるため，これが実現可能，すな

わち，この運動を生成する入力列が存在するようなもの

でなければならない．さらに，目標となる運動はロボッ

トの状態空間で定義されるため，多自由度系の場合には

これが難しい．特に，歩行ロボットなどのように環境に

固定されていないロボットの場合は床反力が正であるこ

との条件，環境と多点で接触する場合には閉リンクの条

件，非ホロノミック系であれば関節角度の非ホロノミッ

クな条件などを満たす必要があり，自由に与えることは

できない．これは運動の拘束条件が関節角度だけでなく

角速度，角加速度も含むため，これらの整合性を満たす

運動の軌道が得にくいことに起因する．多自由度系の運

動を得るために，人間のモーションキャプチャデータを

用いることが有効であるが，人間とロボットの力学特性

は異なるため，人間の運動をロボットが実現可能な運動

パターンへと変換する必要がある．

1.2 従来の研究

まず，ロボットの安定化コントローラの設計法に関す

る従来研究について述べる．ヒューマノイドロボットの

歩行運動を生成するために，Kajitaら [8]は予見制御 [9]

に基づき将来の目標 ZMP軌道を用いて重心軌道を生成

する方法を提案した．この方法では現在から近い将来ま

での目標 ZMP 軌道の情報を用いることで，ZMP 追従

制御の遅れを解消する．ただし，予見制御を用いる方法

は，ロボットが運動中に外乱を受けたとき，将来の状態

を目標軌道に一致させるために現在の状態を大きく変

化させるため，軌道追従の誤差が大きくなり，ZMPが

支持多角形を逸脱する場合がある．この方法の改良とし

て，西脇ら [10]は，歩行中のヒューマノイドロボットが

地面の凹凸などから外乱を受けたとき，一歩の期間中に

実現される ZMP軌道と目標 ZMP軌道との誤差が小さ

くなるように運動を修正する方法を提案した．この方法

は将来の ZMP許容領域の形状に応じて目標 ZMP軌道

を変形し，実現される ZMP軌道と目標 ZMP軌道の誤

差のピークを抑制する．また，西脇ら [11]は不整地上で

ロボットを歩行させるときにロボットが転倒する原因の

一つに，想定した ZMPと実際の ZMPにずれが生じる

ことを挙げ，これを解消するための戦略として，遊脚を

踵から着地させること，および次の一歩の接地位置，接

地足縁を変更することを提案した．この方法では，一歩

の期間中にバランスが維持できないときに，次の一歩で

バランスを回復する．この方法は運動の軌道と，歩行中

の転倒を防止する戦略を同時に得ているが，歩行に限定

されるうえ，戦略の獲得は発見的な要素が強い．神永ら

[12]は，アクチュエータには発生できる速度とトルクの

間に関係があり，二足歩行ロボットの速い歩行を生成す

るとき，遊脚の運動は速度の制限がかかることが多いと

指摘し，二足歩行ロボットの歩行能力を向上させるため

に，現在と終端時（遊脚接地時）の位置・速度・加速度

を境界条件とし，これを満たすように最大関節角速度が

最小となるように遊脚軌道を最適化し，リアルタイムに

軌道を修正した．ただし，運動中に大きな外力を受ける

など，速度でなくトルクに制限がかかる運動には適用で

きない．

次に，実現可能な運動パターンを得るための従来研

究について述べる．Sungら [13]はロボットの運動の軌

道を多項式関数で表し，タスクに合わせて軌道上の経

由点を動かし，角度，トルク，ZMP位置などの条件の

下，運動の軌道を修正する方法を提案した．方法の検証

に，ヒューマノイドロボットのボールキックタスクを二

つ生成した．Lengagneら [14]はロボットの関節角軌道

を B スプライン関数で表現し，B スプライン関数は制

御点の凸包に含まれる性質を利用して関節角度に制限を

付加した．また，テイラー多項式を用いた区間解析 [15]

でトルクや ZMPに関する不等式拘束の最大・最小値を
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見積もり，運動の拘束条件を全時間で連続的に満たす運

動の軌道を得る方法を提案した．方法の検証に，ヒュー

マノイドロボットのボールキックタスクを実現した．松

本ら [16] はある時刻における特定のリンクの位置・姿

勢をキーフレームとして与え，これらを補間して任意の

リンクの幾何学的拘束を満たす運動パターンを得る方

法を提案した．また，人間の運動をロボットが実現可能

な運動パターンへと変換する方法が多く報告されてい

る．Dariush ら [17] は，運動中にリンクの干渉を検出

し，これを回避する運動をオンラインで生成する方法を

提案した．Ijspeertら [18]は人間の運動を非線形力学系

に記憶させ，衝突などにより運動が停止した場合でも，

その後に運動を継続可能とするコントロールポリシーを

提案した．Pollardら [19]はロボットの関節配置に基づ

いて，可動範囲，関節角速度などの制限を満たすよう，

人間のデータを変換する方法を提案した．これらの方法

は主に運動学に基づいた方法であり，幾何学的な解析に

基づいている．Mistryら [20]は椅子に座った人間が起

立する運動をヒューマノイドロボットに模倣させた．運

動中の人間の質量中心の軌道をロボットのサイズにス

ケーリングし，この軌道にロボットの質量中心を追従さ

せることを強い拘束，人間の関節角軌道にロボットの関

節角を追従させることを弱い拘束として運動パターンを

変換する．この方法は静力学的な解析に基づいている．

Yamane ら [21] は人間の運動データをヒューマンフィ

ギュアの運動へ変換し，Kanounら [22]は，制約条件を

順位づけし，順位の高い制約条件から優先的に満たすよ

うに運動パターンを生成する方法を提案した．Saab ら

[23]は，ロボットの力学的な拘束を二次計画問題として

まとめ，運動パターンを得る方法を提案した．また，参

考文献 [5, 6, 7]は人間の運動からヒューマノイドの全身

運動をオンラインで生成する方法であるが，現在の時間

ステップの情報のみを用いて運動を逐次変換するため，

元の人間の運動が急激に変化するときはロボットが転倒

する場合もある．これらの方法は動力学に基づいて人間

の運動パターンに見た目に近い運動をロボットやキャラ

クタに行わせるものである．ただし，以上の方法は運動

の軌道の設計法であり，運動と制御系の設計は直結して

いないため，1.1章で述べた (1)，(2)の課題がある．

運動と制御系を同時に設計している従来研究として，

中岡ら [24]は，動力学に基づいて人間の舞踊をロボット

の運動へ変換した．この方法では上半身は舞踊動作，下

半身は安定化のように役割を分け，ロボットの運動を生

成する．ただし，この方法ではロボットの下半身動作は

人間の運動とは別に生成される．岡田ら [25]は，アトラ

クタに基づくコントローラの設計を効率化するために，

異なる 2体のロボットのコントローラを身体に共通な要

素と運動に共通な要素に分解・結合し，要素の組み合わ

せで新しいコントローラを設計した．ただし，力学特性

の大きく異なるロボット同士で運動に共通な要素を抽出

することは困難であり，このような場合，身体の違いを

考慮した運動の変換が必要となる．

1.3 研究の目的

本論文では，運動をモデル化する手段として，運動と

制御を同時に考慮できる軌道アトラクタに基づいた自律

制御系を用い，自律制御系の設計に必要な場，あるいは

場の設計に必要な実現可能な運動の軌道（入力の軌道を

含む）を得るために，モーションキャプチャで計測した

人間の運動データや他のロボットの運動データを初期値

として与え，これをロボットの力学的な拘束のもと変換

する方法を提案する．提案する方法は，(i) 運動の場を

変換し，ロボットの運動の軌道と制御系を同時に設計す

る方法と，(ii)まず運動の軌道のみを変換し，その後に

従来の制御系設計法を用いて，運動の軌道へ引き込む場

を設計する方法の二つである．(i) の方法では，先に実

現されたあるロボットの運動の場を他のロボットの力学

的に実現可能な場へと写像することで，同時にその場を

生成する制御系の写像も行う．

ただし，(i)の方法は運動の軌道周辺の空間全体で場を

計算する必要があり，計算量が多いという課題がある．

このため，この方法を自由度の多いロボットの運動の

場の設計に適用することは難しい場合がある．そこで，

(ii)の方法では計算量の減少を目的として，モーション

キャプチャで計測した人間の運動データを力学的な拘束

の下変換し，ロボットの実現可能な運動の軌道を得て，

これを用いて場を設計することで制御系を得る．(ii)の

方法は，状態空間写像により角度と角速度および入力の

軌道を変換する方法と，角度と入力の時系列データを最

適化問題によって得る方法，そして角加速度と入力の時

系列データを得る方法があり，これらの方法について本

論文の各章で述べる．これら提案方法をロボットの足踏
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4 第 1 章 序論

み運動や歩行運動の生成に適用し，実験によって提案方

法の有効性を検証する．

1.4 本論文の構成

本論文は，以下の構成からなる．

第 2 章「軌道アトラクタに基づいた自律制御系の設

計」では，従来法である自律制御系の設計法について述

べる．この制御系設計手法では先に実現可能な運動デー

タが必要であることを問題点として指摘し，そのため，

制御系はロボットごと，運動ごとに設計しなければなら

ず，これには多くの計算を必要とすること，さらに，非

ホロノミック系の場合には実現可能な運動データを得る

ことが困難であることを指摘し，先に設計した自律制御

系の情報や人間の運動データの有効利用が必要であると

共に，そのためには，もとの運動をロボットのダイナミ

クスに合致させる変換が必要であることを述べる．

第 3 章「非線形状態空間写像による力学構造の一致

を利用したロボットの運動生成」では，先に得られてい

るロボットの運動を状態空間内のベクトル場でモデル化

し，場に基づいて新たなロボットの運動を実現するコン

トローラを写像によって求める方法を提案する．この方

法では，ロボットの力学構造を考慮し，コントローラが

生成する場がロボットの運動方程式を満たすことを拘束

条件とすることで写像関数が得られることを示すと共

に，足踏み動作を行うロボットに適用し，安定な運動を

生成することでその有効性を検証する．

第 4 章「非線形状態空間写像を用いた力学的整合を

持つ運動変換」では，第 3章で提案した方法が，コント

ローラが生成する場の写像であることから極めて多くの

計算量を必要とし，自由度の少ない簡易なロボットへの

適用しかできないこと，写像関数の選択によっては拘束

条件が満たされにくいことを問題点として指摘し，運動

データ (関節角度と角速度のデータ) を変換する状態空

間写像を求める方法を提案する．これにより，計算が簡

易化されること，拘束条件を満たしやすくなることを示

すと共に，ロボットの複数の運動に適用することで，有

効性を検証する．

第 5章「位置・速度・加速度の微分関係と力学的整合

性を満たす運動パターンの生成」では，さらに計算量を

減らすために，接地状態などの運動の満たすべき少数の

条件を与え，設計パラメータを関節角度データとし，主

成分分析を用いて運動の低次元化を加えた方法を提案

する．特に，関節角度と角速度，角加速度の関係を擬似

微分と零位相フィルタによって与えることで，これらが

伝達関数とのたたみ込み積分を表す行列の掛け算で得

られることを示し，これにより，関節角度の設計のみで

運動方程式を満たすための拘束条件が考慮できること，

また，任意の運動について変換可能であることを示すと

ともに，モーションキャプチャによって得られた運動

データをロボットの運動へ変換することで有効性を検証

する．

第 6 章「力学的整合を満たす加速度運動パターン設

計」では，5章で提案した方法が，零位相フィルタを用

いることで 4階微分可能な関節角データとなること，さ

らに，これが歩行のように状態が切り替わる運動におい

て，角加速度の不連続性を許容せず，適切な運動を生成

しない場合があることを問題点として指摘すると共に，

関節の角加速度を設計パラメータとした運動変換方法を

提案する．関節角加速度の不連続が許容されることから

関節角度データは 2階微分可能なデータに留まり，さら

に， 5章の方法と同様に，積分器の伝達関数とのたたみ

込み積分を表す行列との掛け算により，関節角加速度を

角速度，角度に変換することで閉リンクの拘束条件のよ

うな，関節角度に関する拘束条件を与えることが可能で

あることを述べる．

第 7章「結論」では，本論文における提案手法，およ

び，成果をまとめ，軌道アトラクタに基づいた自律運動

制御系設計の応用可能性について述べる．
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第 2章

軌道アトラクタに基づいた自律制御系の設計
[1]

2.1 はじめに

岡田らの提案する軌道アトラクタに基づいた自律制

御系の設計法 [1]について述べる．一般的なロボットの

フィードバック制御系は Fig.1.1 で表される．Fig.1.1

の制御系では，ロボットの現在の状態変数 x（関節の角

度，角速度など）と目標運動パターン rの情報をコント

ローラに与え，入力 u（トルクなど）を得ることで，ロ

ボットの安定な運動を生成する．一方，軌道アトラクタ

に基づいた自律制御系は Fig.1.2で表される．この制御

系では r を用いずに，状態空間内の目的の運動の軌道

Xr をアトラクタとするように xのみから uを得て，こ

の軌道上へ収束するロボットの周期運動を自律的に生成

する．r とXr の違いについて，一般的なフィードバッ

ク制御系に与える rは必ずしも実現可能なものでなくて

もよい（位置のバンバン制御などで不連続な目標位置軌

道を誤差なく実現しようとすれば無限の加速度・力が必

要）のに対し，Xr は実現可能性が要求される．運動が

実現可能とは，その運動を実現する入力が存在すること

とする．自律制御系の設計では，Fig.2.1のように xが

目的の運動の軌道Xr に引き込まれるような場を状態空

間内に設計し，その場を実現するための u を x の関数

とし，これをコントローラとする．この制御系の特徴と

して，(a)目的の運動をアトラクタとし，これを安定に

生成すること，(b)r などの外部指令を必要としないた

め，運動が時間に拘束されないこと，すなわち，外乱・

環境の変化などに合わせて運動およびその時間が変化す

ることなどが挙げられる．

Fig.2.1 Vector-field in state-space

2.2 ベクトル場の設計

目的の運動の軌道Xr が得られているとき，これをア

トラクタとする自律制御系を設計する．ロボットの状態

方程式を
ẋ = f(x) + g(x)u (2.1)

とする．これを離散化して

xk+1 = fd(xk) + gd(xk)uk (2.2)

xk+1 = xk + ẋk∆t (2.3)

を得る．ただし，添え字 kは離散時間のステップ数，∆t

はサンプリング時間を表わす．目的の運動の軌道Xr 上

のある点 xri 近傍の状態 xi に適切な入力列を与え，xi

がXr 上に引き込まれていくような経路の場を，Xr 近
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傍全域で設計する．まず，式 (2.2) を xri，uri 周りで

テーラー展開し，二次以上の項を無視することで

xi = xri +∆xi (2.4)

ui = uri +∆ui (2.5)

xi+1 = fd(xri +∆xi)

+ gd(xri +∆xi)(uri +∆ui) (2.6)

≃ fd(xri) +
∂fd(xri)

∂x
∆xi

+

(
gd(xri) +

∂gd(xri)

∂x
∆xi

)
(uri +∆ui) (2.7)

≃
(
∂fd(xri)

∂x
+

∂gd(xri)

∂x
uri

)
∆xi

+ gd(xri)∆ui

+ fd(xri) + gd(xri)uri (2.8)

=

(
∂fd(xri)

∂x
+

∂gd(xri)

∂x
uri

)
xi

+ gd(xri)ui

+ fd(xri) + gd(xri)uri

−
(
∂fd(xri)

∂x
+

∂gd(xri)

∂x
uri

)
xri − gd(xri)uri

(2.9)

となり，xi と ui の係数と定数項をまとめると

xi+1 = Aixi +Biui +Ci (2.10)

Ai =

(
∂fd(xri)

∂x
+

∂gd(xri)

∂x
uri

)
(2.11)

Bi = gd(xri) (2.12)

Ci = fd(xri) + gd(xri)uri

−
(
∂fd(xri)

∂x
+

∂gd(xri)

∂x
uri

)
xri − gd(xri)uri

(2.13)

のように線形系に近似できる．この近似は xri，uri 近

傍でのみ成り立つ．式 (2.10) を j ステップ先まで拡張

すると

Xi+j
i+1 = Asetxi +BsetU

i+j−1
i +Cset (2.14)

Xi+j
i+1 =

[
xT
i+1 · · · xT

i+j

]T
(2.15)

U i+j−1
i =

[
uT
i · · · uT

i+j−1

]T
(2.16)

Aset =

[
AT

i · · ·
(∏i+j−1

k=i Ak

)T]T
(2.17)

Bset =


Bi 0 · · · 0

Ai+1Bi Bi+1 0 · · · 0
...

. . .
...(∏i+j−1

k=i+1 Ak

)
Bi · · · Bi+j−1


(2.18)

Cset =


Ci

...

Ci+j−1 +
∑i+j−2

k=i

((∏i+j−1
ℓ=k+1 Aℓ

)
Ck

)

(2.19)

が得られる．これは入力列U i+j−1
i が与えられることで

xi が移動し，軌道 Xi+j
i+1 を描くことを表している．そ

こで，ある初期値 xi がXr に沿って動くためには，式

(2.14)の左辺に

Xr
i+j
i+1 =

[
xr

T
i+1 · · · xr

T
i+j

]T
(2.20)

を与えることで，入力列 U i+j−1
i を

U i+j−1
i = B#

set

(
Xr

i+j
i+1 −Asetxi −Cset

)
(2.21)

のように求められる．これは以下の評価関数

J =

i+j∑
k=i+1

∥xrk − xk∥2 (2.22)

の最小化に相当し，Fig.2.2 のように xi が Xr
i+j
i+1 に

沿って移動する軌道 Xi+j
i+1 を実現する入力列を求めて

いる．図中，黒点列がXr
i+j
i ，白点列がXi+j

i を表す．

Fig.2.2 Vector-field using obtained input sequence

Xr 近傍全域で同様の計算を行うことで，Xr をアトラ
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クタとする場を設計する．式 (2.14) のように Xr 近傍

で状態方程式を各時間ステップで近似線形化するため，

元の状態方程式 (2.1)が非線形性を含む場合も場を設計

できる．

2.3 コントローラの設計

ベクトル場の設計で得た，Xr に収束する軌道とそれ

を実現する入力列を用いて，これらの関係を

u = h(x) (2.23)

のように関数近似し，コントローラを設計する．本論文

では関数 hを

h(x) = Θϕ(x) (2.24)

のような多項式関数とする．ただし，Θは定数の係数行

列，ϕ(x)は xの要素のべき乗を要素とするベクトルで

ある．たとえば xが

x =
[
x1 x2

]T
(2.25)

のようなベクトルである場合，ϕ(x)は

ϕ(x) =
[
1 x1 x2 x2

1 x1x2 x2
2

x3
1 x2

1x2 · · ·
]T

(2.26)

のように，x 内部の要素同士をかけ合わせて高次の項

を作ることでベクトルの要素数を拡張したベクトル

である．Θ の計算について述べる．全ての xri(i =

1, 2, · · · , N)の周りでm点ずつ xi を定義し，場を設計

することで x と u の組 (xk,uk) (k = 1, 2, · · · , jmN)

が得られ，これらを用いて

U = ΘΦ(X) (2.27)

X =
[
x1 x2 · · · xjmN

]
(2.28)

Φ(X) =
[
ϕ(x1) ϕ(x2) ... ϕ(xjmN )

]
(2.29)

U =
[
u1 u2 · · · ujmN

]
(2.30)

とし，Θを

Θ = UΦ(X)# (2.31)

のように求める．Φ(X)# は Φ(X) の擬似逆行列であ

る．式 (2.31)で計算される Θは，U とX の関係を最

小二乗法で関数近似した行列となる．べき乗多項式の次

数は下げれば関数近似の精度が落ち，上げれば関数が極

めてセンシティブになること，計算の不安定性を導くこ

とから，適切な次数を選ばなければならず，その方針を

与えることは困難である．このため，多項式の次数は実

験やシミュレーションを行いながら調整するパラメータ

の一つとなっている．また，自律制御系のコントローラ

は，設計した場を関数近似して得るため，これを用いて

生成される運動は与えた運動パターンに厳密には一致し

ない．例えば，運動の制約条件は軌道上では満たされる

が，軌道周辺の空間では必ずしも満たされないため，こ

の誤差が運動の生成に致命的かどうか判別するために

は，実験を行い検証する必要がある．

2.4 おわりに

本章では，岡田らの提案する軌道アトラクタに基づい

た自律制御系の設計法 [1]について述べた．自律制御系

設計の課題として，場の設計に必要な，アトラクタとす

る目的の運動の軌道Xr は実現可能である必要があり，

かつこのXr を制御系を設計するよりも先に得る必要が

あることが挙げられる．ここでの運動が実現可能とは，

その運動を実現する入力列が存在することである．その

ため，制御系はロボットごと，運動ごとに設計しなけれ

ばならず，これには多くの計算を必要とする．さらに，

Xr は一般にロボットを安定化せずに運動を生成して得

るが，ロボットが非ホロノミック系や劣駆動系の場合，

安定化せずに目的の運動の軌道を得ることは難しい．
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第 3章

非線形状態空間写像による力学構造の一致を
利用したロボットの運動生成 [2]

3.1 はじめに

前章で自律制御系設計の課題，すなわち先に実現可能

な運動の軌道を得る必要があること，および自律制御系

はロボットごと，運動ごとに設計しなければならないこ

とを述べた．これらの課題を解決するために，本章では

あるロボットの自律制御系を設計して運動を実現したと

き，この実現された運動の場を他のロボットが力学的に

実現可能な場へと写像し，同時にその場を生成するコン

トローラを写像する方法について述べる．この方法は，

写像によって二つの系の運動方程式の力学構造を一致さ

せるものであり，この写像によって力学的に一致した運

動の変換を行うものである．力学構造の一致とは，2つ

の系の状態方程式の係数が一致することであり，物理的

に異なる系同士も力学構造が一致すれば，数学的に同じ

系とみなせる．また，同時に写像によってコントローラ

の変換も行うため，一致させた力学系の組の片方の運動

を実現するコントローラが得られれば，もう一方の力学

的に一致した運動を実現可能とする．運動とともにコン

トローラも写像できれば，ロボット安定化の可能性が大

きく広がると考えられ，ロボットの運動設計法の発展に

貢献できる．

3.2 線形系における状態空間写像

3.2.1 力学構造を一致させる線形状態空間写像

まず，簡単のために線形系を用いて，提案する手法に

ついて述べる．以下の状態方程式で表される二つの線形

力学系

ẋ = Ax+Bu (3.1)

ξ̇ = αξ + βµ (3.2)

を考える．ただし，x，uはそれぞれ系 1の状態変数と

入力であり，同様に ξ，µは系 2の状態変数と入力であ

る．これらの系について以下の仮定を設ける．

仮定 1 二つの系の状態変数の次元は同じ，すなわち，

dim(x) = dim(ξ)である．

仮定 2 二つの系は可制御である．

仮定 3 二つの系は 1 入力系，すなわち，dim(u) =

dim(µ) = 1である．

このとき，以下の線形状態空間写像 T

ξ = Tx (3.3)

によって式 (3.1)，(3.2)の力学構造を一致させることを

考える．ただし，T は仮定 1 より正則な正方行列であ

る．まず，二つの系の極（A，αの固有値）を一致させ

るため，式 (3.1)を以下のように書き換える．

ẋ = Ãx+Bv (3.4)

Ã = A−BK (3.5)

v = u+Kx (3.6)

ここで，K は状態フィードバックゲインであり，

eig(Ã) = eig(α) (3.7)

を満たすものとする．仮定 1，2より，極配置によって

K は得られる．このとき，式 (3.3)を用いて，式 (3.2)は

T ẋ = αTx+ βµ (3.8)
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と書き換えられる．これより，式 (3.4) と (3.8) を見比

べて，T が

TÃ = αT (3.9)

TB = β (3.10)

を満たすとき，

µ = v = u+Kx (3.11)

とすることで，二つの系の力学構造は一致する．これに

より，力学系 1の運動が以下の軌道アトラクタに基づい

た自律制御系のコントローラ

u = h(x) (3.12)

によって生成されているとすると，式 (3.2) の系にお

いてこれと力学的に一致する運動は，式 (3.3)，(3.11)，

(3.12)より得られるコントローラ

µ = h(T−1ξ) +KT−1ξ (3.13)

によって生成される．

ここで，T の物理的意味について考察する．いま，Ã，

αの固有値分解を

Ã = T 1ΛT−1
1 (3.14)

α = T 2ΛT−1
2 (3.15)

とする．このとき

x̂ = T−1
1 x (3.16)

ξ̂ = T−1
2 ξ (3.17)

とすると，式 (3.4)，(3.2)はそれぞれ

˙̂x = Λx̂+ T−1
1 Bv (3.18)

˙̂
ξ = Λξ̂ + T−1

2 βµ (3.19)

と同値変換される．これら二つの系を見比べ，x̂ = ξ̂ =

x̄とすると，T は式 (3.10)の条件から

T = T 2T
−1
1 (3.20)

と一致する．これらの関係は Fig.3.1 のように表され

る．x，ξの状態空間はそれぞれ T−1
1 ，T−1

2 によって x̄

の要素で定義される共通の状態空間に写像される．これ

により，三つの空間における運動は全て力学的に一致し

た運動となる．また，Λは固有値 λi を要素とする対角

-space -space-space

Fig.3.1 State-space mapping

行列であることから，x̄ の各要素 x̄i は独立である．す

なわち，
˙̄xi = λix̄i + biv (3.21)

の構造を持っており，x，ξ を固有値の等しいモードに

分解していることに相当する．これより，仮定 1が満た

されなくても dim(x) > dim(ξ)であれば，Ãの固有値

の一部と α の固有値を一致させることで，同様の状態

空間写像が可能である．つまり，次元の高い力学系のコ

ントローラが得られれば，これを次元の低い力学系のコ

ントローラに用いることが可能である．ただし，その逆

は不可である．

また，式 (3.9)，(3.10)の連立方程式において，Ã，α，

T ∈ Rn×n，B，β ∈ Rn であることから，n2 + n本の

方程式と，n2 個の未知数が存在する．しかし，式 (3.15)

の固有値分解において，T i (i = 1, 2) の一般解 T̄ i は，

ひとつの T i と任意の数 a1, · · · , an を用いて

T̄ i =

 a1 0
. . .

0 an

T i (3.22)

と表されることから，未知数は n2 + n個となる．すな

わち，式 (3.9)，(3.10)を満たす T は唯一解となる．

3.2.2 倒立振子システムにおける運動の生成

前節で述べた方法を用い，倒立振子システムの運動

を生成する．ここでは，Fig.3.2 に表される二つの倒立

振子システムを考える．入力を ui (i = 1, 2)，振子の回

転角を θi，カートの移動距離を yi とし，運動方程式を

θi ≃ 0 周りで線形近似することで線形力学系が得られ
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Small Large

y
1

θ1

u1 u2

θ2

y
2

Fig.3.2 Inverted pendulum systems

る．なお，状態変数は

x =
[
y1 θ1 ẏ1 θ̇1

]T ∈ R4 (3.23)

ξ =
[
y2 θ2 ẏ2 θ̇2

]T
(3.24)

であり，状態方程式を付録 A.1に示す．ここでは図のよ

うに振子の長さが異なる二つのシステムを設定した．こ

れらは前節の三つの仮定を満たしている．

まず，倒立振子 Smallに対して最適レギュレータを用

いてフィードバック安定化し，これに外部から適当な目

標パターンを与えることで運動を生成した．次に，これ

を観測された運動 Xr とし，式 (3.12) のコントローラ

を設計した．コントローラの関数 hは式（2.24）のよう

な x のべき多項式とした．このときの倒立振子 Small

の動きを Fig.3.3に示す．左図は状態空間における xの

0
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Fig.3.3 Motion of the small inverted pendulum

動き，右図はこのときの倒立振子の動きを示している．

ただし，表示の都合上，左図では 4 次元ある状態空間

のうち θ1，θ̇1，y1 の 3 次元を表示している．これは振

子を安定化しながら，カートが左右へと移動する運動で

ある．

次に，提案する手法により写像 T を求め，式 (3.13)

のコントローラを用いて倒立振子 Large の運動を生成

した．この結果を Fig.3.4に示す．運動の振幅が変化す

るが，カートが左右へと移動する安定な運動が実現され

た．この結果から，提案手法を用いたコントローラの設
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Fig.3.4 Motion of the large inverted pendulum

計について，以下のことが言える．

1. 新たな系に対して安定に運動を生成するコントロー

ラが設計された．

2. 倒立振子 Large の運動は倒立振子 Small の運動に

比べ，振子，カートの動きが小さくなった相似な形

をしている．これは，倒立振子の力学特性が振子の

長さに大きく依存することと一致する．

3. これらより，二つの運動は力学的に一致する運動で

あるといえる．

3.2.3 物理的に大きく異なる系の運動生成

提案する手法は，2つの系が仮定 1∼3を満たせば，実
世界での系の運動の物理的な違いに関係なく，これらを

力学的に一致させることが可能である．その例として，

倒立振子 Smallの運動を Fig.3.5に表される 2質点ばね

系の運動へ変換する．2質点ばね系の状態変数は

m1 m2k1 k2

y1 y2

u

Fig.3.5 Two mass spring system
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ξ =
[
y1 y2 ẏ1 ẏ2

]T
(3.25)

となり，状態方程式を付録 A.2に示す．変換された運動

を Fig.3.6 に示す．Fig.3.3 と同様，y1，ẏ1，y2 の 3 次
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Fig.3.6 Motion of two mass spring system

元空間を示している．質点が移動する安定な運動が生成

されている．この結果から，物理的に大きく異なる場合

でも提案手法によって運動が生成可能であるだけでな

く，力学的に一致する運動を表すことができることが分

かる．

3.3 非線形系における状態空間写像

3.3.1 力学構造を一致させる非線形状態空間写像

異なる二つの非線形な力学系を

ẋ = F (x) +G(x)u (3.26)

ξ̇ = f(ξ) + g(ξ)µ (3.27)

とし，これらの力学構造を一致させる非線形状態空間

写像
ξ = T (x) (3.28)

を考える．式 (3.28)の両辺を時間で微分すると

ξ̇ =
∂T (x)

∂x
ẋ (3.29)

が得られるため，線形系の場合の式 (3.9)，(3.10) に相

当する条件は

∂T (x)

∂x
F (x) = f(T (x)) (3.30)

∂T (x)

∂x
G(x) = g(T (x)) (3.31)

で得られる．T (x)は

T (x) = ΘTϕ(x) (3.32)

のように x のべき乗の多項式として，係数 ΘT を式

(3.30)，(3.31)の方程式を満たすようにニュートン法に

よって求めることで，非線形状態空間写像が得られる．

ただし，状態空間全域で式 (3.30)，(3.31)を満たす写像

を得るためには，べき乗多項式の次数を無限とする必要

があり，一般には求まらない．そのため，ここでは状態

空間全域ではなく，運動の軌道近辺に空間を限定するこ

とで，写像が有限次数のべき乗多項式として十分な精度

で計算可能となる．具体的には，xの代表点をXr の近

傍に複数点設定し，それらに対して式 (3.30)，(3.31)を

満たす T (x)を求める．ただし，設定した代表点が多す

ぎると写像の解は得られない．また，このとき式 (3.27)

のコントローラは

µ = h(T−1(ξ)) (3.33)

によって得られる．ここで，T−1 は T の逆関数を意味

するが，T を式 (3.32) のようにしたことで，逆関数の

存在性を一般に保証することはできない．そこで，先

に T を求め，代表点 x に対応する ξ を求めた後に，

x = T−1(ξ) を満たす T−1 を ξ のべき乗の多項式と

して求めた逆関数の近似解を式 (3.33) に用いることと

する．

3.3.2 タップダンスロボットを用いた実験検証

θ

head link

leg link

input 

torque

2

θ
1

(a) (b)

Fig.3.7 Tap dancing robots and their model

提案する方法の有効性を，Fig.3.7-(a) に示す 2 体の

タップダンスロボット Small と Large[1] の運動生成で

検証する．このロボットは頭部リンクを振り，その慣性

力を利用して脚部リンクを左右交互に接地させて足踏

み運動を行うものであり，Fig.3.7-(b) のように頭部リ

ンクと脚部リンクの 2 リンク系でモデル化される．ロ
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Table 3.1 Parameters of tap dancing robots

Large Small

leg mass [kg] 2.9 2.8

head mass [kg] 0.5 0.5

length ℓ1 [m] 0.26 0.21

length ℓ2 [m] 0.19 0.15

length ℓ3 [m] 0.11 0.11

ボットの脚部リンク，頭部リンクの回転角 θ1，θ2[rad]

と角速度 θ̇1，θ̇2[rad/sec] の 4 変数を状態変数とする．

入力 u[Nm] は頭部リンクと脚部リンクをつなぐ関節に

発生するトルクである．ロボットの足首は受動関節であ

り，運動にノンホロノミックな拘束を与えるため，運動

中のロボットの角度データの軌道は自由に選べない．ま

た，右脚接地状態と左脚接地状態に分けて運動方程式を

求めるが，運動中 θ1，θ2 の軌道は連続となる．ロボッ

ト Small，Largeのパラメータを Table3.1に示す．ただ

し，ℓ1 は脚の長さ，ℓ2 は地面から脚重心までの長さ，ℓ3

は頭の回転中心から頭重心までの長さである．ロボット

Largeはロボット Smallと比較して脚が長い．タップダ

ンスロボットの運動方程式については付録 Bに詳しい．

まず，ロボット Smallについて PD制御された θ2 に

サイン関数の目標値を与え，頭部リンクを振らすことで

足踏み動作を行わせた．この運動は安定化されていない

が，足踏みができた 1 周期分のデータを Xr とし，こ

れをアトラクタとする式 (3.12)のコントローラを得た．

このときのロボットの動き，および，状態変数の軌跡

を Fig.3.8に示す． 次に，状態空間写像を求めロボット

Smallのコントローラをロボット Largeのコントローラ

に変換し，運動を生成した．このときの運動を Fig.3.9

に示す．この結果から，状態空間写像を用いて，ロボッ

ト Small の運動からロボット Large の運動が生成され

たことが分かる．今回の実験では，ロボット Small の

コントローラをそのままロボット Large に用いても安

定な運動が生成可能であった．ただし，その場合ロボッ

ト Small の運動の足踏み周期とロボット Large の運動

の足踏み周期は異なっていた．これに対し，状態空間写

像を用いたコントローラではロボット Small の足踏み

周期とほぼ等しいロボット Largeの運動が生成された．
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Fig.3.8 Tap dancing motion of small robot

この結果から，状態空間写像を用いることで力学的に一

致した運動が生成されることが理解できる．

タップダンスロボット Small と Large の運動は，運

動を実現するための入力を出すことができれば一致させ

られるが，実際のロボットには関節角度の制限や入力ト

ルクの制限があるため，これらの制限により一致させら

れるサイズ差には限界があると思われる．ただし，サイ

ズ差の限界を定量的に求めるのは難しい．サイズ差の限

界を超えて運動を一致させようとすると，評価関数は制

限によって収束しきらなくなる．

3.4 おわりに

本章では，先に実現された運動の場を他のロボットの

力学的に実現可能な場へと写像し，同時にその場を生成

するコントローラを写像する方法を提案した．以下に得

られた結果を示す．

1. 線形系の場合について，固有値分解に基づいた線形

写像によって，状態方程式を力学的に一致させる方
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Fig.3.9 Tap dancing motion of large robot

法，および，コントローラの変換方法を示した．ま

た，倒立振子を対象としたシミュレーションによっ

て，提案方法の有効性を示した．

2. 倒立振子の運動を 2質点ばね系に変換し，力学構造

が大きく異なる系に対しても，提案方法が有効であ

ることを示した．

3. 線形系の場合を非線形系に拡張し，非線形状態空間

写像によって，二つの状態方程式を力学的に一致

させる方法，および，コントローラの変換手法を示

した．

4. タップダンスロボットを用いた実験により，状態空

間写像を用いることで力学的に一致した運動が生成

可能であることを示した．

固有値の一致により，線形系の力学構造は数学的に一

致させることが可能であることから，非線形系において

も運動の一致が写像によって定義できれば，その他の運

動についても変換可能となることが示唆される．線形系

の場合の拡張として，非線形系を対象とした力学構造の

一致について述べた．ただし，実際の計算では，線形系

のように状態空間全域で力学構造一致の条件を満たす写

像を得ることは難しいため，運動の軌道近辺に空間を限

定することで，写像を計算可能としている．また，線形

系の場合は仮定 3により入力は 1つに限定されるが，非

線形系の場合は式 (3.30)，(3.31)さえ満足すれば，入力

の数は限定されない．ただし，入力の数が増えるほど式

(3.31) の要素数は増えるため，非線形状態空間写像 T

が満たすべき式数は増える．
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第 4章

非線形状態空間写像を用いた力学的整合を持
つ運動変換 [3]

4.1 はじめに

前章の方法の課題として，写像の計算のために運動の

軌道周辺の空間全体で力学構造の一致の条件を満足する

必要があり，計算量が多い点が挙げられる．このため，

自由度の多いロボットの運動の場の設計に適用すること

は難しい場合がある．また，非線形系の力学構造の一致

では，線形系とのアナロジーのため，状態方程式の係数

を個々に一致させているが，これが厳しい条件となって

いる．行った検証実験ではタップダンスロボット Small

と Large の力学特性の違いが小さい（リンク構造が同じ

で，パラメータがやや異なる程度）ためにこの条件を満

たすことができている．

これらの課題を解決するために，本章ではモーション

キャプチャで計測した人間の運動データを力学的な拘束

のもと変換し，自律制御系の場の設計に必要なロボット

の運動の軌道と入力の軌道のみを得て，これらを用いて

2章の従来法で場を設計することで制御系を得る方法に

ついて述べる．この方法で得られる運動は与えた少数の

拘束条件のみを満たすものであり，この条件を満たす範

囲でロボットの運動は人間の運動から変化できるため，

制限値を超えた無理な入力を要求しない運動が得られ

る．前章の方法では運動の軌道周辺の空間全体で写像を

計算したが，本章の方法では運動の軌道上のみで写像を

計算するため，前章の方法と比較し写像の計算量は低減

している．また，前章の方法では，非線形系の力学構造

を一致させるため，状態方程式の係数を 2つに分割し，

それぞれを共通の写像で一致させているが，本章の方法

では状態方程式を分割せずに入力を含めて一致させるた

め，条件の厳しさは緩和される．

本章の方法では，はじめにロボットで実現する運動の

満たすべき条件を与え，この条件を満たすロボットの運

動を生成するために人間の運動を変換する．この方法で

は，モーションキャプチャデータから実現すべき運動の

満たすべき条件を定める．実現する運動の条件は運動ご

とに異なる．ロボットの運動は実現する運動の条件と力

学的整合性を満たす拘束のもと人間の運動から変換さ

れ，ロボットが劣駆動系である場合も，ロボットの適切

な運動パターンを得ることができる．また，運動の変換

では，人間の運動データをロボットの運動パターンへと

変換する非線形状態空間写像を得る．これは人間のデー

タが変換されることでロボットにおける速度・加速度の

拘束を満たすよう状態空間写像と入力列を求めるもので

ある．さらに，運動エネルギーを考慮することで，変換

される運動の入力の大きさを調整する．検証のために，

提案する方法をタップダンスロボットへと適用し，従来

法では実現が難しかった運動の生成を行い，本手法の有

効性を示す．

4.2 運動の変換

4.2.1 非線形状態空間写像

式 (3.26)，(3.27)で表される異なる二つの力学系を考

える．式 (3.26) を力学系 1，式 (3.27) を力学系 2 とす

る．x，ξ は

x =
[
xT ẋT

]T
, ξ =

[
ξT ξ̇T

]T
(4.1)

のように一般化座標ベクトル x，ξ とそれらの時間微

分 ẋ，ξ̇ で構成されているとし，dim(x) = dim(ξ)，
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dim(u) = dim(µ) を仮定する．力学系 1の運動の時系

列データX，その時間微分 Ẋ，および運動に必要な入

力列 U が

X =
[
x1 · · · xn

]
(4.2)

Ẋ =
[
ẋ1 · · · ẋn

]
(4.3)

U =
[
u1 · · · un

]
(4.4)

のように与えられているとする．ただし，上式中の添え

字は時間ステップを表す．このとき，X を力学系 2 の

力学的に整合する運動データ

Ξ =
[
ξ1 · · · ξn

]
(4.5)

へと変換する．すなわち，

ξ = T (x) (4.6)

で表せる一階微分可能な非線形状態空間写像 T と Ξを

実現する入力列

M =
[
µ1 · · · µn

]
(4.7)

を求めることを考える．ここで T を[
ξ

ξ̇

]
= T (x) = ΘTϕ(x̂) =

[
ΘT 1

ΘT 2

]
ϕ(x̂) (4.8)

x̂ = T xx (4.9)

ϕ(x̂) =

[
1 xT

(
x̂2
)T

· · ·
(
x̂ℓ
)T ]T

(4.10)

とする．ただし，T x は定数の行列である．すなわち，

非線形状態空間写像 T は xを低次元化した空間での値

x̂のべき乗多項式で表せるとし，その係数からなる行列

ΘT を求めることが写像 T を求めることに相当する．

ただし，式 (4.10) 中の x̂ℓ は x̂ の要素同士を式 (2.26)

の要領でかけあわせて ℓ次のべき乗項を並べたベクトル

である．また，式 (4.10) では x の一次の項は低次元化

していない．これは ϕの中の全ての x を低次元化する

ことで，状態空間におけるある方向への運動の情報が不

足し，適切な写像が行えなくなることを避けるためのも

のである．

4.2.2 状態空間写像のための状態変数の低次元化

xが高次な空間を張る場合，そのべき乗 xℓ の項数は

極めて多くなる．そこで，先に x を x̂ へと低次元化す

る．式 (4.4)のX を以下のように特異値分解する．

X =
[
Q1 Q2

] [ S1 0
0 S2

] [
V T

1

V T
2

]
(4.11)

S1 = diag
{

s1 s2 · · · sr
}

(4.12)

S2 = diag
{

sr+1 sr+2 · · ·
}

(4.13)

ここで，sr ≫ sr+1 を仮定すると，X は低次な空間で

S1V
T
1 とみなすことができる．このとき T x は

T x = QT
1 (4.14)

として得られる．

4.2.3 写像の条件

写像を求めるために，写像が満たすべき条件を与え，

これを評価関数として最適化し，パラメータΘT とM

を得る．満たすべき条件は，以下の (a)実現する運動の

条件，(b) 速度に関する条件，(c) 速度・加速度に関す

る条件，(d) キーポーズに関する条件，(e) 運動エネル

ギーに関する条件の 5つを考える．(a)はロボットの運

動の特性を定める条件，(b)，(c)はロボットの力学的整

合性を満たすための条件，(d)はロボットが平衡点で静

止し続けるという自明な解を避けるための条件，(e)は

変換された運動の入力の大きさを調整するための条件で

ある．

(a) 実現する運動の条件

異なる身体間で運動が一致するためには，何らかの

意味で運動の等価性を定義する必要があり，それは

運動の見た目，効果，目的など，着目する点によっ

て様々な定義がある [26]．そこで，所望の運動を得

るために運動の一致の条件として，実現する運動の

条件を与える．実現する運動の条件は運動の変換前

後で人間とロボットの運動がともに満たす条件であ

り，ロボットの運動の特性を定めるものである．実

現する運動の条件は運動によって異なり，例えばロ

ボットの歩行運動を生成する場合，人間の歩行運動

一周期における足の接地状態を実現する運動の条件

として与え，これにならうロボットの歩行運動を得

る，ということが考えられる．なお，具体例につい

ては 4.3.3章で示す．

(b) 速度に関する条件
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Fig.4.1 State-space mapping

式 (4.8)より

ξ = ΘT 1ϕ(x̂) (4.15)

ξ̇ = ΘT 2ϕ(x̂) (4.16)

を得る．一方，式 (4.15)の時間微分から

ξ̇ = ΘT 1

∂ϕ(x̂)

∂x
ẋ (4.17)

を得る．式 (4.16)と (4.17)を比べ，ξ̇ に関して

ΘT 2ϕ(x̂k) = ΘT 1

∂ϕ(x̂k)

∂x
ẋk (k = 1, 2, · · · , n)

(4.18)

が満たされる必要がある．

(c) 速度・加速度に関する条件

式 (4.6) を時間微分して得られる ξ̇ を ξ̇A とする．

ξ̇A は

ξ̇A =
∂T (x)

∂x
ẋ = ΘT

∂ϕ(x̂)

∂x
ẋ (4.19)

で表される．一方，力学系 2の状態方程式 (3.27)よ

り得られる ξ̇ を ξ̇B とする．ξ̇B は

ξ̇B = f(ΘTϕ(x̂)) + g(ΘTϕ(x̂))µ (4.20)

で表される．式 (4.19)と (4.20)を比べ，ξ̇に関して

ΘT
∂ϕ(x̂k)

∂x
ẋk = f(ΘTϕ(x̂k)) + g(ΘTϕ(x̂k))µk

(4.21)

が満たされる必要がある．ξ̇A と ξ̇B の関係を

Fig.4.1 に示す．ξ̇A は ẋ を ξ 空間へ写像するこ

とで得られ，ξ̇B は xを ξ 空間へ写像した ξ から状

態方程式によって得られる ξ̇ である．3.3.1章の力

学構造一致の条件では状態方程式の係数を別々に一

致させたが，この条件では式 (4.21) のように状態

方程式右辺全体を入力を含めて一致させるため，条

件の厳しさは緩和されている．

(d) キーポーズの条件

上記 (a)，(b)，(c)の条件だけでは，自明な解，すな

わち力学系 2 の一つの平衡点
(
ξ̇ ≡ 0

)
への写像を

許す場合も考えられる．そこで，自明な解を避ける

ために，キーポーズの条件を与える．ここでのキー

ポーズとは，2つの力学系のある共通の時間ステッ

プにおいて，これらのモデルで値が共通となる姿勢

角である．写像を用いて X を Ξ に変換しても値

が変化しない一般化座標のデータ xk(= ξk)がキー

ポーズであり，運動一周期から m 点を指定する．

k = ph (h = 1, 2, · · · ,m)のときをキーポーズとし

て指定し，写像に関して

xph
= ξph

= ΘT 1ϕ(x̂ph
) (4.22)

の条件を与える．これにより，ξ は静止することな

く，動き続けるものとなる．得られる ΘT，M の

一意性はキーポーズの数に依存するが，その数を知

ることは難しい．キーポーズを多く与えることは運

動の詳細を先に与えることとなるが，与えすぎれば

解が存在しなくなる可能性が高い．そのため，キー

ポーズの設定は重要なパラメータとなる．

(e) 運動エネルギーの条件

ロボットがある運動を行うとき，その運動を実現す

る力やトルクの軌道は複数存在する場合がある．例

えば，マニピュレータにリーチング動作を行わせる

とき，マニピュレータが冗長であれば到達までの経

路は多く存在し，また到達までの時間を設定しなけ

れば，制御系のゲインを調整することで素早く到達

する運動やゆっくり到達する運動などが可能であ

る．提案する方法では，力学系 2の運動エネルギー

を所望のものとするような条件を与え，実現する

運動を調整する．運動エネルギー E は状態変数に

よって決まるため，

Ek = E(ΘTϕ(x̂k)) (4.23)

で表される．そこで，k における所望の参照運動エ

ネルギーを Erk とし，

Erk = E(ΘTϕ(x̂k)) (4.24)
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の条件を与える．このとき Erk は運動の入力の大

きさを調節するパラメータである． 実際のロボッ

トには，とくに衝突などにより，モデル化が難しい

エネルギーの損失がある．このときロボットの運動

エネルギーが大きければエネルギー損失が相対的に

小さくなり，ロボットは運動を継続しやすくなる場

合がある．ただし，Erk を大きくしすぎると，運動

のロバスト性が失われる．

4.2.4 最適化による写像と入力の計算

本論文では写像を式 (4.8) の関数とした．そのため，

前節で設定した条件を全て満たす写像が存在するとは限

らない．そこで，実現する運動の条件の下で式 (4.18)，

(4.21)，(4.22)，(4.24) に基づいて，以下の評価関数 J

を

J =

n∑
k=1

(
∥J1k∥2 + ∥J2k∥2 + J2

4k

)
+

m∑
h=1

∥J3h∥2 (4.25)

J1k = ΘT 2ϕ(x̂k)−ΘT 1

∂ϕ(x̂k)

∂x
ẋk (4.26)

J2k = ΘT
∂ϕ(x̂k)

∂x
ẋk

− {f(ΘTϕ(x̂k)) + g(ΘTϕ(x̂k))µk} (4.27)

J3h = xph
−ΘT 1ϕ(x̂ph

) (4.28)

J4k = Erk − E(ΘTϕ(x̂k)) (4.29)

のように設定し，ΘT の i行 j 列要素 ΘT ij，µk の i要

素 µki での J の勾配を求め，

ΘT ij ← ΘT ij −
∂J

∂ΘT ij

δ (4.30)

µki ← µki −
∂J

∂µki
δ (4.31)

によって ΘT，M を更新することで最適化する．δ は

定数である．

4.3 タップダンスロボットへの適用

4.3.1 タップダンスロボット

提案する方法の有効性を検証するために，人間の運動

をタップダンスロボットの運動に変換する．式 (3.26)

を人間の簡略化モデルとし，式 (3.27) をタップダンス

ロボットとする．ロボットの状態変数 ξ は

ξ =
[
θ1 θ2 θ̇1 θ̇2

]T
(4.32)

のように脚部リンク，頭部リンクの回転角 θ1，θ2[rad]，

角速度 θ̇1，θ̇2[rad/sec]で構成され，入力 µ(∈ R1)[Nm]

は頭部リンクと脚部リンクをつなぐ関節に発生するトル

クである．

4.3.2 人間の運動の計測

自由度の異なる系の間での運動の変換について，自由

度の高い系の運動を自由度の低い系の運動に変換する場

合，自由度のいくつかを無視すれば変換が可能である．

ただし，考慮する自由度のうち，どのモードを一致させ

るかによって，運動が大きく変わる可能性があるため，

ロボットの構造（どれが手，どれが脚，など）まで考慮し

た写像が必要である．逆に，自由度の低い系の運動を自

由度の高い系の運動に変換する場合，そもそもはじめに

与えられる運動の情報が少ないため，自由度の高い系の

運動に変換することは一般に不可能である．この場合，

残りの冗長な自由度に対して何らかの拘束の付加や，評

価関数の設定などを行う必要がある．

今回の検証実験では人間の運動をロボットの運動に変

換するために，人間の冗長な自由度を無視することで，

人間のモデルもタップダンスロボットと同じ 2 リンク

系とする．人間モデルのリンクの質量と慣性モーメント

を文献 [27] の値を人間の体型に合わせてスケーリング

して求める．人間モデルとタップダンスロボットの重心

位置を Fig.4.2に，力学パラメータを Table 4.1に示す．

ただし，ℓ1 は脚の長さ，ℓ2 は地面から脚重心までの

Table 4.1 Parameters of human model and robot

human robot

leg mass [kg] 31.8 2.8

head mass [kg] 41.8 0.5

length ℓ1 [m] 0.83 0.21

length ℓ2 [m] 0.50 0.15

length ℓ3 [m] 0.21 0.11

長さ，ℓ3 は頭の回転中心から頭重心までの長さである．
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human model robot

Fig.4.2 Positions of the center of gravity

Fig.4.2 のロボットは人間モデルに大きさを合わせて表

示しており，ロボットは人間モデルと比較して脚部，頭

部リンクの重心位置が高く，脚部リンクに対する頭部リ

ンクの質量比が小さい．人間は上体を振って左右の足を

交互に接地させる足踏み運動を行い，光学式モーショ

ンキャプチャシステムを使用してこの運動を計測する．

Fig.4.3 に示すように四つのマーカが人間の頭頂部，腹

部，両足つま先に付けられ，マーカの位置を元にモデル

のリンク長さを決める．モーションキャプチャで得られ

marker

(a) (b)

Fig.4.3 Marker position and two links model for

motion capture

たマーカ座標データを二次元平面に射影し，モデルの角

度データを求める．さらに角度データから角速度と角加

速度を差分で求め，人間モデルの状態変数 xの軌道を得

た．Fig.4.4 にそれぞれの位相空間での θ1 と θ2 の軌道

を示す．人間の運動データはサンプリングタイム 5msec

で計測され，一周 200 点である． 人間の運動データの

[
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Fig.4.4 Human motion data in phase-space
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Fig.4.5 Human motion data in state-space

状態空間における軌道を Fig.4.5-(a) に示す．運動デー

タは 4次元空間で表されるが，ここでは表示の都合上，

θ1，θ2，θ̇1 の 3 次元空間で表した．Fig.4.5-(b) は運動

中のモデルの姿勢を表す．
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4.3.3 ロボットの力学的整合性を満たす運動への変換

まず，写像の条件と設計変数 ΘT，M の初期値につ

いて述べる．実現する運動の条件として，タップダンス

ロボットの運動一周期における左右脚の接地状態を人間

の運動と同じとする．このために，例えば運動データ k

で人間が右脚接地（θ1 が正）しているとき，J1k の計

算にはロボットの右脚接地時の運動方程式を用いる．左

足接地時も同様である．実現する運動の条件に関連し，

キーポーズは両足接地する瞬間の θ1 (= 0 rad)とした．

人間の運動一周期分のデータの軌道上で等間隔に選んだ

20 点にキーポーズの 2 点を加えたものを代表点 X と

し，これを ΘT とM の計算に用いる．ΘT，M の初

期値をそれぞれΘT 0，M0 とし，これらを

ΘT 0 =
[
0 I 0 · · · 0

]
(4.33)

M0 = U (4.34)

とする．I は単位行列であり，ΘT 0 を用いた写像 T で

は Ξ は X と同じ軌道となる．U は逆動力学解析より

求めた人間の運動の入力列である．T x は x ∈ R4 を

x̂ ∈ R2に低次元化するものとした．ϕ(x̂)は ℓ = 5とす

る．写像の条件の一つである式 (4.21) は ΘT = ΘT 0，

M = M0 では満たされず，人間の運動そのままではロ

ボットの力学的整合性は満たされない．

次に，所望の参照運動エネルギー Erk を一定値 0.1 J，

式 (4.30)，(4.31)の δを 2×10−7 とし，J を最小化する

ΘT，M を求めた．繰り返し計算における J の履歴を

Fig.4.6に示す．8000回の繰り返しにより，J は初期値

を与えたときの値の 1/100 のオーダーまで小さくなっ

た．ロボットの角速度 θ̇1，θ̇2 を Fig.4.7に示す．図中 k

はキーポーズを除く代表点のラベル，◦は式 (4.8)の ξ̇，

実線は式 (4.8)の ξ の時間微分を表す．また，ロボット

の角加速度 θ̈1，θ̈2 を Fig.4.8に示す．図中 ◦は ξ̇A の加

速度項の値，実線は ξ̇B の加速度項の値を表す． 得られ

たM を Fig.4.9 に示す． これらの結果から以下のこ

とが導かれる．

(i) Fig.4.7より，◦と実線が一致していることから，Ξ

は式 (4.18)を十分に満たす．

(ii) Fig.4.8より，◦と実線が一致していることから，Ξ

は式 (4.21)を十分に満たす．
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Fig.4.6 Convergence of J
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Fig.4.7 Angular velocities using optimized coeffi-

cient matrix

(iii) (ii) を満たすために，人間の運動データ X は

Fig.4.10 に示すロボットの運動データ Ξ に変換

され，運動の実現に必要な入力列M が Fig.4.9に

示すように得られる．

以上より，得られた Ξ はタップダンスロボットの力学

的整合性を満たす運動のデータであり，ΞとM は軌道

アトラクタに基づいた自律制御系設計の目標運動データ

として利用可能である．ロボットの運動データの状態空
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Fig.4.8 Angular accelerations using optimized co-

efficient matrix and input sequence
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Fig.4.9 Obtained input sequence M

間における軌道と運動中のモデルの姿勢を Fig.4.11 に

示す．Fig.4.5と同様に θ1，θ2，θ̇1 の 3次元空間として

表した．キーポーズを両足接地の瞬間の θ1 としたこと

により，人間とロボットとで接地脚が切り替わるタイミ

ングは一致するが，ロボットは人間と比べて脚部リンク

が短いので，人間と左右脚の接地タイミングを合わせる

ために，脚部リンク傾きの振幅が人間よりも大きくな

る傾向がある．タップダンスロボットは 1 つの入力で

2つのリンクを動かす劣駆動系であるため，実現可能な

足踏み運動の軌道およびその入力を得るためにこれまで
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Fig.4.10 Robot motion data in phase-space
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Fig.4.11 Robot motion data in state-space

は頭部リンクに三角関数の運動パターンを与え，周期運

動となったときの軌道と入力を得ていた．この方法では

Fig.4.11のような左右非対称な足踏み運動の軌道および

その入力を得ることは難しかったが，本研究の方法を用

いることでこれを容易に得ることが可能となった．

また，人間の運動データから得られるロボットの実現

可能な運動は多数存在し，所望の参照運動エネルギー

Erk を変更することで異なる運動が得られる．ここでは

運動エネルギーを最小化するように参照運動エネルギー
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Erk を 0 J とし，ロボットの運動の Θ̂T，Ξ̂，M̂ を求

めた．M̂ とM の比較を Fig.4.12に示す．Erk を小さ

くしたことにより，ロボットの運動に必要な入力トル

クは小さくなる．Ξ̂と Ξの比較を Fig.4.13に示す． Ξ̂
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Fig.4.12 Comparison of obtained inputs using dif-

ferent reference kinetic energies
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Fig.4.13 Comparison of obtained robot motions

using different kinetic energies in phase-space

と Ξとでは，とくに θ2 の軌道が異なる．これは脚部リ

ンクの回転中心が受動関節でありトルクを発生できず，

接地脚の切り替わりタイミングの拘束が θ1 の軌道を制

限するのに対し，頭部リンクはモータで直接駆動でき，

θ2 の軌道は拘束されずに冗長な自由度となっているた

めである．得られた運動の軌道と入力を目標運動データ

として用いて軌道アトラクタに基づいた自律制御系を設

計し，運動を生成するシミュレーションを行った．Ξ，

M を用いた場合を Fig.4.14に，Ξ̂，M̂ を用いた場合を

Fig.4.15 に示す． 図中 ◦ は目標運動データ，実線はシ
ミュレーションで生成されたロボットの運動の軌道であ

る．どちらの場合も与えた軌道に近い安定な運動が生成

された．
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Fig.4.14 Simulation result of the generated robot

motion using Ξ in state-space
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Fig.4.15 Simulation result of the generated robot

motion using Ξ̂ in state-space

4.3.4 実験結果

Ξ，M を用いて軌道アトラクタに基づいた自律制御

系を設計し，タップダンスロボット実機にて運動を生成

した．実験の結果生成されたロボットの運動の状態空間

における軌道を Fig.4.16 に示す．Fig.4.16 の ◦ は目標
運動データ，実線は実験で生成された運動の軌道であ

る．生成されたロボットの運動を Fig.4.17 に示す．こ

れは運動の様子を 0.2secごとに表した連続写真であり，

人間の運動と同じように左右の脚の接地時間が異なる非
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Fig.4.16 Trajectory of the generated robot mo-

tion using Ξ in state-space

対称な運動である．実験の結果，目標運動データに近い

安定な運動が生成された．

また，Ξ̂，M̂ を用いて自律制御系を設計し，ロボッ

ト実機にて運動を生成した．実験の結果生成されたロ

ボットの運動の状態空間における軌道を Fig.4.18 に示

す．生成した運動は与えた軌道 Ξ̂ へと十分に引き込ま

れなかった．

4.3.5 考察

1. Fig.4.16において，Ξに引き込まれる運動が生成さ

れたことから，提案する方法で得られる運動パター

ンが力学的に実現可能であることが確かめられた．

2. Fig.4.18において，Ξ̂に引き込まれる運動が生成さ

れなかったのは，Fig.4.18 の運動は Fig.4.16 の運

動と比べてロボットの運動エネルギーが小さく，衝
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Fig.4.18 Trajectory of the generated robot mo-

tion using Ξ̂ in state-space

突によるエネルギー損失が相対的に大きいことが原

因と考えられる．

3. さ ら に ，こ こ で は dim(x)=dim(ξ)，

dim(u)=dim(µ) を仮定したが，運動の全て

を表す変換という観点から dim(x)>dim(ξ)，

dim(u)>dim(µ)の場合も，高次元な側の運動が低

次元な側の運動を表すのに十分な情報を持つならば

本章の方法は適用可能であると考えられる．

4.4 おわりに

本章では，モーションキャプチャで計測した人間の運

動データを非線形状態空間写像を用いて力学的な拘束の

もと変換し，自律制御系の場の設計に必要なロボットの

運動の軌道と入力の軌道を得て，これを用いて 2章の従

0.0 sec 0.2 sec 0.4 sec 0.6 sec 0.8 sec

Fig.4.17 Robot motion sequence realizing Ξ

Department of Mechanical Sciences and Engineering.

Tokyo Institute of Technology



第 4 章 非線形状態空間写像を用いた力学的整合を持つ運動変換 [3] 23

来法で場を設計することで制御系を得る方法について述

べた．以下に成果を示す．

1. 異なる力学系間で，速度と加速度の力学的な拘束に

基づいて運動を変換する非線形状態空間写像とその

計算方法を示した．

2. ロボットの運動は与える参照運動エネルギーの値に

よって変化し，力学的整合性を満たす運動は複数存

在することを示した．

3. 提案する非線形状態空間写像を用いてモーション

キャプチャによって計測した人間の運動データを変

換し，タップダンスロボットの力学的整合性を満た

す運動データを得た．

4. 得られた運動データを用いて軌道アトラクタに基づ

いた自律制御系を設計し，目標運動のデータに一致

するタップダンスロボットの運動を生成した．
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第 5章

位置・速度・加速度の微分関係と力学的整合性
を満たす運動パターンの生成 [4]

5.1 はじめに

前章では，モーションキャプチャで計測した人間の運

動データを，非線形状態空間写像を用いてロボットの力

学的整合性を満たす運動データへと変換する方法につい

て述べた．ただし，この方法の課題として，写像関数の

与え方によっては所望の運動の軌道を得ることが難しい

場合がある．前章では写像関数を状態方程式のべき多項

式関数として与えたが，所望の運動の加速度軌道が不連

続である場合，この軌道をべき多項式で表すことが難し

い場合もある．

一般にロボットの軌道計画は，軌道を関数で表し，微

分値も求められるようにするが，この場合データの自由

度が関数の拘束を受ける．例えば，Suleimanら [28]は

軌道をスプライン補完し，そのパラメータを最適化する

ことで，角度，角速度，角加速度の関係を容易に表せる

方法を提案しているが，この方法ではスプライン補完の

制約が厳しく，大きく変化する運動への適用は難しい．

関数の拘束を避けるため，本章の方法では時系列データ

すべてを最適化する，点の軌道計画を採用する．これに

より，任意の軌道が設計可能となるが，軌道を関数で表

す方法と比べ計算量が大きいこと，位置・速度・加速度

が微分関係を満たす必要があることといった課題が存在

する．そこで本章では，位置・速度・加速度の関係を与

え，位置と入力の時系列データを設計パラメータとし，

ロボットの力学的整合性を満たす運動データを設計する

方法について述べる．この方法は運動の周期性から，位

置・速度・加速度の関係を与えるローパスフィルタ，微

分，零位相フィルタが行列のかけ算で表されることを利

用し，速度・加速度の時系列データを設計パラメータか

ら除外することで計算量を低減している．また，ロボッ

トの運動の軌道計画は複雑な非線形最適化問題であり，

計算結果に大きな影響を及ぼす初期値の与え方は重要で

ある．提案する方法では，初期値として人間のモーショ

ンキャプチャデータを利用することで，初期値選択の問

題に対処する．得られた運動の軌道を用いて，軌道アト

ラクタに基づいた自律制御系 [1]を設計する．提案する

方法を大きさの異なる二体のタップダンスロボットの

運動生成に適用し，これらの運動を比較することで，ロ

ボットの力学特性が反映された運動が得られることを示

す．また，制御対象が自由度の多いロボットである場合

の例として，平面二足歩行ロボットのムーンウォーク運

動を生成する．ロボットの自由度が多いとき，主成分分

析に基づく特異値分解を用いて，運動データを低次元化

し，設計変数を減らす．

5.2 運動の変換

5.2.1 問題の設定

モーションキャプチャで計測して得られた人間の運動

データを元に，ロボットの実現可能な周期運動の時系列

データ

Θ =
[
θ1 θ2 · · · θn

]
(5.1)

T =
[
τ 1 τ 2 · · · τn

]
(5.2)

および Θ̇，Θ̈を求める問題を考える．ただし，θは角度

ベクトル，θ̇，θ̈ はその角速度，角加速度，τ は入力ト

ルクベクトルを表す．また，式 (5.1)，(5.2)中の添え字

は時間ステップを表す．運動データは周期運動の軌道と
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し，θn+1 = θ1，τn+1 = τ 1 とする．運動の満たすべき

条件として，(a) 実現する運動の条件，(b) 力学的整合

性に関する条件，(c) 角度と入力の制限を挙げ，これら

を満たすように運動の変換を行う．

5.2.2 位置・速度・加速度の微分関係

Θ，Θ̇，Θ̈の間には微分関係が成り立つ．ここで伝達

関数

Gsf (s) =
sf

s+ f
(5.3)

˙̄θ = Gsf (s)θ (5.4)

を考える．Gsf は交差周波数 f のローパスフィルタと

微分器を持つため， ˙̄θは時間遅れのある θの時間微分値

である．一方，Gsf のインパルス応答列

g =
[
g1 g2 · · · gn

]
(5.5)

から以下の行列

F sf =


g1 g2 · · · gn
gn g1 · · · gn−1

...
...

. . .
...

g2 g3 · · · g1

 (5.6)

を定義すると，Θは周期運動の軌道であるため

˙̄Θ ≃ ΘF sf (5.7)

˙̄Θ =
[
˙̄θ1

˙̄θ2 · · · ˙̄θn

]
(5.8)

の関係が成り立つ．これは信号とインパルス応答のたた

み込み積分に相当する．さらに，時間遅れのない θ の

時間微分値を得るために，零位相フィルタを用いる．ま

ず，以下のローパスフィルタ

Gf (s) =
f

s+ f
(5.9)

θ̃ = Gf (s)θ (5.10)

を Gsf 同様に以下のように行列で表して

Θ̃ ≃ ΘF f (5.11)

Θ̃ =
[
θ̃1 θ̃2 · · · θ̃n

]
(5.12)

とし，時系列データを反転する行列を[
θn θn−1 · · · θ1

]
= ΘR (5.13)

とすると，最終的に微分器，ローパスフィルタ，零位相

フィルタは

Θ̇ ≃ ΘF sfRF fR = ΘD1 (5.14)

のように行列の掛け算で表せる．式 (5.14) で得られる

Θ̇は零位相フィルタによって時間遅れを解消している．

Θと Θ̈の微分関係も同様に

Θ̈ ≃ −ΘF sfRF sfR = ΘD2 (5.15)

のように表せる．このように位置・速度・加速度の微分

関係を行列の掛け算で与えることで，この関係は必ず満

たされ，設計パラメータはΘ，T のみとなり，運動変換

アルゴリズム全体の計算量が低減している．

5.2.3 運動データの満たすべき条件

運動データの満たすべき条件を挙げ，これらを満たす

運動データを求めるために評価関数を設定し，これを最

小化することで運動の変換を行う．満たすべき条件とし

て，以下の (a)実現する運動の条件，(b)力学的整合性に

関する条件，(c)関節角度・入力トルクの制限を考える．

(a) 実現する運動の条件

所望の運動を得るために運動の一致の条件として，

実現する運動の条件を与える．実現する運動の条件

は運動の変換前後で人間とロボットの運動がともに

満たす条件であり，ロボットの運動の特性を定める

ものである．実現する運動の条件は運動によって異

なる．

(b) 力学的整合性に関する条件

運動方程式の満足

Θ，Θ̇，Θ̈，T は力学的整合性を満たすために，ロ

ボットの運動方程式

M(θk)θ̈k +C(θk, θ̇k) +K(θk) = τ k (5.16)

を満たす必要がある．ただし，M は慣性テンソル，

C はコリオリ力・遠心力ベクトル，K は重力ベク

トルである．

床反力の条件

ロボットが環境に固定されていない場合，ロボット

が受ける床反力は一方向に限定される．すなわち，
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以下の不等式拘束条件

Fk ≥ 0 (5.17)

が存在する．Fk はロボットが受ける床反力である．

(c) 関節角度・入力トルクの制限

ロボットの関節角度や，アクチュエータの発生可能

な力・トルクには制限がある．そこで，これらを制

限値内に収めるために

θmin
i ≤ θik ≤ θmax

i (5.18)

τmin
i ≤ τik ≤ τmax

i (5.19)

の制限を設ける．ただし，θik，τik は θk，τk の i行

要素，θmax
i と θmin

i は関節角 i（Θの i行目）の角

度上限値と下限値，τmax
i と τmin

i はアクチュエー

タ i（T の i行目）のトルク上限値と下限値を表す．

5.3 タップダンスロボットへの適用

5.3.1 タップダンスロボット

提案する方法を Fig.3.7に示した大きさの異なる二体

のタップダンスロボット Small と Large の運動生成に

適用する．ロボットの角度データ θ は

θ =
[
θ1 θ2

]T
(5.20)

のように脚部リンク，頭部リンクの回転角 θ1，θ2[rad]で

構成され，入力 τ [Nm] は頭部リンクと脚部リンクをつ

なぐ関節に発生するトルクである．本章では，ロボット

Largeの頭部に追加の部品を取り付け，頭部質量を大き

くした．ロボット Large の力学パラメータを Table5.1

に示す．ただし，ℓ1 は脚の長さ，ℓ2 は地面から脚重心

までの長さ，ℓ3 は頭部の回転中心から頭部重心までの長

さである．

5.3.2 実現する運動の条件

人間の運動とタップダンスロボットの運動とで，足の

接地タイミングを一致させる．このために，例えば時間

ステップ k で人間が右脚接地（θ1 が正）しているとき，

運動方程式の満足に関する計算ではロボットの右脚接地

時の運動方程式を用いる．左足接地時も同様である．

Table 5.1 Parameters of large tap dancing robot

Large

(heavy)

leg mass [kg] 2.9

head mass [kg] 0.7

length ℓ1 [m] 0.26

length ℓ2 [m] 0.19

length ℓ3 [m] 0.12

5.3.3 満たすべき条件の計算アルゴリズムへの実装

5.2.3 章で述べた運動の満たすべき条件は本来はすべ

て拘束条件であり，同等に扱うべきである．ただし，一

部の条件は，非線形関数である，あるいは不等式条件で

ある，などの理由から拘束条件として計算アルゴリズム

に実装することが難しいため，これを満たすために評価

関数やフィードバックアルゴリズムの形で実装する．

(a) 実現する運動の条件

運動一周期における左右脚の接地状態を拘束条件と

して 5.3.2章で述べたように実装する．

(b) 力学的整合性に関する条件

運動方程式の満足

評価関数を

Jm =
n∑

k=1

(θ̈k −
¨̂
θk)

TWm(θ̈k −
¨̂
θk) (5.21)

¨̂
θk = M(θk)

−1(C(θk, θ̇k) +K(θk)− τ k) (5.22)

¨̂
Θ =

[
¨̂
θ1

¨̂
θ2 · · · ¨̂

θn

]
(5.23)

とし，これを最小化する．ただし，Wm は重み行

列である．

床反力の条件

タップダンスロボットは地面に固定されていないた

め，床反力は常に正である．この条件を満足するた
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めに，以下のアルゴリズム

θk ← θk +
dFj

dθk
δF (Fj < Fmin) (5.24)

τ k ← τ k +
dFj

dτ k
δF (Fj < Fmin) (5.25)

を用いてΘ，T の値を修正する．ただし，Fj は時間

ステップ j にロボットが受ける床反力，Fmin (> 0)

は床反力の許容最小値，δF (> 0) は微小係数で

ある．

(c) 関節角度・入力トルクの制限

今回，タップダンスロボットの運動生成では入力ト

ルクの制限のみを実装した．以下のアルゴリズム

τik ← τik −Kτ (τik − τmax
i ) (τik > τmax

i ) (5.26)

τik ← τik −Kτ (τik − τmin
i ) (τik < τmin

i ) (5.27)

を用いて T の値を修正する．ただし，Kτ (> 0)は

ゲインである．

5.3.4 運動データの最適化

評価関数 Jm を最小化するΘ，T を求める．Θ，T の

i行 j 列要素 θij，τij での Jm の勾配は

∂Jm
∂θij

=
N∑

k=1

2(θ̈k −
¨̂
θk)

TWm

(
∂θ̈k

∂θij
− ∂

¨̂
θk

∂θij

)
(5.28)

∂
¨̂
θk

∂θij
=

∂M(θk)
−1

∂θij
(C(θk, θ̇k) +K(θk)− τ k)

+M(θk)
−1

(
∂C(θk, θ̇k)

∂θk

∂θk

∂θij

+
∂C(θk, θ̇k)

∂θ̇k

∂θ̇k

∂θij
+

∂K(θk)

∂θk

∂θk

∂θij

)
(5.29)

∂M(θk)
−1

∂θij
= −M(θk)

−1 ∂M(θk)

∂θij
M(θk)

−1 (5.30)

∂θk

∂θij
=


[
0 · · · 0 1 0 · · · 0

]T
(k = j)

0 (k ̸= j)

(5.31)

∂θ̇k

∂θij
=
[
0 · · · 0 D1jk 0 · · · 0

]T
(5.32)

∂θ̈k

∂θij
=
[
0 · · · 0 D2jk 0 · · · 0

]T
(5.33)

∂Jm
∂τij

= 2(θ̈j −
¨̂
θj)

TWmM(θj)
−1 ∂τ j

∂τij
(5.34)

で得られる．ただし，式 (5.31)，(5.32)，(5.33)中の 0で

ない要素は各ベクトルの i行目に入る．Jm/θij，Jm/τij

を用い，勾配法によって評価関数を最小化する．ただ

し，最適化の途中で τij が入力の制限値を超える場合，

条件 (c)の式 (5.26)，(5.27)を用いて τij を修正する．

5.3.5 ロボットの運動への変換

人間の運動を 4.3.2 章のように計測した．計測した

人間の角度データを Θ の初期値とし，逆動力学解析で

求めたロボットの運動の入力列を T の初期値とする．

入力の制限は ±1.5Nm とした．与えた条件の下で，ロ

ボット Small に関して Jm を最小化する Θ，T を求め

た．ロボット Smallの角度データの軌道を Fig.5.1に示

す．図中青い実線はロボット Smallの角度データ，破線

は人間の角度データを表す．実現する運動の条件として

運動一周期における左右足の接地状態を指定したため，

人間とロボット Small で接地脚が切り替わるタイミン

グが一致していることが θ1 の軌道からわかる．ロボッ

ト Smallの Θ̈と ¨̂
Θの比較を Fig.5.2に示す．図中実線

は Θ̈，◦ は ¨̂
Θ を表し，これらが近い値となっているこ

とから，得られた運動データは式 (5.16) を満たす．ロ

ボット Smallの運動一周期における床反力を Fig.5.3に

示す．運動中のロボットの床反力は常に正であることか

ら，接地は維持される．式 (5.16) を満たすために，ロ

ボット Smallの運動の実現に必要な入力列 T が Fig.5.4

に示すように得られる．図中青い実線はロボット Small

の T，破線は入力の制限値を表す．T が与えた制限値

内に収まるように求められている．Fig.5.4 の入力の値

はバンバン制御のように制限値で飽和しているが，実現

する運動の条件として足の接地タイミングのみを指定し

た簡単な運動なため，目的の運動を実現できる．頭部の
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Fig.5.1 Motion data of small tap dancing robot

運動の軌道はとくに制限せず，変化可能であるため，目

的の運動を実現する入力の軌道は複数パターンあり，そ

のうちの一つが求まっている．以上より，得られた運動

データはタップダンスロボット Small の実現する運動

の条件，力学的整合性に関する条件，入力トルクの制限

を満たしている．

5.3.6 タップダンスロボットの運動生成

得られたロボット Small の運動の軌道を用いて，軌

道アトラクタに基づいた自律制御系 [1]を設計し，実験

でロボットの運動を生成する．まず，最適化前の運動

データ Θ，T を目標運動パターンとして自律制御系を

設計し，タップダンスロボット Small の運動を生成し

た．生成されたロボットの運動の状態空間における軌道

を Fig.5.5に示す．図中 ◦は目標運動パターンΘ，実線

は生成された運動の軌道である．この場合，目標運動パ

ターンがロボットの力学的整合性を満たしていないた

めに，生成された運動は目標運動パターンと異なる不安
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Fig.5.2 Angular accelerations of small tap danc-

ing robot
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Fig.5.3 Floor reaction force of small tap dancing robot

定なものとなった．次に，最適化で得られた運動データ

を目標運動パターンとして自律制御系を設計し，タップ

ダンスロボット Small の運動を生成した．実験の結果

生成されたロボット Small の運動の状態空間における

軌道を Fig.5.6-(a)に示す．図中 ◦は目標運動パターン，
実線は生成された運動の軌道である．Fig.5.6-(b) は運

Department of Mechanical Sciences and Engineering.

Tokyo Institute of Technology



第 5 章 位置・速度・加速度の微分関係と力学的整合性を満たす運動パターンの生成 [4] 29

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-2

-1

0

1

2

  
[
N

m
]

time [sec]

Fig.5.4 Obtained input sequence of small tap

dancing robot
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Fig.5.5 Generated motion of small tap dancing

robot (before optimization)

動の様子を 0.2sec ごとに表した連続写真であり，生成

されたロボット Small の運動は人間の運動と同じよう

に左右の脚の接地時間が異なる非対称な運動である．実

験の結果，与えた目標運動パターンに近い安定な運動が

生成され，得られた運動データが力学的に実現可能であ

ることが確かめられた．

また，ロボット Smallと同様の条件で人間の運動デー

タを変換し，ロボット Largeの運動データを得た．この

運動データを目標運動パターンとして自律制御系を設計

し，ロボット Largeの運動を生成した．実験の結果生成

されたロボット Large の運動の状態空間における軌道

を Fig.5.7-(a) に示す．図中 ◦ は目標運動パターン，実
線は生成された運動の軌道である．ロボット Large で
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Fig.5.6 Generated motion of small tap dancing

robot (after optimization)

も目標運動パターンに近い安定な運動が生成された．異

なるロボット二体の運動を生成したことで，提案する方

法を用いて制御対象ごとに力学的に整合する運動データ

が得られることを検証した．ロボット Small と Large

の運動を比較する．ロボット Large の運動一周期にお

ける角加速度を Fig.5.8に示す．図中赤い実線はロボッ

ト Large の角加速度，青い実線はロボット Small の角

加速度を表し，ロボット Small の頭部角加速度は最大

80rad/sec2 以上であるのに対し，ロボット Large の頭

部角加速度は 60rad/sec2 以下である．ロボット Large

はロボット Small より頭部リンクの質量が大きく，各

リンクの床からの重心位置が高いため，脚部リンクを揺

動させるための力が比較的小さな頭部角加速度で得られ

る．ロボット Largeの入力列を Fig.5.9に示す．図中赤

い実線はロボット Largeの入力列，青い実線はロボット

Smallの入力列を表し，運動に比較的大きな頭部角加速

度を要するロボット Smallの方が最大トルク 1.5Nmを

発生している時間が長い．
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Fig.5.7 Generated motion of large tap dancing

robot (after optimization)

5.4 平面二足歩行ロボットへの適用

5.4.1 平面二足歩行ロボット

人間の運動を多自由度なロボットの運動生成に利用す

るための検証として，人間のムーンウォークを平面二足

歩行ロボットの運動へと変換する．ロボットの自由度

が多い場合，設計パラメータの探索次元が増え，運動パ

ターン最適化における解の収束性が悪化することも考

えられる．そこで，平面二足歩行ロボットの運動生成で

は，人間の運動パターンを主成分分析に基づいて低次元

化し，復元した運動パターンがロボットの力学的拘束

を満たすように，運動パターンの低次元化軌道を修正

する．ムーンウォークを行う平面二足歩行ロボット [29]

とそのモデルを Fig.5.10 に示す．ロボットは片足のつ

ま先を面接地で地面に固定し，反対側の足をかかとの

ローラで接地させ後方へ滑らせてムーンウォークを行

う．運動中，ロボットの足の接地状態は変化し，これに

伴い運動方程式も変化する．ロボットの角度ベクトル θ
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Fig.5.8 Angular accelerations of large tap dancing

robot

と入力トルクベクトル τ を

θ =
[
θ0 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

]T
(5.35)

τ =
[
τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6

]T
(5.36)

とする．θi (i = 0, 1, · · · , 6)は各リンク iの姿勢角，τi

(i = 1, · · · , 6) はリンク i − 1 とリンク i をつなぐ関節

のアクチュエータが発生するトルクである．平面二足歩

行ロボットの運動方程式については付録 Cに詳しい．

5.4.2 人間の運動の計測

ロボットの所望の運動を得るために，人間のムーン

ウォークをモーションキャプチャで計測した．Fig.5.11

に示すようにマーカが人間の頭頂部，腰，膝，足首，両

足つま先とかかとに付けられ，マーカの位置を元に人間

モデルのリンク長さを決めた．モーションキャプチャで

得られたデータを二次元平面に射影し，逆運動学解析に

よって人間モデルの角度データを求めた．人間の角度

データは FFTを用いて閉軌道とした人間の運動一周期
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Fig.5.9 Obtained input sequence of large tap

dancing robot
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Fig.5.10 Planar bipedal robot and its model

分である．

5.4.3 実現する運動の条件

接地状態の指定

接地状態は各時間ステップでロボットの運動方程式を

決定するために必要である．本研究では人間の足リンク

0と 6の角度データ θ0 と θ6 からロボットの接地状態を

与える．地面に固定する足リンクを基準リンク，滑らせ

る足リンクを移動リンクとし，これらを

・ θ0 ≤ θ6 − π のとき 基準リンク 0，移動リンク 6

・ θ0 > θ6 − π のとき 基準リンク 6，移動リンク 0

のように判定する．足リンクの接地状態は

(i) 基準リンクがつま先で面接地，移動リンクがロー

(a) (b)

Fig.5.11 Marker position and human model for

motion capture

ラで接地

(ii) 基準リンクがつま先で点接地，移動リンクがロー

ラで接地

の 2パターンを考慮する．与えた接地状態を満たすよう

に，足リンクの角度 θ0，θ6，角速度 θ̇0，θ̇6，角加速度

θ̈0，θ̈6 の軌道を与える．今回与えた θ0 と θ6 の軌道を

Fig.5.12 に示す．θ0 と θ6 は接地状態 (i) のとき定数，
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, 
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]

Fig.5.12 Given absolute foot angles (blue line :

θ0, red line : θ6)

接地状態 (ii)のとき 5次両停留関数で与えた．図中青線
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は θ0，赤線は θ6 の軌道を表し，破線は足リンクの接地

状態が変化する瞬間を表す．

閉ループの条件

ロボットは運動中に両足を常に接地させており，

Fig.5.13の赤線のように両脚部と地面で閉ループを形成

する．基準リンクが接地する点の y 座標を yb = 0，移

Fig.5.13 Closed loop formed by leg links and ground

動リンクが接地する点の y 座標を ym とし，両脚部と地

面で閉ループが形成されるための条件は

ymk = 0 (5.37)

である．ただし，k (= 1, · · · , n)は時間ステップである．

5.4.4 満たすべき条件の計算アルゴリズムへの実装

(a) 実現する運動の条件

接地状態の指定

5.4.3章で述べたように，足リンクの角度 θ0，θ6 の

運動一周期の軌道を与える．これにより，角度の設

計パラメータは θ1，· · ·，θ5 の軌道となる．

閉ループの条件

閉ループの条件を全ての時間ステップで満たすため

に，以下の評価関数

Jc =
n∑

k=1

wymy2mk (5.38)

を最小化する．ただし，wym は重み係数である．

(b) 力学的整合性に関する条件

運動方程式の満足

タップダンスロボットの場合と同様に，評価関数を

Jm =
n∑

k=1

(θ̈k −
¨̂
θk)

TWm(θ̈k −
¨̂
θk) (5.39)

¨̂
θk = M(θk)

−1(C(θk, θ̇k) +K(θk)− τ k) (5.40)

¨̂
Θ =

[
¨̂
θ1

¨̂
θ2 · · · ¨̂

θn

]
(5.41)

とし，これを最小化する．ただし，Wm は重み行

列である．

床反力の条件

平面二足歩行ロボットは地面に固定されていないた

め，床反力は常に正である．この条件を満たすため

に以下のアルゴリズム

θk ← θk +
dfy0j
dθk

δf (fy0j ≤ fmin) (5.42)

τ k ← τ k +
dfy0j
dτ k

δf (5.43)

θk ← θk +
dfy6j
dθk

δf (fy6j ≤ fmin) (5.44)

τ k ← τ k +
dfy6j
dτ k

δf (5.45)

を用いて値を修正する．ただし，fy0j と fy6j は時

間ステップ j で足リンク 0 と 6 が受ける床反力で

あり，fmin は床反力の許容最小値，δf (> 0)は微

小係数である．

(c) 関節角度・入力トルクの制限

ロボットの関節角度と入力トルクに制限を設ける．

ロボットのリンク間の相対角ベクトル θR は絶対角

θ から

θR =
[
θR1 θR2 θR3 θR4 θR5 θR6

]T
(5.46)

θR1 = θ2 − θ3 , θR4 = −θ3 + θ4 − π (5.47)

θR2 = θ1 − θ2 , θR5 = −θ4 + θ5 (5.48)

θR3 = θ0 − θ1 , θR6 = −θ5 + θ6 (5.49)

のように得られ，これを行列の掛け算にまとめて

θR = RRA

[
θ
1

]
(5.50)

となる．θR に角度制限を与える．角度と入力トル

Department of Mechanical Sciences and Engineering.

Tokyo Institute of Technology



第 5 章 位置・速度・加速度の微分関係と力学的整合性を満たす運動パターンの生成 [4] 33

クの制限を満たすために，以下のアルゴリズム

θk ← θk −
∂θRij

∂θk
Kθ (θRij > θmax

Ri ) (5.51)

θk ← θk +
∂θRij

∂θk
Kθ (θRij < θmin

i ) (5.52)

τik ← τik −Kτ (τik − τmax
i ) (τik > τmax

i )
(5.53)

τik ← τik −Kτ (τik − τmin
i ) (τik < τmin

i )
(5.54)

を用いて値を修正する．ただし，Kθ，Kτ (> 0)は

ゲインである．

5.4.5 運動データの最適化

Θと T を未知数として，これらを評価関数の和

J = Jc + Jm (5.55)

を最小化するように勾配法で計算する．設計変数の更

新中，関節角度・入力トルクの制限を満たすために式

(5.51)～(5.54)を用いて値を修正する．

5.4.6 運動低次元化を用いた軌道修正

ロボットの自由度が多い場合，設計パラメータの探索

次元が増え，運動パターンを最適化するときの解の収束

性が悪化することも考えられる．設計パラメータの探索

次元を減らすため，運動パターンを特異値分解を用いた

主成分分析によって低次元化し，復元した運動パターン

がロボットの力学的拘束を満たすように，運動パターン

の低次元化軌道を修正する．Θを主成分分析し

Θ = QSV T =
[
Q1 Q2

] [S1 0
0 S2

] [
V T

1

V T
2

]
(5.56)

S1 = diag
[
s1 s2 · · · sr

]
(5.57)

S2 = diag
[
sr+1 sr+2 · · · sm

]
(5.58)

となる．sr ≫ sr+1 が成り立つとき，Θ ∈ Rm×n を低

次元化した Θ̃ ∈ Rr×n (m > r)は

Θ̃ = S1V
T
1 (5.59)

のように得られ，Θは Θ̃を用いて

Θ = Q1Θ̃ (5.60)

のように復元できる．運動パターンの低次元化により設

計パラメータはΘから Θ̃となり，探索次元は減る．Θ̃

での J の勾配は

∂J

∂θ̃k

=
∂J

∂θk

∂θk

∂θ̃k

=
∂J

∂θk
Q1 (5.61)

となる．低次元化軌道 Θ̃を

θ̃k ← θ̃k −
∂J

∂θk
Q1δθ̃ (5.62)

のように修正する．ただし，δθ̃ は微小係数である．T

についても同様に低次元化する．

5.4.7 ロボットの運動への変換

実現する運動の条件，力学的整合性に関する条件，関

節角度・入力トルクの制限を与え，人間の運動データを

平面二足歩行ロボットの運動パターンに変換した．Θ

の内，θ0，θ6 は足リンクの接地状態を指定して軌道を

与え，θ1，· · ·，θ5 は 5次元から 3次元に軌道を低次元

化して修正した．また，角度の制限は実機の可動範囲

を，入力トルクの制限はアクチュエータの発生可能な最

大トルクを制限値として与えた．得られたロボットの運

動パターンの角度を Fig.5.14 に，入力トルクの軌道を

Fig.5.15 に示す． 図中，実線と破線はロボットと人間

の軌道を表し，青線と赤線は左脚と右脚の軌道を表す．

また，点線は各軌道の上限値と下限値を表す．得られた

ロボットの運動は人間の運動から変化し，また与えた制

限を満たしている．運動パターン一周期をモデルの姿勢

で表したものを Fig.5.16 に示す．図中，青線と赤線が

ロボットの左脚と右脚，黒太線がロボットの胴を表す．

実現する運動の条件として与えた足リンク接地状態を満

たすように運動パターンが得られている．また，閉ルー

プの条件を与えたことで，運動一周期で両足接地が維持

されるような運動となっている．閉ループの条件に関し

て，運動一周期の ym を Fig.5.17に示す．得られた運動

の ym は最大 0.5 mm程度の誤差がある．ロボットが受

ける床反力の y 成分を Fig.5.18 に示す．図中，青線と

緑線はリンク 0が受ける床反力，赤線と黒線はリンク 6

が受ける床反力を表す．運動一周期で床反力はすべて正

であり，与えた床反力の条件を満たしている．
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Fig.5.14 Obtained joint angle trajectories for the

planar biped robot (blue line : left leg , red line :

right leg , dot line: angle limit)

5.5 おわりに

本章では，実現する運動の条件を満たすロボットの運

動を生成するために，位置・速度・加速度の微分関係を

与え，人間の運動をロボットの力学的整合性を満たす

運動へと変換する方法について述べた．以下に成果を

示す．

1. ロボットの運動における位置と入力を設計パラメー

タとし，実現する運動の条件，力学的整合性に関す
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Fig.5.15 Obtained input torque trajectories for

the planar biped robot (blue line : left leg , red

line : right leg , dot line: angle limit)

る条件，関節角度・入力トルクの制限を満たすよう

に設計パラメータを最適化する方法を示した．

2. 提案する方法を用いてモーションキャプチャによっ

て計測した人間の運動データを変換し，タップダン

スロボット Smallと Largeの運動データを得た．

3. 得られた運動データを目標運動パターンとして用

いて軌道アトラクタに基づいた自律制御系を設計

し，目標運動パターンに近いタップダンスロボット

の運動が生成されたことで，力学的に実現可能な運
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Fig.5.16 Robot motion sequence (blue and red

colors denote for left and right legs)
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Fig.5.17 Index of closed loop condition (trajec-
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Fig.5.18 Ground reaction forces

動データが制御対象ごとに得られていることを確認

した．

4. 生成したタップダンスロボット Small と Large の

運動を比較し，頭部リンクの質量が大きく，各リン

クの床からの重心位置が高いロボット Large では

比較的小さな角加速度，発生トルクで運動が生成さ

れていることを確認した．

5. 制御対象が自由度の多いロボットである場合，人間

の運動パターンを特異値分解を用いた主成分分析に

よって低次元化し，復元した運動パターンがロボッ

トの力学的拘束を満たすように，運動パターンの低

次元化軌道を修正する方法を示した．運動低次元化

により，設計パラメータの探索次元が減る．

6. 運動低次元化を用いて，人間のムーンウォークの運

動パターンを平面二足歩行ロボットの運動パターン

に変換した．得られた運動パターンは指定した足リ

ンク接地状態と床反力の条件，関節角度の制限を満

たし，閉ループの条件の誤差は 1mm以下となった．

タップダンスロボットの運動について，人間とロボッ

トの力学特性がかなり違うとき，接地の時間（運動の周

期）が等しいという条件を満たすのが難しいことも考え

られる．この場合，提案する方法では系を離散系で扱っ

ているので，ステップごとの時間間隔を設計変数に加え

ることで時間最適化を計算アルゴリズムに実装可能であ

る．これにより，変換後の運動の周期を変化させること

ができ，周期の異なる運動同士を同じ運動とすることも

可能だと考えている．
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第 6章

力学的整合を満たす加速度運動パターン設計

6.1 はじめに

前章では，ロボットで実現する運動の満たすべき少数

の条件を与え，この条件を満たすよう，人間のモーショ

ンキャプチャデータを初期値としてロボットの関節角度

と入力トルクの時系列データを最適化問題によって得る

方法を提案した．この方法の特徴は，(a)運動は拘束条

件のみを満たすものであり，関節角度はロボットの力学

特性を満たす範囲で自由に変化できること，(b)運動の

周期性を利用し，関節角度，角速度，角加速度の関係を，

擬似微分（微分器 + ローパスフィルタ）と零位相フィ

ルタを表す伝達関数とのたたみ込み積分で表し，行列の

掛け算によって簡易に表したこと，が挙げられる．しか

し，前章で述べた方法は擬似微分と零位相フィルタを用

いたため，角加速度は 2階微分可能な関数となり，その

結果，関節角度は 4 階微分可能な関数であることが条

件となる．これにより，関節トルクがステップ関数にな

ること，すなわち角加速度が不連続になることを許容せ

ず，そのような点の付近では Fig.5.14-(b)に見られるよ

うにデータが激しく振動する現象が現れる．

そこで，本章では関節の角加速度を設計パラメータと

し，不連続な加速度となる運動を許容する方法を提案す

る．この方法では関節角度は 2階まで微分可能な関数と

なる．また，関節角度は設計した角加速度を 2階積分し

て得られるが，これを，これまでの手法と同様に積分器

を表す伝達関数とのたたみ込み積分で与えることで，閉

リンクの拘束条件を満たすような設計を可能とする．さ

らに，提案する方法を 5.4.1章にある平面歩行ロボット

のムーンウォークへと適用し，人間のムーンウォークか

らロボットの力学的に合致したムーンウォークへの変換

を行う．なお，ムーンウォークは (a)足の接地状態が激

しく変化しない (常に両足接地) ため，歩行より簡略化

できること，(b)閉リンクの拘束条件を常に満たさなけ

ればならないこと，(c)一般の歩行と同様に床反力が正

である条件を満たさなければならないことなどから提案

する方法の有効性を検証するために適切な対象であると

考えられる．

6.2 加速度を設計変数とする運動の変換

6.2.1 問題の設定

ロボットの実現可能な周期運動パターン

Θ =
[
θ1 θ2 · · · θn

]
(6.1)

T =
[
τ 1 τ 2 · · · τn

]
(6.2)

を求める問題を考える．ただし，θk，τ k は時間ステッ

プ k (= 1, · · · , n)における角度，入力トルクのベクトル
である．運動データの満たすべき条件を挙げ，これらを

満たす運動パターンを求めるために評価関数を設定し，

これを最小化することで運動の変換を行う．運動の満た

すべき条件として，(a)実現する運動の条件，(b)力学的

整合性に関する条件，(c) 関節角度・入力トルクの制限

を考える．設計変数は

Θ̈ =
[
θ̈1 θ̈2 · · · θ̈n

]
, θ1 , θ̇1 (6.3)

T =
[
τ 1 τ 2 · · · τn

]
(6.4)

とする．Θ̈と T は角加速度と入力トルクの運動一周期

分の時系列データ，θ1， θ̇1 は時間ステップ k = 1 の

角度・角速度である．これらを設計変数とすることによ

り，角加速度が不連続であることを許容し，関節角度

は 2階まで微分可能な関数とすることができる．時間ス

テップ k (= 2, · · · , n)の角速度と角度は，設計変数を用
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いて

θ̇k = θ̇1 +∆t
k−1∑
ℓ=1

θ̈ℓ , θk = θ1 +∆t
k−1∑
ℓ=1

θ̇ℓ (6.5)

で近似する．ただし，∆tはサンプリングタイムを表す．

これを一周期分のデータ Θ̇，Θにまとめると

Θ̇ = θ̇1F 1 + Θ̈F 2 (6.6)

Θ = θ1F 1 + θ̇1F 1F 2 + Θ̈F 2
2 (6.7)

F 1 =
[
1 · · · 1

]
(6.8)

F 2 =


0 ∆t · · · ∆t
...

. . .
. . .

...
...

. . . ∆t
0 · · · · · · 0

 (6.9)

となる．

6.2.2 運動の満たすべき条件

平面二足歩行ロボットのムーンウォークを生成するた

めに，運動の満たすべき条件として，5.2.3章と 5.4.3章

と同様に，(a)実現する運動の条件（足リンク接地状態

の指定，閉ループの条件），(b)力学的整合性に関する条

件（運動方程式の満足，床反力の条件），(c)関節角度・

入力トルクの制限を設定する．さらに本章では，周期性

の条件を設定する．

(a) 実現する運動の条件

接地状態の指定

前章からの変更点として，運動があえて不連続な加

速度を要求するように，足リンク角度 θ0 と θ6 の軌

道を Fig.6.1に示すように 3次関数で与えた．θ0 と

θ6 は接地状態 (i)のとき定数，接地状態 (ii)のとき

3 次関数で与えた．図中青線は θ0，赤線は θ6 の軌

道を表し，破線は足リンクの接地状態が変化する瞬

間を表す．接地状態が変化する瞬間，足リンクの加

速度は Fig.6.2のように不連続に変化する．図中青

線は θ̈0，赤線は θ̈6 の軌道を表し，破線は足リンク

の接地状態が変化する瞬間を表す．

周期性の条件

運動一周期後にロボットが同じ姿勢となるために
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Fig.6.1 Given absolute foot angles (blue line : θ0,

red line : θ6)
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Fig.6.2 Given absolute foot angular acceleration

(blue line : θ̈0, red line : θ̈6)

は，以下の周期性の条件

hθ̈(Θ̈) =

n∑
ℓ=1

θ̈ℓ = 0 (6.10)

hθ̇(θ̇1, Θ̈) =
n∑

ℓ=1

θ̇ℓ = 0 (6.11)

を満たす必要がある．この条件は拘束条件として計

算アルゴリズムに実装する．詳細は 6.2.4節にて述

べる．

6.2.3 満たすべき条件の計算アルゴリズムへの実装

本章の設計変数は 5 章と異なるため，床反力の条件

と，関節角度・入力トルクの制限のアルゴリズムが以下

のようになる．
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(b) 力学的整合性に関する条件

床反力の条件

床反力を正とするために，以下のアルゴリズム

θ1 ← θ1 +
dfy0j
dθ1

δf (fy0j ≤ fmin) (6.12)

θ̇1 ← θ̇1 +
dfy0j

dθ̇1

δf (6.13)

θ̈k ← θ̈k +
dfy0j

dθ̈k

δf (6.14)

τ k ← τ k +
dfy0j
dτ k

δf (6.15)

θ1 ← θ1 +
dfy6j
dθ1

δf (fy6j ≤ fmin) (6.16)

θ̇1 ← θ̇1 +
dfy6j

dθ̇1

δf (6.17)

θ̈k ← θ̈k +
dfy6j

dθ̈k

δf (6.18)

τ k ← τ k +
dfy6j
dτ k

δf (6.19)

を用いて値を修正する．ただし，j は時間ステッ

プ，fy0 と fy6 は足リンク 0 と 6 にかかる床反力，

fmin は床反力の許容最小値，δf (> 0)は微小係数

である．

(c) 関節角度・入力トルクの制限

角度と入力トルクの制限を満たすために，以下のア

ルゴリズム

θ1 ← θ1 −
∂θRij

∂θ1
Kθ (θRij > θmax

Ri ) (6.20)

θ̇1 ← θ̇1 −
∂θRij

∂θ̇1

Kθ̇ , θ̈k ← θ̈k −
∂θRij

∂θ̈k

Kθ̈ (6.21)

θ1 ← θ1 +
∂θRij

∂θ1
Kθ (θRij < θmin

i ) (6.22)

θ̇1 ← θ̇1 +
∂θRij

∂θ̇1

Kθ̇ , θ̈k ← θ̈k +
∂θRij

∂θ̈k

Kθ̈ (6.23)

τik ← τik −Kτ (τik − τmax
i ) (τik > τmax

i ) (6.24)

τik ← τik −Kτ (τik − τmin
i ) (τik < τmin

i ) (6.25)

を用いて値を修正する．ただし，Kθ，Kθ̇，Kθ̈，

Kτ (> 0)はゲインである．

6.2.4 計算アルゴリズムの流れ

人間の運動をロボットの運動に変換する計算アルゴリ

ズムについて述べる．まず，設計変数を

Θset =
[
θT
1 θ̇

T

1 Θ̈
T

L

]T
, T (6.26)

Θ̈L =
[
θ̈11 · · · θ̈1n · · · θ̈5n

]T
(6.27)

Θ̈L n(i−1)+j = θ̈ij (6.28)

のようにまとめ，これらの初期値として人間の運動パ

ターンを用いる．Θset のうち，足リンクの角度 θ0 と θ6

の軌道は接地状態の指定により与えられるため，残りの

角度 θ1～θ5 の軌道と UL を未知として，評価関数の和

J = Jc + Jm (6.29)

を最小化するように勾配法で設計変数を計算する．拘束

条件（周期性の条件）をまとめて

Cθ =

[
hθ̈(Θ̈)

hθ̇(θ̇1, Θ̈)

]
= 0 (6.30)

と表す．人間の運動パターンは式 (6.30) を満たしてい

る．この例では，運動一周期のデータ数 nのところ，設

計変数Θset (∈ R5n+10)に対して拘束条件 R
7
2n+10 で

あり，設計変数の方が多い．Θset に関して，拘束条件の

勾配 ∂Cθ/∂Θset の直交補空間の基底 (∂Cθ/∂Θset)
⊥

を用いて，Θset の更新量 ∆Θset を

∆Θset =
∂Cθ

∂Θset

⊥
∆α (6.31)

のように表す．任意のベクトル ∆α を式 (6.31) に与え

て得られる ∆Θset は ∂Cθ/∂Θset に直交するため，こ

れを用いて Θset を更新すれば，拘束条件を満たしつつ

J を減らすことができる．Θset の更新は

Θnew
set ← Θset −∆Θset (6.32)

∆Θset =
∂Cθ

∂Θset

⊥
∆α =

∂Cθ

∂Θset

⊥ ∂J

∂α
δ (6.33)

∂J

∂α
=

∂J

∂Θset

∂Θset

∂α
=

∂J

∂Θset

∂Cθ

∂Θset

⊥
(6.34)

のように行う．ただし，δ は微小係数である．設計変数

の更新中，床反力の条件と関節角度・入力トルクの制

限を満たすために式 (6.12)～(6.25) を用いて値を修正

する．
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6.3 運動パターンの設計

前述した運動の満たすべき条件を与え，平面二足歩行

ロボットの運動パターンを設計した．ロボットの運動パ

ターンの様子を Fig.6.3に示す．実現する運動の条件と

0.1 sec 0.2 sec 0.3 sec 0.4 sec 0.5 sec

0.6 sec 0.7 sec 0.8 sec 0.9 sec 1 sec

Fig.6.3 Robot motion sequence (blue and red

lines denote for left and right legs)

して与えた足リンク接地状態を満たすように運動が得ら

れている．前章のロボットのモデルはつま先回転中心か

ら足首関節までの距離（付録 Cの Fig.C.2，C.3におけ

る ℓt）が 70mm だったが，本章のロボットのモデルは

それより短い 45mm とし，ロボット実機もそのように

改造した．これは，ℓt を短くすることで，基準リンクの

接地状態が変化するときのロボット胴体の上下動を小さ

くし，実験時に足が地面から受ける衝撃を小さくするた

めの変更であったが，得られた計算結果では腰の上下動

は小さくならなかった．また，閉ループの条件を与えた

ことで，運動一周期で両足接地が維持されるような運動

となっている．閉ループの条件に関して，運動一周期の

ym を Fig.6.4 に示す．得られた運動の ym は十分小さ

くなった．床反力の条件について，運動一周期の床反力

を Fig.6.5に示す．図中，青線は左足，赤線は右足の床

反力を示す．実線は基準リンクの回転中心と移動リンク

のかかとにかかる床反力を表し，破線は基準リンクつま

先先端にかかる床反力を表す．基準リンクには点接地時

に一つ，面接地時に二つの床反力が発生し，二つの床反

力が正のとき，基準リンクの面接地が維持される．運動

一周期ですべての床反力が 0以上となっている．得られ

た運動パターンの相対角と入力トルクの時系列データの

うち，例として足首関節のデータを Fig.6.6に示す．図

中，実線はロボットの運動，破線は人間の運動，点線は
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Fig.6.4 Index of closed loop condition (trajectory

of ym)
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Fig.6.5 Ground reaction forces (blue and red col-

ors denote for left and right feet)

制限値であり，青線は左足の運動，赤線は右足の運動を

表す．相対角と入力トルクの制限値は，歩行ロボット実

機の関節可動域およびアクチュエータの最大トルクの値

を与えた．各関節の相対角と入力トルクともに，与えた

制限値を満たす運動が得られた．

6.4 おわりに

ロボットの運動における角加速度と入力トルクの時系

列データを設計変数とし，運動を設計する方法について

述べた．以下に結果を示す．

1. ロボットにおける運動の角加速度と入力の軌道を設

計変数とし，実現する運動の条件，力学的整合性に

関する条件，関節角度・入力トルクの制限を満たす

ように設計変数を最適化する方法を示した．

2. この方法では，関節角度は設計した角加速度を 2階
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積分して得られるが，これを，前章の方法と同様に

積分器を表す伝達関数とのたたみ込み積分で与え

ることで，閉リンクの拘束条件を満たすような設計

を可能とする．前章の方法では，擬似微分と零位相

フィルタを用いたため，角加速度は 2階微分可能な

関数となり，その結果，関節角度は 4階微分可能な

関数であることが条件となるが，これは関節トルク

がステップ関数になること，すなわち角加速度が不

連続になることを許容しない．一方，角加速度を設

計パラメータとする方法では角加速度の軌道が不連

続であることを許容し，関節角度は 2階まで微分可

能な関数として得られる．

3. さらに，提案する方法を平面歩行ロボットのムーン

ウォークへと適用し，人間のムーンウォークからロ

ボットの力学的に合致したムーンウォークへの変換

を行った．
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Fig.6.6 Obtained ankle joint angle and its input

torque (blue line : left leg , red line : right leg ,

dot line: limitation)
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第 7章

結論

7.1 本論文の成果

本論文では，軌道アトラクタに基づいた自律制御系の

設計に必要な，実現可能なロボットの運動パターンを設

計するために，モーションキャプチャで計測した人間の

運動データや他のロボットの運動データを初期値として

与え，これをロボットの力学的な拘束のもと変換する方

法を提案した．具体的な成果は以下のとおりである．

1. あるロボットの自律制御系を設計して運動を実現

したとき，この実現された運動の場を他のロボット

の力学的に実現可能な場へと写像し，その場を生成

するコントローラを設計する方法を提案した．線形

系の場合について，固有値分解に基づいた線形写像

によって，状態方程式を力学的に一致させる方法，

および，コントローラの変換方法を示した．さら

に，線形系の場合を非線形系に拡張し，非線形状態

空間写像によって二つの状態方程式を力学的に一致

させる方法，および，コントローラの変換手法を示

した．タップダンスロボットを用いた実験により，

状態空間写像を用いることで力学的に一致した運動

が生成可能であることを示した．

2. 人間の運動データを非線形状態空間写像を用いて

ロボットの力学的整合性を満たす運動へと変換する

方法を提案した．この方法では，非線形状態空間写

像を用いて，異なる力学系間で速度と加速度の力学

的な拘束に基づいて運動を変換する．運動パターン

を得たのちに，従来の制御系設計法を用いて，運動

パターンへ引き込む場を設計することで，運動の場

を変換する方法の課題である計算量の多さを低減

している．ロボットの運動は与える参照運動エネル

ギーの値によって変化し，力学的整合性を満たす運

動は複数存在することを示した．提案する非線形状

態空間写像を用いてモーションキャプチャによって

計測した人間の運動データを変換し，タップダンス

ロボットの力学的整合性を満たす運動データを得

て，これを用いて軌道アトラクタに基づいた自律制

御系を設計し，目標運動のデータに一致するタップ

ダンスロボットの運動を生成した．これにより，提

案する方法で得られる運動パターンが力学的に実現

可能であることが確かめられた．

3. 位置・速度・加速度の微分関係を与え，人間の運

動データをロボットの力学的整合性を満たす運動へ

と変換する方法を提案した．この方法では，ロボッ

トの運動における角度と入力トルクの時系列データ

を設計パラメータとし，実現する運動の条件，力学

的整合性に関する条件，関節角度・入力トルクの制

限を満たすように設計パラメータを最適化する．人

間の運動データを写像を用いて変換する方法では，

写像関数の選択によっては所望の運動パターンを得

ることが難しい場合もあるが，時系列データすべて

を設計パラメータとする方法では，任意の軌道が設

計可能となる．また，運動の周期性を利用し，関節

角度，角速度，角加速度の関係を，擬似微分（微分

器 + ローパスフィルタ）と零位相フィルタを表す

伝達関数とのたたみ込み積分で表し，行列の掛け算

によって簡易に表した．検証のために，提案する方

法を用いてモーションキャプチャによって計測し

た人間の運動データを変換し，タップダンスロボッ

ト Small と Large の運動データを得た．得られた

運動データを目標運動パターンとして用いて軌道ア

トラクタに基づいた自律制御系を設計し，目標運動

パターンに近いタップダンスロボットの運動が生成

されたことで，力学的に実現可能な運動データが制
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御対象ごとに得られていることを確認した．また，

制御対象が自由度の多いロボットである場合，人間

の運動パターンを特異値分解を用いた主成分分析に

よって低次元化し，復元した運動パターンがロボッ

トの力学的拘束を満たすように，運動パターンの低

次元化軌道を修正する方法を示した．運動低次元化

を用いて，人間のムーンウォークの運動パターンを

平面二足歩行ロボットの運動パターンに変換した．

4. ロボットの運動における角加速度と入力トルクの

時系列データを設計パラメータとし，運動を設計す

る方法を提案した．角度と入力トルクの時系列デー

タを設計パラメータとする方法では，擬似微分と零

位相フィルタを用いたため，角加速度は 2階微分可

能な関数となり，その結果，関節角度は 4階微分可

能な関数であることが条件となるが，これは関節ト

ルクがステップ関数になること，すなわち角加速度

が不連続になることを許容しない．一方，角加速度

を設計パラメータとする方法では角加速度の軌道が

不連続であることを許容し，関節角度は 2階まで微

分可能な関数として得られる．また，関節角度は設

計した角加速度を 2 階積分して得られるが，これ

を，これまでの手法と同様に積分器を表す伝達関数

とのたたみ込み積分で与えることで，閉リンクの拘

束条件を満たすような設計を可能とする．さらに，

提案する方法を平面歩行ロボットのムーンウォーク

へと適用し，人間のムーンウォークからロボットの

力学的に合致したムーンウォークへの変換を可能に

した．

7.2 今後の展望

本論文で提案した方法の課題として，元の運動と変換

された運動との間の一致の条件の設定が運動設計者の主

観に依るところが大きいうえ発見的な要素が強いという

点が挙げられ，考察の余地がある．また，提案方法では

ロボットの身体と環境がはじめに与えられており，この

場合の場の設計とは制御系の設計と同義であった．そこ

で，今後の研究計画として，(a)はじめに場を与え，そ

の場を実現するために身体，環境，制御系の三つを設計

することを進める．さらに，将来の展望として (b)運動

のコツを力学的に抽出し，これを人間の運動教示や運動

補助器具の設計に利用することを考える．これらについ

て以下に述べる．

(a) 設計対象に身体と環境を加えることで，制御系の

みを設計する従来法では実現できない運動も実現可

能となる．身体の設計では，リンク系の構造ははじ

めに与え，リンク長やリンク質量などが身体の設計

パラメータとなる．Fig.7.1 のようにリンク系の構

造が異なる複数の身体があるとき，これらの運動を

共通の場から生成することも可能である．これによ

り，場が同じであることによって，異なる身体間の

運動の一致の条件が定められる．

vector field

body 1 body 2 body 3

Fig.7.1 Motion generations from common vector field

(b) 設計した制御系が目的の運動を実現するための力

の教示情報（力を入れるタイミングなど）を含み，

かつ設計した身体・環境が目的の運動に有利なら

ば，与えた場の中に運動を実現するためのコツが内

在していると考えられる．運動のコツが力学的に抽

出できれば，ロボットの運動設計のみならず，人間

の運動設計にも応用できる．具体的には，健常者の

歩行にトルク制限を施し，高齢者や障がい者に適し

た運動に変換することで，適切な力を入れるタイミ

ングを教示できるようになる．さらに，これにアク

ティブあるいはパッシブな力補助を加えて変換を行

えば，所望の力を発生する補助器具の開発を可能と

する．

Department of Mechanical Sciences and Engineering.

Tokyo Institute of Technology



第 7 章 結論 43

このように，これまでに行ってきた研究は主にロボッ

トの運動の設計に関するものであるが，これを機械工

学，人間工学へと拡張し，非線形力学をベースとしたロ

ボットの身体・環境・制御系設計，および人の運動教示

と運動補助器具の開発へと展開していく予定である．
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付録 A

3章 線形系の運動方程式

A.1 倒立振子の運動方程式

Fig.3.2の倒立振子システムの運動方程式を，振子回転角 θ ≃ 0周りで線形近似して

(mc +mℓ)ÿ +mℓℓθ̈ = −dcẏ + u (A.1)

mℓℓÿ + (I +mℓℓ
2)θ̈ = mℓgℓθ − dℓθ̇ (A.2)

のように得る．ただし，mc と mℓ は台車と振子の質量，ℓ は振子回転中心から振子重心までの長さ，I は振子

重心周りの慣性モーメント，g は重力加速度，dc と dℓ は台車と振子の粘性係数である．運動方程式を状態変数

x =
[
y θ ẏ θ̇

]T
に関する状態方程式に書き直すと

ẋ = Ax+Bu (A.3)

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 mc +mℓ mℓℓ
0 0 mℓℓ I +mℓℓ

2


−1 

0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 −dc 0
0 mℓgℓ 0 −dℓ

 (A.4)

B =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 mc +mℓ mℓℓ
0 0 mℓℓ I +mℓℓ

2


−1 

0
0
1
0

 (A.5)

となる．

A.2 2質点ばね系の運動方程式

Fig.3.5の 2質点ばね系の運動方程式は

m1ÿ1 = −k1y1 + k2(y2 − y1)− c1ẏ1 + c2(ẏ2 − ẏ1) (A.6)

m2ÿ2 = −k2(y2 − y1)− c2(ẏ2 − ẏ1) + u (A.7)

である．ただし，yi (i = 1, 2)は台車 iの位置，mi は台車 iの質量，k1 と c1 は台車 1と静止座標系をつなぐばねの

定数およびダンパの定数，k2 と c2 は台車 1と台車 2をつなぐばねの定数およびダンパの定数，uは台車 2に与える
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並進力である．運動方程式を状態変数 x =
[
y1 y2 ẏ1 ẏ2

]T
に関する状態方程式に書き直すと

ẋ = Ax+Bu (A.8)

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 m1 0
0 0 0 m2


−1 

0 0 1 0
0 0 0 1

−k1 − k2 k2 −c1 − c2 c2
k2 −k2 c2 −c2

 (A.9)

B =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 m1 0
0 0 0 m2


−1 

0
0
0
1

 (A.10)

となる．
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付録 B

タップダンスロボットの運動方程式

■右足接地の場合

タップダンスロボットが右脚接地するときのモデルを Fig.B.1 に示す．このモデルの運動方程式は次式で表さ

x

y

+

Fig.B.1 Tap dancing robot model (right foot touches ground)

れる．

(I1 +m1ℓ
2
0)θ̈1 = −m1gℓ0 cos(θ0 + θ1) + ℓ1fx sin(θ̂1 + θ1)− ℓ1fy cos(θ̂1 + θ1)− τ −D1θ̇1 +D2θ̇2 (B.1)

I2(θ̈1 + θ̈2) = τ + fyℓ2 sin(θ1 + θ2) + fxℓ2 cos(θ1 + θ2)−D2θ̇2 (B.2)

m2ẍ2 = fx (B.3)

m2ÿ2 = fy −m2g (B.4)

x2 = ℓ1 cos(θ̂1 + θ1)− ℓ2 sin(θ1 + θ2) (B.5)

y2 = ℓ1 sin(θ̂1 + θ1) + ℓ2 cos(θ1 + θ2) (B.6)

ẍ2 = −ℓ1θ̈1 sin(θ̂1 + θ1)− ℓ2(θ̈1 + θ̈2) cos(θ1 + θ2)

− ℓ1θ̇
2
1 cos(θ̂1 + θ1) + ℓ2(θ̇1 + θ̇2)

2 sin(θ1 + θ2) (B.7)

ÿ2 = ℓ1θ̈1 cos(θ̂1 + θ1)− ℓ2(θ̈1 + θ̈2) sin(θ1 + θ2)

− ℓ1θ̇
2
1 sin(θ̂1 + θ1)− ℓ2(θ̇1 + θ̇2)

2 cos(θ1 + θ2) (B.8)
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運動方程式を角度に関する式としてまとめ，次式を得る．{
Î1 −m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 − θ̂1)

}
θ̈1 −m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 − θ̂1)θ̈2

= −m1gℓ0 cos(θ0 + θ1)−m2gℓ1 cos(θ̂1 + θ1) +m2ℓ1ℓ2(θ̇1 + θ̇2)
2 cos(θ2 − θ̂1)− τ −D1θ̇1 +D2θ̇2

(B.9){
Î2 −m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 − θ̂1)

}
θ̈1 + Î2θ̈2 = m2gℓ2 sin(θ1 + θ2)−m2ℓ1ℓ2θ̇

2
1 cos(θ2 − θ̂1) + τ −D2θ̇2

(B.10)

Î1 = I1 +m1ℓ
2
0 +m2ℓ

2
1, Î2 = I2 +m2ℓ

2
2 (B.11)

これらから以下を得る．

M

[
θ̈1
θ̈2

]
= C +

[
−1
1

]
τ (B.12)

M =

[
Î1 −m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 − θ̂1) −m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 − θ̂1)

Î2 −m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 − θ̂1) Î2

]
(B.13)

C =

[
−m1gℓ0 cos(θ0 + θ1)−m2gℓ1 cos(θ̂1 + θ1) +m2ℓ1ℓ2(θ̇1 + θ̇2)

2 cos(θ2 − θ̂1)−D1θ̇1 +D2θ̇2
m2gℓ2 sin(θ1 + θ2)−m2ℓ1ℓ2θ̇

2
1 cos(θ2 − θ̂1)−D2θ̇2

]
(B.14)

状態変数を θ =
[
θ1 θ2 θ̇1 θ̇2

]T
とし，運動方程式 (B.12)を状態方程式に書き直すと

θ̇ = f(θ) + g(θ)τ (B.15)

f(θ) =

 θ̇1
θ̇2

M−1C

 , g(θ) =

 0

M−1

[
−1
1

] (B.16)

となる．

また，床反力 Ny は

Ny = m1ÿ1 +m2ÿ2 + (m1 +m2)g (B.17)

ÿ1 = ℓ0θ̈1 cos(θ0 + θ1)− ℓ0θ̇
2
1 sin(θ0 + θ1) (B.18)

となる．
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■左足接地の場合

タップダンスロボットが左脚接地するときのモデルを Fig.B.2 に示す．このモデルの運動方程式は次式で表さ

れる．

x

y

+

Fig.B.2 Tap dancing robot model (left foot touches ground)

(I1 +m1ℓ
2
0)θ̈1 = m1gℓ0 cos(θ0 − θ1) + ℓ1fx sin(θ̂1 − θ1) + ℓ1fy cos(θ̂1 − θ1)− τ −D1θ̇1 +D2θ̇2 (B.19)

I2(θ̈1 + θ̈2) = τ + fyℓ2 sin(θ1 + θ2) + fxℓ2 cos(θ1 + θ2)−D2θ̇2 (B.20)

m2ẍ2 = fx (B.21)

m2ÿ2 = fy −m2g (B.22)

x2 = −ℓ1 cos(θ̂1 − θ1)− ℓ2 sin(θ1 + θ2) (B.23)

y2 = ℓ1 sin(θ̂1 − θ1) + ℓ2 cos(θ1 + θ2) (B.24)

ẍ2 = −ℓ1θ̈1 sin(θ̂1 − θ1)− ℓ2(θ̈1 + θ̈2) cos(θ1 + θ2)

+ ℓ1θ̇
2
1 cos(θ̂1 − θ1) + ℓ2(θ̇1 + θ̇2)

2 sin(θ1 + θ2) (B.25)

ÿ2 = −ℓ1θ̈1 cos(θ̂1 − θ1)− ℓ2(θ̈1 + θ̈2) sin(θ1 + θ2)

− ℓ1θ̇
2
1 sin(θ̂1 − θ1)− ℓ2(θ̇1 + θ̇2)

2 cos(θ1 + θ2) (B.26)

運動方程式を角度に関する式としてまとめ，次式を得る．{
Î1 +m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 + θ̂1)

}
θ̈1 +m2ℓ1ℓ2θ̈2 sin(θ2 + θ̂1)

= m1gℓ0 cos(θ0 − θ1) +m2gℓ1 cos(θ̂1 − θ1)−m2ℓ1ℓ2(θ̇1 + θ̇2)
2 cos(θ2 + θ̂1)− τ −D1θ̇1 +D2θ̇2

(B.27)

{
Î2 +m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 + θ̂1)

}
θ̈1 + Î2θ̈2 = m2gℓ2 sin(θ1 + θ2) +m2ℓ1ℓ2θ̇

2
1 cos(θ2 + θ̂1) + τ −D2θ̇2

(B.28)

Î1 = I1 +m1ℓ
2
0 +m2ℓ

2
1, Î2 = I2 +m2ℓ

2
2 (B.29)
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これらから，運動方程式 (B.12)の係数は

M =

[
Î1 +m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 + θ̂1) m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 + θ̂1)

Î2 +m2ℓ1ℓ2 sin(θ2 + θ̂1) Î2

]
(B.30)

C =

[
m1gℓ0 cos(θ0 − θ1) +m2gℓ1 cos(θ̂1 − θ1)−m2ℓ1ℓ2(θ̇1 + θ̇2)

2 cos(θ2 + θ̂1)−D1θ̇1 +D2θ̇2
m2gℓ2 sin(θ1 + θ2) +m2ℓ1ℓ2θ̇

2
1 cos(θ2 + θ̂1)−D2θ̇2

]
(B.31)

となる．状態方程式は右足接地時と同様に求める．

また，床反力 Ny は

Ny = m1ÿ1 +m2ÿ2 + (m1 +m2)g (B.32)

ÿ1 = −ℓ0θ̈1 cos(θ0 − θ1)− ℓ0θ̇
2
1 sin(θ0 − θ1) (B.33)

となる．
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付録 C

平面二足歩行ロボットの詳細

C.1 リンクの運動方程式

x

y

+

link 1

link 5

link 2

link 3

link 4

link 6

link 7

link 0

Fig.C.1 Planar moonwalking robot model

平面二足歩行ロボットの，床反力を陽に考慮するモデルを Fig.C.1に示す．このモデルの片足の並進運動は地面に

拘束され，もう片足はかかとのローラを介して地面と接触しつつ前後に滑る．ロボットは二本の足を交互に滑らせ，

ムーンウォークを行う．図中，リンク i (i = 0, 1, 2, · · · , 7)の重心と関節 iの距離を ai，リンク長さを ℓi，関節角を

θi，関節トルクを τi，関節に生じる内力を fxi，fyi，重心の座標を xi，yi，質量と慣性モーメントをmi，Ii，関節 i
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の粘性係数を di，重力加速度を g とする．また，並進運動を拘束される足リンクの回転中心の x，y 座標を xb，yb

とし，滑らせる足リンクのかかとの座標を xm，ym とする．ただし，実際のロボットの足リンクは地面に対し y 方

向を固定されておらず，単に地面と接触している状態であるため，図中リンク 0，6に働く fy0，fy7 は負の値をとれ

ない．すなわち，モデルの運動には以下の拘束条件

fy0 , fy7 ≥ 0 (C.1)

が存在し，これを満たさない運動は実現できない．リンクの運動方程式を以下に示す．

リンク 0

(a) (b) (c) (d)

Fig.C.2 Sole of robot model (link 0)

Fig.C.2に示すリンク 0は地面（リンク 7）に接触する足リンクであり，接触状態によって運動方程式が変化す

る．θt < θ0 < π
2 − θh のときリンク 0は Fig.C.2-(a)のように地面と点接触する．このとき，並進と回転の運動

方程式は

m0ẍ0 = fx0 − fx1 (C.2)

m0ÿ0 = fy0 − fy1 −m0g (C.3){
I0 +m0(ℓ

2
t + a20)

}
θ̈0 = −m0g

{
ℓt cos(

π

2
+ θ0) + a0 cos θ0

}
+fx1

{
ℓt sin(

π

2
+ θ0) + ℓ0 sin θ0

}
− fy1

{
ℓt cos(

π

2
+ θ0) + ℓ0 cos θ0

}
+d1(θ̇1 − θ̇0)− τ1 (C.4)

となる．

また，θ0 = θt，π
2 − θh のとき，リンク 0は Fig.C.2-(b)，(c)のように地面と面接触する．この接触状態のとき

リンク 0を地面同様静止節とみなす．並進の力のつり合いは

0 = fx0 − fx1 (C.5)

0 = fy0 + fy02 − fy1 −m0g (C.6)
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であり，回転の力のつり合いは

0 = −m0g
{
ℓt cos(θ0 +

π

2
) + a0 cos θ0

}
−fy1

{
ℓt cos(θ0 +

π

2
) + ℓ0 cos θ0

}
+ fx1

{
ℓt sin(θ0 +

π

2
) + ℓ0 sin θ0

}
+fy02

{
(ℓh + ℓt) cos(θ0 +

π

2
) + ah cos θ0

}
+ d1(θ̇1 − θ̇0)− τ1 (θ0 =

π

2
− θh)

(C.7)

0 = −m0g
{
ℓt cos(θ0 +

π

2
) + a0 cos θ0

}
−fy1

{
ℓt cos(θ0 +

π

2
) + ℓ0 cos θ0

}
+ fx1

{
ℓt sin(θ0 +

π

2
) + ℓ0 sin θ0

}
+fy02ℓs + d1(θ̇1 − θ̇0)− τ1 (θ0 = θt)

(C.8)

となる．順動力学シミュレーションでは，fy0，fy02 の値からリンク 0 の面接触状態が維持されるかを判定で

きる．fy0 > 0 かつ fy02 > 0 ならばリンク 0 の面接触は維持され，fy0 ≤ 0 かつ fy02 ≤ 0 ならば足は地面か

ら離れる．fy0 > 0 かつ fy02 ≤ 0 ならば，リンク 0 は面接触状態から Fig.C.2-(a) の点接触状態に変化する．

θ0 = π
2 − θh のとき fy0 ≤ 0かつ fy02 > 0ならば，リンク 0は Fig.C.2-(d)の点接触状態に変化する．θ0 = θt

のとき fy0 ≤ 0かつ fy02 > 0ならば，モデルは転倒したとみなす（つま先の fy02 作用点での点接地状態は考慮

しない）．

θ0 > π
2 − θh のとき，リンク 0は Fig.C.2-(d)のようにローラー部で地面と点接触する．リンク 0を滑らせると

きはこの姿勢にする．並進と回転の運動方程式は

m0ẍ0 = −fx1 (C.9)

m0ÿ0 = fy0 − fy1 −m0g (C.10)

I0θ̈0 = fx1(ℓ0 − a0) sin θ0 − fy1(ℓ0 − a0) cos θ0 − fy0

{
(a0 − ah) cos θ0 − ℓh cos(θ0 +

π

2
)
}

+d1(θ̇1 − θ̇0)− τ1 (C.11)

となる．

リンク 1

m1ẍ1 = fx1 − fx2 (C.12)

m1ÿ1 = fy1 − fy2 −m1g (C.13)

I1θ̈1 = fx1a1 sin θ1 − fy1a1 cos θ1 + fx2(ℓ1 − a1) sin θ1 − fy2(ℓ1 − a1) cos θ1

−d1(θ̇1 − θ̇0) + d2(θ̇2 − θ̇1) + τ1 − τ2 (C.14)

リンク 2

m2ẍ2 = fx2 − fx3 (C.15)

m2ÿ2 = fy2 − fy3 −m2g (C.16)

I2θ̈2 = fx2a2 sin θ2 − fy2a2 cos θ2 + fx3(ℓ2 − a2) sin θ2 − fy3(ℓ2 − a2) cos θ2

−d2(θ̇2 − θ̇1) + d3(θ̇3 − θ̇2) + τ2 − τ3 (C.17)

リンク 3

m3ẍ3 = fx3 − fx4 (C.18)

m3ÿ3 = fy3 − fy4 −m3g (C.19)

I3θ̈3 = (fx3 − fx4)a3 sin θ3 − (fy3 − fy4)a3 cos θ3

−d3(θ̇3 − θ̇2) + d4(θ̇4 − θ̇3) + τ3 − τ4 (C.20)
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リンク 4

m4ẍ4 = fx4 − fx5 (C.21)

m4ÿ4 = fy4 − fy5 −m4g (C.22)

I4θ̈4 = fx4a4 sin θ4 − fy4a4 cos θ4 + fx5(ℓ4 − a4) sin θ4 − fy5(ℓ4 − a4) cos θ4

−d4(θ̇4 − θ̇3) + d5(θ̇5 − θ̇4) + τ4 − τ5 (C.23)

リンク 5

m5ẍ5 = fx5 − fx6 (C.24)

m5ÿ5 = fy5 − fy6 −m5g (C.25)

I5θ̈5 = fx5a5 sin θ5 − fy5a5 cos θ5 + fx6(ℓ5 − a5) sin θ5 − fy6(ℓ5 − a5) cos θ5

−d5(θ̇5 − θ̇4) + d6(θ̇6 − θ̇5) + τ5 − τ6 (C.26)

リンク 6

(a) (b) (c) (d)

Fig.C.3 Sole of robot model (link 6)

Fig.C.3に示すリンク 6はリンク 0同様地面（リンク 7）に接触する足リンクであり，接触状態によって運動方

程式が変化する．θt + π < θ6 < 3π
2 − θh のときリンク 6は Fig.C.3-(a)のように地面と点接触する．このとき，

並進と回転の運動方程式は

m6ẍ6 = fx6 + fx7 (C.27)

m6ÿ6 = fy6 + fy7 −m6g (C.28){
I6 +m6(ℓ

2
t + (ℓ6 − a6)

2)
}
θ̈6 = −m6g

{
ℓt cos(θ6 −

π

2
) + (ℓ6 − a6) cos(θ6 − π)

}
−fx6

{
ℓt sin(θ6 −

π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π)

}
+fy6

{
ℓt cos(θ6 −

π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π)

}
−d6(θ̇6 − θ̇5) + τ6 (C.29)

となる．

また，θ6 = θt + π，3π
2 − θh のとき，リンク 6は Fig.C.3-(b)，(c)のように地面と面接触する．この接触状態の

ときリンク 6を地面同様静止節とみなす．並進の力のつり合いは

0 = fx6 + fx7 (C.30)

0 = fy6 + fy7 + fy72 −m6g (C.31)
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であり，回転の力のつり合いは

0 = −m6g
{
ℓt cos(θ6 −

π

2
) + (ℓ6 − a6) cos(θ6 − π)

}
−fx6

{
ℓt sin(θ6 −

π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π)

}
+ fy6

{
ℓt cos(θ6 −

π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π)

}
+fy72

{
(ℓh + ℓt) cos(θ6 −

π

2
) + ah cos(θ6 − π)

}
− d6(θ̇6 − θ̇5) + τ6 (θ6 =

3π

2
− θh)

(C.32)

0 = −m6g
{
ℓt cos(θ6 −

π

2
) + (ℓ6 − a6) cos(θ6 − π)

}
−fx6

{
ℓt sin(θ6 −

π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π)

}
+ fy6

{
ℓt cos(θ6 −

π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π)

}
+fy72ℓs − d6(θ̇6 − θ̇5) + τ6 (θ6 = θt + π)

(C.33)

となる．

fy7，fy72 の値から，リンク 6の面接触状態が維持されるかを判定する．fy7 > 0かつ fy72 > 0ならばリンク 6

の面接触は維持され，fy7 ≤ 0かつ fy72 ≤ 0ならば足は地面から離れる．fy7 > 0かつ fy72 ≤ 0ならば，リン

ク 6は面接触状態から Fig.C.3-(a)の点接触状態に変化する．θ6 = 3π
2 − θh のとき fy7 ≤ 0かつ fy72 > 0なら

ば，リンク 6は Fig.C.3-(d)の点接触状態に変化する．θ6 = θt + π のとき fy7 ≤ 0かつ fy72 > 0ならば，モデ

ルは転倒したとみなす（つま先の fy72 作用点での点接地状態は考慮しない）．

θ6 > 3π
2 − θh のとき，リンク 6は Fig.C.3-(d)のようにローラー部で地面と点接触する．リンク 6を滑らせると

きはこの姿勢にする．並進と回転の運動方程式は

m6ẍ6 = fx6 (C.34)

m6ÿ6 = fy6 + fy7 −m6g (C.35)

I6θ̈6 = fx6a6 sin θ6 − fy6a6 cos θ6 − fy7

{
ℓh cos(θ6 −

3

2
π)− (ℓ6 − a6 − ah) sin(θ6 −

3

2
π)

}
−d6(θ̇6 − θ̇5) + τ6 (C.36)

となる．
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C.2 リンク間の幾何学関係

リンク 0を基準とするとき（θt ≤ θ0 ≤ π
2 − θh）

link 6link 0

Fig.C.4 Planar moonwalking robot model (link 0 is fixed)

x0 = xb + ℓt cos(θ0 +
π

2
) + a0 cos θ0 (C.37)

y0 = yb + ℓt sin(θ0 +
π

2
) + a0 sin θ0 (C.38)

x1 = xb + ℓt cos(θ0 +
π

2
) + ℓ0 cos θ0 + a1 cos θ1 (C.39)

y1 = yb + ℓt sin(θ0 +
π

2
) + ℓ0 sin θ0 + a1 sin θ1 (C.40)

x2 = xb + ℓt cos(θ0 +
π

2
) + ℓ0 cos θ0 + ℓ1 cos θ1 + a2 cos θ2 (C.41)

y2 = yb + ℓt sin(θ0 +
π

2
) + ℓ0 sin θ0 + ℓ1 sin θ1 + a2 sin θ2 (C.42)

x3 = xb + ℓt cos(θ0 +
π

2
) + ℓ0 cos θ0 + ℓ1 cos θ1 + ℓ2 cos θ2 + a3 cos θ3 (C.43)

y3 = yb + ℓt sin(θ0 +
π

2
) + ℓ0 sin θ0 + ℓ1 sin θ1 + ℓ2 sin θ2 + a3 sin θ3 (C.44)

x4 = xb + ℓt cos(θ0 +
π

2
) + ℓ0 cos θ0 + ℓ1 cos θ1 + ℓ2 cos θ2 + a4 cos θ4 (C.45)

y4 = yb + ℓt sin(θ0 +
π

2
) + ℓ0 sin θ0 + ℓ1 sin θ1 + ℓ2 sin θ2 + a4 sin θ4 (C.46)
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x5 = xb + ℓt cos(θ0 +
π

2
) + ℓ0 cos θ0 + ℓ1 cos θ1 + ℓ2 cos θ2 + ℓ4 cos θ4 + a5 cos θ5 (C.47)

y5 = yb + ℓt sin(θ0 +
π

2
) + ℓ0 sin θ0 + ℓ1 sin θ1 + ℓ2 sin θ2 + ℓ4 sin θ4 + a5 sin θ5 (C.48)

x6 = xb + ℓt cos(θ0 +
π

2
) + ℓ0 cos θ0 + ℓ1 cos θ1 + ℓ2 cos θ2 + ℓ4 cos θ4 + ℓ5 cos θ5

+ a6 cos θ6 (C.49)

y6 = yb + ℓt sin(θ0 +
π

2
) + ℓ0 sin θ0 + ℓ1 sin θ1 + ℓ2 sin θ2 + ℓ4 sin θ4 + ℓ5 sin θ5

+ a6 sin θ6 (C.50)

xm = xb + ℓt cos(θ0 +
π

2
) + ℓ0 cos θ0 + ℓ1 cos θ1 + ℓ2 cos θ2 + ℓ4 cos θ4 + ℓ5 cos θ5

+ (ℓ6 − ah) cos θ6 + ℓh cos(θ6 −
π

2
) (C.51)

ym = yb + ℓt sin(θ0 +
π

2
) + ℓ0 sin θ0 + ℓ1 sin θ1 + ℓ2 sin θ2 + ℓ4 sin θ4 + ℓ5 sin θ5

+ (ℓ6 − ah) sin θ6 + ℓh sin(θ6 −
π

2
)− ar (C.52)

リンク 6を基準とするとき（θt + π ≤ θ6 ≤ 3π
2 − θh）

link 0link 6

Fig.C.5 Planar moonwalking robot model (link 6 is fixed)
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x6 = xb + ℓt cos(θ6 −
π

2
) + (ℓ6 − a6) cos(θ6 − π) (C.53)

y6 = yb + ℓt sin(θ6 −
π

2
) + (ℓ6 − a6) sin(θ6 − π) (C.54)

x5 = xb + ℓt cos(θ6 −
π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π) + (ℓ5 − a5) cos(θ5 − π) (C.55)

y5 = yb + ℓt sin(θ6 −
π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π) + (ℓ5 − a5) sin(θ5 − π) (C.56)

x4 = xb + ℓt cos(θ6 −
π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π) + ℓ5 cos(θ5 − π) + (ℓ4 − a4) cos(θ4 − π) (C.57)

y4 = yb + ℓt sin(θ6 −
π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π) + ℓ5 sin(θ5 − π) + (ℓ4 − a4) sin(θ4 − π) (C.58)

x3 = xb + ℓt cos(θ6 −
π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π) + ℓ5 cos(θ5 − π) + ℓ4 cos(θ4 − π)

+ a3 cos θ3 (C.59)

y3 = yb + ℓt sin(θ6 −
π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π) + ℓ5 sin(θ5 − π) + ℓ4 sin(θ4 − π)

+ a3 sin θ3 (C.60)

x2 = xb + ℓt cos(θ6 −
π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π) + ℓ5 cos(θ5 − π) + ℓ4 cos(θ4 − π)

+ (ℓ2 − a2) cos(θ2 + π) (C.61)

y2 = yb + ℓt sin(θ6 −
π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π) + ℓ5 sin(θ5 − π) + ℓ4 sin(θ4 − π)

+ (ℓ2 − a2) sin(θ2 + π) (C.62)

x1 = xb + ℓt cos(θ6 −
π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π) + ℓ5 cos(θ5 − π) + ℓ4 cos(θ4 − π)

+ ℓ2 cos(θ2 + π) + (ℓ1 − a1) cos(θ1 + π) (C.63)

y1 = yb + ℓt sin(θ6 −
π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π) + ℓ5 sin(θ5 − π) + ℓ4 sin(θ4 − π)

+ ℓ2 sin(θ2 + π) + (ℓ1 − a1) sin(θ1 + π) (C.64)

x0 = xb + ℓt cos(θ6 −
π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π) + ℓ5 cos(θ5 − π) + ℓ4 cos(θ4 − π)

+ ℓ2 cos(θ2 + π) + ℓ1 cos(θ1 + π) + (ℓ0 − a0) cos(θ0 + π) (C.65)

y0 = yb + ℓt sin(θ6 −
π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π) + ℓ5 sin(θ5 − π) + ℓ4 sin(θ4 − π)

+ ℓ2 sin(θ2 + π) + ℓ1 sin(θ1 + π) + (ℓ0 − a0) sin(θ0 + π) (C.66)

xm = xb + ℓt cos(θ6 −
π

2
) + ℓ6 cos(θ6 − π) + ℓ5 cos(θ5 − π) + ℓ4 cos(θ4 − π)

+ ℓ2 cos(θ2 + π) + ℓ1 cos(θ1 + π) + (ℓ0 − ah) cos(θ0 + π) + ℓh cos(θ0 +
π

2
) (C.67)

ym = yb + ℓt sin(θ6 −
π

2
) + ℓ6 sin(θ6 − π) + ℓ5 sin(θ5 − π) + ℓ4 sin(θ4 − π)

+ ℓ2 sin(θ2 + π) + ℓ1 sin(θ1 + π) + (ℓ0 − ah) sin(θ0 + π) + ℓh sin(θ0 +
π

2
)− ar (C.68)
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C.3 リンクの重心位置とかかと位置の加速度

各リンクの重心位置と滑らせる足リンクのかかと位置を時間で二階微分し，それらの並進加速度を求める．

リンク 0を基準とするとき（θt ≤ θ0 ≤ π
2 − θh）

ẍ0 = −θ̈0ℓt sin(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt cos(θ0 +

π

2
)− θ̈0a0 sin θ0 − θ̇20a0 cos θ0 (C.69)

ÿ0 = θ̈0ℓt cos(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt sin(θ0 +

π

2
) + θ̈0a0 cos θ0 − θ̇20a0 sin θ0 (C.70)

ẍ1 = −θ̈0ℓt sin(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt cos(θ0 +

π

2
)− θ̈0ℓ0 sin θ0 − θ̇20ℓ0 cos θ0 − θ̈1a1 sin θ1 − θ̇21a1 cos θ1

(C.71)

ÿ1 = θ̈0ℓt cos(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt sin(θ0 +

π

2
) + θ̈0ℓ0 cos θ0 − θ̇20ℓ0 sin θ0 + θ̈1a1 cos θ1 − θ̇21a1 sin θ1 (C.72)

ẍ2 = −θ̈0ℓt sin(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt cos(θ0 +

π

2
)− θ̈0ℓ0 sin θ0 − θ̇20ℓ0 cos θ0 − θ̈1ℓ1 sin θ1 − θ̇21ℓ1 cos θ1

− θ̈2a2 sin θ2 − θ̇22a2 cos θ2 (C.73)

ÿ2 = θ̈0ℓt cos(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt sin(θ0 +

π

2
) + θ̈0ℓ0 cos θ0 − θ̇20ℓ0 sin θ0 + θ̈1ℓ1 cos θ1 − θ̇21ℓ1 sin θ1

+ θ̈2a2 cos θ2 − θ̇22a2 sin θ2 (C.74)

ẍ3 = −θ̈0ℓt sin(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt cos(θ0 +

π

2
)− θ̈0ℓ0 sin θ0 − θ̇20ℓ0 cos θ0 − θ̈1ℓ1 sin θ1 − θ̇21ℓ1 cos θ1

− θ̈2ℓ2 sin θ2 − θ̇22ℓ2 cos θ2 − θ̈3a3 sin θ3 − θ̇23a3 cos θ3 (C.75)

ÿ3 = θ̈0ℓt cos(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt sin(θ0 +

π

2
) + θ̈0ℓ0 cos θ0 − θ̇20ℓ0 sin θ0 + θ̈1ℓ1 cos θ1 − θ̇21ℓ1 sin θ1

+ θ̈2ℓ2 cos θ2 − θ̇22ℓ2 sin θ2 + θ̈3a3 cos θ3 − θ̇23a3 sin θ3 (C.76)

ẍ4 = −θ̈0ℓt sin(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt cos(θ0 +

π

2
)− θ̈0ℓ0 sin θ0 − θ̇20ℓ0 cos θ0 − θ̈1ℓ1 sin θ1 − θ̇21ℓ1 cos θ1

− θ̈2ℓ2 sin θ2 − θ̇22ℓ2 cos θ2 − θ̈4a4 sin θ4 − θ̇24a4 cos θ4 (C.77)

ÿ4 = θ̈0ℓt cos(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt sin(θ0 +

π

2
) + θ̈0ℓ0 cos θ0 − θ̇20ℓ0 sin θ0 + θ̈1ℓ1 cos θ1 − θ̇21ℓ1 sin θ1

+ θ̈2ℓ2 cos θ2 − θ̇22ℓ2 sin θ2 + θ̈4a4 cos θ4 − θ̇24a4 sin θ4 (C.78)

ẍ5 = −θ̈0ℓt sin(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt cos(θ0 +

π

2
)− θ̈0ℓ0 sin θ0 − θ̇20ℓ0 cos θ0 − θ̈1ℓ1 sin θ1 − θ̇21ℓ1 cos θ1

− θ̈2ℓ2 sin θ2 − θ̇22ℓ2 cos θ2 − θ̈4ℓ4 sin θ4 − θ̇24ℓ4 cos θ4 − θ̈5a5 sin θ5 − θ̇25a5 cos θ5 (C.79)

ÿ5 = θ̈0ℓt cos(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt sin(θ0 +

π

2
) + θ̈0ℓ0 cos θ0 − θ̇20ℓ0 sin θ0 + θ̈1ℓ1 cos θ1 − θ̇21ℓ1 sin θ1

+ θ̈2ℓ2 cos θ2 − θ̇22ℓ2 sin θ2 + θ̈4ℓ4 cos θ4 − θ̇24ℓ4 sin θ4 + θ̈5a5 cos θ5 − θ̇25a5 sin θ5 (C.80)

ẍ6 = −θ̈0ℓt sin(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt cos(θ0 +

π

2
)− θ̈0ℓ0 sin θ0 − θ̇20ℓ0 cos θ0 − θ̈1ℓ1 sin θ1 − θ̇21ℓ1 cos θ1

− θ̈2ℓ2 sin θ2 − θ̇22ℓ2 cos θ2 − θ̈4ℓ4 sin θ4 − θ̇24ℓ4 cos θ4 − θ̈5ℓ5 sin θ5 − θ̇25ℓ5 cos θ5

− θ̈6a6 sin θ6 − θ̇26a6 cos θ6 (C.81)

ÿ6 = θ̈0ℓt cos(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt sin(θ0 +

π

2
) + θ̈0ℓ0 cos θ0 − θ̇20ℓ0 sin θ0 + θ̈1ℓ1 cos θ1 − θ̇21ℓ1 sin θ1

+ θ̈2ℓ2 cos θ2 − θ̇22ℓ2 sin θ2 + θ̈4ℓ4 cos θ4 − θ̇24ℓ4 sin θ4 + θ̈5ℓ5 cos θ5 − θ̇25ℓ5 sin θ5

+ θ̈6a6 cos θ6 − θ̇26a6 sin θ6 (C.82)
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ẍm = −θ̈0ℓt sin(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt cos(θ0 +

π

2
)− θ̈0ℓ0 sin θ0 − θ̇20ℓ0 cos θ0 − θ̈1ℓ1 sin θ1 − θ̇21ℓ1 cos θ1

− θ̈2ℓ2 sin θ2 − θ̇22ℓ2 cos θ2 − θ̈4ℓ4 sin θ4 − θ̇24ℓ4 cos θ4 − θ̈5ℓ5 sin θ5 − θ̇25ℓ5 cos θ5

− θ̈6(ℓ6 − ah) sin θ6 − θ̇26(ℓ6 − ah) cos θ6 − θ̈6ℓh sin(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓh cos(θ6 −

π

2
) (C.83)

ÿm = θ̈0ℓt cos(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓt sin(θ0 +

π

2
) + θ̈0ℓ0 cos θ0 − θ̇20ℓ0 sin θ0 + θ̈1ℓ1 cos θ1 − θ̇21ℓ1 sin θ1

+ θ̈2ℓ2 cos θ2 − θ̇22ℓ2 sin θ2 + θ̈4ℓ4 cos θ4 − θ̇24ℓ4 sin θ4 + θ̈5ℓ5 cos θ5 − θ̇25ℓ5 sin θ5

+ θ̈6(ℓ6 − ah) cos θ6 − θ̇26(ℓ6 − ah) sin θ6 + θ̈6ℓh cos(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓh sin(θ6 −

π

2
) (C.84)

リンク 6を基準とするとき（θt + π ≤ θ6 ≤ 3π
2 − θh）

ẍ6 = −θ̈6ℓt sin(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt cos(θ6 −

π

2
)− θ̈6(ℓ6 − a6) sin(θ6 − π)− θ̇26(ℓ6 − a6) cos(θ6 − π) (C.85)

ÿ6 = θ̈6ℓt cos(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt sin(θ6 −

π

2
) + θ̈6(ℓ6 − a6) cos(θ6 − π)− θ̇26(ℓ6 − a6) sin(θ6 − π) (C.86)

ẍ5 = −θ̈6ℓt sin(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt cos(θ6 −

π

2
)− θ̈6ℓ6 sin(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 cos(θ6 − π)

− θ̈5(ℓ5 − a5) sin(θ5 − π)− θ̇25(ℓ5 − a5) cos(θ5 − π) (C.87)

ÿ5 = θ̈6ℓt cos(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt sin(θ6 −

π

2
) + θ̈6ℓ6 cos(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 sin(θ6 − π)

+ θ̈5(ℓ5 − a5) cos(θ5 − π)− θ̇25(ℓ5 − a5) sin(θ5 − π) (C.88)

ẍ4 = −θ̈6ℓt sin(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt cos(θ6 −

π

2
)− θ̈6ℓ6 sin(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 cos(θ6 − π)

− θ̈5ℓ5 sin(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̈4(ℓ4 − a4) sin(θ4 − π)− θ̇24(ℓ4 − a4) cos(θ4 − π) (C.89)

ÿ4 = θ̈6ℓt cos(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt sin(θ6 −

π

2
) + θ̈6ℓ6 cos(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 sin(θ6 − π)

+ θ̈5ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 sin(θ5 − π) + θ̈4(ℓ4 − a4) cos(θ4 − π)− θ̇24(ℓ4 − a4) sin(θ4 − π) (C.90)

ẍ3 = −θ̈6ℓt sin(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt cos(θ6 −

π

2
)− θ̈6ℓ6 sin(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 cos(θ6 − π)

− θ̈5ℓ5 sin(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̈4ℓ4 sin(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 cos(θ4 − π)

− θ̈3a3 sin θ3 − θ̇23a3 cos θ3 (C.91)

ÿ3 = θ̈6ℓt cos(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt sin(θ6 −

π

2
) + θ̈6ℓ6 cos(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 sin(θ6 − π)

+ θ̈5ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 sin(θ5 − π) + θ̈4ℓ4 cos(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 sin(θ4 − π)

+ θ̈3a3 cos θ3 − θ̇23a3 sin θ3 (C.92)

ẍ2 = −θ̈6ℓt sin(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt cos(θ6 −

π

2
)− θ̈6ℓ6 sin(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 cos(θ6 − π)

− θ̈5ℓ5 sin(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̈4ℓ4 sin(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 cos(θ4 − π)

− θ̈2(ℓ2 − a2) sin(θ2 + π)− θ̇22(ℓ2 − a2) cos(θ2 + π) (C.93)

ÿ2 = θ̈6ℓt cos(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt sin(θ6 −

π

2
) + θ̈6ℓ6 cos(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 sin(θ6 − π)

+ θ̈5ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 sin(θ5 − π) + θ̈4ℓ4 cos(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 sin(θ4 − π)

+ θ̈2(ℓ2 − a2) cos(θ2 + π)− θ̇22(ℓ2 − a2) sin(θ2 + π) (C.94)
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ẍ1 = −θ̈6ℓt sin(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt cos(θ6 −

π

2
)− θ̈6ℓ6 sin(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 cos(θ6 − π)

− θ̈5ℓ5 sin(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̈4ℓ4 sin(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 cos(θ4 − π)− θ̈2ℓ2 sin(θ2 + π)

− θ̇22ℓ2 cos(θ2 + π)− θ̈1(ℓ1 − a1) sin(θ1 + π)− θ̇21(ℓ1 − a1) cos(θ1 + π) (C.95)

ÿ1 = θ̈6ℓt cos(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt sin(θ6 −

π

2
) + θ̈6ℓ6 cos(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 sin(θ6 − π)

+ θ̈5ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 sin(θ5 − π) + θ̈4ℓ4 cos(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 sin(θ4 − π) + θ̈2ℓ2 cos(θ2 + π)

− θ̇22ℓ2 sin(θ2 + π) + θ̈1(ℓ1 − a1) cos(θ1 + π)− θ̇21(ℓ1 − a1) sin(θ1 + π) (C.96)

ẍ0 = −θ̈6ℓt sin(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt cos(θ6 −

π

2
)− θ̈6ℓ6 sin(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 cos(θ6 − π)

− θ̈5ℓ5 sin(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̈4ℓ4 sin(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 cos(θ4 − π)

− θ̈2ℓ2 sin(θ2 + π)− θ̇22ℓ2 cos(θ2 + π)− θ̈1ℓ1 sin(θ1 + π)− θ̇21ℓ1 cos(θ1 + π)

− θ̈0(ℓ0 − a0) sin(θ0 + π)− θ̇20(ℓ0 − a0) cos(θ0 + π) (C.97)

ÿ0 = θ̈6ℓt cos(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt sin(θ6 −

π

2
) + θ̈6ℓ6 cos(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 sin(θ6 − π)

+ θ̈5ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 sin(θ5 − π) + θ̈4ℓ4 cos(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 sin(θ4 − π)

+ θ̈2ℓ2 cos(θ2 + π)− θ̇22ℓ2 sin(θ2 + π) + θ̈1ℓ1 cos(θ1 + π)− θ̇21ℓ1 sin(θ1 + π)

+ θ̈0(ℓ0 − a0) cos(θ0 + π)− θ̇20(ℓ0 − a0) sin(θ0 + π) (C.98)

ẍm = −θ̈6ℓt sin(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt cos(θ6 −

π

2
)− θ̈6ℓ6 sin(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 cos(θ6 − π)

− θ̈5ℓ5 sin(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̈4ℓ4 sin(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 cos(θ4 − π)

− θ̈2ℓ2 sin(θ2 + π)− θ̇22ℓ2 cos(θ2 + π)− θ̈1ℓ1 sin(θ1 + π)− θ̇21ℓ1 cos(θ1 + π)− θ̈0(ℓ0 − ah) sin(θ0 + π)

− θ̇20(ℓ0 − ah) cos(θ0 + π)− θ̈0ℓh sin(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓh cos(θ0 +

π

2
) (C.99)

ÿm = θ̈6ℓt cos(θ6 −
π

2
)− θ̇26ℓt sin(θ6 −

π

2
) + θ̈6ℓ6 cos(θ6 − π)− θ̇26ℓ6 sin(θ6 − π)

+ θ̈5ℓ5 cos(θ5 − π)− θ̇25ℓ5 sin(θ5 − π) + θ̈4ℓ4 cos(θ4 − π)− θ̇24ℓ4 sin(θ4 − π)

+ θ̈2ℓ2 cos(θ2 + π)− θ̇22ℓ2 sin(θ2 + π) + θ̈1ℓ1 cos(θ1 + π)− θ̇21ℓ1 sin(θ1 + π) + θ̈0(ℓ0 − ah) cos(θ0 + π)

− θ̇20(ℓ0 − ah) sin(θ0 + π) + θ̈0ℓh cos(θ0 +
π

2
)− θ̇20ℓh sin(θ0 +

π

2
) (C.100)

C.4 順動力学

順動力学の計算では，角加速度 7つ，内力 18個，並進加速度 16個の計 41変数を未知数とする．足リンク 0と 6

の接地状態ごとに異なる計算を行う．

リンク 0を基準とするとき（θt ≤ θ0 ≤ π
2 − θh）

θt < θ0 < π
2 − θh かつ θ6 > 3π

2 − θh のとき

リンク 0がつま先で接地し，リンク 6がかかとローラで接地する状態では，リンク 7つの運動方程式 21個（式

(C.2)～(C.4)，(C.12)～(C.26)，(C.34)～(C.36)），並進加速度の式 16個（式 (C.69)～(C.84)）に以下の条件 4

つ

fy02 = 0 (C.101)

fx7 = 0 (C.102)

fy72 = 0 (C.103)

ÿm = 0 (C.104)
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の計 41式を用いて，未知数は一意に求まる．

θt < θ0 < π
2 − θh かつ θt + π < θ6 ≤ 3π

2 − θh のとき

リンク 0，6がともにつま先で接地する状態では，リンク 7つの運動方程式 21個（式 (C.2)～(C.4)，(C.12)～

(C.29)），並進加速度の式 16個（式 (C.69)～(C.84)）に以下の条件 4つ

fy02 = 0 (C.105)

fy72 = 0 (C.106)

ẍm − θ̈6ah sin θ6 − θ̇26ah cos θ6 − θ̈6(ℓh + ℓt) sin(θ6 +
π

2
)− θ̇26(ℓh + ℓt) cos(θ6 +

π

2
) = 0 (C.107)

ÿm + θ̈6ah cos θ6 − θ̇26ah sin θ6 + θ̈6(ℓh + ℓt) cos(θ6 +
π

2
)− θ̇26(ℓh + ℓt) sin(θ6 +

π

2
) = 0 (C.108)

の計 41式を用いて，未知数は一意に求まる．

θ0 = θt,
π
2 − θh かつ θ6 > 3π

2 − θh のとき

リンク 0が面で接地し，リンク 6がかかとローラーで接地する状態では，リンク 7つの運動方程式とつり合いの

式 21個（式 (C.5)～(C.8)，(C.12)～(C.26)，(C.34)～(C.36)），並進加速度の式 16個（式 (C.69)～(C.84)）に

以下の条件 4つ

θ̈0 = 0 (C.109)

fx7 = 0 (C.110)

fy72 = 0 (C.111)

ÿm = 0 (C.112)

の計 41式を用いて，未知数は一意に求まる．

リンク 6を基準とするとき（θt + π ≤ θ6 ≤ 3π
2 − θh）

θ0 > π
2 − θh かつ θt + π < θ6 < 3π

2 − θh のとき

リンク 6 がつま先で接地し，リンク 0 がかかとローラーで接地する状態では，リンク 7 つの運動方程式 21 個

（式 (C.9)～(C.29)），並進加速度の式 16個（式 (C.85)～(C.100)）に以下の条件 4つ

fx0 = 0 (C.113)

fy02 = 0 (C.114)

fy72 = 0 (C.115)

ÿm = 0 (C.116)

の計 41式を用いて，未知数は一意に求まる．

θt < θ0 ≤ π
2 − θh かつ θt + π < θ6 < 3π

2 − θh のとき

リンク 0，6がともにつま先で接地する状態では，リンク 7つの運動方程式 21個（式 (C.2)～(C.4)，(C.12)～
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(C.29)），並進加速度の式 16個（式 (C.85)～(C.100)）に以下の条件 4つ

fy02 = 0 (C.117)

fy72 = 0 (C.118)

ẍm − θ̈0ah sin(θ0 + π)− θ̇20ah cos(θ0 + π)− θ̈0(ℓh + ℓt) sin(θ0 −
π

2
)− θ̇20(ℓh + ℓt) cos(θ0 −

π

2
) = 0 (C.119)

ÿm + θ̈0ah cos(θ0 + π)− θ̇20ah sin(θ0 + π) + θ̈0(ℓh + ℓt) cos(θ0 −
π

2
)− θ̇20(ℓh + ℓt) sin(θ0 −

π

2
) = 0 (C.120)

の計 41式を用いて，未知数は一意に求まる．

θ0 > π
2 − θh かつ θ6 = θt + π, 3π

2 − θh のとき

リンク 6が面で接地し，リンク 0がかかとローラーで接地する状態では，リンク 7つの運動方程式とつり合いの

式 21個（式 (C.9)～(C.26)，(C.30)～(C.33)），並進加速度の式 16個（式 (C.85)～(C.100)）に以下の条件 4つ

θ̈6 = 0 (C.121)

fx0 = 0 (C.122)

fy02 = 0 (C.123)

ÿm = 0 (C.124)

の計 41式を用いて，未知数は一意に求まる．

それぞれの場合について連立方程式を行列の形に整理し

M(θ)

θ̈f
c

 = C(θ, θ̇) +Bτ (C.125)

θ =
[
θ0 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

]T
(C.126)

f =
[
fx0 fy0 fy02 fx1 fy1 fx2 fy2 fx3 fy3

fx4 fy4 fx5 fy5 fx6 fy6 fx7 fy7 fy72
]T

(C.127)

c =
[
ẍ0 ÿ0 ẍ1 ÿ1 ẍ2 ÿ2 ẍ3 ÿ3

ẍ4 ÿ4 ẍ5 ÿ5 ẍ6 ÿ6 ẍm ÿm
]T

(C.128)

τ =
[
τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6

]T
(C.129)

を得る．ただし，M ∈ R41×41，C ∈ R41，B ∈ R41×6 である．式 (C.125)に θ，θ̇，τ を既知として与え，θ̈ をθ̈f
c

 = M(θ)−1C(θ, θ̇) +M(θ)−1Bτ (C.130)

のように求める．

C.5 逆動力学

逆動力学の計算では，関節トルク 6つ，内力 18個，リンク重心加速度 16個の計 40変数が未知数である．足リン

ク 0と 6の接地状態ごとに異なる計算を行う．

リンク 0を基準とするとき（θt ≤ θ0 ≤ π
2 − θh）
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θt < θ0 < π
2 − θh かつ θ6 > 3π

2 − θh のとき

リンク 0がつま先で点接地し，リンク 6がかかとローラで点接地するとき，リンク 7つの運動方程式 21個（式

(C.2)～(C.4)，(C.12)～(C.26)，(C.34)～(C.36)），並進加速度の式 16個（式 (C.69)～(C.84)）に以下の条件 3

つ

fx7 = 0 (C.131)

fy02 = 0 (C.132)

fy72 = 0 (C.133)

の計 40式を用いて，未知数は一意に求まる．

θt < θ0 < π
2 − θh かつ θt + π < θ6 ≤ 3π

2 − θh のとき

リンク 0，6 がともにつま先で点接地するとき，リンク 7 つの運動方程式 21 個（式 (C.2)～(C.4)，(C.12)～

(C.29)），並進加速度の式 16個（式 (C.69)～(C.84)）に以下の条件 2つ

fy02 = 0 (C.134)

fy72 = 0 (C.135)

の計 39式を用いて未知数を求める．この場合，解は一意に定まらない．

θ0 = θt,
π
2 − θh かつ θ6 > 3π

2 − θh のとき

リンク 0が面で接地し，リンク 6がかかとローラで接地するとき，リンク 7つの運動方程式とつり合いの式 20

個（式 (C.5)，(C.6)，(C.12)～(C.26)，(C.34)～(C.36)），並進加速度の式 16個（式 (C.69)～(C.84)）に以下の

条件 2つ

fx7 = 0 (C.136)

fy72 = 0 (C.137)

の計 39式を用いて未知数を求める．この場合，解は一意に定まらない．

リンク 6を基準とするとき（θt + π ≤ θ6 ≤ 3π
2 − θh）

θ0 > π
2 − θh かつ θt + π < θ6 < 3π

2 − θh のとき

リンク 6 がつま先で点接地し，リンク 0 がかかとローラで接地するとき，リンク 7 つの運動方程式 21 個（式

(C.9)～(C.29)），並進加速度の式 16個（式 (C.85)～(C.100)）に以下の条件 3つ

fx0 = 0 (C.138)

fy02 = 0 (C.139)

fy72 = 0 (C.140)

の計 40式を用いて，未知数は一意に求まる．

θt < θ0 ≤ π
2 − θh かつ θt + π < θ6 < 3π

2 − θh のとき

リンク 0，6がともにつま先で点接地するとき，リンク 7つの運動方程式 21個（式式 (C.2)～(C.4)，(C.12)～

(C.29)），並進加速度の式 16個（式 (C.85)～(C.100)）に以下の条件 2つ

fy02 = 0 (C.141)

fy72 = 0 (C.142)
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の計 39式を用いて，未知数を求める．この場合，解は一意に定まらない．

θ0 > π
2 − θh かつ θ6 = θt + π, 3π

2 − θh のとき

リンク 6が面で接地し，リンク 0がかかとローラで接地するとき，リンク 7つの運動方程式とつり合いの式 20

個（式 (C.9)～(C.26)，(C.30)，(C.31)），並進加速度の式 16個（式 (C.85)～(C.100)）に以下の条件 2つ

fx0 = 0 (C.143)

fy02 = 0 (C.144)

の計 39式を用いて，未知数を求める．この場合，解は一意に定まらない．

それぞれの場合について連立方程式を行列の形に整理し

BI(θ)

τf
c

 = CI(θ, θ̇, θ̈) (C.145)

θ =
[
θ0 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

]T
(C.146)

f =
[
fx0 fy0 fx1 fy1 fx2 fy2 fx3 fy3

fx4 fy4 fx5 fy5 fx6 fy6 fx7 fy7
]T

(C.147)

c =
[
ẍ0 ÿ0 ẍ1 ÿ1 ẍ2 ÿ2 ẍ3 ÿ3

ẍ4 ÿ4 ẍ5 ÿ5 ẍ6 ÿ6 ẍm ÿm
]T

(C.148)

τ =
[
τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6

]T
(C.149)

を得る．ただし，BI ∈ R40×40 または ∈ R39×40，CI ∈ R40 または ∈ R39 である．式 (C.125)に θ，θ̇，θ̈ を既知

として与え，τ を τf
c

 = BI(θ)#CI(θ, θ̇, θ̈) (C.150)

のように求める．BI(θ)# はBI の逆行列または疑似逆行列である．
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