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7.3.1 Büchi受理実行存在の必要充分条件 . . . . . . . . . . . . 135

7.3.2 平均利得受理実行存在の必要充分条件 . . . . . . . . . . 136

7.3.3 線形制約を用いた平均利得受理実行存在の必要充分条件
の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139



5

7.3.4 空判定手続き . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

7.4 表現力 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

7.4.1 決定性 vs. 非決定性 MTMP ω-正規オートマトン . . . . 143

7.4.2 LTLmp vs. 決定性MTMP ω-正規オートマトン . . . . . . 144

第 8章 LTLmpのモデル検査と充足可能性判定 149

8.1 LTLmpからMTMP ω-正規オートマトンへの変換 . . . . . . . . 150

8.1.1 連言的MPNF式を満たすモデルのふるまいを受理する
MPBAの構成法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

8.1.2 LTLmp文から等価なMTMPBAへの変換 . . . . . . . . . 154

8.2 モデル検査 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

8.3 確率的モデル検査 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

8.4 充足可能性判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

8.5 最適化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

第 9章 LTLmp仕様の平均ケースの実現可能性と最適合成 165

9.1 LTLmpフラグメント LTLmp− . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

9.2 多全称閾値平均利得Rabinゲーム . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

9.3 ゲーム上の最適対抗戦略問題への帰着 . . . . . . . . . . . . . . 171

9.4 MUTMPRG最適対抗戦略の構成法 . . . . . . . . . . . . . . . . 174

9.4.1 MUTMPRG最適対抗戦略合成の概略 . . . . . . . . . . . 175

9.4.2 MUTMPRG最適対抗戦略合成の部分手続き . . . . . . . 177

9.4.3 MUTMPRG最適対抗戦略合成手続き . . . . . . . . . . . 195

9.5 計算量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

第 IV部 結論 203

第 10章 関連研究 205

10.1 定量的言語 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

10.2 実時間論理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

10.3 確率時間論理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

10.4 平均利得時間論理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

10.5 定量的ゲーム . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

第 11章 おわりに 211



6

謝辞 215

参考文献 216

付録 230

付 録A 正規言語 233

付 録B 確率と統計 235

B.1 完全加法族と確率空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

B.2 Bernoulli試行 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237

B.3 Markov性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237

B.4 統計的手法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

B.4.1 区間推定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

B.4.2 逐次確率比検定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

付 録C 線形計画法 243



第I部

序論





9

第1章 はじめに

1.1 背景と目的
ハードウェアやソフトウェアの開発と検証には，しばしば形式手法（formal

method）が用いられている．形式手法とは，システムやその仕様1（specifica-

tion）を数学的に記述，検証する手法である．形式手法を用いて検証や開発を
行う場合，コストが非常に高くなるものの，不具合がないことを数学的に保証
することができる．そのため，高い安全性が求められる，不具合（バグ）が大
きな損害を与えうるシステム（プログラム）の開発には非常に有効な手法であ
る．そのようなシステムの主な例としては，組み込みシステムなどの各種制御
システムなどが挙げられる．
システムの形式的検証には，しばしばモデル検査[37]（model checking）が
用いられている．モデル検査は，与えられたシステムが仕様を満たすことを網
羅的かつ自動的に検証する手法であり，多くのモデル検査器 [77, 67, 83, 70, 88]

が開発されている．ここで，曖昧さがないように仕様が記述されていなけれ
ばならないため，仕様記述言語として時間論理（temporal logic）がしばしば
用いられている．また，大規模で複雑な仕様には欠陥（矛盾や不備）が含ま
れていることもあり，仕様自体の検証が必要とされることも多い．そのため，
仕様の無矛盾性2（consistency）を検証する研究も行われてきた．しかしなが
ら，各種制御システムのように，外部環境と継続的に相互作用するシステム，
リアクティブシステム3（reactive system，RS）の仕様は，無矛盾であるだけ
では不十分である．なぜならば，RSは外部環境からの未来の入力を直接制御
することはできないため，どのような入力に対しても，その時点の出力を過去
情報のみを用いて適切に選択して仕様を満たさなければならないからである．
そのように，仕様を満たすように適切に出力を選択し続けることが可能である
とき，すなわち，その仕様を実現するRSが存在するとき，その仕様は実現可

1システムが満たすべき性質のこと．
2充足可能性（satisfiability）ともいう．
3しばしばプログラムと同一視される．
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能（realizable）あるいはプログラム可能（programmable）であるという．そ
して，仕様からそれを実現するRSを生成することを合成（synthesis）といい，
時間論理などで記述された仕様からRSを自動合成する手法も研究されている
[23, 68, 1, 72]．この自動合成による開発過程では，仕様が要件定義者の意図を
正しく反映しているのであれば，不具合が混入する余地がない．

形式的な仕様記述や状態遷移系の検証では，系のふるまいの定性的な時間的
性質が注目されてきた．例えば，

• 「常にある性質が成り立つ」，

• 「デッドロック状態へ到達する可能性がない」，

• 「与えられた要求に対して，いつか必ず適切な手順に従って応答を返す」，

• 「ある性質が無限にしばしば成り立つ」

などの，主に「系が備えるべき機能」に関する性質である．こうした性質の多
くは，ω-正規言語（ω-regular lamguage），すなわち，Büchiオートマトンな
どのω-正規オートマトン4（ω-regular automata）が認識できる言語として表
現可能である．そのため，ω-正規オートマトンや，それらより表現力の弱い
言語を直観的に定義できる線形時相論理[69]（Linear Temporal Logic，LTL）
などが広く研究されてきた．そして，NuSMV[67, 36]5や SPIN[77, 52] など
の LTLモデル検査ができるツールが開発された．また，LTL実現可能性判
定/合成問題は 2EXPTIME-完全 [68, 1, 72] であることが示され，Lily[61, 54]，
Acacia+[2, 17, 18]や Unbeast[82, 44] などの LTL実現可能性判定器も開発さ
れている．
一方で，より現実的な系を解析するために，定量的な時間的性質を記述，検
証するための研究も行われてきた．例えば，

• 「要求に対して，5秒以内に応答する」などの実時間制限に関する性質，

• 「要求に対して，一定時間以内に適切に応答する確率が 80%以上である」
などの確率的性質，

• 「故障状態である頻度が 3%以下である」などの頻度的性質，

4単に ω-オートマトンと呼ぶこともある．
5仕様記述言語として計算木論理[38]（Computation Tree Logic，CTL）なども用いること

もできる．
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• 「長期的な平均利得の上界が 10以下である」のような利得に関する性質

などの，主に「系が備えるべき性能」に関する性質である．このような定量的
性質を記述するための仕様記述言語として，実時間論理[5, 56, 94, 3, 9, 4, 20]

（real-time logic）や確率時間論理[51, 11, 13, 12, 10]（probabilistic temporal

logic）などが開発されてきた．また，UPPAAL[83, 15]などの実時間モデル検
査器，PRISM[70, 58]やYmer[88, 89]などの確率的モデル検査器も開発されて
いる．特に確率時間論理では実時間性や利得の期待値等の拡張も提案されて
いる [13, 10]．ただし，これらの拡張時間論理で記述された仕様の検証は不能
あるいは困難であることも多い．例えば，TPTL[5]やMTL[56]などの実時間
論理は，モデル検査と充足可能性判定が決定不能である．また，最も単純な確
率時間論理の一つであるPCTL[51] の充足可能性判定の決定可能性は未解決で
ある．しかしながら，定量的性質に注目した拡張時間論理仕様には，定量解析
（quantitative analysis）や最適化（optimization）といったより高度な検証手法
を適用できるという大きな利点がある．例えば，確率的モデル検査器 PRISM

は，「ある性質を満たすふるまいの生起確率がある閾値以上であるか否か」を
判定できるだけでなく，「ある性質を満たすふるまいの生起確率」そのものを計
算することもできる．また近年になって，平均利得（mean-payoff）に関する
目的関数に対して，最適にふるまうプログラムや戦略を合成する手法がいくつ
も提案されている [33, 16, 32, 86, 18]．さらに，LTLの平均利得拡張時間論理
もいくつか開発されている [19, 17]．

本研究では，こうした定量的な性質を記述可能な拡張時間論理，及び，それ
によって記述されたまた，仕様の効果的，効率的な検証手法を開発することを
目的としている．

1.2 本研究の内容
本研究では，定量的な性質を記述できる以下の二つの拡張時間論理を開発
し，また，それらによって記述された仕様の検証手法を開発した．

• 確率頻度時間論理PFTL（Probabilistic Frequency Temporal Logic）

• 平均利得線形時相論理LTLmp（LTL with Mean-Payoff constraints）

PFTL[80]は確率時間論理に頻度の概念を導入した時間論理である．この時
間論理では，各状態における分岐の可能性に関する定量的性質（確率的性質）
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と，分岐の結果として現れる時系列上の定量的性質（頻度的性質）を記述する
ことができる．また，PFTLの意味論は離散時間だけでなく連続時間の上でも
与えており，離散時間的性質だけでなく実時間的な性質の記述にも用いること
ができる．これにより確率的モデルのランダムなふるまいの性質をより直観
的かつ詳細に記述できるようにした．また，離散時間/連続時間Markov連鎖
（Discrete-time/Continuous-time Markov chain，DTMC/CTMC）モデルに対
するPFTLモデル検査手法を開発した [80, 96]．なお，本研究では，このモデ
ル検査手法を以下の二つの PFTLフラグメントのモデル検査手法に分けて与
えた．

• CTL型フラグメント PFCTL

– CTLと同様に，時間演算子の直前にパス限量子を置かなければなら
ない PFTLフラグメント

• LTL型フラグメント PFLTL

– LTL6と同様に，パス限量子を部分式の中で用いることができない
PFTLフラグメント

既存の CTL型の確率時間論理に対しては数値計算ベースのモデル検査手法
[51, 11, 12, 59]が与えられており，DTMC/CTMCに対するPFCTLモデル検
査には同様の手法を与えた [80]．また，DTMCに対するPFLTLモデル検査で
は，確率的LTLモデル検査 [40, 41, 24]に帰着する手法を開発した．そして，厳
密な検証が困難であったCTMCに対するPFLTLモデル検査については，統計
的手法を用いた近似的モデル検査手法を与えた [80, 96]．この統計的アプロー
チ [92]は，通常のモデル検査では困難な確率微分方程式モデルなどの連続状態
確率的モデルに対する検証にも用いることが可能である．また，既存の確率時
間論理ではそれら連続モデルのふるまいの性質を直観的に記述することが困難
であったが，PFLTLでは新たに導入した頻度演算子を用いることで比較的容
易に記述できる．
本研究で開発したもう一つの時間論理 LTLmp[81, 97]は，LTLに平均利得の
概念を導入した時間論理である．この時間論理では，モデルの実行上の遷移
や状態，あるいは，その時間的性質の成立に対して発生する利得の平均的な
性質について記述することができる．既存の平均利得拡張時間論理 LTLlim[19]

6LTLはパス限量子を持たない時間論理であるが，モデル検査などの仕様としての LTL式
ψは「すべてのパスに関して ψ」というパス限量が暗黙的に付加されているものとして解釈さ
れる．
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では，モデルの実行上の平均利得に関する性質しか言及できなかったため，平
均利得制約を含んだ仕様の充足可能性判定に用いることはできなかった．一
方，LTLmpは，この limを拡張した時間論理であり，時間的性質の成立に対し
て発生する利得を考慮できる．そのため，イベント生起頻度や平均コストなど
の平均利得制約を含んだ仕様の充足可能性についても検証可能である．そし
て本研究では，LTLmpで記述された仕様に関するいくつかの検証手法を与え
た [81, 98]．ここで，線形時間論理仕様の検証では，仕様と等価なオートマト
ンを構成し，そのオートマトンの検証問題に帰着して解くオートマトンベー
スの手法がしばしば用いられている．本研究でも，LTLmp仕様と等価な拡張
オートマトン，多閾値平均利得（multi-threshold mean-payoff ，MTMP）ω-

正規オートマトンの性質を検証することで各種検証問題を解く手法を与えた
[81, 98]．MTMP ω-正規オートマトンは，ω-正規オートマトンに重み関数と平
均利得に関する受理条件 [6]を加えたオートマトンであり，その空判定問題は
線形制約充足問題（linear constraint satisfaction problem，LCSP）に帰着で
きる [81]．そして，LTLmpのモデル検査と充足可能性判定は，このMTMP ω-

正規オートマトンの空判定問題に帰着できることを示した [81]．また，LTLmp

の充足可能性判定がこの LCSPに帰着して決定できることを利用し，LTLmp

仕様に従う平均利得目的関数を線形計画法（linear programming，LP）を用い
て最適化する手法を開発した [81]．さらに，有限メモリをもった既知の環境下
における，LTLmpのフラグメントで記述されたリアクティブシステム仕様の
実現可能性判定/最適合成手法を開発した [98]．この合成手法は，システムの
具体的な使用状況が分かっている場合に有効な手法であり．想定されている環
境のもとで最適な性能を示すシステムを合成することができる．

1.3 本論文の構成
第 I部の残りでは，まず，2章で本研究で扱う定量的性質について非形式的
に説明する．次に，3章で準備として，モデルである状態遷移系，仕様を記述
するための時間論理，ω-オートマトンとそれに関連した概念や，確率や利得に
関する拡張の定義を与える．
第 II部は第 4章と第 5章からなり，確率頻度時間論理 PFTLとその検証手
法について述べる．第 4章では，確率時間論理に頻度の概念を導入した時間論
理PFTLの構文及び意味論を与える．そして第 5章で離散時間/連続時間モデ
ル検査手法について論じる．また，例として，既存の確率的モデル検査では検
証困難な確率的振動系を PFTLモデル検査で検証できることを示す．
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第 III部は第 6章から第 9章よりなり，平均利得線形時間論理 LTLmpとその
検証手法について述べる．第 6章では，LTLに平均利得式を導入した時間論理
LTLmpの構文及び意味論を与える．第 7章では，LTLmp文で定義される言語
を認識できる拡張ω-正規オートマトン，MTMP ω-正規オートマトンの定義を
与える．また，MTMP ω-正規オートマトンの空判定アルゴリズムを与え，さ
らに，その表現力についても考察する．第 8章では，LTLmp仕様のモデル検査
と充足可能性判定問題がMTMP ω-正規オートマトンの空問題に帰着して決定
できることを示す．また，線形計画法を用いて LTLmp仕様を充足可能な範囲
で最適化する手法を与える．そして，第 9章では，確率的環境のもとでLTLmp

フラグメント仕様を実現する，平均ケースにおいて最適なプログラムを合成す
る手法を与える．
第 IV部は第 10章と第 11章からなる結論である．第 10章では関連研究につ
いて述べる．最後に，第 11章でまとめる．
また，付録で正規言語，確率と統計，線形計画法に関する基本的定義を補完
する．
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システムが満たすべき性質を仕様という．ソフトウェア/ハードウェアの仕
様は，システムの利用者や設計者などの利害関係者の要求（requirement）を
反映して規定される．また，生命システムなどの検証では，仕様は解析対象シ
ステムのふるまいの特性として規定される．システムが仕様を満たす（不具合
がない）ことを厳密に検証するためには，まず，曖昧性がないように仕様が記
述されてなくてはならない．自然言語で記述された仕様は，その意味解釈に曖
昧性をもつため，システムがその仕様を満たすか否かの厳密な検証は一般に
不能である．また，仕様には機能や性能，コストなどシステムの様々な属性に
関する性質が含まれるが，すべての性質を曖昧性なく記述し，また，厳密に検
証することは困難である．例えば，「ユーザ・インターフェースの使いやすさ」
や「メンテナンスのしやすさ」などのシステム利用者/運用者の主観に影響さ
れる属性は，形式的に一般的な定義を与えることは困難である．そのため，形
式的検証の対象となる仕様は，その意味解釈に曖昧性をもたない形式的な言語
で記述されていなくてはならない．形式的な仕様記述言語としては，時間的性
質を記述できる様相論理である時間論理（temporal logic）がしばしば用いら
れている．時間的性質は，一つの時間系列に関する性質である線形時間的性質
（linear-time property）と状態のもつ分岐の可能性に関する性質である分岐時
間的性質（branching-time property）に分けることができ，それらの性質を記
述できる時間論理をそれぞれ線形時間論理（linear-time logic）と分岐時間論
理（branching-time logic）という．線形時間的性質の例としては，以下のよう
な性質がある．

• 「いつかある状態 sに到達する」

• 「常にある性質 ψを満たす」

• 「ある性質 ψが成り立った後に，A，B，Cというイベントが順に生起
する」

一方で，分岐時間的性質は，ある線形時間的性質ψを満たすふるまいが生起す
る可能性に関する以下のような性質である．
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• 「生起する可能性のあるいくつかのふるまいが性質 ψを満たす」

• 「生起する可能性のあるすべてのふるまいが性質 ψを満たす」

このような分類とは別に，時間的性質は，定性的性質（qualitative property）
と定量的性質（quantitative property）に分けることができる．本章では，定
性的性質と定量的性質の違い，及び，本研究で扱う定量的性質について非形式
的に説明する．

本章の構成

まず，2.1節で定性的性質と定量的性質の違いについて述べる．2.2節では，
4章で与える定量的拡張時間論理で導入されている確率と頻度の概念について
説明する．そして，2.3節では，6章で与える定量的拡張時間論理で導入され
ている平均利得（mean-payoff）の概念について説明する．

2.1 定性的性質 vs. 定量的性質
ソフトウェア/ハードウェア仕様は，利害関係者の要求を反映して規定され
る．要求は，大きく分けて機能要求（functional requirement）と非機能要求
（non-functional requirement）に分類できる．

• 機能要求：「システムが備えるべき機能」に関する要求

• 非機能要求：「システムが備えるべき性能」に関する性能要求などの要求

「システムが備えるべき機能」に関する仕様の多くは，以下のような定量的
な言及を含まない性質として与えることができる．

• 「常にある性質が成り立つ」

• 「デッドロック状態へ到達する可能性がない」

• 「与えられた要求に対して，いつか必ず適切な手順に従って応答を返す」

• 「ある性質が無限にしばしば成り立つ」
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このような，量的な言及を含まない性質を定性的性質という．システムの検証
ではシステムの機能的側面に注目することが多く，定性的仕様を形式的に記
述/検証する手法が研究されてきた．定性的仕様記述言語としては LTL[69]や
CTL[38]などの古典的な時間論理がしばしば用いられており，モデル検査[37]

（model checking）や充足可能性判定（satisfiability checking），実現可能性判
定[68, 1, 72]（realizability checking）などの検証手法が開発されている．

• モデル検査

– 入力：モデルM と仕様 ϕ

– 出力：モデルM（のすべてのふるまい）が仕様 ϕを満たすか否か
（yes/no）

• 充足可能性判定

– 入力：仕様 ϕ

– 出力：仕様 ϕを満たすモデルが存在するか否か（yes/no）

• 実現可能性判定

– 入力：リアクティブシステム（RS）仕様 ϕ

– 出力：仕様 ϕを実現するRSが存在するか否か（yes/no）

これらの検証は「量」に言及しないため，定性的検証（qualitative verifica-

tion）と呼ばれる．また，検証結果は付加的な情報も合わせて出力することも
多い．例えば，モデル検査では，モデル（のすべてのふるまい）が仕様を満た
さない場合には仕様を満たさないふるまい（反例）を生成して出力する．また，
充足/実現可能性判定では，仕様が充足/実現可能な場合には仕様を充足/実現
するモデル/RSを生成/合成して出力する．

一方で，「システムが備えるべき性能」に関する仕様の多くは，以下のよう
な定量的な言及を含む性質である．

• 「要求に対して，5秒以内に応答する」（実時間束縛に関する性質）

• 「要求に対して，一定時間以内に適切に応答する確率が 80%以上である」
（確率的性質）

• 「故障状態である頻度が 3%以下である」（頻度的性質）
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• 「長期的な平均利得の上界が 10以下である」（利得1に関する性質）

このような定量的な言及を含む性質を定量的性質（quantitative property）と
いう．これらの定量的仕様記述言語としては，実時間論理や確率時間論理など
の定量的拡張時間論理がしばしば用いられている．多くの定量的拡張時間論理
で記述できる性質は，“ある性質を満たすまでの時間”や “ある性質を満たすふ
るまいの生起確率”などの “注目している量”に関する閾値条件であり，真偽
評価が可能な性質である．この意味ではそれらの定量的拡張時間論理は定性的
であるとも言えるが，定量的拡張時間論理のモデル検査など検証は「量」に言
及するため，定量的検証（quantitative verification）と呼ばれる．また，その
性質が満たされるか否かだけでなく，“注目している量”について定量的に評
価可能な場合もある．そのため，定量的性質を含んだ仕様は，「満たすか否か」
のような検証だけでなく，定量解析や最適化などに用いることができる．

• 性能解析

– 入力：モデルM と変数 θ

∗ θは “ある性質ψを満たすふるまいの生起確率”などの “注目し
ている量”を表す

– 出力：モデルM についての変数 θの値

• 仕様最適化

– 入力：仕様 ϕと目的関数 θ

– 出力：仕様ϕに従う目的関数 θの最適値（とその最適値を与えるモ
デル）

• 最適合成

– 入力：RS仕様 ϕと目的関数 θ

– 出力：仕様 ϕに従い，目的関数 θを最適化するRSとその最適値

これらの手法では，厳密値と近似値の差を定量的に評価するため，近似が有効
であることも多い．例えば，確率的モデル検査では統計的手法を用いた近似的
モデル検査手法 [92]が開発されている．また，定量的合成手法においても厳密
に最適なRSではなく，ε-最適なRSを合成する手法が多い．これは，一般に，

1一般的な呼び方としては「重み（weight）」が使われるが，ゲーム理論では主に「利得
（payoff）」，Markov連鎖では主に「報酬（reward）」や「コスト（cost）」と呼ぶ．
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図 2.1: コイン投げ．

厳密に最適なRSは無限メモリ（非有界なサイズの過去情報）を要求しうるが，
そのようなRSは実用的でないためである．

2.2 確率と頻度
定性的な分岐時間的性質では，「ψを満たすふるまいが生起する可能性があ
る（あるパスで ψを満たす）」ことや「ψを満たすふるまいがかならず生起す
る（すべてのパスで ψを満たす）」ことしか表現できない．しかしながら，実
際のシステムでは，生起する可能性のあるふるまいの中でも，「生起しやすい
ふるまい」と「生起しにくいふるまい」が存在していることも多い．そのよう
なシステムは，各時間で確率的に遷移（あるいはイベント）が生起する確率的
システムとしてモデル化される．形式的検証の対象となるモデルは，ほとんど
の場合，半永久的に動作し続けるシステムであり非可算無限個の結果（ふるま
い）が存在するが，確率的モデルの上では分岐の可能性を定量的に評価するこ
とができる．例えば，「表が出る確率が p（0 ≤ p ≤ 1）であるコイン」を投げ
て「表」か「裏」のどちらが出たか観測することを無限回繰り返す試行を考え
る．（図 2.1）この場合，「最初の 3回すべてが表」であるふるまいの生起確率は
p3と評価できる．
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確率的性質とはこのような定量的分岐時間的性質であり，PCTL[51]やCSL[11,

12]などの確率時間論理で記述することができる．

一方で，頻度は「分岐の結果（ふるまい）上の時間の割合」に関する定量的
な線形時間的性質である．定性的な線形時間的性質では，「いつか（ある時間
で）ψが成り立つ」や「常に（すべての時間で）ψが成り立つ」，「無限にしば
しば ψが成り立つ」などしか表現できない．定量的な線形時間的性質として
は，「“時間区間 I 中の”すべての時間で ψが成り立つ」や「“時間区間 I 中の’

ある時間で ψが成り立つ」などの実時間的な時間束縛に関する性質がしばし
ば扱われるが，その場合でも，注目している時間区間中の定性的な線形時間的
性質に言及しているにすぎない．しかしながら，ふるまい上（あるいはその一
部の時間区間中）では「多くの時間で成り立つ性質」や「少しの時間でしか成
り立たない性質」が存在しうる．例えば，自然数列 0, 1, . . .を考えると，偶数
や素数は可算無限個存在し数列上には無限にしばしば出現する．ここで，n以
下の偶数の個数を nevenとしたとき，「偶数の出現頻度」，すなわち，neven/nは
nを無限大に近づけた場合には 1/2に収束する．一方，n以下の素数の個数を
nprimeとしたとき，「素数の出現頻度」nprime/nは nを無限大に近づけた場合に
は 0に収束する．つまり，ほとんどすべての自然数は素数でない．このように，
頻度の概念を用いることで，ふるまい上の定量的性質を詳細に捉えることがで
きる．
頻度は確率と深く関連した概念であり，頻度によって確率を定義することも
できる2．前述の「表が出る確率が p（0 ≤ p ≤ 1）であるコイン」を無限回投
げる試行では，n回目までに表が出た回数を nheadとしたとき，ほどんどすべ
ての試行結果で「表の出現頻度」nhead/nは，pに収束するはずである．このよ
うに，それぞれの時間で同一の確率で生起するイベントを無限回の繰り返す試
行によって，イベントの生起確率を定義する立場を頻度主義とよぶ．ここで，
それぞれの時間のイベント生起確率が同一でない場合には，それぞれの時間で
事象確率は頻度を用いて捉えることはできないことに注意が必要である．しか
し，この場合でも頻度を「確率の平均値」として見なすことができる．このよ
うに頻度は確率的ふるまいの特徴を規定する概念として適しているといえる．

第 II部では，本節で述べた頻度の概念を導入した拡張確率時間論理と，そ
の検証手法について述べる．

2そのような立場を頻度主義と呼ぶ．
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図 2.2: 処理モジュールの実行コスト

2.3 平均利得
システムをモデル化する際には，しばしば「イベント eの生起」と「イベ
ントに対応する命題 peの成立」を同一視する．そして実用的なシステムでは，
動作（イベントの生起）に何らかの資源やコストが必要なことも多い．その
ため，利得（コスト）に関する定量的な検証もしばしば求められている．例
えば，起動時（boot），動作時（busy），アイドル時（idle），シャットダウン
時（shutdown）にそれぞれ単位時間当り 6，4，3，5のコストが必要な処理モ
ジュールの実行コストは図 2.2のように与えられる．利得に関する性質には様々
なものがあるが，形式的検証では累積利得（accumulated payoff）や平均利得
（mean-payoff），そしてその期待値に注目することが多い．

• 累積利得：注目している時間区間中に発生する利得の総和．

• 平均利得：注目している時間区間中に発生する利得の平均．

時間区間が非有界であるときには，累積利得や平均利得に関する性質は，多く
の場合，その上極限/下極限に関する性質のことを指す．また，その期待値に
ついては，報酬構造拡張した確率的モデル検査 [13, 10]ではしばしば解析の対
象となっている．
平均利得の概念は，長期的な実行上の平均コストやイベント生起頻度に関す
る性質を捉えるために用いることができる．例えば，「イベント e1, . . . , enに注
目した場合の平均コスト」は「pe1 , . . . , pen の成立に対してそれぞれ c1, . . . , cn



22 第 2章 定量的性質

の利得が発生する場合の平均利得」であり，また，イベント eの生起頻度は，
「peの成立に対して 1の利得が発生する場合の平均利得」と等しい．平均利得
は元々はゲーム理論で用いられていた概念であるが [45]，近年になってから定
量的合成 [33, 16, 32, 86, 18]において注目されている．ゲーム理論は複数の主
体の意思決定に関する理論であり，定量的合成におけるRSと環境という二つ
の意思決定主体の相互作用は発展型二人交代手番ゲームとしてモデル化できる
発展型二人交代手番ゲームは，チェスや将棋のような二つの意思決定主体がそ
れぞれの勝利条件を満たすことを目的として交互に手を選ぶことで進行する
ゲームである．この勝利条件は様々な種類があり，チェスや将棋では「相手の
王をとること」が勝利条件となる3．そして，実現可能性判定/合成問題では，
「仕様を満たす/満たさないこと」がRS/環境の勝利条件となるゲームを構成し
そのゲーム上の勝利戦略問題に帰着して解くことができる [25, 29, 26, 34]．

第 III部では，LTLに平均利得の概念を導入した拡張時間論理と，その検証
手法について述べる．

3将棋やチェスでは引き分けもあり得る
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本章では準備として，システムのふるまいを抽象化したモデルとしてしばし
ば用いられている状態遷移系とそれに確率や利得の概念を導入した拡張状態
遷移系，時間的性質を記述できる様相論理である時間論理と確率時間論理，無
限長の語に対して受理/不受理を判定するオートマトンである ω-オートマトン
と，それらに関連した概念の定義を紹介する．また，外部環境と継続的に相互
作用するリアクティブシステムと，リアクティブシステムと環境の相互作用を
モデル化するゲームの定義とそれに関連した概念についても述べる．
なお，最も基本的な有限長語のクラスである正規言語の定義は付録A，確率
と統計に関連した基本的な概念や定義は付録B，また，最適化手法である線形
計画法については付録Cで簡単に説明する．

本章の構成

まず，3.1節で本研究で解析の対象となる最も基本的なモデルである状態遷
移系と関連した概念の定義を与える．また，確率の概念が導入された状態遷移
系であるMarkov連鎖と，利得の概念が導入された系についてもここで紹介す
る．次に，3.2節で最も基本的な時間論理である線形時相論理 LTLと離散時間
確率時間論理である PCTL，連続時間確率時間論理であるCSL の構文と意味
論を簡単に紹介する．そして，3.3節で，ω-正規言語を認識するオートマトン
である ω-正規オートマトンと，それらとは異なり多閾値平均利得条件を受理
条件としてもつオートマトンを紹介する．また，それらの表現力に関して簡単
に述べる．3.4節では，リアクティブシステムとゲームに関する概念と定義を
紹介する．

3.1 モデル
解析の対象となる現実のシステムの注目している本質を抽出して抽象化し
たものをモデルという．そして，モデルの性質を検証することで，システムの
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構造やふるまいの理解と予測が可能となる．本論文では解析の対象としてい
くつかのモデルを扱うが，本節では最も基本的なモデルの一つである ラベル
付き状態遷移系（labeled transition systems，LTS）と関連した概念について
簡単に紹介する．また，その確率的拡張であるMarkov連鎖（Markov chain，
MC），及び，利得の概念が導入された状態遷移系/MCについても紹介する．

3.1.1 状態遷移系
状態遷移系は，システムのふるまいを記述するモデルとしてしばしば用いら
れている．状態遷移系は離散的な状態の集合と，それらの間の遷移関係からな
る．状態は，システムの現在の状況，例えば変数の現在の値の集合などを示す．
また多くの場合，各状態にはその状態で満たしている命題の集合がラベル付
けされている．そのような状態遷移系をラベル付き状態遷移系（以下，単に状
態遷移系と呼ぶ）という．このラベル付けされる命題は，モデル化と解析の際
に注目する最も基本的な性質である．遷移関係（transition relation）は，シス
テムの現在の状態が次の時間でどの状態に変化できるかを規定する．そして，
状態遷移系は与えられた初期状態から遷移関係に従って現在の状態から遷移で
きる状態のうちの一つへ次々に遷移していく．その状態の列が状態遷移系のふ
るまいであり，そのふるまいの時間的性質は各状態のラベルの列で特徴付けら
れる．
形式的には，以下のように定義される．

定義 3.1 (状態遷移系) 状態遷移系 T は五つ組 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ〉である．こ
こで，

• Sは可算の状態集合，

• ⇀ ⊆ S2は遷移関係，

– ただし，∀s.∃s′.〈s, s′〉 ∈ ⇀，

• Sinit ⊆ Sは初期状態の集合，

• AP は原子命題の有限集合，

• Λ : S → 2AP は各状態で成り立つ原子命題を割り当てるラベリング関数
（labeling function）である． �
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遷移関係⇀に含まれる対 〈s, s′〉は，現在の状態 sから状態 s′へ遷移できるこ
とを表している．また，定義 3.1では，どんな状態も一つ以上の遷移先をもっ
ていることを前提としている．本論文ではこのような停止しない状態遷移系の
みを考える．

状態遷移系のふるまいは，現在の状態から遷移可能な状態を非決定的に選択
していくことで得られる状態列として定義される．これはしばしば実行（exe-

cution，run）とも呼ばれるが，本論文ではパス（path）と呼ぶ．

定義 3.2 (パス) T = 〈S,⇀, Sinit, AP, l〉を状態遷移系とする．このとき，以
下を満たす無限状態列 ρ = s0s1 . . . ∈ Sωを T のパスと呼ぶ．

• s0 ∈ Sinit，

• 任意の i ∈ Nについて，〈si, si+1〉 ∈ ⇀．

また，T のすべてのパスの集合を PathsT と書く． �

ここで，状態の無限列であるパスに限らず，ある集合の要素の無限列 seq =

e0e1 . . .に対して，seq[i]で i番目の要素 ei，seq[i . . .]で i番目以降の無限列
eiei+1 . . .を表すものとする．また，T の初期状態集合 Sinitを単一状態 {s}で
置き換えた状態遷移系のすべてのパスの集合を PathsTs と書く．

状態遷移系のパスの原子命題集合 AP によって特徴付けられる時間的性質
は，各状態にラベル付けされた原子命題部分集合の列によって与えられる．一
般に，有限のアルファベット Σの要素の無限列を，Σ上の無限長語（infinite

word，ω-word）と呼ぶ．

定義 3.3 (文字，語，言語) Σをアルファベットとする．このとき，a ∈ Σを
文字，文字の無限列 σ = a0a1 . . . ∈ Σωを無限長語，無限長語の集合 L ∈ 2Σω

を無限長言語と呼ぶ． �

本論文では，以後，無限長語と無限長言語をそれぞれ単に語と言語と呼ぶ．
そして，ρ上のラベルの列を ρ上の語という．

定義 3.4 (パス上の語) T = 〈S,⇀, S0, AP,Λ〉を状態遷移系とする．このと
き，T のパス ρ = s0s1 . . . ∈ PathsT に対して，語 Λ(s0)Λ(s1) . . . ∈ (2AP )ω

を ρ上の語といい，wordΛ(ρ)と書く．また，T のすべてのパス上の語の集合
{wordΛ(ρ) ∈ (2AP )ω | ρ ∈ PathsT }をWordsT と書く． �
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図 3.1: 例 3.5の試行錯誤系

また，パスの集合と同様に，T の初期状態集合 Sinitを単一集合 {s}で置き
換えた状態遷移系のパス上の語の集合をWordsTs と書く．

例 3.5 次のような状態遷移系

T = 〈{s0, s1, s2},⇀, {s0}, {trial, error, success},Λ〉

を考える．（図 3.1）．ただし，

⇀ = {〈s0, s1〉, 〈s0, s2〉, 〈s1, s0〉, 〈s2, s2〉}, (3.1)

Λ(s) =


trial if s = s0,

error if s = s1,

success otherwise.

(3.2)

この系は直観的には，いつか成功 successし続けるか，延々と試行 trialと失敗
errorを繰り返す系である． �

到達可能性

状態遷移系のふるまいの時間的性質は，しばしば到達可能性（reachability）
を基に解析できる．ここで，状態遷移系の遷移関係に限らず，状態間の遷移関
係上の到達可能関係は以下のように定義される．

定義 3.6 (到達可能関係) Sを状態の集合，→ ⊆ S2をS上の遷移関係とする．
このとき，状態間の到達可能関係→∗ ⊆ S2は，→の推移閉包

−→+= {〈s1, sn〉 ∈ S2 | ∃s1, s2 . . . , sn.∀i ∈ [1, n).(〈si, si+1〉 ∈ →)}
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と恒等関係 {〈s, s〉 | s ∈ S} の和集合である．また，〈s, s′〉 ∈ →∗のとき，s′は
sから到達可能（reachable）であるという． �

以後は，遷移関係→について，〈s, s′〉 ∈ →を s → s′とも表記する．また，
遷移関係の推移閉包→+や到達可能関係→∗についても同様の表記法を用いる．
そして，状態集合 S上の遷移関係→によるふるまいの特性は，状態の集合

Sを互いに到達可能な状態の部分集合 S ′ ⊆ Sに分割したときの構造的特徴に
よってしばしば解析できる．そのような互いに到達可能な状態の部分集合を強
連結成分（strongly-connected component，SCC）と呼ぶ．

定義 3.7 (強連結成分，極大強連結成分，底強連結成分) Sを状態の集合，→
⊆ S2を S上の遷移関係とする．このとき，以下を満たす部分状態集合 S ′ ⊆ S
と部分遷移関係→′⊆ S ′ × S ′∩ → の対 〈S ′,→′〉を強連結成分，強連結成分の
中で極大なものを極大強連結成分（maximal SCC，MSCC）と呼び1，T 上の
MSCCの集合をMSCCT と書く．

• 任意の s, s′ ∈ S ′について，s(→′)∗s′．

また，以下を満たす強連結成分 〈S ′,→′〉を，底強連結成分（bottom SCC，BSCC）
と呼び，T 上のBSCCの集合をBSCCT と書く．

• 任意の s ∈ S，s′ ∈ S ′について，s′ →′ sならば s ∈ S ′， �

なお，SCC 〈S ′,→′〉に関して，遷移関係に言及する必要がない場合，その状態
部分集合 S ′のことをしばしば (M/B)SCCと呼ぶ．
ここで，複数のMSCCが交わることはない．もし交わるのであればそれら
の和集合も SCCであり，もとのMSCCの極大性に反する．また，有限状態の
状態遷移系上では，少なくとも一つは BSCCが存在し，どんな状態も少なく
とも一つのBSCCへ到達可能である．
また，与えられたグラフ（状態集合とその間の遷移関係）上のMSCCの集
合MSCCT を計算することを SCC分解といい，多項式時間で計算できること
が知られている [79]．

例 3.8 例 3.5の状態遷移系（図 3.1）を考える．このとき，s2 6⇀ s0，s2 6⇀ s1，
s1 ⇀ s0，s2 ⇀ s0 である．ここで，〈{s0}, ∅〉のよう単一状態と空遷移関係から
なる対は SCCである．このような SCCを自明なSCCと呼ぶ．また，MSCC

としては，〈{s0, s1}, {〈s0, s1〉, 〈s1, s0〉}〉と 〈{s2}, {〈s2, s2〉}〉が得られる． �
1極大強連結成分は単に強連結成分と呼ばれることもあるが，本論文では極大でないものも

強連結成分と呼ぶ．
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3.1.2 離散時間Markov連鎖（DTMC）
状態遷移系では各時間で遷移可能な状態へ非決定的に遷移するが，ある性質
を持ったふるまいの起こりやすさを定量的に評価することはできない．しかし，
現実的なシステムには，しばしば起りやすいふるまいと起りにくいふるまい
が存在する．そのようなシステムのモデル化にはしばしばMarkov連鎖（MC）
が用いられる．MCは，系の未来の状態の確率分布が現在の状態のみに依存す
る2離散状態確率過程である．そして，遷移が生起する時間間隔が離散的な確
率過程を離散時間Markov連鎖（discrete-time MC，DTMC）という．
形式的には以下のように定義される．

定義 3.9 (離散時間Markov連鎖) DTMC D は五つ組 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉で
ある．ここで，

• Sは可算の状態集合，

• P : S2 → [0, 1]は状態をインデックスとした遷移確率行列（transition

probability matrix），

– ただし，任意の状態 s ∈ Sについて，
∑

s′∈S P(s, s′) = 1，

• Pinit : S → [0, 1]は初期状態分布（initial distribution），

– ただし，
∑

s∈S Pinit(s) = 1，

• AP は原子命題の有限集合，

• Λ : S → 2AP はラベリング関数である． �

DTMC D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉は状態遷移系

T D = 〈S, {〈s, s′〉 | P(s, s′) > 0}, {s | Pinit(s) > 0}, AP,Λ〉

の遷移と初期分布に確率の概念を導入したモデルである．DTMCのパスの集
合PathsDとパス上の語については，この状態遷移系のパスの集合PathsT

Dと
パス上の語として定義される.

遷移が非決定的に選ばれる状態遷移系とは異なり，DTMCでは遷移確率行
列Pに従って確率的に遷移が選択される．ここで，P(s, s′)は状態 sから状態
s′へ 1ステップで遷移する確率を表す．そのため，DTMCのパスの生起確率

2この性質をMarkov性という（付録 B.3節）．
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はPで特徴付けられる．ただし，Dのパスの集合PathsD は一般に非可算集合
であるため，その集合族 2PathsD 上では単純には確率を定義できない．無限列
の集合の族の上でその生起確率を定義する場合，一般的には筒集合（cylinder

set）から生成される完全加法族3を通して確率を定義する（付録B.1）．

定義 3.10 (DTMC上のパスの筒集合) D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉をDTMCと
する．このとき，プレフィックスが s0 . . . snであるようなパスの集合PathsD ∩
((s0 . . . sn)S

ω) を s0 . . . snの筒集合といい，CylD(s0 . . . sn)と書く． �

このとき，CylD(s0 . . . sn)に含まれるパスの生起確率は容易に定義することが
できる．そして，この筒集合を含む最小の完全加法族からなる可側空間上の確
率測度を以下のように定義できる．

定義 3.11 (DTMCのパス集合上の確率測度) D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉をDTMC，
FDをPathsD上のすべての筒集合を含む最小の完全加法族とする．このとき，
可側空間 〈PathsD,FD〉上の確率測度 PrD : FD → [0, 1]は以下のように定義で
きる．

PrD(CylD(ε)) = 1, (3.3)

PrD(CylD(s0 . . . sn)) = Pinit(s0) ·
n−1∏
i=0

P (si, si+1) (3.4)

�
FDが完全加法族であるため，PathsD上のそれぞれの筒集合に対して確率測
度が定義されれば充分である．
ここで，DTMC Dの初期状態分布 Pinit を P ′

init(s) = 1である状態分布 P ′
init

で置き換えたDTMC 〈S,P, P ′
init, AP, l〉のパス集合上の確率測度をPrDs と書く．

例 3.12 例 3.5の状態遷移系（図 3.1）の遷移関係と初期状態に確率

P(s, s′) =


1 if s = s′ = s2 or s = s1 ∧ s′ = s0,

1/2 if s = s0 and s′ = s1 ∨ s′ = s2,

0 otherwise,

(3.5)

Pinit(s) =

{
1 if s = s0,

0 otherwise.
(3.6)

3σ-代数ともいう．
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図 3.2: 例 3.12の確率的試行錯誤系

を導入したDTMC

D = 〈{s0, s1, s2},P, Pinit, {trial, error, success},Λ〉

を考える（図 3.2）．このDTMCは試行の成功率が 1/2であるような仕様錯誤
系であり，最初の試行で成功してそれ以後状態 s2にとどまる確率が 1/2，次に
試行でで成功してそれ以後状態 s2にとどまる確率が 1/4，. . .，というふるま
いを示す． �

到達確率

状態遷移系と同様に，DTMC D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉のふるまいの性質も到
達可能性をもとに解析できる．定性的な到達可能性については，Dから確率的
概念を取り除いた状態遷移系 T D の到達可能性を基に解析できる．このとき，
DTMC上の到達可能性や (M/B)SCCは，T D上の到達可能性や (M/B)SCCと
して定義される．以後は，DTMCの定性的遷移関係 {〈s, s′〉 | P(s, s′) > 0}を
単に⇀と書くこととする．
さらにDTMCでは確率的に遷移が選択されるため，到達可能性を定量的に
検証できる．DTMC D上では，各状態 s ∈ Sから状態集合 S ′ ⊆ Sへの到達確
率ReachD

s (S ′)は以下のような線形制約式の解として与えられる．

ReachD
s (S ′) =


1 if s ∈ S ′

0 if s 6⇀∗ S ′∑
s′∈S

P(s, s′) · ReachD
s′(S

′) otherwise.

(3.7)
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ここで，各状態 s ∈ Sに対するReachD
s (S ′)の |S|個の要素の列を，ベクトル

と見なし−−−→
ReachD(S ′)と書くこととする．なお，この場合に限らず，状態を下

付き文字としてもつ関数 fsは，
−→
f のように表記したときには状態をインデッ

クスとしたベクトルと見なすこととする．

定常状態分布

DTMCのふるまいの長期的な性質はBSCCの特徴を基にしばしば解析でき
る．なぜならば，有限状態のDTMCのほとんどすべてのパスはBSCCのうち
の一つへ到達し，パス上の状態出現頻度比は到達した BSCCに依存した定常
状態分布（steady-state distribution，stationary distribution）に収束するため
である．DTMC D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉上の BSCC 〈S ′,⇀′〉 ⊆ 〈S,⇀〉に対し
て，〈S ′,⇀′〉に到達したほとんどすべてのパス上では，各状態 s ∈ S ′の出現頻
度 FreqD

s (S ′)が以下のような線形制約式の解に収束する．これは 〈S ′,⇀′〉上の
定常状態分布と呼ばれる．

∑
s∈S′

FreqD
s (S ′) = 1, (3.8)

FreqD
s (S ′) =

∑
s′∈S′

FreqD
s′(S

′) · P(s′, s) for each s ∈ S ′. (3.9)

3.1.3 連続時間Markov連鎖（CTMC）
窓口処理などの現実的なシステムは，サービス要求発生間隔やタスク処理時
間が連続的かつランダムなものとして捉えられることが多い．そのため，そうし
たシステムはしばしばMarkov性をもつ連続時間確率過程，連続時間Markov

連鎖（continuous-time MC, CTMC）としてモデル化される．CTMCのふる
まいはDTMCとは異なり，それぞれの状態滞在時間 tは離散的なものではな
く，状態ごとに設定された指数分布Expλ（exponential distribution，付録B.3

節，定義B.7）に従う．

Expλ(t) = λ · exp(−λ · t). (3.10)

ただし，λ > 0は設定されたパラメータである．
形式的には，以下のように定義できる．
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定義 3.13 (連続時間Markov連鎖) CTMC C は五つ組 〈S,R, Pinit, AP,Λ〉で
ある．ここで，

• Sは可算の状態集合，

• R : S2 → Rは以下を満たす状態でインデックスされた遷移速度行列4

（transition rate matrix），

– 任意の状態 s ∈ Sと s′ 6= sについて，R(s, s′) ≥ 0，

– 任意の状態 s ∈ Sについて，R(s, s) = −
∑

s′∈S\{s} R(s, s′)．

• Pinit : S → [0, 1]はDTMCと同様の初期状態分布，

• AP は原子命題の集合，

• l : S → 2AP はラベリング関数である． �

DTMCとは異なり，R(s, s′)（s 6= s′）は状態 sから状態 s′への遷移速度，す
なわち，s′へ遷移するまで sに滞在している時間 t が従う指数分布 Expλのパ
ラメータ λを表す．そのため，状態 sから別の状態へ遷移するまでの時間は，
パラメータ−R(s, s)の指数分布に従う．この−R(s, s)を退出速度（exit rate）
という．ここで，R(s, s) = 0であるときには，sは他のどの状態へも遷移しな
い状態であり，吸収状態（absorbing state）という．状態 sが吸収状態でない
とき，次に状態 s′へ遷移する確率はそれぞれの状態への遷移速度の比，すなわ
ち，−R(s, s′)/R(s, s)で与えられる．

CTMCのふるまいでは，それぞれの遷移が生起するタイミングが指数分布
に従ったランダムな実数値をとる．そのため，その時間的性質は単なる状態列
によってではなく，各状態の滞在時間列によっても特徴付けられる．形式的に
は状態とその状態滞在時間の対の列を時間パス（timed path）といい，以下の
ように定義される．

定義 3.14 (時間パス) C = 〈S,R, Pinit, AP,Λ〉を CTMC とする．このとき，
以下を満たす状態-時間対の無限列 〈s0, t0〉〈s1, t1〉 . . . ∈ (S × R>0)

ω または有限
列 〈s0, t0〉〈s1, t1〉 . . . 〈sn,∞〉 ∈ (S × R>0)

∗(S ×∞)を C上の時間パスという．

• s0 ∈ Sinit．

• 無限列であるとき，任意の i ∈ NについてR(si, si+1) > 0．
4無限小生成行列（infinitesimal generator matrix）ともいう．
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• 有限列であるとき，任意の i ∈ N<nについてR(si, si+1) > 0．

また，C上の時間パスの集合を PathsC と書く． �

滞在時間が無限であるときには，それ以後常にその状態に滞在し続けること
を表す．また，時間パス ρ = 〈s0, t0〉〈s1, t1〉 . . .，あるいは，〈s0, t0〉 . . . 〈sn,∞〉に
対して，i番目の状態 siを state(ρ, i)，i番目の状態の滞在時間 tiを time(ρ, i)で
表す．さらに，時刻 tでの状態，すなわち，i = min{i′ |

∑i′

j=0 tj > t}番目の状態
state(ρ, i)を ρ@[t]，時刻 t以後のサフィックス時間パス，すなわち，前述の i番
目の状態に t−

∑i−1
j=0 tj時間滞在した後の時間パス 〈si,

∑i
j=0 tj−t〉〈si+1, ti+1〉 . . .

を ρ@[t . . .]と書く．
CTMCでは，遷移だけでなく状態滞在時間も確率的に決定され，CTMCの
パスの生起確率は遷移速度行列Rで特徴付けられる．そのため，滞在時間も
考慮した筒集合から生成される完全加法族を通してパス集合上の生起確率が定
義される．

定義 3.15 (CTMC上の時間パスの筒集合) C = 〈S,R, Pinit, AP,Λ〉をCTMC

とする．このとき，状態列のプレフィックスがs0, . . . , sn ∈ S∗，かつ，それぞれの
状態滞在時間が非負実数R≥0上の区間 I0, . . . , In−1に含まれるような時間パスの
集合を s0, I0, . . . , sn−1, In−1, snの筒集合といい，CylC(s0, I0, . . . , sn−1, In−1, sn)

と書く．つまり，

CylC(s0, I0, . . . , sn−1, In−1, sn) = {ρ ∈ PathsC | ∀i ∈ N≤n.(state(ρ, i) = si

and ∀i ∈ N<ntime(ρ, i) ∈ Ii)}.(3.11)

�
このとき，DTMCの場合と同様に，筒集合CylC(s0, I0, . . . , sn−1, In−1, sn)に
含まれるパスの生起確率は容易に定義することができる．そして，この筒集合
を含む最小の完全加法族からなる可側空間上の確率測度を以下のように定義で
きる．

定義 3.16 (CTMCのパス集合上の確率測度) C = 〈S,R, Pinit, AP,Λ〉をCTMC，
FC を PathsC 上のすべての筒集合を含む最小の完全加法族とする．このとき，
可側空間 〈PathsC,FC〉上の確率測度 PrC : FC → [0, 1]は以下のように定義で
きる．

PrC(CylC(ε)) = 1, (3.12)

PrC(CylC(s0, I0, · · · , sn−1, In−1, sn)) =
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s0

{empty} �

	
s1

	
- s2

�

µ

λ

µ

λ

図 3.3: 待ち行列CTMCの例

Pinit(s0) ·
n−1∏
i=0

R(si, si+1)

−R(si, si)
· (exp(R(si, si) · inf Ii) − exp(R(si, si) · sup Ii)) .(3.13)

�
DTMCの場合と同様に，CTMC Cの初期状態分布 Pinit を P ′

init(s) = 1であ
る関数 P ′

init でそれぞれ置き換えた CTMCの時間パスの集合を PathsCs，確率
測度を PrCs と書く．

例 3.17 CTMCでモデル化されるシステムの例としては，待ち行列などがあ
る．ここでは，C = 〈{s0, s1, s2},R, Pinit, {empty},Λ〉 を考える（図 3.3）．た
だし，

R =

−λ λ 0

µ −(µ+ λ) λ

0 µ −λ

 (3.14)

Λ(s) =

{
{empty} if s = s0

∅ otherwise.
(3.15)

Pinit(s) =

{
1 if s = s0

0 otherwise.
(3.16)

この例は，λに従う指数分布で要求が発生し，µに従う指数分布に従う時間で
処理するキューサイズが 2である待ち行列システムと解釈できる． �

注意 3.18 時間パス ρが無限長であってもその総経過時間
∑∞

i=0 time(ρ, i)が
有限であることもありうる．その場合，そのふるまいでは有限時間区間に無
限回の遷移が起きるていることを表しており，そのようなふるまいは爆発的
（explosive）であるという．
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爆発的なパスは現実的ではないため，通常は解析の対象とはならない．本論
文でも，CTMCは非爆発的，すなわち，ほとんどすべての時間パスが非爆発
的（式 (3.17)）であると仮定する．

PrC

({
ρ ∈ PathsC

∣∣∣∣ ∞∑
i=0

time(ρ, i) <∞

})
= 0. (3.17)

�

一様化

CTMCは一般に状態によって異なる退出速度−R(s, s)を持つため確率測度
の計算が煩雑になる．そのため，状態集合が有限であるときには，一般には一
様化（uniformisation）と呼ばれるテクニックが用いられる．

定義 3.19 (一様化DTMC) C = 〈S,R, Pinit, AP,Λ〉を CTMCとする．この
とき，λ ≥ sup{−R(s, s) | s ∈ S}であるパラメータ λに対して，遷移確率行列

P = I +
1

λ
· R (3.18)

をもつDTMC 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉をλで一様化されたDTMCといい，univλ(C)

と書く．ただし，Iは単位行列とする． �

直観的には，一様化DTMCはそれぞれの状態 sの遷移のしにくさを自己ルー
プ確率P(s, s) = 1 + R(s, s)/λで反映させた遷移確率行列をもつDTMC であ
る．この一様化DTMCのパス上の状態の滞在時間が，一様化パラメータ λの
指数分布に従って遷移が生起すると見なすことでCTMCと等価な振舞いを観
測できる．ここで等価な振る舞いとは，一様化DTMCベースの時間パスに含
まれる同じ状態が連続して出現した時間パス，例えば，

〈s0, t0〉 . . . 〈s0, ti〉〈s1, ti+1〉 . . . 〈s1, tj〉〈s2, tj+1〉 . . .

を，連続した同じ状態の滞在時間を統合した時間パス，

〈s0,
i∑

n=0

tn〉〈s1,

j∑
n=i+1

tn〉 . . .

と見なしたときに等価という意味である．
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この一様化DTMC univλ(C) = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉を用いることで，t時間後
の過渡確率（現在状態 sにいたときに t時間後に状態 s′にいる確率）ΠC

t (s, s
′)

を効率的に計算できる。

ΠC
t (s, s

′) =
∞∑
k=0

Poisλ·t(k) · Pk (3.19)

Poisλ·t(k) =
(λ · t)k · e−λ·t

k!
(3.20)

ここで，Poisλ·t(k)は，単位時間あたり λ回ランダムに生起するイベント
が t時間以内にちょうど k回発生する確率であり，その分布を Poisson分布
（Poisson distribution，付録B.3節の定義B.8）と呼ぶ．

到達確率と定常状態分布

CTMC C上の到達可能性や SCCはその一様化DTMC univλ(C)上の到達可
能性や SCC として定義されるまた，C上の（時間非有界）到達確率や定常状
態分布は，univλ(C)上の（時間非有界）到達確率や定常状態分布として計算で
きる．

3.1.4 利得付き状態遷移系
本節では，利得付き状態遷移系（以下，単に利得系と呼ぶ）とそれに関連し
た概念の定義を与える．利得系は，システムの動作におけるコストなどをモデ
ル化できる重み付き状態遷移系である．そしてそのふるまいの性質はパス上の
語のみではなく，状態や遷移に関連付けられた利得（コスト）の列として特徴
付けられる．
形式的には，以下のように定義される．

定義 3.20 (利得系) d-次元利得系 P は六つ組 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ, w〉あるいは
対 〈〈S,⇀, Sinit, AP,Λ〉, w〉である．ここで，

• 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ〉は状態遷移系，

• w : S → Rdはそれぞれの状態に d-次元実ベクトルを関連付ける重み関
数である． �
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利得系のパスやパス上の語については，状態遷移系と同様に定義される．
新たに導入された利得に関する時間的性質は，重み関数によって与えられる
パス上の重み x ∈ Rdの列によって特徴付けられる．そのような実ベクトル列
をトレース（trace）と呼ぶ．

定義 3.21 (トレース) d-次元実ベクトルの無限列 x0x1 . . . ∈ Rd を（d-次元）
トレースと呼ぶ． �

そして，パス ρ上の利得の列を ρ上の利得トレース（payoff trace），また，
その時点までの平均利得の列を ρ上の平均利得トレース（mean-payoff trace）
と呼ぶ．

定義 3.22 (パス上の利得トレースと平均利得トレース) Pを利得系〈S,⇀, Sinit,

AP,Λ, w〉とする．このとき，Pのパス ρ = s0s1 . . . ∈ PathsPに対して，以下の
ように定義されるトレース payoffw(ρ) ∈ (Rd)ω を ρ上の利得トレースという．

payoffw(ρ)[i] = w(si) for each i ∈ N. (3.21)

また，以下のように定義されるトレースmpw(ρ) ∈ (Rd)ω を ρ上の平均利得
トレースという．

mpw(ρ)[i] =
1

i+ 1

i∑
j=0

w(sj) for each i ∈ N. (3.22)

�

また，ベクトルx = 〈x1, . . . , xd〉の i次元射影 xiを πi(x)で表す．そして，重
み関数wの i番目の次元の重み関数をw[i]と書く．すなわち，w[i](s) = πi(w(s))

とする．

集積点と上極限/下極限

パス ρの平均利得に関する定量的な特徴は，様々な観点からとらえること
ができる．[6]では，その平均利得トレースmpw(ρ)の集積点5（accumulation

point）の集合集合Acc(mpw(ρ))を通して捉えている．直観的に言えば，集積
点とは，その任意の近傍にトレースの要素が無限個含まれる点である．数学的
には以下のように定義される．

5極限点（limit point）ともいう．
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定義 3.23 (集積点) 以下を満たす点 x ∈ Rdをトレース τ = x0x1 . . . ∈ (Rd)ω

の集積点という．

∀ε ∈ R>0, i ∈ N.∃j > i.(|x − xj| < ε). (3.23)

また，τ のすべての集積点の集合をAcc(τ)と書く． �

重み関数 wが与える重みが有界であれば，パスの平均利得トレースの集積点
集合は，非空，有界かつ連結的である [6]．なぜならば，どんなパス ρであって
も，平均利得トレースのどの次元 kについても，i番目と i+ 1番目の要素の差
dk[i]は i→ ∞で明らかに 0に収束するためである．

dk[i] = mpw[k](ρ)[i+ 1] − mpw[k](ρ)[i]

=
w[k](ρ[i+ 1]) − mpw[k](ρ)[i]

i+ 2

≤ 2 · max{|w[k](s)|s ∈ S}
i+ 2

(3.24)

集積点の概念は極限に関する概念を一般化したものであり，トレース τに関す
る集積点集合の i次元成分射影区間の最大値max πi(Acc(τ))（最小値minπi(Acc(τ))）
はτの i次元成分射影列 (πi(τ [0]))(πi(τ [1])) . . . ∈ Rの上極限 lim supn→∞(πi(τ [n]))

（下極限 lim infn→∞(πi(τ [n]))）と一致する．そのため，平均利得トレースの i

次元成分の上極限/下極限に関して以下の等式が成り立つ．

lim sup
n→∞

mpw[i](ρ)[n] = max πi(Acc(mpw(ρ)), (3.25)

lim inf
n→∞

mpw[i](ρ)[n] = min πi(Acc(mpw(ρ)). (3.26)

例 3.24 利得系〈{s0, s1, s2},⇀, {s0}, {off, on, idle, busy},Λ, w〉を考える（図3.4）．
ただし，

⇀ = {〈s0, s0〉, 〈s1, s1〉, 〈s2, s2〉,
〈s0, s1〉, 〈s1, s2〉, 〈s1, s2〉, 〈s2, s1〉}, (3.27)

Λ(s) =


{off} if s = s0,

{on, idle} if s = s1,

{on, busy} otherwise,

(3.28)

w(s) =


0 if s = s0,

1 if s = s1,

6 otherwise.

(3.29)
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〈{off}, 0〉

s0 Y

� j

〈{on, idle}, 1〉

s1

�

Y
-

〈{on, busy}, 6〉

s2

�j

図 3.4: 例 3.24の利得系．

この利得系では，s0は off状態でありコストは 0，s1は onかつ idle状態であり
コストは 1，s1は onかつ busy状態でありコストは 6，というシステムを解釈
できる．パス (s0s1s2s1)

ωの利得トレースは

payoffw((s0s1s2s1)
ω) = (0 1 6 1)ω

である．また，平均利得トレースは

mpw(ρ) = 0
1

2

7

3
2

8

5

3

2

15

7
2 . . .

であり，2に収束する．この例に限らず，有限長のトレース τ1, τ2 ∈ (Rd)+に対
して，τ1τω2 の形のトレースの平均利得トレースは一点に収束する． �

利得付きDTMC

確率的モデル検査でもしばしば利得付き拡張確率的モデルを解析することが
あり，確率的モデル検査器PRISM[70, 58]では利得に関する期待値の検証等を
行うことができる．
本論文では，以下のような利得付き確率的モデルのみを扱う．

定義 3.25 (利得付きDTMC) d-次元利得付きDTMC Dは六つ組 〈S,P, Pinit,
AP,Λ, w〉あるいは対 〈〈S,P, Pinit, AP,Λ〉, w〉である．ここで，

• 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉はDTMC，

• w : S → Rdはそれぞれの状態に d-次元実ベクトルを関連付ける重み関
数である． �

利得系のパスやパス上の語については状態遷移系，パスの生起確率については
DTMC，（平均）利得トレースについては利得系と同様に定義される．
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3.2 時間論理
システムのふるまいが仕様を満たしているか否かや仕様に欠陥がないことを
数学的に検証するためには，曖昧性がないように仕様を規定されていなければ
ならない．そのため，形式的に仕様を記述するための言語として，時間的性質
を記述できる様相論理である時間論理がしばしば用いられている．時間論理で
は，命題論理で用いる通常の演算子に加えて，時間的性質を記述できる時間演
算子（temporal operator）やふるまい生起の可能性を記述できるパス限量子
（path quantifier）をもつ．
本節では，最も広く用いられている時間論理の一つである線形時相論理[69]

（linear temporal logic，LTL）を紹介する．また最も広く用いられているもう一
つの時間論理である計算木論理[38]（computation tree logic，CTL），CTLに確
率の概念を導入した確率計算木論理[51]（probabilistic CTL，PCTL），さらに
実時間性も導入した連続確率論理[11, 12]（continuous stochastic logic，CSL）
を簡単に紹介する．

3.2.1 線形時相論理LTL

線形時相論理LTL[69]は，一つの時間系列に関する性質を記述できる線形時
間論理の一種である．通常の命題論理結合子に加え，時間演算子として「next

演算子 X（あるいは©）」と「（強い）until演算子 U」をもち，ふるまいの時
間的な性質を記述できる．

定義 3.26 (LTLの構文) AP を原子命題の集合とする．このとき，LTLの式
ϕは以下のように帰納的に定義される．

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | Xϕ | ϕUϕ.

ただし，p ∈ AP とする． �

直観的には，Xϕは「次（neXt）のステップでϕが成り立つ」，ϕ1Uϕ2は「い
つかϕ2が成り立ち，それまでの間（Until）ϕ1が成り立っている」ことを表す．
時間論理では，命題論理で用いる論理記号や結合子と通常の時間演算子3

（あるいは F）と2（あるいは G）や「弱い（Weak）until演算子W」「release
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演算子 R」も略記としてしばしば用いられている．

> ≡ ϕ ∨ ¬ϕ, (3.30)

⊥ ≡ ¬>, (3.31)

ϕ1 ∧ ϕ2 ≡ ¬(¬ϕ1 ∨ ¬ϕ2), (3.32)

ϕ1 → ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2, (3.33)

ϕ1 ↔ ϕ2 ≡ (ϕ1 → ϕ2) ∧ (ϕ2 → ϕ1), (3.34)

3ϕ ≡ >Uϕ, (3.35)

2ϕ ≡ ¬2¬ϕ, (3.36)

ϕ1Wϕ2 ≡ (ϕ1Uϕ2) ∨ 2ϕ1, (3.37)

ϕ1Rϕ2 ≡ ¬(¬ϕ1U¬ϕ2). (3.38)

3ϕは「いつかϕが成り立つ」ことを表す．2は3の双対であり，2ϕは「常
に ϕが成り立つ」ことを表す．また ϕ1Wϕ2は，「ϕ2を満たすまで ϕ1を満たし
続けているが，必ずしもいつかϕ2を満たす必要はない（そのときには常にϕ1

を満たす）」という性質を表し，そしてRはUの双対であり，ϕ1Rϕ2は「ϕ1が
ϕ2を解放する（Release）」ことを表し，ϕ2W(ϕ1 ∧ ϕ2)と等価である．

例 3.27 ここで，LTL式で記述できる時間的性質をいくつか紹介する．

• 32ϕ：「常にϕが成り立つこと（= 2ϕ）」がいつか成り立つ，すなわち，
ある時点以後常に ϕが成り立つ．

• 23ϕ：「いつか ϕが成り立つこと（= 3ϕ）」が常に成り立つ．

– 「無限にしばしば（infinitely often）ϕが成り立つ」と表現される．

• 2(ϕ→ 3ψ)：常に，ϕが成り立つときにはいつか ψが成り立つ．

– 要求ϕに対する応答ψの反応性に関する性質としてしばしば用いら
れている．

• 2(ϕ→ ψ1Uψ2)：常に，ϕが成り立つときにはいつか ψ2が成り立ち，そ
れまでの間 ψ1が成り立ち続けている．

– 上の性質の似ているが，要求 ϕに対して応答 ψ2するまでの間，ψ1

が成り立ち続けなければならないことを表す． �

LTLの意味論は以下のように与えられる．
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定義 3.28 (LTLの意味論) AP を原子命題の集合とする．このとき，無限長
語 σ = a0a1 . . . ∈ (2AP )ωとAP 上の LTL式 ϕに対して，充足関係 |=は以下の
ように帰納的に定義される．

σ, i |= p ⇔ p ∈ ai for p ∈ AP,

σ, i |= ¬ϕ ⇔ σ, i 6|= ϕ,

σ, i |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇔ σ, i |= ϕ1 or σ, i |= ϕ2,

σ, i |= Xϕ ⇔ σ, i+ 1 |= ϕ,

σ, i |= ϕ1Uϕ2 ⇔ ∃j ≥ i.(σ, j |= ϕ2 and ∀k ∈ [i, j).σ, k |= ϕ1).

ただし，i, j, k ∈ Nである． �

以後は，σ, 0 |= ϕを単に σ |= ϕと書く．

充足可能性

LTL式ϕに対して，σ |= ϕであるような語 σが存在するとき，ϕは充足可能
（無矛盾）であるという．LTL式ϕを満たす語の集合 {σ ∈ (2AP )ω | σ |= ϕ}，つ
まり，ϕが規定する言語をL(ϕ)，LTLで記述できる言語のクラス {L(ϕ) | ϕ ∈
LTL}をL(LTL)と書く．
ここで，LTL式の充足可能性判定問題に関して以下が成り立つ．

定理 3.29 ([76]) LTL充足可能性問題は PSPACE-完全である． �

モデル検査

LTLモデル検査では，状態遷移系モデル T = 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ〉のすべて
のふるまい上の語が LTL仕様 ϕを満たすか否かが網羅的に検証される．ここ
で，T のすべてのふるまいが ϕを満たすことを T |= ϕと書く．

T |= ϕ
def
= ∀ρ ∈ PathsT .(wordΛ(ρ) |= ϕ). (3.39)

このとき，LTLモデル検査に関して以下が成り立つ．

定理 3.30 ([60]) 状態遷移系に対するLTLモデル検査問題はPSPACE-完全で
ある． �
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また，DTMCに対するLTLモデル検査（確率的LTLモデル検査）手法も提
案されている．この場合，DTMCモデルD = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉のほとんど
すべてのふるまい上の語が LTL仕様ϕを満たすか否かが検証される．ここで，
D上でのϕの充足確率PrD({ρ ∈ PathsD | wordΛ(ρ) |= ϕ) が 1である，すなわ
ち，Dのほとんどすべてのふるまいが ϕを満たすことをD |= ϕと書く．

D |= ϕ
def
= PrD({ρ ∈ PathsD | wordΛ(ρ) |= ϕ) = 1. (3.40)

確率的 LTLモデル検査に関しては以下が成り立つ．

定理 3.31 ([40, 41]) DTMCに対する確率的LTLモデル検査（LTL充足確率
問題）は，EXPTIEMで決定（計算）可能である．

3.2.2 確率時間論理
LTLが一つの時間系列の性質について複数の時間演算子を用いて記述でき
たのに対して，CTLでは時間演算子の用法に制限があるものの「全称パス限
量子A」と「存在パス限量子 E」を用いることで状態のもつ分岐の可能性を定
性的に記述できた．CTLに確率的概念を導入した PCTLや CSLでは，「確率
パス限量子 P」によって，分岐の可能性に関する定量的な性質を記述できる．
また，時間的性質の起こりやすさを定量的に表現できるため，ϕ1Uϕ2に関して
ϕ2が成り立つタイミングに関して記述できるようになっている．
本項では，まずCTLについて紹介し，その後，その確率的拡張であるPCTL

とCSLを紹介する．

計算木論理CTL

計算木論理 CTL[38]は，分岐の可能性の性質を記述できる分岐時間論理の
一種である．通常の命題論理結合子と LTLの時間演算子に加えて，存在パス
限量子 Eと全称パス限量子 Aをもつ．これによって，LTLのような一つの時
間系列に関する性質を記述できる線形時間論理とは異なり，状態のもつ分岐の
可能性の性質を記述できる．ただし，CTLでは時間演算子の直前にパス限量
子を置かなければならないという制限がある．
形式的には，CTLの構文は以下のように定義される．



44 第 3章 準備

定義 3.32 (CTLの構文) AP を原子命題の集合とする．このとき，CTLの式
ϕは以下のように帰納的に定義される．

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | E[ψ] | A[ψ],

ψ ::= Xϕ | ϕUϕ.

ただし，p ∈ AP とする． �

ここで，ϕの型の式を状態式（state formula），ψの型の式をパス式（path

formula）という．状態式は状態がもつ可能性に関する性質を，パス式はパス
上に実際に現れる時間的性質を表現している．
直観的には，E[ψ]は「その状態を始点として，パス式 ψを満たすふるまい
が存在する」，A[ψ]は「その状態を始点としたすべてのふるまいがパス式ψを
満たす」ことを表す．
このとき，LTLと同様に以下のような略記などがしばしば用いられている．

E[3ϕ] ≡ E[>Uϕ], (3.41)

A[3ϕ] ≡ A[>Uϕ], (3.42)

E[2ϕ] ≡ ¬A[3¬ϕ], (3.43)

A[2ϕ] ≡ ¬E[3¬ϕ]. (3.44)

次にCTLの意味論を与える．LTLのような線形時間論理では．語（あるい
はラベル付けされたパス）の性質として意味が与えられていた．一方で CTL

などの分岐時間論理の意味は，状態遷移系上の状態の性質として意味が与えら
れる．

定義 3.33 (CTLの意味論) 状態遷移系 T = 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ〉，状態 s ∈ S，
各状態を始点としたパス ρ ∈

∪
s∈S PathsTs，AP 上の CTL状態式 ϕ，CTLパ

ス式 ψに対して，充足関係 |=は以下のように帰納的に定義される．

T , s |= p ⇔ p ∈ Λ(s),

T , s |= ¬ϕ ⇔ T , s 6|= ϕ,

T , s |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇔ T , s |= ϕ1 or T , s |= ϕ2,

T , s |= E[ψ] ⇔ ∃ρ ∈ PathsTs .(T , ρ |= ψ)

T , s |= A[ψ] ⇔ ∀ρ ∈ PathsTs .(T , ρ |= ψ)

T , ρ |= Xϕ ⇔ T , ρ[1] |= ϕ

T , ρ |= ϕ1Uϕ2 ⇔ ∃i ∈ N.(T , ρ[i] |= ϕ2 and ∀j < i.(T , ρ[j] |= ϕ1)),

T |= ϕ ⇔ ∀s ∈ S.(T , s |= ϕ).
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�

例 3.34 ここで，LTL式で記述できる時間的性質をいくつか紹介する．

• E[3ϕ]：いつか ϕが成り立つパスがある．

• A[2ϕ]：すべてのパスで常に ϕが成り立つ．

• A[2E[3ϕ]]：すべてのパス上に “いつかϕが成り立つパスがある”状態が
常に出現している，すなわち，すべてのパス上のすべての状態が ϕが成
り立つ状態へ到達する可能性をもち続けている． �

注意 3.35 (CTL∗) 時間演算子の直前にパス限量子を必ずしも置かなくてもよ
い時間論理をCTL∗という．状態遷移系モデルとLTL式の充足関係式 (3.39)よ
り，LTL式ψはCTL∗上ではA[ψ]と表現される．また，CTLと LTLはCTL∗

の真部分集合であり，一方では表現できるが他方では表現できない性質が存在
する． �

確率計算木論理PCTL

確率計算木論理PCTL[51]は，CTLに確率の概念を導入した離散時間確率時
間論理である．確率が導入されたことにより，「あるパスでψを満たす（E[ψ]）」
や「すべてのパスでψを満たす（A[ψ]）」のような定性的な性質ではなく，「ψを
満たすパスの “量”に関する制約」を表現することが可能となっている．PCTL

では確率パス限量子 Pを用いてそのような確率に関する定量的性質を記述す
ることができる．また，ふるまいの確率に関する定量的な評価において，単な
る「いつかϕを満たすパスの生起確率」ではなく，「時刻 tまでにϕを満たすパ
スの生起確率」のような時間（ステップ）制限付きの性質がしばしば注目され
る．そのため，PCTLでは until演算子に時間区間制約を付加することができ
るように拡張されている．
形式的には以下のように定義される．

定義 3.36 (PCTLの構文) AP を原子命題の集合とする．このとき，AP 上
の PCTLの式 ϕは以下のように帰納的に定義される．

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | P∼c[ψ],

ψ ::= Xϕ | ϕUIϕ.

ただし，p ∈ AP，c ∈ [0, 1]，∼∈ {<,>,≤,≥}，I ⊆ Nは自然数上の区間と
する． �



46 第 3章 準備

直観的には，P∼c[ψ]は「その状態が線形時間的性質 ψを満たすパスの生起
確率が閾値条件∼ cを満たす」ことを表す．また，ϕ1U

Iϕ2は「時間区間 I に
含まれるある時間でϕ2が成り立ち，それまでの間はϕ1が成り立っている」こ
とを表す．
ここで，パス式 ϕ1U

[0,∞)ϕ2については区間 [0,∞)をしばしば省略する．ま
た，PCTLの構文に限らず，時間区間に関しては以下のような略記を用いる．

∼ c ≡ {t | t ∼ c}, (3.45)

= c ≡ [c, c], (3.46)

I + c ≡ {t+ c | t ∈ I} ∩ [0,∞), (3.47)

[c± c′] ≡ [c− c′, c+ c′]. (3.48)

パス式に関しては，CTL同様の以下のような略記も用いる．

P∼c[3
Iϕ] ≡ P∼c[>UIϕ] (3.49)

P∼c[2
Iϕ] ≡ P∼1−c[3

I¬ϕ] (3.50)

本論文ではさらに，時間区間制約を考慮する until式に関する略記として4
演算子を用いる．

4Iψ ≡ ¬ψUIψ. (3.51)

直観的には，4Iψは「現時点からみて，時間区間 I 中で初めて ψが成り立つ
（立ち上がる）」ことを表している．
次にPCTLの意味論を与える．CTLの確率的拡張であるPCTLに対しては，

CTLと同様に，PCTL式の意味はDTMC上の状態の性質として与えられる．

定義 3.37 (PCTLの意味論) DTMC D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉，状態 s ∈ S，
各状態を始点としたパス ρ ∈

∪
s∈S PathsDs，AP 上の PCTL状態式 ϕ，PCTL

パス式 ψに対して，充足関係 |=は以下のように帰納的に定義される．

D, s |= p ⇔ p ∈ Λ(s),

D, s |= ¬ϕ ⇔ D, s 6|= ϕ,

D, s |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇔ D, s |= ϕ1 or D, s |= ϕ2,

D (, s) |= P∼c[ψ] ⇔ PrD(s)({ρ ∈ PathsD(s) | D, ρ |= ψ}) ∼ c

D, ρ |= Xϕ ⇔ D, ρ[1] |= ϕ

D, ρ |= ϕ1U
Iϕ2 ⇔ ∃i ∈ I.(D, ρ[i] |= ϕ2 and ∀j < i.D, ρ[j] |= ϕ1).
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�
以後は，（状態 sを始点としたときの）D上で ϕを満たすパスの生起確率を

ProbD
(s)(ϕ)と書く．

ProbD
(s)(ψ) = PrD(s)({ρ ∈ PathsD(s) | D, ρ |= ψ}) (3.52)

連続確率論理 CSL

連続確率論理CSL[11, 12]は，PCTLに実時間性も導入した連続時間確率時
間論理である．

CSLの構文はPCTLとほぼ同じであり，以下のように定義される（注意3.42）．

定義 3.38 (CSLの構文) AP を原子命題の集合とする．このとき，AP 上の
CSLの式 ϕは以下のように帰納的に定義される．

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | P∼c[ψ],

ψ ::= XIϕ | ϕUIϕ.

ただし，p ∈ AP，c ∈ [0, 1]，∼∈ {<,>,≤,≥}，I ⊆ R≥0は非負実数上の区間
とする． �

CSLは PCTLの実時間拡張であるため，時間演算子の時間制約は非負実数
上の区間として与えられる．構文上で PCTLと異なるもう一つの点は，X演
算子にも時間区間制約がある点である．これは，CTMCでは次の状態への遷
移するまでの時間が固定されていないためである．直観的には，XIϕは「次の
状態遷移が生起する（現在を基準とした相対）時刻が時間区間 Iに含まれ，か
つ，その状態で ϕを満たす」ことを表している．なお，CSLに関する各種略
記は PCTLと同様のものを用いる．
離散時間確率時間論理である PCTLの意味が DTMC上で与えられていた
のに対して，連続時間確率時間論理であるPCTLの意味はCTMC上で与えら
れる．

定義 3.39 (CSLの意味論) CTMC C = 〈S,R, Pinit, AP,Λ〉，状態 s ∈ S，各
状態を始点としたパス ρ ∈

∪
s∈S PathsCs，AP 上のCSL状態式 ϕ，CSLパス式
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ψに対して，充足関係 |=は以下のように帰納的に定義される．

C, s |= p ⇔ p ∈ Λ(s),

C, s |= ¬ϕ ⇔ C, s 6|= ϕ,

C, s |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇔ C, s |= ϕ1 or C, s |= ϕ2,

C (, s) |= P∼c[ψ] ⇔ PrD(s)({ρ ∈ PathsC(s) | C, ρ |= ψ}) ∼ c

C, ρ |= XIϕ ⇔ time(ρ, 0) ∈ I and C, ρ@[time(ρ, 0)] |= ϕ

C, ρ |= ϕ1U
Iϕ2 ⇔ ∃t1 ∈ I.(C, ρ@[t1] |= ϕ2 and ∀t2 < t1.C, ρ@[t2] |= ϕ1).

�
以後は，（状態 sを始点としたときの）C 上で ϕを満たすパスの生起確率を

ProbC
(s)(ϕ)と書く．

ProbC
(s)(ψ) = PrC(s)({ρ ∈ PathsC(s) | C, ρ |= ψ}) (3.53)

例 3.40 ここで PCTLとCSLで記述できる性質をいくつか紹介する．

• P>0[ψ]：ψを満たすパスが 0より大きい確率で生起する．

– この式は CTL式 E[ψ]とは意味が異なる．なぜならば，例 3.12の
DTMCには常に「表」が出るパスは存在しているが，その生起確率
は 0である．

• P>1/2[3
≤5P≤1/3[ψ]]：ψを満たすパスの生起確率が 1/3以下であるような

状態に，5ステップ以内に到達する確率が 1/2より大きい．

• P>2/3[2P>0[3ϕ]]：ϕを満たす状態へ到達する確率が 0でない状態が常に
出現し続けるパスの生起確率が 2/3より大きい． �

注意 3.41 (定時4演算子) 任意のCTMC Cの任意の状態 sについて，次の遷
移が丁度ある時刻 t ∈ (0,∞)であるようなパスが生起する確率

C
Pr
s

(
∪
s′∈S

CylCs (s, [t, t], s
′))

は 0である．よって，任意の状態式 ϕに対して，C, s |= P≤0[X
=tϕ]かつ C, s |=

P≤0[4=tϕ]であり，CSLでは「ϕが丁度 t単位時間後に成り立つ確率」に関す
る性質は記述できない． �
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注意 3.42 (定常状態分布演算子 S) CSLの一般的な定義 [12]では，定常状態
分布演算子 Sももつ．直観的には，この式 S∼c[ϕ]は「ϕを満たす状態の定常状
態分布の期待値が閾値条件∼ cを満たす」ことを表す．形式的には，有限状態
CTMC C上で以下のように意味付けられる．

C, s |= S∼c[ϕ] ⇔ Expect[Xs] ∼ c. (3.54)

ここで，Expect[Xs]は以下のように定義される可積分な確率変数Xs : PathsCs →
[0, 1]の期待値である．

Xs(ρ) = lim
k→∞

L({t < k | C, ρ@[t] |= ϕ})
k

. (3.55)

ただし，Lは Lubesgue測度である．
なお，有限状態CTMC上では，ほとんどすべてのふるまいは何らかのBSCC

に到達し，その BSCCに依存した定常状態分布をもつため，極限値Xs(ρ)は
ほとんどすべてのパス ρに対して定義できる． �

注意 3.43 (PCTLとCSLの報酬拡張) PCTLとCSLには報酬（利得）の概
念を導入した拡張がいくつか提案されている [13, 10]．それらの拡張では，モ
デル上で定義されている報酬の与え方のもとでの，パス上の累積報酬に関する
期待値に関する性質を記述できる． �

時間制約上界

PCTL/CSLの意味論から，D/C, ρ |= ψの真偽は，パス ρの時間#(ψ)まで
のプレフィックスのみに依存する．ただし，#は以下のように定義される関数
である．

#(ψ) =



0 if ψ = a ∈ AP,

#(ψ1) if ψ = ¬ψ1,

max{#(ψ1),#(ψ2)} if ψ = ψ1 ∨ ψ2,

#(ψ) + sup I if ψ = XIψ1,

max{#(ψ1),#(ψ2)} + sup I if ψ = ψ1U
Iψ2.

(3.56)

ただし，離散時間上では，時間区間 Iは閉区間であり，X式にかんしては I =

[1, 1]であるものとする．
この#(ψ)を ψ（及び状態式 P∼c[ψ]）の時間制約上界といい，#(ψ) = ∞の
とき ψは時間非有界であるという．
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充足可能性

CTL状態式ϕに対して，T |= ϕであるような状態遷移系 T が存在するとき，
ϕは充足可能であるという．ここで，CTL式が充足可能であるならば，かつそ
のときに限り，T |= ϕであるような有限状態の状態遷移系 T が存在する [38]．
この性質を小モデル性（small model property）という．よって，CTLの充足
可能性判定問題は，そのような有限状態の状態遷移系を構成可能であるか否か
を判定することにより計算できる．

定理 3.44 ([46]) CTLの充足可能性判定問題は EXPTIME-完全である． �

CTLと同様に，PCTL（CSL）状態式ϕに対して，D |= ϕ（C |= ϕ）である
ようなDTMC D（CTMC C）が存在するとき，ϕは充足可能であるという．最
も単純な確率時間論理である PCTLの充足可能性判定が決定可能であるか否
かは未解決問題であるが，PCTLの定性的フラグメント，すなわち，確率パス
限量子P∼cの閾値 cが 0または 1であるようなフラグメントに関しては，小モ
デル性をもたないが，充足可能性判定は決定可能であることが示されている．

定理 3.45 ([21]) PCTLの定性的フラグメントの充足可能性判定問題は決定
可能である． �

モデル検査

CTLのモデル検査（T |= ϕ）は，検査式ϕ中に表れる部分状態式 ϕ′が「検
査対象である状態遷移系 T = 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ〉 の各状態 s ∈ Sにおいて成
り立つ（T , s |= ϕ′）か否か」を再帰的に判定することで効率的に計算できる．

定理 3.46 ([38, 37]) CTLモデル検査は多項式時間で決定可能である． �

CTLの確率拡張時間論理であるPCTL/CSLでも，行列やベクトルの数値計
算をベースとした手法 [51, 11, 12, 59]により多項式時間で決定できる．また，
統計的手法を用いた近似的モデル検査手法 [92]も開発されている．

定理 3.47 ([51, 11, 12, 59]) DTMC/CTMCに対する PCTL/CSLモデル検
査は多項式時間で決定可能である． �

確率的モデル検査器としては，PRISM[70, 58]やYmer[88, 89]などが開発さ
れている．
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3.3 オートマトン
ω-オートマトン（ω-automata）は，与えられた無限長語の受理/不受理6を
判定する状態遷移機械の一種である．オートマトンは，有限の状態の集合と
それらの間の遷移関係からなり，与えられた語の文字を順に読み，現在の状態
から次の状態へ遷移してゆく．オートマトンの遷移関係は，状態遷移系とは異
なり，現在の状態だけでなく読んだ文字によって次にどの状態へ遷移できるか
を規定する．また，オートマトンには受理条件（acceptance condition）が設
定されており，語に対するふるまいの特徴が受理条件を満たすかによって語の
受理/不受理を判定する．オートマトンが受理する言語の集合，すなわち，認
識する言語のクラスは，設定されている受理条件に依存している．ω-オート
マトンの分野では，ω-正規言語を認識できるω-正規オートマトン（ω-regular

automata）が広く研究されてきた．ω-オートマトンという呼称は，多くの場
合，これらのオートマトンを指すことも多いが，全く異なる種類の受理条件を
もつ ω-オートマトンも近年になって研究されるようになってきている [6]．

本節では，ω-オートマトンの定義を与える．また，ω-正規オートマトンと，平
均利得によって受理判定を行う多閾値平均利得オートマトン（multi-threshold

mean-payoff ω-automata，MTMPA，あるいは単にMPA）について簡単に紹
介する．そして，これらのオートマトンによって規定できる言語のクラスにつ
いても述べる．

3.3.1 ω-オートマトン
ω-オートマトンは，形式的には以下のように定義される．

定義 3.48 (ω-オートマトン) ω-オートマトンAは五つ組 〈Q,Σ, ↪−→, qinit, Acc〉
である．ここで，

• Qは有限の状態集合，

• Σは有限のアルファベット，

• ↪−→⊆ Q× Σ ×Qはラベル付き遷移関係，

6広義には，無限長語に対して，何らかの値を返す機械である．ブール値（受理/不受理）
でない値を返す，つまり，定量的な言語を扱うオートマトンは，[43, 57, 30, 6, 28, 27] などで
研究されている．
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• qinit ∈ Qは初期状態．

• Accは受理条件を規定するためのパラメータである．

– 受理条件については，3.3.2項と 3.3.3項で詳しく述べる． �

オートマトンのふるまいは，現在の状態と読んだ文字から遷移可能な状態を非
決定的に選択していくことで得られる遷移列として定義される．これを実行
（run）と呼ぶ．

定義 3.49 (実行) A = 〈Q,Σ, ↪−→, qinit, F 〉を ω-オートマトンとする．このと
き，語 σ = a0a1 . . .に対して，無限遷移列 r = 〈qinit, a0, q1〉〈q1, a1, q2〉 . . . ∈↪−→ω

を，σに対するAの実行と呼ぶ．逆に，実行 rに対して，σを r上の語，状態
列 ρ = qinitq1 . . .を r上のパスといい，それぞれword(r)，path(r)と書く．
また，Aのすべての実行，語，パスの集合をそれぞれRunsA，WordsA，PathsA

と書く． �

一般に，それぞれの状態とそのとき読んだ文字によって遷移可能な状態は一
つとは限らないため，語に対する実行は複数存在しうる．そして，ω-オートマ
トンは，語に対する実行が受理条件Accを満たすか否かによってその語を受理
するか否かを判定する．受理条件を満たす実行を受理実行といい，受理実行が
存在する語をω-オートマトンは受理する．別の言い方をすれば，受理実行 r上
の無限語word(r)を受理する．オートマトンAによって受理される語の集合，
つまり，Aによって認識される言語を L(A)と書く．

決定性と全域性

一般にオートマトンがある状態である文字を読んだときには，複数の状態へ
遷移可能である．ただし，そのようなオートマトンは認識する言語に関する性
質の解析が困難な場合がある．
オートマトンの遷移関係が，任意の状態 qと文字 aに対して遷移先が一つ以
下であるとき，すなわち，

∀q ∈ Q.∀a ∈ Σ.(|{q′ | 〈q, a, q′〉 ∈↪−→}| ≤ 1)

であるとき，そのオートマトンは決定的（deterministic）であるという．
また，任意の状態 qと文字 aに対して遷移先が一つ以上あるとき，すなわち，

∀q ∈ Q.∀a ∈ Σ.(|{q′ | 〈q, a, q′〉 ∈↪−→}| ≥ 1)

であるとき，そのオートマトンは全域的（total）であるという．
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到達可能性と強連結成分

ラベルなし遷移関係と同様に，ラベル付き遷移 〈q, a, q′〉 ∈ ↪−→を q
a
↪−→ q′と

表記する．ここで，前状態 qを pre(δ)，文字 aを letter(δ)，後状態 q′を post(δ)

で表す．また，ラベルについて言及する必要がない場合，単に q ↪−→ q′と書く．
そして，オートマトン上の到達可能関係や (M/B)SCCも，それぞれ定義 3.6と
定義 3.7と同様に定義される．ただし，遷移関係 ↪−→をもとにした推移閉包 ↪−→+

では，必要に応じて，有限回遷移列（有限長実行）ρ = q1
a1
↪−→ q2

a2
↪−→ . . .

an
↪−→ qn+1

からなる推移閉包関係を q1
a1...an
↪−−−→

+
qn+1のようにラベル付きで記述する．ま

た，その有限回遷移列 ρのことを実行断片（run fragment）といい，|ρ|でその
長さ nを表す．
そして，開始状態と終端状態が等しい実行断片 q1

a1
↪−→ . . .

an
↪−→ q1を閉路（cy-

cle）と呼ぶ．さらに，途中で同じ状態が複数回出現しない，すなわち，∀i <
j.qi 6= qjを満たす閉路 ρを単純閉路（simple cycle）と呼び，SCC 〈Q′, ↪→′〉上
のすべての単純閉路の集合を CA

simp(〈Q′, ↪→′〉)と書くこととする．ただし，集
合CA

simp(〈Q′, ↪→′〉)では，閉路 δ1 . . . δnと閉路 δnδ1 . . . δn−1を区別しないものと
する．ここで，遷移関係 ↪−→は有限であるため，任意の閉路は単純閉路の有限
回の連結/挿入で構成されており，任意の実行 r = r0r1r2 . . .は実行断片 r0の
後ろに無限個の閉路 r1, r2, . . .を連結した形をもつ．

3.3.2 ω-正規オートマトン
ω-正規オートマトンは，最もよく研究されているω-オートマトンであり，ω-

正規言語と同じ表現力を持っている．ω-正規言語を認識するための受理条件は
いくつもあるが，ここでは，Büchi条件あるいはRabin条件をもつオートマト
ンのみを示す．
ω-正規オートマトンの受理条件は，実行 r上のパス ρ = path(r)に無限にし
ばしば現れる状態の集合 Inf(path(r)) を用いて与えられる．

Inf(ρ) = {q ∈ Q | ∀i.∃j > i.(ρ[j] = q)}. (3.57)

Büchi/Rabin受理条件は，これを用いて以下のように定義される．

定義 3.50 (Büchi受理条件とBüchiオートマトン) ω-オートマトン 〈Q,Σ, ↪−→
, qinit, Acc〉の受理条件パラメータAccが無限にしばしば訪れるべき状態の集合
F ∈ 2Qで与えられているとき，そのオートマトンをBüchiオートマトン（BA）
と呼ぶ．
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このオートマトンは，以下のように定義されるBüchi受理条件BüchiF (r)を
満たす実行 rを受理する．

BüchiF (r) = Inf(path(r)) ∩ F 6= ∅. (3.58)

�
なお，この F は受理状態集合と呼ばれる．

定義 3.51 (Rabin受理条件とRabinオートマトン) ω-オートマトン 〈Q,Σ, ↪−→
, qinit, Acc〉の受理条件パラメータAccが「実行上で多くても有限回しか出現す
べきでない状態の集合 fi」と「実行上で無限回出現すべき状態の集合 f ′

i」の対
の和集合 F =

∪
i{〈fi, f ′

i〉} ∈ 22Q×2Q で与えられているとき，そのオートマト
ンをRabinオートマトン（RA）と呼ぶ．
このオートマトンは，以下のように定義されるRabin受理条件 RabinF (r)

を満たす実行 rを受理する．

RabinF (r) = ∃〈fi, f ′
i〉 ∈ F.(Inf(path(r)) ∩ fi = ∅ ∧ Inf(path(r)) ∩ f ′

i 6= ∅).(3.59)

�
なお，F の要素 〈fi, f ′

i〉はRabin対と呼ばれる．

例 3.52 BA 〈{q0, q1, q2}, {a, b, c}, ↪−→, q0, {q0}〉を考える（図 3.5）．ただし，

↪−→ = {〈q0, a, q1〉, 〈q0, b, q0〉, 〈q0, c, q0〉,
〈q1, a, q2〉, 〈q1, b, q0〉, 〈q1, c, q2〉,
〈q2, a, q2〉, 〈q2, b, q2〉, 〈q2, c, q2〉}

とする．
このオートマトンでは，(ab)ωや ccb(cabb)ωなどの aの後には bが続くよう
な語を受理する．なぜならば，そのような語に対しては，q0を無限にしばしば
訪れる実行が存在するからである．そして，(abacb)ωなどの aの後には bが続
かない部分をもつ語は受理しない．なぜならば，どのような状態にいても，文
字 aを読んで遷移した後で文字 bを読んで遷移できる状態は q2のみであり，そ
の後 q0を訪れることができないためである．
なお，このオートマトンは決定的かつ全域的である． �
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a
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図 3.5: 例 3.52のBüchiオートマトン

3.3.3 多閾値平均利得オートマトン
近年になって研究されるようになってきた利得（重み）付きの ω-オートマ
トンは，古典的な ω-オートマトンが実行の特徴として捉える「ある状態を無
限にしばしば訪れる」という性質ではなく，平均利得などによってふるまいを
特徴付ける．特徴の捉え方にはいくつもアプローチがあるが，重みが持つ意味
を直観的に理解しづらい場合もある．Alurらは，実行に対する平均利得の集
積点集合に関する閾値条件からなる受理条件をもつ全域的決定性オートマトン
を定義している [6]．

[6]で定義されているオートマトンでは，遷移関係 ↪→上の重み関数W :↪→→
Rdによって与えられた実行上の多次元重みの列，すなわち，トレースの平均利
得によって受理/不受理を決定する．利得系で定義されたパス上の利得トレー
スと利得トレースと同様に，重み関数によって与えられる実行上の利得トレー
スと平均利得とレースは以下のように定義される．

定義 3.53 (実行上の利得トレースと平均利得トレース) A = 〈Q,Σ, ↪→, q0, Acc〉
をオートマトン，W :↪→→ RdをAの遷移関係上の重み関数とする．
このとき，Aの実行 r = δ0δ1 . . . ∈ RunsAに対して，以下のように定義され
るトレース payoffW (r)を r上の利得トレースという．

payoffW (r)[i] = W (δi). (3.60)

また，以下のように定義されるトレースmpW (r)を r上の平均利得トレースと
いう．

mpW (r)[i] =
1

i+ 1

i∑
j=0

W (δi). (3.61)
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�
W の i番目の次元の重み関数をW [i]と書く．すなわち，W [i](δ) = πiW (δ)

とする．3.1.4項でも述べたように，実行 rの集積点集合Acc(mpW (r))に対す
る i次元成分への射影区間 πi(Acc(mpW (r))) の最大値（最小値）は，平均利得
トレースの i次元成分射影列mpW [i](r)の上極限 lim supn→∞ mpW [i](r)[n] （下
極限 lim infn→∞ mpW [i](r)[n]）と一致している．そして [6]では，実行の集積点
集合に対するある次元成分への射影区間の最大値（または最小値）の閾値条件
maxπi(·) ∼ c（またはminπi(·) ∼ c）のBoolean結合で与えられる受理条件を
もったオートマトンが提案されていた．
本論文では，そのようなオートマトンを以下のように定義する．ただし，[6]

の定義ではオートマトンは全域的決定性でなくてはならないが，本論文ではそ
のような制限がなくてもよいオートマトンとして定義する．

定義 3.54 (多閾値平均利得受理条件とMTMPA) ω-オートマトン 〈Q,Σ, ↪−→
, qinit, Acc〉の受理条件パラメータAccが以下の対 〈W,G〉で与えられていると
き，そのオートマトンを多閾値平均利得 ω-オートマトン

• W : ↪→→ Rdは遷移に d-次元実ベクトルを関連付ける重み関数．

• G : 2Rd → Boolは，実行の平均利得の集積点集合（⊆ Rd）に関する述語
のBoolean結合（集積点条件）である．

– ただし，Gの原子述語は，集積点集合の i次元成分への射影区間の
最大値または最小値に関する閾値条件 opt πi(·) ∼ cである．ここで，
opt ∈ {max,min}，c ∈ R，∼∈ {<,>,≤,≥}とする．

このオートマトンは，以下のように定義される多閾値平均利得受理条件（multi-

threshold mean-payoff acceptance condition，MTMP受理条件，あるいは単に
平均利得受理条件，MP受理条件）MP〈W,G〉(r)を満たす実行 rを受理する．

MP〈W,G〉(r) = G(Acc(mpW (r))). (3.62)

�

例 3.55 例 3.52のBAの受理条件を以下の重み関数W と多閾値平均利得条件
Gの対 〈W,G〉に置き換えたMTMPAを考える．

W (δ) =

{
1 if δ ∈ {〈q2, x, q2〉 | x ∈ {a, b, c}},
0 otherwise,

(3.63)

G(·) = max π1(·) ≤ 0. (3.64)



3.3. オートマトン 57

このとき，状態 q2に到達するすべての実行の利得トレースは 1に収束するた
め，受理されない．そうでないすべての実行の利得トレースは 0に収束するた
め，受理される．さらに状態 q0を無限にしばしば訪れることにもなるため，こ
のMTMPAは例 3.52のBAと等価である． �

全称閾値条件と存在閾値条件

集積点条件 Gを構成する原子命題のうち，max πi(·) < c，max πi(·) ≤ c，
minπi(·) > c，min πi(·) ≥ cの形の原子命題は，i次元成分への射影区間の「す
べて」の値が閾値をみたすという条件である．そのため，これらの閾値条件を
全称閾値条件（universal threshold condition）と呼ぶ．
一方，max πi(·) < c，max πi(·) ≤ c，minπi(·) > c，minπi(·) ≥ c の形の
原子命題は，i次元成分への射影区間の「ある」の値が閾値をみたすという条
件である．そのため，これらの閾値条件を存在閾値条件（existential threshold

condition）と呼ぶ．

注意 3.56 ([6]で定義されているオートマトンとの関係) Alurらは，[6]の中
で全域的決定性MTMPオートマトンとそれによって規定される言語のクラ
ス，閉包性，空判定手法について研究している．全域的決定性MTMPオー
トマトンが認識する言語は多閾値平均利得言語（multi-threshold mean-payoff

language）と呼ばれる．この言語のクラスは，例 3.55で示したように一部の
ω-正規言語は規定することができるが，ω-正規言語のクラスとは比較不能であ
る．また，ブール演算に関して閉じており，空判定問題も決定可能である．�

多閾値平均利得受理条件の等価性

対 〈W,G〉を受理条件パラメータとする d-次元MTMPAと，A′の遷移関数上
の重み関数W ′，集積点条件G′を考える．このとき，L(A) = L(A[〈W,G〉/〈W ′, G′〉)
ならば，A上で 〈W,G〉と 〈W ′, G′〉は等価といい，〈W,G〉 ≈A 〈W ′, G′〉と書く．
上極限/下極限の基本的な性質から，集積点条件Gに含まれる i番目次元に
関する原子命題を p1, . . . , pn （ただし，pm = optmπi(·) ∼m cm）としたとき，
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以下のような等価関係が成り立つ．

〈W,G〉 ≈A 〈W [(W [i] + c′)/W [i]], G[(cm + c)/cm for all m]〉
≈A 〈W [(−W [i])/W [i]], G[(optmπi(·) hm −cm)/p for all m]〉
≈A 〈W [(c′ ·W [i])/W [i]], G[(c · cm)/cm for all m]〉
≈A 〈W [W [i],W [j]/W [j],W [i]], G[πi, πj/πj, πi]〉
≈A 〈〈W [1], . . . ,W [d],W [i]〉, G[(optmπd+1(·) ∼m cm)/pm]〉 (3.65)

ただし，c ∈ R>0，(c · W [i])(δ) = c · W [i](δ)，(W [i] + c)(δ) = W [i](δ) + c，
(−W [i])(δ) = −W [i](δ)，opt 6= optとする．
よって，任意のMTMP受理条件パラメータ対 〈W,G〉は，すべての原子述
語が「集積点集合のある次元の最小値に関する閾値 0の閾値条件」である等価
な対 〈W ′, G′〉 ≈A 〈W,G〉に変換できる．また，Gは閾値条件の Boolean結合
で与えられた述語であるため，否定を含まない積和標準形に等価変換できる．
従って，集積点条件Gは以下のような形に限定しても一般性は失われない．

G(·) =
∨
i

(∧
j

min πkij(·) ∼ij 0

)
. (3.66)

そして，以降では，この G を 4 つのインデックス集合 H>
i , H

≥
i , H

<
i , H

≤
i ⊆

{1, . . . , d}の組 〈H>
i , H

≥
i , H

<
i , H

≤
i 〉の集合で略記する．

G(·) ≡ {〈H>
i , H

≥
i , H

<
i , H

≤
i 〉 | kij ∈ H∼

i ⇔ ∼ij is ∼}. (3.67)

直観的には，H∼は「その射影区間の最小値が閾値条件∼ 0を満たすべき次元
k」の集合である．

3.3.4 言語クラス
本項では，3.3.2項と 3.3.3項で与えたオートマトンによって認識される言語
や LTLで規定される言語のクラスについて述べる．本論文では，オートマト
ンの呼称として，決定性をもつことを “D”，受理条件がBüchi条件であること
を “B”，受理条件がRabin条件であることを “R”，受理条件が多閾値平均利得
条件であることを “MTMP”，オートマトンを “A”で表記する．例えば，決定
性RabinオートマトンはDRAと表記する．そしてこれらのオートマトンが認
識する言語のクラスをL(·)で表す．例えば，Büchiオートマトンの認識する言
語のクラスはL(BA)と表記する．
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BAや RAが認識できる言語を ω-正規言語（ω-regular languages）と呼ぶ．
ω-正規言語のクラスは，空文字言語 {ε}を除く正規言語クラス（付録 A）の
ω-Kleene閉包として定義される．

定義 3.57 (ω-Kleene閉包と ω-正規言語) L ⊆ 2Σ∗ を有限長言語の族（クラ
ス）とする．このとき，言語族Lの ω-Kleene閉包は以下の ω-KC(L)

ω-KC(L) =

{∪
i

(Ui · V ω
i )
∣∣ ∀i.Ui, Vi ∈ L \ {∅}

}
. (3.68)

そして，REGを正規言語の族としたとき，ω-KC(REG \ {ε})で定義される
言語族を ω-正規言語族といい，ω-REGと書く． �

オートマトンとLTL，ω-正規言語のクラスについては，以下のような事実が
知られている．

定理 3.58 (BA，RA，DMTMPA[6]，LTLと ω-正規言語の表現力) 　

• L(BA) = L(RA) = L(DRA) = ω-REG．

• L(DBA) ( ω-REG， L(LTL) ( ω-REG．

• L(DBA) 6⊆ L(LTL)，L(LTL) 6⊆ L(DBA)．

• L(DMTMPA) 6⊆ ω-REG，ω-REG 6⊆ L(DMTMPA)7． �

LTLで定義できる言語は counter-free（star-free）ω-正規言語とも呼ばれ，そ
のクラスはω-REGの真部分集合であることが知られている．そして，[6]では，
多閾値平均利得言語のクラスL(DMTMPA)がω-正規言語のクラスと比較不能
であることを示している．

LTLから ω-正規オートマトンへの変換

LTLは線形時間的性質を直観的に記述できるものの，LTL式のままでは検
証に利用しづらい場合がある．そのため，その式の規定する言語を認識する
オートマトン，すなわち，式と等価なオートマトンへ変換し，それをオートマ
トン理論で用いられる手法によって解析することで，しばしば形式的検証が行
われている．そのような手法をオートマトンベース手法という．

LTLとオートマトンの関係については，以下の定理が成り立つ．
7[6]では全域的な DMTMPAに関して示しているが，同様の議論が全域的でないものでも

成り立つ．



60 第 3章 準備

定理 3.59 (LTLからBAへの変換 [84, 85]) 任意のLTL式ϕに対して，L(ϕ)

を認識する，O(2|ϕ|)サイズのBAを構成可能である． �

LTLからBAへの変換器としては，LTL2BA[62]や SPOT[78]などが開発され
ている．
また，オートマトンベースの検証手法ではしばしばオートマトンの決定化が
必要である．有限長語上の有限状態オートマトンは，冪集合構成法（powerset

construction）と呼ばれる単純な手法で決定化できる．一方，ω-オートマトン
は，「ある状態を無限にしばしば訪れる」という条件を用いて受理/不受理を判
定するため，一般に冪集合構成法では決定化できない．BAからDRAへの変
換では，Safraの構成法 [73]（Safra’s construction）と呼ばれる，非常に複雑な
手続きが必要である．

定理 3.60 (BAからDRAへの変換 [73]) 任意のBA Aに対して，L(A)を認
識する，O(2|A|)サイズ（最小上界）のDRAを構成可能である． �

この変換器としては，ltl2dstar[55, 63]等が開発されている．

3.4 リアクティブシステム
OSや組み込み制御系などの他モジュールやユーザから入力に対して過去の
情報のみを用いて適切に応答しなければならないシステムをリアクティブシ
ステム（reactive system，RS）という．こうしたシステムは，不具合が深刻な
損害を与えることも多く，特に高い安全性が求められている．システムの仕様
を記述する際には命題とアクション（あるいはイベント）を同一視することが
多いが，RS仕様の記述では，原子命題（アクションあるいはイベント）集合
AP を RS側が管理する出力原子命題集合OAP と環境側が管理する入力原子
命題集合IAP の二種類に分けて記述に用いる．ただし，AP = OAP ∪ IAP

かつOAP ∩ IAP = ∅である．RSは外部環境からの（未来の）入力 b ∈ 2IAP

を直接制御することはできないため，過去の情報のみを用いてその時点の出力
a ∈ 2OAP を適切に選択しなければならない．
形式的には，RSと環境は，互いに相手から与えられる（自身にとっては非
決定的な）アクションに対して確率的に応答するシステム，つまり，ある種の
Markov決定過程（Markov decision process，MDP）としてモデル化される．

定義 3.61 (MDP) MDPは五つ組 〈S,ΣI ,ΣO, P, s0〉である．ただし，
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• Sは可算の状態集合，

• ΣI/ΣOはΣI ∩ ΣO = ∅である入/出力アクションの集合，

• P : S × ΣI × ΣO → ([0, 1] × S)は遷移確率関数，

• s0 ∈ Sは初期状態である．

また，任意の状態 sと入力アクションA ∈ ΣIについて，以下の条件が成り立っ
ているものとする． ∑

B∈ΣO

Prob(P (s, A,B)) = 1. (3.69)

　 �

P (s, A,B)は，現在の状態 sで入力アクションA ∈ ΣI が与えられたときにア
クションB ∈ ΣOを出力する確率 pとその際に遷移する先の状態 s′の対 〈p, s′〉
を与える関数である．

RSは，MDPの中でも入力 a ∈ 2IAP に対して出力 b ∈ 2OAP を返すものであ
り，以下のように定義される．

定義 3.62 (MDP RS) RS Rは，入/出力アクションΣI/ΣO，遷移確率関数
P に関して，以下の制約をもつMDPである．

• ΣI = 2IAP ,

• ΣO = 2OAP，

• 初期状態 s0に関して，任意の入力アクションA,A′ ∈ ΣIと出力アクショ
ンB ∈ ΣOに関して，

P (s0, A,B) = P (s0, A
′, B). (3.70)

　 �

初期状態 s0の遷移確率関数に関する制約から，RSの最初の出力は入力に依存
しない．RSと環境の相互作用開始時にはどちらか一方（この定義ではRS）が
入力なしで出力しなければならないためこの最初の入力を無視することで相互
作用開始時の同期を行う．
なお，無限状態をもつRSは現実には実装できないため，実用的なRSは有
限状態である必要がある．そのような状態が有限の RSを有限メモリ（finite

memory），無限のRSを無限メモリ（infinite memory）という．
一方で，環境は，2OAP/2IAP を入/出力アクションとするMDPである．
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定義 3.63 (MDP環境) 環境 E は，入/出力アクション ΣI/ΣOに関して，以
下の制約をもつMDPである．

• ΣI = 2OAP，

• ΣO = 2IAP． �

環境に関しても，状態数が有限/無限のときには有限/無限メモリであるという．
RS Rと環境 Eのふるまいは，互いに相手の出力（自身の入力）に対して確
率的な出力（相手の入力）と，それに伴う状態遷移の繰り返しにより構成され
る．ただし，既に述べたように，RSの最初の入力を無視することで RSと環
境の相互作用の同期を行う．
形式的には，RSと環境の相互作用はDTMCとしてモデル化できる．

定義 3.64 (RSと環境のふるまいモデル) R = 〈S, 2IAP , 2OAP , P, s0〉をMDP

RS，E = 〈S ′, 2OAP , 2IAP , P ′, s′0〉をMDP環境とする．このとき，RS Rと環境
Eのふるまいは，DTMC DR,E = 〈S × S ′ × 2IAP∪OAP ,P, Pinit, IAP ∪OAP,Λ〉
によってモデル化される．ただし，

• それぞれの遷移確率関数 P (s1, b1, a2) = 〈p, s2〉と P ′(s′1, a2, b2) = 〈p′, s′2〉
に対して，

P(〈s1, s
′
1, a1 ∪ b1〉, 〈s2, s

′
2, a2 ∪ b2〉) = p · p′,

• それぞれの初期状態 s0と s′0に関する遷移確率関数 P (s0, b0, a1) = 〈p, s1〉
と P ′(s′0, a1, b1) = 〈p′, s′1〉に対して，

Pinit(〈s1, s
′
1, a ∪ b〉) = p · p′,

• Λ(〈s, s′, a ∪ b〉) = a ∪ b. �

よって，このDTMCのふるまいを解析することで，RSと環境の相互作用が持
つ性質を検証することができる．

注意 3.65 (純粋RSと確率的RS) MDP RS R = 〈S, 2IAP , 2OAP , P, s0〉が以
下を満たすとき，Rは純粋（pure）であるといい，それでないときには確率的
（randomized）であるという．

∀s ∈ S.∀b ∈ 2IAP .∃a ∈ 2OAP .P (s, b, a) = 1. (3.71)

実現可能性判定/合成においては，純粋RSのみに注目する場合が多い． �
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実現可能性

RSの仕様は，充足可能性を満たすだけでは不十分である．なぜならば，過
去の情報のみを用いて仕様を満たすように適切に出力を選択し続けなければ
ならないためである．言語 L ⊆ (2IAP∪OAP )ω で規定された仕様を満たすよう
に適切に出力を選ぶことが可能であるとき，すなわち，その仕様を実現する
RSが存在するとき，仕様L は実現可能（realizable）あるいはプログラム可能
（programmable）であるという [68, 1, 72]．

定義 3.66 (実現可能性 [68, 1, 72]) L ⊆ (2IAP∪OAP )ω を RS仕様とする．こ
のとき，以下を満たす（有限メモリ）RS Rが存在するとき，Lは（有限メモ
リ）実現可能であるという．

∃R.∀E .WordsD
R,E ⊆ L. (3.72)

�
ただし，本研究では，仕様 Lを「ほとんど確かに」満たすように適切に出力
を選ぶRSに注目する．すなわち，以下のように定義される確率的実現可能性
（probabilistic/almost-sure realizability）について考える．

定義 3.67 (確率的実現可能性) L ⊆ (2IAP∪OAP )ω を RS仕様とする．このと
き，以下を満たす（有限メモリ）RS Rが存在するとき，Lは（有限メモリ）
確率的実現可能であるという．

∃R.∀E .PrD
R,E

({σ ∈ WordsD
R,E | σ ∈ L}) = 1. (3.73)

そのようなRを（有限メモリ）実現プログラム，あるいは単に実現と呼び，
Lを実現するすべての（有限メモリ）実現の集合をRealL(fin)と書く． �

以下では，この確率的実現可能性を単に実現可能性と呼ぶ．
ここで，RS Rと環境Eが固定されているとき，そのふるまいはDTMC DR,E

でモデル化できるため，確率空間 〈PathsD
R,E
,FDR,E

,PrD
R,E 〉上で可積分な確率

変数X : (2IAP∪OAP )ω → Rに対する期待値 ExpectR,E [X]は以下のように与え
られる．

ExpectR,E [X] =

∫
σ∈WordsD

R,E
X(σ) dPrD

R,E
(σ). (3.74)

そのため，そのような確率変数X で与えられる目的関数に関する最適実現プ
ログラムは以下のように定義できる．なお，本研究では目的関数は大きいほど
よいものと仮定する．
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定義 3.68 (最適実現プログラム) L ⊆ (2IAP∪OAP )ωをRS仕様，X : (2IAP∪OAP )ω

→ Rを可積分な目的関数とする．このとき，以下を満たす Lを実現する RS

R ∈ RealLを，Xに関する最適実現プログラムという．

inf
E
{ExpectR,E [X]} = sup

R′∈RealL
inf
E
{ExpectR

′,E [X]}. (3.75)

また，ε > 0に対して以下を満たすRS R ∈ RealLfinを，Xに関する有限メモ
リ（ε-）最適実現プログラムという．

inf
E
{ExpectR,E [X]} + ε ≥ sup

R′∈RealLfin

inf
E
{ExpectR

′,E [X]}. (3.76)

�

注意 3.69 (有限メモリ最適性) 仕様が実現可能である場合には，有限メモリ
でないものを含めた場合には，目的関数の極大値を与える（つまり，最適な）
プログラムが存在する．しかしながら，有限メモリのプログラムに限定した場
合には，厳密に最適なプログラムは一般には存在しない．そのため，本論文で
は，有限メモリ ε-最適なプログラムのことを有限メモリ最適なプログラムと定
義する． �

定義 3.67では，任意の環境に対しても仕様を実現するプログラムについて
言及している．また，定義 3.68では，どのような環境であっても少なくとも保
証される性能を最大化する実現プログラムを最適であると定義している．この
ように，ありとあらゆる運用状況を想定して実現可能性判定/合成を行う手法
を最悪ケース（worst-case）の判定/合成手法と呼ぶ．古典的な LTL実現可能
性判定問題では，この最悪ケースの検証を行うことが一般的である．そして，
LTLを含む ω-正規仕様については，（確率的）実現可能であるときには有限メ
モリ純粋RSが合成できることが知られている．

しかしながら，前述の通り，RSの運用状況が具体的に分かっている，すな
わち，既知の有限メモリMDP環境を想定することも多い．そのような具体的
な運用状況を想定して実現可能性判定/合成を行う手法を平均ケース（average-

case）の判定/合成手法と呼ぶ．形式的には平均ケース実現可能性/最適実現は
以下のように定義される．

定義 3.70 (平均ケース実現可能性) L ⊆ (2IAP∪OAP )ωをRS仕様，Eを環境と
する．このとき，以下を満たす（有限メモリ）RS Rが存在するとき，Eのも
とで Lは（有限メモリ）実現可能であるという．

∃R.PrD
R,E

({σ ∈ WordsD
R,E | σ ∈ L}) = 1. (3.77)
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また，そのようなRを Eのもとでの（有限メモリ）実現プログラムと呼び，E
のもとでLを実現するすべての（有限メモリ）プログラムの集合をRealL,E(fin)と
書く． �

定義 3.71 (平均ケース最適実現プログラム) L ⊆ (2IAP∪OAP )ωをRS仕様，E
を環境，X : (2IAP∪OAP )ω → Rを可積分な目的関数とする．このとき，以下を
満たすLを実現するRS R ∈ RealL,E を，EのもとでのXに関する最適実現プ
ログラムという．

ExpectR,E [X] = sup
R′∈RealL,E

(fin)

{ExpectR
′,E [X]}. (3.78)

また，ε > 0に対して以下を満たすLを実現する有限メモリRS R ∈ RealL,Efin

を，E のもとでのXに関する有限メモリ（ε-）最適実現プログラムという．

ExpectR,E [X] + ε ≥ sup
R′∈RealL,Efin

{ExpectR
′,E [X]}. (3.79)

�

3.5 ゲーム
ゲーム理論は，複数の主体の意思決定に関する理論であり，特に経済学的へ
応用が盛んに研究されている．そして，実現可能性判定においては，RSと環境
のふるまいはしばしば展開型二人交互手番ゲーム（extensive-form two-player

alternate-turn game，単にゲーム）として形式化される．このゲームは，ある種
の二部状態遷移系であり，オートマトンの受理条件と同様の勝利条件（winning

condition）が設定されている．それぞれの状態では二人の意思決定主体（プレ
イヤ 0とプレイヤ 1），のどちらか一方プレイヤ i（i ∈ {0, 1}）が次の遷移先
を決めることができる．その遷移先は他方のプレイヤ i（i 6= i）が遷移先を決
めることができる状態になっている．そして，交代で遷移先を決めていくこと
でゲームが進行する．ゲームの勝敗は，そのゲームの進行（プレイ）の特徴に
よって決定される．実現可能性判定で用いるRSと環境のゲームでは，仕様を
満たすふるまいに対応するようにゲームが進行しているときにRS側のプレイ
ヤが勝利するように勝利条件が設定される．これにより，「仕様が実現可能性で
あること」と「RS側のプレイヤが勝利する意思決定戦略が存在すること」を
対応させることができる．本節では，ゲーム及びそれに関連する概念の定義を
与える．なお，仕様からそれ対応するゲームを構成する手法については 9章で
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説明する．

形式的には，（引き分けなし）展開型二人交互手番ゲームは以下のように定
義される．

定義 3.72 (ゲーム) ゲーム Gは，八つ組 〈Q0, Q1,Σ0,Σ1,∆0,∆1, qinit,Win〉で
ある．ただし，

• Qn（n ∈ {0, 1}）はプレイヤ nが遷移先を選択する状態の有限集合，

– Q0 ∩Q1 = ∅,

• Σnはプレイヤ nのアクション集合，

– Σ0 ∩ Σ1 = ∅,

• ∆n : Qn × Σn → Qn̄（n̄ 6= n）はプレイヤ nが遷移先を決定する状態の
遷移関数，

• qinit ∈ Q0は初期状態，

• Winは勝利条件を規定するためのパラメータである．

なお，この勝利条件は前節のオートマトン受理条件と同様のものとして与えら
れる． �

このゲームGは，状態空間が二部グラフである決定性オートマトン8AG = 〈Q0×
Q1,Σ0 × Σ1, ∆0 × ∆1, qinit,Win〉と見なすことができる．
そのAGの実行 rはゲームではプレイ（play）と呼ばれ，Gのすべてのプレ
イの集合をPlaysGと書く．オートマトンの場合に似て，ゲームのプレイは，プ
レイヤ 0とプレイヤ 1から交互に与えられるアクション（文字）をもとに決定
的な遷移関係に従って状態を遷移していくことで進行し，Büchi受理条件など
で与えられた勝利条件を満たすプレイではプレイヤ 0が勝利（プレイヤ 1は敗
北）する．また，勝利条件を満たさないプレイではプレイヤ 1が勝利（プレイ
ヤ 0は敗北）する．この定義では，初期状態 qinitはQ0の要素であるため，定
義 3.62，定義 3.63，定義 3.64より，RSと環境がそれぞれがプレイヤ 0とプレ
イヤ 1に対応するように与えられている．
そして，ω-オートマトンの場合と同様に，勝利条件WINがBüchi/Rabin受
理条件で与えられているときにはBüchi/Rabinゲームなどと呼ぶ．また，オー

8状態空間が二部グラフであるオートマトンは，ターンベースオートマトンとも呼ばれる．
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トマトンの呼称法と同様に，受理条件がBüchi条件であることを “B”，受理条
件がRabin条件であることを “R”，受理条件が多閾値平均利得条件であること
を “MTMP”で表し，ゲームを “G”で表記する．例えば，RabinゲームはRG

と書く．
なお，到達可能関係や強連結成分などは，状態遷移系やオートマトンと同様
に定義されるのもとする．また，ゲーム 〈Q0×Q1,Σ0×Σ1, ∆0×∆1, qinit,Win〉
を単に五つ組 〈Q,Σ, ∆, qinit,Win〉と略記する．

戦略

ゲームのプレイ中，両プレイヤは自身が勝利するための行動を選択してい
く．その行動方針のことを戦略9（strategy）という．形式的には，以下のよう
に定義される．

定義 3.73 (戦略) G = 〈Q,Σ,∆, qinit,Win〉をゲームとする．このとき，プレ
イヤ n（n ∈ {0, 1}）の戦略は，三つ組 〈M,µn,minit〉である．ただし，

• M は可算のメモリ空間，

• µn : Qn ×M × Σn → ([0, 1] ×M)は出力確率関数，

• 初期メモリminit ∈M は初期メモリである．

また，プレイヤnが遷移先を決定する任意の状態q ∈ Qn，とメモリ状態m ∈Mn

について以下の条件が成り立っているものとする．∑
A∈Σn

Prob(µn(q,m,A)) = 1. (3.80)

ただし，µn(q,m,A) = 〈p,m′〉に関して，Prob(µn(q,m,A))はpを，Mem(µn(q,m,A))

はm′を与える関数である．
そして，|M | = 1のときメモリレス，|M | <∞のとき有限メモリ，|M | = ∞
のとき無限メモリであるという． �

ここで，メモリm ∈Mはプレイの過去情報を表現したものである．メモリ空
間MiをPlaysGのプレフィックスの集合としたときには，プレイ上のすべての過
去情報を用いて次の状態遷移確率を決定する無限メモリ戦略と見なすことがで
きる．一方，有限メモリ戦略は，プレイの過去情報を有限個に分類しそれを用

9政策（policy）などとも呼ばれる．
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いて次の状態遷移確率を決定する．なお，〈M,µn,minit〉がメモリレスである場
合には，単に µnと書くこととする．またそのとき，µn(q,minit, A) = 〈p,minit〉
も単に µn(q, A) = pとみなすこととする．
ここで，RSと環境のふるまいと同様に，ゲーム上でそれぞれ特定の戦略に
従うプレイヤ 0とプレイヤ 1のふるまいはDTMCによってモデル化できる．

定義 3.74 (ゲーム上で両プレイヤが特定戦略に従う際のふるまい) G = 〈Q,Σ,
∆, qinit,Win〉をゲーム，Str0 = 〈M,µ0,m0〉をプレイヤ0の戦略，Str1 = 〈M ′, µ1,m

′
0〉

をプレイヤ 1の戦略とする．
このとき，ゲームのプレイはDTMC

DG,Str0,Str1 = 〈(Q0 × Σ0 ×Q1) ∪ (Q1 × Σ1 ×Q0) ×M ×M ′,P, Pinit, ∅,Λ∅〉

としてモデル化できる．ただし，

• q0 ∈ Q0，∆0(q0, a) = q1，µ0(q0,m1, a) = 〈p,m2〉に対して，

P(〈〈q′1, b, q0〉,m1,m
′〉, 〈〈q0, a, q1〉,m2,m

′〉) = p,

• q1 ∈ Q1，∆1(q1, b) = q0，µ1(q1,m
′
1, b) = 〈p,m′

2〉に対して，

P(〈〈q′0, a, q1〉,m,m′
1〉, 〈〈q1, b, q0〉,m,m′

2〉) = p,

• ∆0(qinit, a) = q1，µ0(qinit,minit, a) = 〈p,m〉に対して，

Pinit(〈〈qinit, a, q1〉,m,m′
init〉) = p,

• Λ∅は常に ∅を返す関数である． �

この DTMCのパスは，ゲームの遷移と両プレイヤのメモリ状態の三つ組の
列であるため，メモリ状態を捨象した列の生起確率を考えることで，ゲーム
のプレイの生起確率を捉えることができる．ここで，プレイ断片 δ1 . . . δn ∈
(∆0∆1)

∗(ε ∪ ∆0)についての筒集合を以下のように定義する．

定義 3.75 (ゲーム上のプレイの筒集合) G = 〈Q,Σ,∆, qinit,Win〉をゲームと
する．このとき，プレフィックスが δ1 . . . δn ∈ (∆0∆1)

∗(ε∪∆0)であるようなプ
レイの集合をプレイ断片 δ1 . . . δnの筒集合といい，CylG(δ1 . . . δn)と書く．　�

このとき，MCのパス集合上の確率測度と同様に，ゲームのプレイ集合上の確
率測度を定義できる．
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定義 3.76 (ゲームのプレイ集合上の確率測度) G = 〈Q,Σ,∆, qinit,Win〉をゲー
ム，Str0 = 〈M,µ0,m0〉をプレイヤ 0の戦略，Str1 = 〈M ′, µ1,m

′
0〉をプレイヤ 1

の戦略とする．
このとき，FG を PlaysG に含まれるすべての筒集合を含む最小の完全加法
族としたとき，G 上の戦略 Str0 に従うプレイヤ 0と戦略 Str0 に従うプレイ
ヤ 1 によって生起されるプレイに関する可側空間 〈PlaysG,FG〉上の確率測度
PrG,Str0,Str0 : FG → [0, 1]は以下のように定義できる．

PrG,Str0,Str0(CylG(δ1 . . . δn)) =∑
m0,...,mn∈M,
m′

0,...,m
′
n∈M ′

PrD
G,Str0,Str0

(CylG(〈δ1,m0,m
′
0〉 . . . 〈δn,mn,m

′
n〉)). (3.81)

�

ここで，プレイヤ 1の任意の戦略に対してプレイヤ 0が必ず勝利できる戦略
を勝利戦略（winning strategy）と呼ぶ．

定義 3.77 (プレイヤ 0の勝利戦略) G = 〈Q,Σ,∆, qinit,Win〉をゲームとする．
このとき，以下を満たす Str0をプレイヤ 0の勝利戦略という．

∀Str1.〈δ0,m0,m
′
0〉〈δ1,mn,m

′
n〉 . . . ∈ PathsD

G,Str0,Str1
.δ0δ1 . . .がWinを満たす.

(3.82)

また，以下を満たす Str0をプレイヤ 0のほとんど確かな勝利戦略という．

∀Str1.PrG,Str0,Str1({r ∈ PlaysG | rはWinを満たす }) = 1. (3.83)

�
本研究では，確率的環境を想定した実現可能性（定義 3.70）を扱うため，こ
こでもプレイヤ 1の既知の戦略に対して勝利するための戦略に注目する．その
ような特定の敵戦略 Str1に対してはほとんど確かに勝利できることが保証さ
れている戦略 Str0を Str1に対する対抗戦略（counter strategy）と呼ぶ．

定義 3.78 (対抗戦略) G = 〈Q,Σ,∆, qinit,Win〉をゲームとする．このとき，プ
レイヤ 1の戦略 Str1に対して，以下を満たす（有限メモリ/メモリレス）戦略
Str0を（有限メモリ/メモリレス）対抗戦略という．

PrG,Str0,Str1({r ∈ PlaysG | rはWinを満たす }) = 1. (3.84)

また，G上の µ1に対するすべての（有限メモリ/メモリレス）対抗戦略の集合
をCntG,Str1

(fin/ML)と書く． �
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ここで，RSと環境のふるまいと同様に，G上の戦略 Str0と Str1について，可
積分な確率変数X : (∆0∆1)

ω → Rに対する期待値 ExpectG,Str0,Str1 [X]は以下
のように与えられる．

ExpectG,Str0,Str1 [X] =

∫
r∈PlaysG

X(r) dPrG,Str0,Str1(r). (3.85)

そのため，そのような確率変数X で与えられる目的関数に関する最適対抗戦
略は以下のように定義できる．

定義 3.79 (最適対抗戦略) G = 〈Q,Σ,∆, qinit,Win〉をゲーム，X : (∆0∆1)
ω →

Rを可積分な目的関数とする．
このとき，プレイヤ 1の戦略 Str1に対して，以下を満たす対抗戦略 Str0 ∈

CntG,Str1をXに関する最適対抗戦略という．

ExpectG,Str0,Str1 [X] = sup
Str′0∈CntG,Str1

{ExpectG,Str′0,Str1 [X]}. (3.86)

また，ε > 0に対して以下を満たす有限メモリ/メモリレスな対抗戦略 µ0 ∈
CntG,Str1

fin/MLを Str1に対する，Xに関する有限メモリ/メモリレス（ε-）最適対抗
戦略という．

ExpectG,Str0,Str1 [X] + ε = sup
µ′0∈Cnt

G,Str1
fin/ML

{ExpectG,Str′0,Str1 [X]}. (3.87)

�
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確率頻度時間論理とその検証手法
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第4章 確率頻度時間論理PFTL

生命過程や待ち行列などの現実的なシステムはランダム性を持ったモデルと
して捉えられることが多く，その定量的な解析にしばしば確率モデル検査が用
いられている．これまでに開発されている確率的モデル検査器は，様々な種類
の確率的モデルを解析でき，確率的モデル検査は最も成功している定量的形式
解析手法の一つである．

CTLのパス限量子が「すべてのパスでψを満たす（A[ψ]）」や「あるパスが
ψを満たす（E[ψ]）」という分岐の定性的性質を記述可能であったのに対して，
確率時間論理の確率パス限量子は「ψを満たすパスの生起確率が閾値 pを超え
る（P>p[ψ]）」などの分岐の定量的性質を記述可能である．しかしながら，既
存の確率時間論理では，一つの時間系列に関する性質 ψについては，「次に ψ

を満たす（Xψ）」や「ψ2を満たすまでは常に ψ1を満たし続ける（ψ1Uψ2）」，
「いつか ψを満たす（3ψ）」，「常に ψを満たす（2ψ）」といった性質しか捉う
ことができない．例えば，

(1). 「“ある時間区間 I中いつかϕを満たすパス”の生起確率が 50%より大き
い（図 4.1）」（= P>1/2[3

Iϕ]）ことは記述できるが，

(2). 「“ある時間区間 I中で 25%より多い時間点でϕを満たすパス”の生起確
率が 50%より大きい」という，「ある性質を満たす時間の割合」は記述で
きない．

これはパス式を記述する演算子が定性的なレベルでしか記述できないためであ
る．また，この (2)に似た性質としては次の式が考えられる．

(3). P>1/2[2
I−1P>1/4[Xϕ]]．

この式は，「時間区間 I − 1の間，“25%より大きい確率で次に ϕが成り立つ状
態”が常に出現するパス」が 50%より大きい確率で生起することを表している
が，そのパス上で実際に ϕがどれだけ成り立っているか（「ϕを満たす時間の
割合」）については言及できていない．そのため，現実のシステムのふるまい
やシミュレーションで得られたパスの揺らぎをもった性質を直観的に記述する
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>
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図 4.1: P> 1
2
[3Iϕ].
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図 4.2: P> 1
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[QI

> 1
4

ϕ].

ための言語として適しているとは言えない．

そこで本研究では，既存の確率時間論理に頻度演算子 Qを新たに導入した
確率頻度時間論理PFTL（Probabilistic Frequency Temporal Logic）を開発し
た [80]1．この頻度演算子Qは，パス上である性質がどれだけ成り立つかを直
接記述できる新しい時間演算子である．つまり，確率時間論理がパス限量子の
定量的な拡張であったのに対して，この拡張は時間演算子の定量的な拡張であ
る．この頻度演算子によって，一つの時間系列上の揺らぎをもったふるまいの
特性を直観的に記述できる．例えば，P>1/2[Q

I
>1/4ϕ]によって (2)の性質を記述

できる（図 4.2）．
本章ではこのPFTLの構文と意味論の定義を与える．そして，5章でPFTL

のモデル検査手法について述べる．

本章の構成

まず，4.1節で確率頻度時間論理 PFTLの構文の定義を与える．そして 4.2

節/4.3節で PFTLの離散時間/連続時間上の意味論を与える．また，4.4節で
は，PFTLで記述できる性質の例を示す．

1本稿で与える意味論は [80]とは若干異なる．
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4.1 構文
確率頻度時間論理PFTL[80]は確率時間論理に頻度演算子Qを導入したCTL∗

型の時間論理である．この頻度演算子によって，揺らぎをもったふるまいの特
性を直観的に記述できる．例えば，Q

[0,10)
≥0.8 ϕは「10ステップ中でϕが成り立つ

頻度が 80%以上である（8個以上の時刻でϕが成り立つ）」ことを表す．また，
利便性も考慮して，この演算子は条件付き頻度を記述できる二項演算子として
定義する．
形式的には，以下のように定義される．

定義 4.1 (PFTLの構文) AP を原子命題の集合とする．このとき，PFTLの
式 ϕは以下のように帰納的に定義される．

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | P∼c[ψ],

ψ ::= ϕ | ¬ψ | ψ ∨ ψ | XIψ | ψUIψ | QI
∼c[ψ|ψ].

ただし，p ∈ AP，c ∈ [0, 1]，∼∈ {<,>,≤,≥}，I ⊆ R≥0とする． �

直観的には，QI
∼c[ψ1|ψ2]は「時間区間 I上で，ψ2が成り立っている条件の下

でψ1も成り立つ条件付き頻度が閾値条件∼ cを満たす」ことを表す．例えば，
以下のような時間系列において，「最初の 10ステップの条件 ϕ2の下で ϕ1が成
り立つ条件付き頻度」は 2/3である．

-
ϕ2 ϕ2 ϕ2 ϕ2 ϕ2 ϕ2

ϕ1 ϕ1 ϕ1 ϕ1 ϕ1 ϕ1

また，PFTLでは，LTLや PCTL，CSLでの略記のほか，以下のような略
記も用いてよいことにする．

QI
∼cψ ≡ QI

∼c[ψ|>].

直観的には，QI
∼cψは，「時間区間 I中のψの条件なし頻度が閾値条件∼ cを満

たす」ことを表す．
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4.2 離散時間意味論
本節では PFTLの離散時間での意味論を与える．
これはPCTLの意味論と同様にDTMC上の性質として定義される．ただし，

PFTLは CTL∗型の時間論理であるためにパス式に関する意味が LTLのよう
に与えられる．
新たに導入された頻度演算子の意味を与える前に，まず条件ψ2のもとでψ1

を満たす条件付き頻度の定義を与える．離散時間上においては，注目している
時間区間 Iが有界かつその中に ψ2を満たす時刻が存在するならば，その条件
付き頻度は「時間区間 I中のψ1 ∧ψ2を満たす時刻数」の「時間区間 I中のψ2

を満たす時刻数」に対する比として定義できる．一方，時間区間 I中に ψ2を
満たす時刻が存在しない場合には条件付き頻度は定義できない．

定義 4.2 (離散時間上の有界時間区間における条件付き頻度) 有界時間区間 J

に対して，条件 ψ2のもとで ψ1を満たす条件付き頻度 FreqD
ρ (ψ1, ψ2, J)は以下

のように定義される．

FreqD
ρ (ψ1, ψ2, J) =



|{k ∈ J | D, ρ[k . . .] |= ψ1 ∧ ψ2}|
|{k ∈ J | D, ρ[k . . .] |= ψ2}|

if ∃k ∈ J.D, ρ[k . . .] |= ψ2,

undefined

otherwise.

(4.1)

�

なお，時間区間 Iが非有界である場合，時間区間 I ∩ [0, j]における条件付き頻
度は j → ∞のとしたときに収束するとは限らない．そこで，時間区間 Iが非
有界である場合の頻度演算子の意味は，上極限/下極限を用いて定義する．

定義 4.3 (PFTLの離散時間意味論) D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉を DTMCとす
る．このとき，Dと状態式の充足関係は定義 3.37と同様であり，Dとパス式
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の充足関係 |=は以下のように帰納的に定義される2．

D, ρ |= ϕ ⇔ D, ρ[0] |= ϕ for a state formula ϕ,

D, ρ |= ¬ψ ⇔ D, ρ 6|= ψ,

D, ρ |= ψ1 ∨ ψ2 ⇔ D, ρ |= ψ1 or D, ρ |= ψ2,

D, ρ |= Xψ ⇔ D, ρ[1 . . .] |= ψ

D, ρ |= ψ1U
Iψ2 ⇔ ∃i ∈ I.(D, ρ[i . . .] |= ψ2 and ∀j < i.D, ρ[j . . .] |= ψ1),

D, ρ |= QI
∼c[ψ1|ψ2] ⇔



(∃k ∈ I.D, ρ[k . . .] |= ψ2) ⇒ FreqD
ρ (ψ1, ψ2, I) ∼ c

if sup I <∞,

(∀j > inf I.∃k > j.D, ρ[k . . .] |= ψ2) ⇒[
lim inf
j→∞

FreqD
ρ (ψ1, ψ2, I ∩ [0, j]),

lim sup
j→∞

FreqD
ρ (ψ1, ψ2, I ∩ [0, j])

]
⊆ {x | x ∼ c}

otherwise.

ただし，IはN上の区間とする． �

有界時間区間 J（sup J <∞）上の頻度は単純に定義できるが，非有界時間
区間 J ′（sup J ′ = ∞）上での頻度の捉え方にはいくつかの選択がある．定義
4.3では，非有界時間区間上の頻度は有限プレフィックスの頻度の極限である．
そして，その頻度の定義のもとで，条件付き頻度を「条件式 ψ2が無限にしば
しば成り立つ」という前提のもとで定義している．実際には「ある j ∈ J ′が存
在しD, ρ[j . . .] |= ψ2」という前提が満たされれば条件付き頻度は定義できる3．
この場合，いつか常に ψ2を満たさないパスでは，非有界時間区間上の頻度が
特定の有限区間上の頻度のみで決定される．ここで，Dが有限状態であれば，
ほとんどすべてのパスがいつか何れかの BSCCに到達し，そこに含まれる状
態のみを無限にしばしば訪れる．そして，そのBSCCの定常状態分布に従った
頻度をもつため，「無限にしばしばψ2を満たすこと」と「条件式ψ2を満たす状
態へ到達すること」はほとんどすべてのパス上で一致する．本研究では，（1）
解析が容易であり，（2）ほとんどすべてのパスのほとんどすべての時間上の性
質を反映するという理由から，この定義 4.3を採用する．
また，非有界時間区間 I（sup I = ∞）上の条件付き頻度式QI

∼c[ψ1|ψ2]に対

2時間非有界な Q式の意味は [80]とは異なる．
3[80]では，この定義を基に時間非有界な Q式の意味を定義している．
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して，極限を用いない以下のような定義を与えることも可能である．

D, ρ |= QI
∼c[ψ1|ψ2] ⇔

(
∀j > i.∃k > j.D, ρ[k . . .] |= ψ2 ⇒

∃j > i.∀k > j.FreqD
ρ (ψ1, ψ2, I ∩ [0, k]) ∼ c

)
. (4.2)

これは「条件式 ψ2が無限にしばしば成り立つという前提のもとで，充分長い
すべての時間区間の条件付き頻度が閾値を満たす」という定義である．ここで
も前提条件の設定にはいくつか選択肢があるが，どのような場合でも解析が
非常に困難である．特に，Q∼cQ∼c′ψのように非有界時間頻度式を重ねた式は，
その意味を直観的に理解することが非常に困難である．そのため，この定義は
採用していない．

4.3 連続時間意味論
本節では PFTLの連続時間での意味論を与える．
ここではCSLの意味論と同様に，非爆発的CTMCの性質として意味を与え
る．連続時間意味論も離散時間の場合と同様に定義されるが，有限時間区間
I（inf I 6= sup I）上の条件式 ψ2のもとで式 ϕ1が成り立つ条件付き頻度の捉
え方にはにはいくつか選択肢がある．一般に，連続時間上の「時間の長さ」は
Lubesgue測度 Lを用いて捉えることができる．そのため，有界時間区間 I中
で ψ2が成り立つ時間の長さが Lubesgue測度で 0より大きい場合には，「時間
区間 I 中の ψ1 ∧ ψ2を満たす時間の Lubesgue測度での長さ」の「時間区間 I

中の ψ2を満たす時間の Lubesgue測度での長さ」に対する比として定義でき
る．これは，非爆発的CTMCのほとんどすべてのパス上では任意の有界時間
区間中には有限回の遷移しか生起しないためである．この Lubesgue測度のみ
をもとにして条件付き頻度を定義することもできるが，ψ2が成り立つ時間の
長さが Lubesgue測度で 0であっても，ψ2が有限個の時刻で成り立つ場合もあ
り得る．つまり，ψ2を満たす「時間の長さ」がLubesgue測度で 0の場合でも，
ψ1 ∧ ψ2を満たす時刻数の ψ2を満たす時刻数に対する比を条件付き頻度とし
て定義できる．ここで，任意の有限時間区間中には有限回の遷移しか生起しな
いため，そのような時刻数は有限でしかない．そこで本研究では，ψ2の成り
立つ時間の長さが Lubesgue測度 Lで 0より大きい場合には Lubesgue測度 L，
Lubesgue測度 Lで 0であってもそのような時刻が存在する場合には時刻数を
もとに条件付き頻度を定義する．
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定義 4.4 (連続時間上の有界時間区間における条件付き頻度) 有界時間区間 J

について，条件 ψ2のもとで ψ1を満たす条件付き頻度 FreqC
ρ(ψ1, ψ2, J)は以下

のように定義される．

FreqC
ρ(ψ1, ψ2, J) =



L({k ∈ J | C, ρ@[k . . .] |= ψ1 ∧ ψ2})
L({k ∈ J | C, ρ@[k . . .] |= ψ2})

if L({k ∈ J | C, ρ@[k . . .] |= ψ2}) > 0,
|{k ∈ J | C, ρ@[k . . .] |= ψ1 ∧ ψ2}|

|{k ∈ J | C, ρ@[k . . .] |= ψ2}|
if 0 < {k ∈ J | C, ρ@[k . . .] |= ψ2} <∞,

undefined

otherwise.

(4.3)

�

なお，非有界時間区間上の条件付き頻度は，離散時間意味論と同様に，「条件
式 ψ2が無限にしばしば成り立つ」という前提のもとで頻度を定義する．

定義 4.5 (PFTLの連続時間意味論) C = 〈S,R, Pinit, AP,Λ〉を CTMCとす
る．このとき，Cと状態式の充足関係は定義 3.39と同様であり，Cとパス式の
充足関係 |=は以下のように帰納的に定義される4．

C, ρ |= ϕ ⇔ C, ρ[0] |= ϕ for a state formula ϕ,

C, ρ |= ¬ψ ⇔ C, ρ 6|= ψ,

C, ρ |= ψ1 ∨ ψ2 ⇔ C, ρ |= ψ1 or C, ρ |= ψ2,

C, ρ |= XIψ ⇔ time(ρ, 0) ∈ I and C, ρ@[time(ρ, 0) . . .] |= ψ,

C, ρ |= ψ1U
Iψ2 ⇔ ∃t1 ∈ I.(C, ρ@[t1 . . .] |= ψ2 and ∀t2 < t1.C, ρ@[t2 . . .] |= ψ1),

C, ρ |= QI
∼c[ψ1|ψ2] ⇔



(∃k ∈ I.C, ρ@[k . . .] |= ψ2) ⇒ FreqC
ρ(ψ1, ψ2, I) ∼ c

if sup I <∞,

(∀j > inf I.∃k > j.C, ρ@[k . . .] |= ψ2) ⇒[
lim inf
j→∞

FreqC
ρ(ψ1, ψ2, I ∩ [0, j]),

lim sup
j→∞

FreqC
ρ(ψ1, ψ2, I ∩ [0, j])

]
⊆ {x | x ∼ c}

otherwise.

ただし，IはR>0上の区間とする． �
4離散時間野場合と同様に，時間非有界な Q式の意味は [80]とは異なる．
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ここで，任意の式について無限時間長の連続時間パス上でその式を満たす時
間の集合は Lebesgue可測であり，また，Lebesgue測度が 0となる集合 {k ∈
I | C, ρ@[k . . .] |= ψ} の大きさが無限である場合を考える必要はない．なぜな
らば，本研究ではCTMCは非爆発的であると仮定しており，ψの部分式の真
偽が有界時間区間内では有限回しか変化せず，有界時間区間 I中のψを満たす
時刻の集合は有限個の（幅が 0の）時間区間の和集合からなる．
また，PFTLパス式ψの時間制約上界#(ψ)は，式 (3.56)と同様に，以下の
場合を追加したものとして定義される．

#(ψ) = max{#(ψ1),#(ψ2)} + sup I if ψ = QI
∼c〈ψ1 | ψ2〉. (4.4)

注意 4.6 (PFTLの頻度演算子とCSLの定常状態分布演算子) PFTLの頻度
式Q∼cϕは，「パス全体のϕを満たす時間の頻度」に関する性質，すなわち，「パ
ス上の定常状態分布」に関する性質を記述するパス式である．一方，CSLの
定常状態分布演算子 S（注意 3.42）も定常状態分布に関する性質を記述できる
が，この演算子で記述される式は「定常状態分布の期待値」に関する性質を記
述する状態式である． �

4.4 仕様記述例
本節では，PFTLで記述できる性質の例を，既存時間論理により記述可能な
性質と比較しながら示す．

条件なし頻度

本項では，時間論理の様相演算子として広く用いられている3演算子及び
2演算子により表現可能な性質とPFLTLの条件なし頻度演算式により表され
る性質の関係について述べる．

until演算子の略記として定義される3演算子と2演算子は，「いつか（ある
時間で）. . .」や「常に（すべての時間で）. . .」という定性的線形時間性質のみ
を表現可能である．一方，PFLTLで新たに導入された演算子Q∼cは「頻度閾
値条件∼ cを満たす割合の時間で . . .」という定量的線形時間性質を表現可能
である．ここで，PFLTLの意味論における頻度の定義（定義 4.2と定義 4.4）
では，「すべての時刻でψを満たす」（「ψを満たす時間の割合が 0より大きい」）
ならば「ψを満たす時間の割合が 1である」（「ある時刻で ψを満たす」）であ
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るが，その逆は必ずしも成り立たない．即ち，条件なし頻度式Q∼cψに関して，
古典的時間演算子3と2を用いた式との間には以下の含意関係が成り立つ．

QI
>cψ → 3Iψ (4.5)

2Iψ → QI
≥cψ (4.6)

Q>cψ → 23ψ (4.7)

32ψ → Q≥cψ (4.8)

以上のように，条件なし頻度式を用いることで，3と2の組み合わせでは表
現できない強さの性質を記述可能である．

定量的相関関係

本節では，頻度演算子 Qと確率パス限量子 Pが表現する性質の違いについ
て述べる．
ϕを原子命題のBoolean結合とし，以下のような PFTLパス式を考える．

QI
∼c〈ψ | ϕ〉. (4.9)

この PFTLパス式は「時間区間 I 中で条件 ϕのもとで ψも満たす条件付き頻
度が閾値条件∼ cを満たす」という，パス上の ϕと ψの定量的相関関係を表
している．PFTLパス式 (4.9)と似た線形時間的性質は，CSLでは例えば以下
のようなパス式で記述できる．

2I(ϕ→ P∼c[ψ]). (4.10)

このCSLパス式 (4.10)は，「パス上の時間区間 I中で ϕを満たすすべての状態
について，その状態を始点として “ψを満たすパスに分岐する確率”が閾値条
件∼ cを満たす」というパス上に現れる状態における ϕと P∼c[ψ]の定性的相
関関係を表す．なお，Iが非有界であるときには，PFTLパス式 (4.9)は，「ϕで
あるすべての状態 sについて，“sを始点として ψを満たすパスに分岐する確
率”を “sの出現頻度”で重み付けした加重平均的な確率」，即ち，「ϕを満たす
状態における平均的な “ψを満たすパスに分岐する確率”が閾値条件∼ cを満
たす」ことを表していると解釈できる．
また，CSLでは，式 (4.10)の部分式 ϕの代わりに時間演算子を用いたパス
式を用いることは構文上許されていない．一方で，PFTLでは，式 (4.9)の部
分式 ϕの代わりにパス式を用いてもよい．そのため，頻度演算子 Qを用いる



82 第 4章 確率頻度時間論理 PFTL

ことで，二つのパス式が表現する線形時間的性質の間の定量的相関関係を表現
できる．例えば，以下のようなパス式は「“5単位時間以内に ϕが成り立つ時
間”の 8割以上でψが成り立ち，かつ，“5単位時間以内にϕが成り立たない時
間”の 2割以下でしか ψは成り立たない」ことを表す．

Q≥0.8〈ψ | 3≤5ϕ〉 ∧ Q≤0.2〈ψ | ¬3≤5ϕ〉. (4.11)

確率的周期性

頻度演算子 Qを用いることで，確率的周期的のような複雑な時間的性質も
簡潔に表現することができる．
例えば，以下のような PFTLパス式を考える．

QI
∼q〈3=14Jψ1 | 4=1ψ2〉. (4.12)

この式は「時間区間 I中では，丁度 1単位時間後に初めてψ2が成り立つとき，
丁度 1単位時間後からみて ψ1が初めて成り立つ時間が J に含まれる頻度が閾
値条件∼ qを満たす」ことを表す．これは，ψ1の立ち上がり間隔が 1単位時間
より長いパス上では，「ψ2の立ち上がり後にψ1が立ち上がるまでの時間が Jに
含まれる頻度」に関する性質を表している．前項でも述べたように，条件付き
頻度演算子 Qを用いることで，このような線形時間的性質に注目した平均的
な分岐の可能性を直観的に捉えることができる．そして，ψ2 = ψ1のとき，こ
の式は「ψ1の生起間隔」に関する定量的な性質を表している．そのため，頻
度演算子Qを用いることで，「ψ1で特徴付けられる時間的性質が成り立つ周期」
に関する定量的性質を記述することができる．
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モデル検査は，システムを抽象化したモデルが仕様を満たすか網羅的に自動
検証する手法である．無限個の状態を網羅的に検証することが一般には困難で
あるため，通常の場合，検査の対象は有限状態モデルである．時間演算子の直
前にパス限量子を置かなくてはならないCTL型の時間論理はモデル検査が容
易である場合が多い．一方で，LTLなどの時間演算子を複数用いてパス式を記
述できる時間論理では，多くの場合，モデル検査は充足可能性判定と同程度に
難しいことが知られている．

CTLの確率的拡張論理である PCTL/CSLのモデル検査では，離散時間/連
続時間Markov連鎖（DTMC/CTMC）などの完全に確率的にふるまうモデル
だけでなく，Markov決定過程（MDP）や確率時間オートマトンなどの一部に
非決定的選択をもつモデルも検査対象にできる [58]．また，PRISM[70, 58]など
の確率的モデル検査器では，状態式P∼c[ψ]を入力としたモデル検査問題だけで
なく，P=?[ψ]という特殊な形の質問式を入力とした充足確率問題（satisfaction

probability problem）を解くことができる1．

• 確率的モデル検査問題

– 入力：モデルM と検査式 P∼c[ψ]

– 出力：「M |= P∼c[ψ]か否か」（∈ {>,⊥}）

• 充足確率問題

– 入力：モデルM と質問式 P=?[ψ]（ψはパス式）

– 出力：確率 PrM({ρ ∈ PathsM |M,ρ |= ψ})（∈ [0, 1]）

充足確率問題は，モデルの確率に関する性能解析問題の一種であり，モデルの
定量的性能評価に用いることができる．

1なお，LTLなどの線形時間論理の確率的モデル検査は，式 ψに対して検査式 P∼c[ψ]また
は質問式 P=?[ψ]を入力とするモデル検査のことを指す．
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本章では，PFTLモデル検査手法について，CTL型フラグメント PFCTL

のモデル検査と，LTL型フラグメント PFLTLのモデル検査に分けて与える
[80, 96]．PFCTLは，DTMCと CTMCのどちらに対しても既存の CTL型確
率時間論理のモデル検査手法 [51, 11, 12, 59]と同様に，行列/ベクトル演算を
中心とした数値計算アプローチで厳密にモデル検査ができる．一方，PFLTL

モデル検査は，DTMCに対しては確率的 LTLモデル検査 [40, 41, 24] に帰着
することで厳密に検証することができる．すなわち，離散時間 PFTLモデル
検査が決定可能である．これは，離散時間上では以下の二点が成り立つためで
ある．

• 離散時間上の有限区間の頻度に言及する式は，next演算子を用いて表現
できる．

• 時間が離散的であるため，状態遷移と時間変化の粒度が等しい．

しかしながら，連続時間上ではこのような性質は成り立たないため，CTMC

に対しては厳密にモデル検査することは困難である．そこで本章では，CTMC

に対するPFLTLモデル検査については統計的アプローチ [92]による近似的な
時間有界モデル検査手法を与える．

本章の構成

5.1節と 5.2節で，それぞれPFCTLモデル検査とPFLTL型モデル検査につ
いて述べる．そして，5.3節でCTMCモデルに対する統計的手法を用いたLTL

型フラグメントモデル検査の適用例を示す．

5.1 CTL型フラグメントモデル検査
本節では，有限状態DTMC/CTMCモデルに対する，PFTLのCTL型フラ
グメントモデル検査について述べる．

CTL型の構文とは，時間演算子の直前にはパス限量子を置かなくてはなら
ない構文である．PFTLの CTL型フラグメントを PFCTLといい，以下のよ
うに定義される．
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定義 5.1 (PFCTLの構文) AP を原子命題の集合とする．このとき，PFCTL

の式 ϕは，以下のように帰納的に定義される．

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | P∼c[ψ]

ψ ::= XIϕ | ϕUIϕ | QI
∼c[ϕ|ϕ].

ただし，p ∈ AP，c ∈ [0, 1]，∼∈ {<,>,≤,≥}，I は自然数上の区間（離散時
間）あるいは非負実数の区間（連続時間）とする． �

一般に CTL型時間論理のモデル検査は，状態式 ϕを充足する状態の集合
Sat(ϕ)を，ϕの部分状態式を満たす状態の集合から再帰的に計算していくこと
で決定される．確率時間論理では，状態式ϕがP∼c[ψ]の形であるときには，そ
れぞれの状態 sを初期状態としてψを満たすパスが生起する確率ProbD

s (ψ)を
計算し，それが閾値条件∼ cを満たすか判定する．離散時間/連続時間PFCTL

モデル検査も，PCTL/CSL[51, 11, 12]などのCTL型確率時間論理モデル検査
[51, 11, 12, 59]と同様に，充足集合 Sat(ϕ)は以下のように定義される．

Sat(p) = {s ∈ S | p ∈ Λ(s)},
Sat(¬ϕ) = S \ Sat(ϕ),

Sat(ϕ1 ∧ ϕ2) = Sat(ϕ1) ∩ Sat(ϕ2),

Sat(P∼c[ψ]) = {s ∈ S | ProbD/C
s (ψ) ∼ c}.

そして，部分状態式の充足集合 Sat(ϕ1)と Sat(ϕ2)を決定した後に，充足確
率ベクトル−−→

ProbD/C(XIϕ1)，
−−→
ProbD/C(ϕ1U

Iϕ2)，
−−→
ProbD/C(QI

∼c[ϕ1|ϕ2]) を計算す
ることで再帰的手続きを進めていくことができる．
有限状態DTMC/CTMCに対するこれらの充足確率ベクトルの計算法をそ
れぞれ 5.1.1項と 5.1.2項に示す．

5.1.1 DTMCに対するモデル検査
本項では，有限状態DTMC D = 〈A,P, Pinit, AP,Λ〉に対して，充足確率ベ
クトル−−→

ProbD(Xϕ1)，
−−→
ProbD(ϕ1U

Iϕ2)，
−−→
ProbD(QI

∼c[ϕ1|ϕ2])の計算手法 [80]を示
す．ここで，自然数区間 I については [t, t′]あるいは [t,∞)という形であると
仮定する．任意の離散時間区間はこの二つのうちのどちらかの形で表現できる
ため，一般性は失われない．
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Xϕ1の充足確率ベクトルの計算

この場合，遷移確率行列Pを用いて以下のように単純に計算できる．

−−→
Prob

D
(Xϕ1) = P · −→v (ϕ1). (5.1)

ただし，

vs(ϕ1) =

{
1 if Sat(ϕ1),

0 otherwise.
(5.2)

ϕ1U
Iϕ2の充足確率ベクトルの計算

ここでは四つの場合に分けて考える．

• I = [0,∞)のとき，求めるべき充足確率ベクトルは，D上でいつかϕ2を
満たし，かつ，それまでの間ϕ1を満たしながら遷移し続ける時間非有界
な条件付き到達確率ベクトルである．よって以下のように計算できる．

−−→
Prob(ϕ1U

[0,∞)ϕ2) =
−−−→
ReachD[P/Pϕ1Uϕ2

](Sat(ϕ2)). (5.3)

ここで，Pϕ1Uϕ2 は以下のように定義される，いつか ϕ2を満たしそれま
での間ϕ1を満たしながら遷移し続けるための条件付き遷移確率を表す行
列である．

Pϕ1Uϕ2(s, s
′) =


1 if s = s′ and s ∈ Sat(ϕ2),

P(s, s′) if s ∈ Sat(ϕ1) \ Sat(ϕ2)

and s′ ∈ Sat(ϕ2),

0 otherwise.

(5.4)

• I = [0, t]のとき，求める充足確率ベクトルは，時間区間 [0, t]以内に ϕ2

を満たしそれまでの間ϕ1を満たしながら遷移し続ける時間有界な条件付
き到達確率ベクトルである．これは式 (5.2)と (5.4)を用いて以下のよう
に計算できる．

−−→
Prob(ϕ1U

[0,t]ϕ2) = (Pϕ1Uϕ2)
t · −→v (ϕ2). (5.5)
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• I = [t, t′]（t > 0）のとき，求める充足確率ベクトルは，D上で最初の
t− 1時間までは常に ϕ1をみたし，その後の t′ − t時間に ϕ1を満たしな
がらϕ2を満たす状態への時間有界な条件付き到達確率である．よって以
下のように計算できる．

−−→
Prob(ϕ1U

[t,t′]ϕ2) = (Pϕ1)
t ·

−−→
ProbD(ϕ1U

[0,t′−t]ϕ2). (5.6)

ここで，

Pϕ1(s, s
′) =

{
P(s, s′) if s ∈ Sat(ϕ1),

0 otherwise.
(5.7)

• I = [t,∞)のときは，I = [t, t′]の場合と同様に以下のように計算できる．
−−→
Prob(ϕ1U

[t,∞)ϕ2) = (Pϕ1)
t ·

−−→
Prob(ϕ1U

[0,∞)ϕ2). (5.8)

QI
∼c[ϕ1|ϕ2]の充足確率ベクトルの計算

• I = [t,∞)のとき，ほとんどすべてのパスはいずれかのBSCC Bに到達
し，その状態出現頻度は定常状態分布−−→

FreqD(B)と一致する．よって，以
下の式 (5.9)または (5.10)を満たす BSCCに含まれる状態から生起する
ほとんどすべてのパスはこの頻度式を満たす．

Bi ∩ Sat(ϕ2) = ∅, (5.9)∑
s′∈Bi∩Sat(ϕ1)∩Sat(ϕ2)

FreqD
s′(Bi)∑

s′∈Bi∩Sat(ϕ2)

FreqD
s′(Bi)

∼ c. (5.10)

そのようなBSCC Biの和集合を SatBSCCD(QI
∼c[ϕ1|ϕ2])とする．このと

き，求めるべき確率ベクトルは，SatBSCCD(QI
∼c[ϕ1|ϕ2]) への到達確率

として得ることができる．従って，
−−→
ProbD(Q[t,∞)

∼c [ϕ1|ϕ2]) =
−−−→
ReachD(SatBSCCD(QI

∼c[ϕ1|ϕ2])). (5.11)

• I = [0, t]のとき，それぞれの状態を始点として kステップでϕ2とϕ1∧ϕ2

を満たす状態数をそれぞれ i回と j回訪れるパスの生起確率を与えるベ
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クトル−→v ϕ1|ϕ2(i, j, k)（式 (5.13)-(5.16)）を用いて目的の充足確率ベクト
ルの計算を以下のように計算できる．

−−→
ProbD(Q[0,t]

∼c [ϕ1|ϕ2]) =
∑
i≤t

(∑
j≤i,
j∼c·i

−→v ϕ1|ϕ2(i, j, t)

)
. (5.12)

ただし，

vϕ1|ϕ2
s (0, 0, 0) =

{
1 if s 6∈ Sat(ϕ2),

0 otherwise,
(5.13)

vϕ1|ϕ2
s (1, 0, 0) =

{
1 if s ∈ Sat(ϕ2) \ Sat(ϕ1),

0 otherwise,
(5.14)

vϕ1|ϕ2
s (1, 1, 0) =

{
1 if s ∈ Sat(ϕ2) ∩ Sat(ϕ1),

0 otherwise,
(5.15)

vϕ1|ϕ2
s (i, j, k) =



∑
s′∈S

P (s, s′) · vϕ1|ϕ2

s′ (i− 1, j − 1, k − 1)

if s ∈ Sat(ϕ2) ∩ Sat(ϕ1),∑
s′∈S

P (s, s′) · vϕ1|ϕ2

s′ (i− 1, j, k − 1)

if s ∈ Sat(ϕ2) \ Sat(ϕ1),∑
s′∈S

P (s, s′) · vϕ1|ϕ2

s′ (i, j, k − 1)

otherwise.

(5.16)

• I = [t, t′]（t > 0）のとき，until演算子の場合とは異なり，時間 tでの間
は任意の状態を訪れてよいため，以下のように与えることができる．

−−→
Prob(Q[t,t′]

∼c [ϕ1|ϕ2]) = Pt ·
−−→
ProbD(Q[0,t′−t]

∼c [ϕ1|ϕ2]). (5.17)

5.1.2 CTMCに対するモデル検査
本項では，有限状態 CTMC C に対して，充足確率ベクトル −−→

ProbC(XIϕ1)，−−→
ProbC(ϕ1U

Iϕ2)，
−−→
ProbC(QI

∼c[ϕ1|ϕ2]) の計算手法 [80]を示す．ここで，Cのパラ
メータ λの一様化DTMCを univλ(C) = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉とする．
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XIϕ1の充足確率ベクトルの計算

この場合，筒集合上の確率測度Prを用いて以下のように単純に計算できる．

ProbC
s (X

Iϕ1) =
∑

s′∈Sat(ϕ1)

PrCs (C
C
s (s, I, s′)). (5.18)

ϕ1U
Iϕ2の充足確率ベクトルの計算

ここでは五つの場合に分けて考える．

(1). inf I = 0かつ 0 6∈ Iのとき，ϕ1U
Iϕ2を満たすパスの初期状態は少なくと

もϕ1を満たす．そしてさらにϕ1U
{0}∪Iϕ2を満たすパスがϕ1U

Iϕ2を満た
す．よって，以下のように計算できる．

−−→
ProbC(ϕ1U

Iϕ2) = Iϕ1 ·
−−→
ProbC(ϕ1U

{0}∪Iϕ2). (5.19)

ここで，

Iϕ1(s, s
′) =

{
1 if s = s′ and s ∈ Sat(ϕ1),

0 otherwise.
(5.20)

(2). I = [0,∞)のとき，求める充足確率ベクトルは，C上でいつか ϕ2を満た
し，かつ，それまでの間ϕ1を満たしながら遷移し続ける時間非有界な条
件付き到達確率ベクトルである．これは一様化DTMC univλ(C)上での
条件付き到達確率と一致するため，以下のように計算できる．

−−→
ProbC(ϕ1U

[0,∞)ϕ2) =
−−→
Probunivλ(C)(ϕ1Uϕ2). (5.21)

(3). I = [0, t]または I = [0, t)（0 < t < ∞）のとき，求める充足確率ベクト
ルは，univλ(C)上でそれぞれの遷移の生起するタイミングがパラメータ
λの指数分布に従うとき，ϕ2を満たし，かつ，それまでの間ϕ1を満たし
ながら遷移し続ける時間有界な条件付き到達確率ベクトルである．よっ
て，式 (5.2)と (5.4)を用いて，以下のように計算できる．

−−→
Prob(ϕ1U

[0,t]ϕ2) =

(
∞∑
i=0

Poisλ·t(i) · (Pϕ1Uϕ2)
i

)
· −→v (ϕ2). (5.22)

ここで，Poisson確率Poisλ·t(i)は平均して単位時間あたり λ回起こるイ
ベントが t単位時間中に i回生起する確率である（式 (3.20)，付録B.3節
の定義B.8）．
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(4). I = [t, t′]または I = [t, t′)（0 < t < t′ <∞）のとき，求める充足確率ベ
クトルは，univλ(C)上で最初の t時間は常にϕ1をみたし，その後の t′− t
時間に ϕ1を満たしながら ϕ2を満たす状態への時間有界な条件付き到達
確率である．よって以下のように計算できる．

−−→
Prob(ϕ1U

[t,t′]ϕ2) =(
∞∑
i=0

Poisλ·t(i) · (P2ϕ1)
i

)
· Iϕ1 ·

−−→
Prob(ϕ1U

[0,t′−t]ϕ2). (5.23)

ここで，

P2ϕ1(s, s
′) =

{
P(s, s′) if s, s′ ∈ Sat(ϕ1),

0 otherwise.
(5.24)

(5). I = [t,∞)のときは，I = [t, t′]と同様に以下のように計算できる．
−−→
Prob(ϕ1U

[t,∞)ϕ2) =(
∞∑
i=0

Poisλ·t(i) · (P2ϕ1)
i

)
· Iϕ1 ·

−−→
Prob(ϕ1U

[0,∞)ϕ2). (5.25)

QI
∼c[ϕ1|ϕ2]の充足確率ベクトルの計算

PFCTLでは，頻度式の部分式 ϕ1と ϕ2は状態式に限定されるため，区間 I

上でϕ2が可算無限個の時間点で成り立つことはない．そのため，条件ϕ2のも
とで ϕ1を満たす条件付き頻度は，ほとんどすべてのパス上で区間の両端の開
閉には影響されない．よって，時間区間 Iは [t,∞)，[0, t]，[t, t′]の三つの場合
を示せば充分である．以下，この三つの場合に分けて示す．

(1). I = [t,∞]のとき，離散時間の場合と同様に，ほとんどすべてのパスは
いずれかのBSCCに到達し，その状態出現頻度は定常状態分布と一致す
る．また，univλ(C)は遷移の発生が一様な指数分布に従うために，Cと
univλ(C)の定常状態分布は一致する．従って，

−−→
ProbC(Q[t,∞)

∼c [ϕ1|ϕ2]) =
−−→
Probunivλ(C)(Q[t,∞)

∼c [ϕ1|ϕ2]) (5.26)

(2). I = [0, t]のとき，以下の条件が成り立つパスを考える．ただし，0 < c < 1

とする．



5.1. CTL型フラグメントモデル検査 91

– 一様化DTMCの遷移が時間区間 [0, t]の中で k回の遷移が生起して
いる．

∗ 区間 [0, t][0, t]中で ϕ2を満たす状態数を i（1 ≤ i ≤ k + 1）と
する．

∗ その i個の状態に滞在している時間の長さを t′とする．
∗ その i個の状態のうちϕ1を満たしている状態数を j（1 ≤ j ≤ i）
とする．

ここで，これらの仮定を満たすという条件の下で条件付き頻度式QI
<c[ϕ1|ϕ2]

を満たす条件付き確率を三つの場合に分けて考える．

(i). k回目の遷移で訪れた状態が ϕ1 ∧ ϕ2を満たす場合．仮定と頻度式
を同時に満たす確率は，l回分の遷移が区間 [(1− c) · t′, t′]に生起し，
残りの i− l − 1回分の遷移が区間 [0, (1 − c) · t′]に生起する確率 Pl
の l ≥ jに関する和 P（=

∑i−1
l=j Pl）に等しい．なぜならば，j回分

以上の遷移が c · t′時間中に生起しているならば ϕ1 ∧ ϕ2を満たす j

個の状態の滞在時間が c · t′より小さいためである．この確率 Plは，
平均して単位時間あたり λ回起こるイベントが x単位時間中に y回
生起する確率，すなわち，Poisson確率Poisλ·x(y) （式 (3.20)，付
録B.3節の定義B.8）を用いて，

Pl = Poisλ·(1−c)·t′(i− l − 1) · Poisλ·c·t′(l)

= exp(−λ · (1 − c) · t′) · (λ · (1 − c) · t′)(i−l−1)

(i− l − 1)!

· exp(−λ · c · t′) · (λ · c · t′)l

l!

= exp(−λt′) · (λ · t′)i−1

(i− 1)!
· (i− 1)! · cl · (1 − c)i−l−1

l! · (i− l − 1)!

= Poisλ·t′(i− 1) · Binomc,i−1(l). (5.27)

ただし，Binomp,x(y)は，成功確率 pのBernoulli試行を独立に x回
行った際に，y回成功する確率，すなわち，二項確率

Binomp,x(y) =
x!

y!(x− y)!
· py · (1 − p)x−y. (5.28)

である（付録B.3節の定義B.5）．
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よって確率 P は，

P =
i−1∑
l=j

Pl = Pλ·t′(i− 1) ·
i−1∑
l=j

Binomc,i−1(l). (5.29)

ここで，Poisson確率Poisλ·t′(i− 1)は，時間 t′中に i− 1回の遷移
が生起する確率であるため，考慮していた条件付き確率は累積二項
確率

∑i−1
l=j Binomc,i−1(l)と一致する．

(ii). k回目の遷移で訪れた状態が ¬ϕ1 ∧ ϕ2を満たす場合も，(1)と同様
である．

(iii). k回目の遷移で訪れた状態が¬ϕ2を満たす場合，時間長 t′はちょう
ど i回分の遷移が生起した時間を意味している．そのため，仮定と頻
度式を同時に満たす確率は，i− l−1回分の遷移が区間 [0, (1− c) · t′]
に生起し，残りの時間 c · t′にさらに l + 1回の遷移がちょうど生起
する（つまり全体で i回目の遷移がちょうど時間 t’で生起する）確
率 P ′

l の l ≥ jに関する和 P ′（=
∑i−1

l=j P
′
l）に等しい．この確率 P ′

l

は，Poisson確率と，平均して単位時間あたりλ回起こるイベントが
時間 xにちょうど y回目の遷移が生起する確率，すなわち，Erlang

確率

Erlλ,x(y) =
λx · yx−1 · exp(−λ · y)

(x− 1)!
(5.30)

（付録B.3節の定義B.9）を用いて，

P ′
l = Poisλ·(1−c)·t′(i− l − 1) · Erlλ,l+1(c · t′)

= exp(−λ · (1 − c) · t′) · (λ · (1 − c) · t′)(i−l−1)

(i− l − 1)!

· exp(−λ · c · t′) · λ
l+1 · (c · t′)l

l!

= exp(−λt′) · λ
i · (t′)i−1

(i− 1)!
· (i− 1)! · cl · (1 − c)i−l−1

l! · (i− l − 1)!

= Erlλ,i(t
′) · Binomc,i−1(l). (5.31)

よって確率 P ′は，

P ′ =
i−1∑
l=j

P ′
l = Erlλ,i(t

′) ·
i−1∑
l=j

Binomc,i−1(l). (5.32)
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ここで，Erlang確率Erlλ,i(t
′)は，i回目の遷移が時間 t′にちょうど

生起する確率であるため，考慮していた条件付き確率はやはり累積
二項確率

∑i−1
l=j Binomc,i−1(l)と一致する．

以上により，(i)-(iii)の条件付き確率は累積二項確率
∑i−1

l=j Binomc,i−1(l)

である．この事実と，それぞれの状態を始点として kステップで ϕ2と
ϕ1 ∧ ϕ2を満たす状態をそれぞれ i回と j回訪れるパスの生起確率を与え
るベクトル−→v ϕ1|ϕ2(i, j, k)（式 (5.13)-(5.16)）を用いて目的の充足確率ベ
クトルの計算を以下のように計算できる．

−−→
ProbC(Q[0,t]

∼c [ϕ1|ϕ2]) =
∞∑
k=0

k+1∑
i=0

i∑
j=0

(
Poisλ·t(k) ·B∼c(i, j) · −→v ϕ1|ϕ2(i, j, k)

)
. (5.33)

ただし，

B∼c(i, j) =



1 if i = 0, (i = j and 1 ∼ c) or

(j = 0 and 0 ∼ c),
i−1∑
l=j

Binomc,i−1(l) if 0 < j < i, c ∈ (0, 1) and ∼∈ {<,≤},

j−1∑
l=0

Binomc,i−1(l) if 0 < j < i, c ∈ (0, 1) and ∼∈ {>,≥},

0 otherwise.

(5.34)

(4). I = [t, t′]（t > 0）のとき，途中で訪れた状態は考慮しなくても良いため，
過渡状態確率行列ΠC

t を用いて以下のように計算できる．
−−→
ProbC(Q[t,t′]

∼c [ϕ1|ϕ2]) = ΠC
t ·

−−→
ProbC(Q[0,t′−t]

∼c [ϕ1|ϕ2]) (5.35)

5.2 LTL型フラグメントモデル検査
本節では，DTMC/CTMCモデルに対する，PFTLの LTL型フラグメント
モデル検査について述べる．

LTL型の構文であるとは，パス限量子を部分式として用いることができな
い構文である．PFTLのLTL型フラグメントをPFLTLといい，以下のように
定義される.
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定義 5.2 (PFLTLの構文) AP を原子命題の集合とする．このときPFLTLの
式 ϕは，以下のように帰納的に定義される．

ϕ ::= P∼c[ψ]

ψ ::= p | ¬ψ | ψ ∨ ψ | XIψ | ψUIψ | QI
∼c[ψ|ψ].

ただし，p ∈ AP，c ∈ [0, 1]，∼∈ {<,>,≤,≥}，I は自然数上の区間（離散時
間）あるいは非負実数の区間（連続時間）とする． �

DTMC/CTMCに対するPFLTLモデル検査手法をそれぞれ 5.2.1項と 5.2.2

に示す．

5.2.1 DTMCに対するモデル検査
本項では，有限状態 DTMCモデルに対する PFTLの LTL型フラグメント

PFLTLのモデル検査/充足確率問題について述べる．この離散時間PFLTLモ
デル検査/充足確率問題が決定可能であるということは，充足集合Sat(P∼c[ψ])/

充足確率ベクトル−−→
ProbD(ψ)を決定/計算できるため，離散時間 PFTLモデル

検査/充足確率問題が決定/計算可能であることを意味する．LTLの確率的モ
デル検査/充足確率問題については，指数時間アルゴリズム [40, 41, 24]が開発
されており，本論文では離散時間PFLTLモデル検査を確率的LTLモデル検査
に帰着して決定できることを示す．

時間有界な頻度式 QI については，それと等価な式を時間区間の長さ |I|に
対して指数オーダー個の next演算子 Xを用いて用いて記述できる．例えば，
Q≤3

≥1/2ϕは，以下のような等価な LTL式で表現できる．

(ϕ ∧ Xϕ) ∨ (X(ϕ ∧ Xϕ)) ∨ (XX(ϕ ∧ Xϕ)) ∨
(ϕ ∧ XXϕ) ∨ X(ϕ ∧ XXϕ) ∨ (ϕ ∧ XXXϕ)

そのため，容易に確率的 LTLモデル検査に帰着できる．
時間非有界な頻度式Qについては，有限状態DTMCがもつ以下の三点の特
徴を利用して確率的 LTLモデル検査/充足確率問題に帰着する．

• 有限状態マルコフ連鎖のほとんどすべてのパスは，何れかのBSCC Bに
到達する．
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• そして，ほとんどすべてのパスは到達した BSCC B の定常状態分布に
従って状態出現頻度−−→

FreqD(B)（式 (3.9)の解）が決まる，すなわち，状
態出現頻度が収束する．

• 離散時間上では，状態と時間の粒度が等しい．

これより，以下の補題が成り立つ．

補題 5.3 D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉を DTMCとする．D の BSCC 〈B, ↪→〉 ∈
BSCCDに到達するほとんどすべてのパス ρ ∈ PathsD に対して，LTL式 ψを
満たす時間点の出現頻度 FreqD

B(ψ)は以下のように収束する．

FreqD
B(ψ) = lim

k→∞

|{i ∈ [0, k] | D, ρ[i . . .] |= ψ}|
k

=
∑
s∈B

(
FreqD

s (B) · ProbD
s (ψ)

)
. (5.36)

�
証明．Bに到達したほとんどすべてのパス上では，状態の出現頻度は−−→

FreqD(B)

に収束する．また，状態 s ∈ Bは無限にしばしば出現するため，ほとんどすべて
のパス上で状態sに対題していて，かつ，ϕを満たす頻度はFreqD

s (B)·ProbD
s (ϕ)

である．以上により式 (5.36)が成り立つ． �
　
ここで，時間非有界な頻度式ψ = Q∼c[ψ1|ψ2]に対して，ψ2のもとでのψ1の
条件付き頻度が定義できない，または，閾値条件∼ cを満たすD上の BSCC

〈B, ↪→〉の和集合を SatBSCCD(ψ)と書くこととする．

SatBSCCD(ψ) ={
B ∈ BSCCD

∣∣∣ FreqD
B(ψ2) > 0 ⇒ FreqD

B(ψ1 ∧ ψ2)

FreqD
B(ψ2)

∼ c

}
. (5.37)

このとき，補題 5.3から，DTMCのほとんどすべてのパス上では，「時間非有界
な頻度式ψを充足すること」と「SatBSCCD(ψ)へ到達すること」は一致する．

補題 5.4 D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ〉をDTMC，ψを時間非有界な頻度式とする．
このとき，以下が成り立つ．

ProbD′
({ρ ∈ PathsD

′ | D′, ρ |= 3pψ ↔ ψ). (5.38)
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ただし，D′ = 〈S,P, Pinit, AP ∪ {pψ},Λ′〉，pψは新しい補助命題，Λ′は以下の
ように定義されるラベリング関数とする．

Λ′(s) =

{
Λ(s) ∪ {pψ} if s ∈ SatBSCCD(ψ),

Λ(s) otherwise.
(5.39)

さらに，D′と PFLTLパス式 ϕ，ϕ′ = ϕ[ψ/3pψ]について，以下を満たす．

ProbD
s (ϕ) = ProbD′

s (ϕ′). (5.40)

�
証明．式 (5.38)は補題 5.3により明らか．式 (5.40)は式 (5.38)とD′の定義か
らAP 上の任意の PFLTLパス式 ψ′について，D, ρ |= ψ′ならば，かつそのと
きに限り，D′, ρ |= ψ′であることから明らか． �
補題 5.4から，PFLTLモデル検査/充足確率問題では，時間非有界な頻度式
を定性的到達性制約で置き換えることができる．ここで，頻度式 ψに注目し
て，補題 5.4の対 〈D, ϕ〉から得られる対 〈D′, ϕ′〉を 〈D, ϕ〉 ↓ψと書くこととす
る．この変形を繰り返すことで，DTMCに対するPFLTLモデル検査/充足確
率問題を古典的 LTLのそれらの問題に帰着できる．

定理 5.5 DTMCに対するPFLTLモデル検査/充足確率問題は二重指数時間で
決定可能/計算可能である．

証明．DをDTMC，ϕを n個の時間非有界頻度式ψ1, . . . , ψnをもつPFLTL式
とする．補題 5.4から，Dが ϕを充足する確率は，n回の変形により得られる
対 〈D′, ϕ′〉 = (. . . (〈D, ϕ〉 ↓ψ1) . . .) ↓ψn について，D′が ϕ′を充足する確率と等
しい．
それぞれの変形 ↓ψi では，式 (5.36)を計算する必要がある．そのためには，

BSCCに属するそれぞれの状態について LTL充足確率問題 ProbD
s (ϕi)を解け

ばよい．[40]と [41]から，LTL充足確率問題は指数時間で解くことができるた
め，それぞれの変形は，|D|について多項式時間かつ |ϕ|について指数時間で
計算できる．
変形の結果として得られたD′とϕ′のサイズは増えることはないため，D′に
対するϕ′の確率的モデル検査/充足確率問題は，|D|について線形/多項式時間
かつ |ϕ|について指数時間で計算できる．
以上から，全体では |D|について多項式時間，|ϕ|について指数時間，時間
有界な頻度式の最大時間区間長について二重指数時間，nについて線形時間で
確率的モデル検査/充足確率問題を決定/計算できる． �
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5.2.2 CTMCに対する統計的モデル検査
離散時間においては，状態遷移と時間変化の粒度が等しいため，X演算子を
もつ時間論理に時間区間制約を追加しても本質的には表現力は変化しない．そ
のため，古典的な線形時間論理である LTLの確率的モデル検査は，到達確率
解析などにより判定が行われる [40, 41, 24]．一方，連続時間においては，状
態遷移と時間変化の粒度が等しくないため，時間区間制約を追加することで時
間論理の表現力は本質的に大きくなる．計量時間論理 [56]（Mextric Temporal

Logic，MTL）のように時間区間制約がある線形実時間論理のモデル検査では
部分式の充足時間を厳密に考慮しなければならないため，確率的MTLモデル
検査は困難であり，時間有界検査手法しか提案されていない [35]．

PFLTLは，一般的な時間演算子に加え条件付き頻度演算子 Qをもつため，
厳密なモデル検査は非常に困難である．そこで本研究では，統計的手法を用い
た時間有界PFLTLの近似的モデル検査（統計的PFLTLモデル検査）を与える
[80]．統計的モデル検査は，元々はCSLモデル検査のために開発された，統計
的検定/推定による近似的検査手法である [92]．この手法では，検査式 P∼c[ψ]

に対する過誤率 0の判定や質問式P=?[ψ]に対する厳密な計算はできないが，厳
密なモデル検査手法では扱えないようなモデルと検査式に対しても統計的な誤
差評価の下で近似的に検査できる．そのため，統計的モデル検査を用いること
で，他の近似的解析手法と同様に，工学的に有用な知見を得ることも可能であ
る．

本項では，まず統計的モデル検査の概略を示し，その後，検査の各工程につ
いて説明する．

統計的モデル検査の概略

統計的手法を用いたモデル検査は以下の三つの工程からなる．

1. 標本集団 {ρ1, . . . , ρn}の無作為抽出

• モデル Cの確率的シミュレーションによる標本（パス）ρ1, . . . , ρnの
生成

2. 各標本 ρiの検査パス式 ψに対する充足判定

• 検査パス式を記述する言語（論理）に応じた充足判定手続きによる
「C, ρi |= ψか否か」の計算
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3. 各標本に対する充足判定結果を用いた標本集団の統計的評価

• 入力が検査式 P∼p[ψ]のとき，仮説検定による真偽判定
• 入力が質問式 P=?[ψ]のとき，区間推定による ψの充足確率の推定

無限時間長の標本パスを確率的シミュレーションにより実際に生成すること
はできないため，必然的に生成する標本パスは有限時間長である．そして，そ
の標本パスが検査パス式 ψを満たすか判定できるならば，統計的モデル検査
は可能である．しかしながら，一般に，パスの有限時間長プレフィックスのみ
で ψの真偽を判定することはできない．そのため統計的モデル検査では，通
常，検査パス式ψは時間有界である（#(ψ) <∞）と仮定する．パス式ψが時
間有界である場合，ψの真偽は標本パスの時刻#(ψ)までのプレフィックスの
みに依存するため，検査パス式ψに対しては時間長#(ψ)の標本パスを確率的
シミュレーションで生成すればよい．この有限時間長の確率的シミュレーショ
ンは，可算無限状態のCTMCであっても，非爆発性モデルであれば容易に計
算できる．そして，生成された標本集団を仮説検定や区間推定を用いて統計的
に評価し，出力を決定できる．

注意 5.6 (複数の確率パス限量子をもつ式に対する統計的モデル検査) 複数の
確率パス限量子を用いて式を記述するCSLの統計的モデル検査では，検査パ
ス式 ψが部分式 P∼c[ψ

′]をもつ場合，まず，それぞれの状態 sに関して C, s |=
P∼c[ψ

′]を検査する必要がある．そのため，CSLモデル検査手続きのすべてを
統計的手法で行うためには，ψ式中のパス限量子の数N とモデルの状態数 |S|
に対して，O(N × |S|)回の多重検定が必要となる． �

注意 5.7 (時間非有界式に対する近似的モデル検査) 統計的手法では，直接的
に検査可能な式は時間有界でなければならない．ただし，時間有界式に対する
統計的モデル検査に加え，到達確率解析や定常分布解析などを行うことによ
り，時間非有界式に対する近似的検査が可能となる場合もある [90]． �

確率的シミュレーションによる標本パス生成

確率的シミュレーション手法は，解析対象となるモデルの種類のみに依存
する．そのため，この工程で用いられる手法は，統計的PFLTLモデル検査に
特有のものではない．非爆発的CTMCの確率的シミュレーションはGillespie

法 [48]などの一般的な疑似乱数を用いる手法で行うことができるため，本稿で
は省略する．この確率的シミュレーションは，検査パス式 ψの時間制約上界
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#(ψ)，CTMCの平均退出速度と平均遷移可能状態数に対して線形時間で計算
できる．

注意 5.8 (統計的モデル検査を用いて検査可能なモデル) ある種の限定された
クラスの可算無限状態CTMCに対するCSLモデル検査手法 [71, 50]はこれま
でにいくつか提案されているが，一般の可算無限状態CTMCに対する厳密な
CSLモデル検査手法は提案されていない．それに対して，時間有界PFLTLの
統計的モデル検査は，確率的シミュレーションにより離散化した標本パスが生
成できるモデルであれば検査可能である．そのため，統計的モデル検査では，
可算無限状態CTMCだけでなく連続状態や非Markov過程，確率的ハイブリッ
ドシステム [95]，確率微分方程式などの通常のモデル検査では検査困難なモデ
ルも近似的に検査可能である．
なお，非爆発的でない CTMCは，平均退出速度が∞に発散しシミュレー
ションが停止しない可能性があるため，統計的モデル検査では扱うことができ
ない．また，非決定性をもつモデルも，パス集合上の確率測度を単純には定義
できないため，統計的モデル検査では検査不能である． �

標本パスの時間有界PFLTLパス式充足判定

次に，与えられた有限時間長標本パスが時間有界PFLTLパス式ψ（#(ψ) <

∞）を満たすか判定する手法を示す．この工程は，検査パス式を記述する言語
（論理）に依存するため，統計的PFLTLモデル検査に特有のものである．ここ
では，前節で得られた有限時間長プレフィックス 〈s0, t0〉 . . . 〈sn, tn〉をもつパス
ρ ∈ PathsCが時間有界PFLTLパス式ψを満たすか否か，即ち，C, ρ |= ψの真
偽を判定する場合を考える．ただし，#(ψ) <

∑n
i=0 ti = Tnとする．また，本

節の時間区間はすべて有界である．
定義 4.5から，区間 [0, Tn)中のψを満たす時刻の集合 Sat<TnC,ρ (ψ)に関しては，
以下の関係が成り立つ．

C, ρ |= ψ ⇔ 0 ∈ Sat<TnC,ρ (ψ). (5.41)

そして，Sat<TnC,ρ (ψ)は，ψの部分式ψ1とψ2 を満たす時刻の集合 Sat<TnC,ρ (ψ1)と
Sat<TnC,ρ (ψ2) から再帰的に計算できる．ここで，時間有界PFLTLパス式ψに対
して，Sat<TnC,ρ (ψ)は有限個の区間の和集合として表現可能である．そこで実際
の計算では，ψを満たす時刻の集合 Sat<TnC,ρ (ψ)の代わりに，ψを満たす区間の
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有限集合を計算することとし，その区間集合を SatInt<TnC,ρ (ψ)で表す．

Sat<TnC,ρ (ψ) =
∪

Ii∈SatInt<TnC,ρ (ψ)

Ii. (5.42)

また，時間区間集合 {I1, . . . , Im}と {J1, . . . , Jl}の同値関係 .
=を以下のように

定義する．

{I1, . . . , Im}
.
= {J1, . . . , Jl} ⇔

m∪
i=1

Ii =
l∪

j=1

Jj. (5.43)

このとき，{I1, . . . , Im}と同値な最小の要素数をもつ時間区間集合を，{I1, . . . , Im}
の同値類の代表元とする．この代表元の要素は，明らかに互いに素，かつ，互
いに連結でない．以後は，SatInt<TnC,ρ (ψ) = {I1, . . . Im}と書いたときには，時
間区間集合 {I1, . . . Im}は inf Ii < inf Ii+1であるよう各要素にインデックスが
付けられた代表元とする．
以下では，ψの部分式ψ1とψ2の充足区間集合は既に計算されているものと
し，式 ψの充足区間集合 SatInt<TnC,ρ (ψ)の求め方を示す．

(1). ψ = a ∈ AP のときには，SatInt<TnC,ρ (ψ)はCTMC Cのラベリング関数Λ

から容易に求められる．

SatInt<TnC,ρ (ψ)
.
= {[Ti−1, Ti) | 0 ≤ i ≤ n and a ∈ Λ(si)}. (5.44)

ただし，Ti =
∑i

k=0 tk，T−1 = 0とする．

(2). ψ = ¬ψ1のとき，時間区間 [0, Tn)から SatIntρ(ψ1) = {I1, . . . Im}に含ま
れる区間を取り除いて断片化された区間の集合がSatInt<TnC,ρ (¬ψ1)である．
従って，

SatInt<TnC,ρ (ψ)
.
= {[0, inf I1] \ I1, [sup Im, Tn) \ Im}

∪ {[sup Ii, inf Ii+1] \ (Ii ∪ Ii+1) | 1 ≤ i < m}.(5.45)

(3). ψ = ψ1 ∨ ψ2のとき，SatInt<TnC,ρ (ψ)は SatInt<TnC,ρ (ψ1)と SatInt<TnC,ρ (ψ2)の
和集合と同値である．従って，

SatInt<TnC,ρ (ψ)
.
= SatInt<TnC,ρ (ψ1) ∪ SatInt<TnC,ρ (ψ2). (5.46)
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(4). ψ = XIψ1のとき，SatInt<TnC,ρ (ψ1) = {I1, . . . Im}のある要素 Iiに含まれ
る，k+1回目の遷移の発生した時刻Tk ∈ Iiについて，「区間 [Tk−1, Tk)中
で t′ ∈ I時間後に k+ 1回目の遷移が起こる」ような時刻 tからなる区間

Xk,i = {t ∈ [Tk−1, Tk) | Tk ∈ (I + t) ∩ Ii}

の集合が SatInt<TnC,ρ (XIψ1)である．従って，

SatInt<TnC,ρ (ψ)
.
= {Xk,i | 0 ≤ k < n, 1 ≤ i ≤ m and Xk,i 6= ∅}.(5.47)

(5). ψ = ψ1U
Iψ2のとき，

(5-a). 0 6∈ I のとき，SatInt<TnC,ρ (ψ1) = {I1, . . . Im} と SatInt<TnC,ρ (ψ2) =

{J1, . . . Jl}に対して，区間 Ii で ψ1 を満たしながら区間 Jj に到達
し ψ2を満たす場合を考える．このとき，その ψ2を満たす時刻は，
区間

Yi,j = (Ii ∪ {sup Ii}) ∩ Jj

に含まれる．そのため，区間 Iiの中で，t′ ∈ I時間後に区間 Yi,jへ
到達するような時刻 tからなる区間

Zi,j = {t ∈ Ii|(I + t) ∩ Yi,j 6= ∅}

で式 ψは成り立つ．従って，

SatInt<TnC,ρ (ψ)
.
= {Zi,j | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ l and Zi,j 6= ∅}.(5.48)

(5-b). 0 ∈ Iのとき，明らかに SatInt<TnC,ρ (ψ2)は SatInt<TnC,ρ (ψ) に含まれる．
従って，

SatInt<TnC,ρ (ψ)
.
= SatInt<TnC,ρ (ψ2) ∪ SatInt<TnC,ρ (ψ1U

I\{0}ψ2).(5.49)

(6). ψ = QI
∼c〈ψ1 | ψ2〉のとき，頻度閾値条件∼ cが≥ 0または≤ 1ならば明

らかに，

SatInt<TnC,ρ (ψ) = {[0, Tn)}. (5.50)

そうでないならば，以下の (6-a)-(6-c)により SatInt<TnC,ρ (ψ)は与えられる．
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(6-a). I = [0, 0]のとき，ψは単なる含意関係である．従って，

SatInt<TnC,ρ (ψ)
.
=

{
SatInt<TnC,ρ (ψ2 → ψ1) if 1 ∼ c,

SatInt<TnC,ρ (ψ2 → ¬ψ1) otherwise.
(5.51)

(6-b). inf I = 0かつ sup I > 0のとき，定義 4.5より，ψの充足時間集合
Sat<TnC,ρ (ψ)は，以下の条件を満たす．

Sat<TnC,ρ (ψ) = {t ∈ [0, Tn) | f IC,ρ,ψ(t) ∼ 0 or |SatI+tC,ρ (ψ2)| = 0}.(5.52)

ただし，fJC,ρ,ψ(t) : [0, Tn) → Rは以下のように定義される関数で
ある．

fJC,ρ,ψ(t) =


L(SatJ+t

C,ρ (ψ1 ∧ ψ2)) − c · L(SatJ+t
C,ρ (ψ2))

if L(SatJ+t
C,ρ (ψ2)) > 0,

|SatJ+t
C,ρ (ψ1 ∧ ψ2)| − c · |SatJ+t

C,ρ (ψ2)|
otherwise.

(5.53)

よって，関数 fJC,ρ,ψ(t)の値の変化を調べることで，ψの充足時間区間
集合SatInt<TnC,ρ (ψ)を得ることができる．なお，SatInt<TnC,ρ (ψ1∧ψ2) =

{J1, . . . , Jl}，SatInt<TnC,ρ (ψ2) = {I1, . . . , Im}に対して，

SatJC,ρ(ψ1 ∧ ψ2) =
∪

1≤j≤l

Jj ∩ J, (5.54)

SatJC,ρ(ψ2) =
∪

1≤i≤m

Ii ∩ J (5.55)

である．また，この関数 fJC,ρ,ψ(t)は，ψ2や ψ1 ∧ ψ2の真偽が変化す
る時刻とその sup I単位時間前，即ち，以下のように定義される境
界点集合Bnd<TnC,ρ (ψ)を除いて区分的に線形である．

Bnd<TnC,ρ (ψ) =

{0, Tn − sup I}

∪
∪

1≤i≤m

{inf Ii − sup I, inf Ii, sup Ii − sup I, sup Ii} ∩ [0, Tn)

∪
∪

1≤j≤l

{inf Jj − sup I, inf Jj, sup Jj − sup I, sup Jj} ∩ [0, Tn).

(5.56)
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このとき，昇順に整列した境界点集合 {τ1, . . . , τκ} = Bnd<TnC,ρ (ψ)

に対して，それぞれの点 {τk}と開区間 (τk, τk+1)（の部分集合）が
Sat<TnC,ρ (ψ)に属するかを判定することでSatInt<TnC,ρ (ψ)を計算できる．

SatInt<TnC,ρ (ψ)
.
=

∪
1≤k≤κ

({
{τk} | f IC,ρ,ψ(τk) ∼ 0 or |SatI+τkC,ρ (ψ2)| = 0

}
∪ SubSatInt<TnC,ρ,ψ(τk, τk+1)

)
. (5.57)

ここで，SubSatInt<TnC,ρ,ψ(τk, τk+1)は，開区間 (τk, τk+1)のうちψを満
たす時刻からなる部分区間であり，以下のように計算できる．

(6-b-i). L(SatI+τkC,ρ (ψ2)) = 0 かつ L(Sat
I+τk+1

C,ρ (ψ2)) > 0 のとき，関数
f IC,ρ,ψは時刻 τkにおいて不連続となり得るが，以下の関係が成
り立つ．

f IC,ρ,ψ(τk+1) ∼ 0 ⇔ ∀t ∈ (τk, τk+1).f
I
C,ρ,ψ(t) ∼ 0. (5.58)

従って，

SubSatInt<TnC,ρ,ψ(τk, τk+1) =

{
(τk, τk+1) if f IC,ρ,ψ(τk+1) ∼ 0,

∅ otherwise.
(5.59)

(6-b-ii). L(SatI+τkC,ρ (ψ2)) > 0 かつ L(Sat
I+τk+1

C,ρ (ψ2)) = 0 のとき，(6-b-i)

と同様に，

SubSatInt<TnC,ρ,ψ(τk, τk+1) =

{
(τk, τk+1) if f IC,ρ,ψ(τk) ∼ 0,

∅ otherwise.
(5.60)

(6-b-iii). L(SatI+τkC,ρ (ψ2)) > 0 かつ L(Sat
I+τk+1

C,ρ (ψ2)) > 0 のとき，関数
f IC,ρ,ψは閉区間 [τk, τk+1]において連続である．従って，

SubSatInt<Tnρ,L,ψ(τk, τk+1)

= {t ∈ (τk, τk+1) | f IC,ρ,ψ(t) ∼ 0}

=

{
τk + t ∈ (τk, τk+1) | t ∼

−f IC,ρ,ψ(τk) · (τk+1 − τk)

f IC,ρ,ψ(τk+1) − f IC,ρ,ψ(τk)

}
.

(5.61)
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(6-b-iv). L(SatI+τkC,ρ (ψ2)) = L(Sat
I+τk+1

C,ρ (ψ2)) = 0 のとき，関数 f IC,ρ,ψ は
時刻 τkと τk+1)において不連続となり得るが，開区間 (τk, τk+1)

中では変化しない．また，時刻 t ∈ (τk, τk+1)に関して，以下の
関係が成り立つ．

SatI+tC,ρ (ψ2) = Sat
(I∪{sup I})+τk
C,ρ (ψ2), (5.62)

SatI+tC,ρ (ψ1 ∧ ψ2) = Sat
(I∪{sup I})+τk
C,ρ (ψ1 ∧ ψ2). (5.63)

従って，

SubSatInt<Tnρ,L,ψ(τk, τk+1) =


(τk, τk+1)

if f
I∪{sup I}
C,ρ,ψ (τk) ∼ 0 or

Sat
(I∪{sup I})+τk
C,ρ (ψ2) = ∅,

∅ otherwise.

(5.64)

(6-c). inf I > 0のとき，それぞれの時点 t ∈ [0, Tn)について，t ∈ Sat<TnC,ρ (ψ)

ならば，かつそのときに限り，t + inf I ∈ Sat<TnC,ρ (QI−inf I
∼q 〈ψ1 | ψ2〉)

である．従って，SatInt<TnC,ρ (QI−inf I
∼q 〈ψ1 | ψ2〉) = {I1, . . . , Im} に対

して，

SatInt<TnC,ρ (ψ)
.
=

∪
1≤i≤m

{Ii − inf I}. (5.65)

ここで，n回の遷移が生起したパス ρに対して，時間区間 [0, Tn)中のψの充
足時間区間集合 SatInt<TnC,ρ (ψ)の大きさは，

• ψ ∈ AP のとき，n以下，

• ψ = ¬ψ1のとき，|SatInt<TnC,ρ (ψ1)| + 1以下，

• ψ = ψ1 ∨ ψ2のとき，|SatInt<TnC,ρ (ψ1)| + |SatInt<TnC,ρ (ψ2)|以下，

• ψ = XIψ1のとき，|SatInt<TnC,ρ (ψ1)|以下，

• ψ = ψ1U
Iψ2のとき，|SatInt<TnC,ρ (ψ1)|以下，

• ψ = QI
∼c〈ψ1 | ψ2〉のとき，2 · |Bnd<TnC,ρ (ψ)|以下
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である．なお，境界点集合Bnd<TnC,ρ (ψ)の大きさは，4 · (|SatInt<TnC,ρ (ψ1 ∧ ψ2)|+
|SatInt<TnC,ρ (ψ2)|) 以下である．
よって，本節で与えた SatInt<TnC,ρ (ψ)計算アルゴリズムの時間計算量は，検査
パス式 ψの大きさと ρの時間区間 [0, Tn)中の遷移回数 n（CTMCの平均的な
退出速度に対して線形）に対して線形オーダー，頻度演算子の数に関して高々
指数オーダーである．

注意 5.9 (統計的モデル検査で検査可能な更なる拡張確率時間論理) 本統計的
モデル検査手法は，有限時間長標本パスがパス式 ψを満たすか判定できるの
であれば，どのような性質 ψでも検査可能である．そのため，「式の先頭に一
つだけ確率パス限量子をもつ」という構文的特徴を持っていれば，頻度演算子
Q以外の新しい時間演算子をもつ確率時間論理でも本手法と同様のアプローチ
で検査可能である． �

統計的解析

無作為な標本パス生成はBernoulli試行であり，パス式 ψを満たすパスの生
起確率（Bernoulli試行の成功確率）は一般的な統計的手法を用いて解析でき
る．そのため，この工程で用いられる手法は統計的PFLTLモデル検査に特有
のものではない．
適用可能な統計的解析手法はいくつもあるが，統計的モデル検査では区間推
定（interval estimation）と逐次確率比検定 [87]（sequencial probability ratio

test，SPRT) がしばしば用いられている．

• 区間推定：検定に用いる標本数 nと信頼水準 α ∈ (0, 1)をあらかじめ設
定した上で，「ψの充足確率」が 1−αの確率で含まれる区間 I ⊆ [0, 1]を
推定する．（付録B.4.1）

• 逐次確率比検定：識別不能幅 δ > 0，第一種，第二種過誤率 α, β ∈ (0, 1)

をあらかじめ設定した上で，「P∼c[ψ]を満たすか否か」を判断するための
充分な証拠が得られるまで必要に応じて標本を生成して仮説検定を行う．
（付録B.4.2）真の確率が [c− δ, c+ δ]に含まれない場合，誤り率 α, βの
もとで正しい仮説を採択する．

注意 5.10 (統計的モデル検査に適用可能な統計的手法) 統計的モデル検査で
は，Bernoulli試行の解析に適用可能な統計的手法であればどのような手法も
用いることができる．初めて提案された統計的モデル検査 [92]では，式P∼c[ψ]
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を入力検査式とし，SPRTを統計的評価に用いていた．また，確率的モデル
検査器PRISM[58]は SPRTだけでなく区間推定もサポートしている．そして，
Bayes主義的な検定と区間推定を用いる統計的モデル検査手法 [95]も提案され
ている．
さらに，希少事象に関する統計的評価を効率的に行うことを可能とする重点
抽出法などを統計的モデル検査に適用することも可能である [39]． �

5.3 適用例
本節では，PFTLモデル検査の有効性を示すため，既存の確率時間論理では
記述が困難な定量的性質，及び，通常のモデル検査では検査困難な定量的モデ
ルに対する検査例を示す．ここでは，無限状態CTMCモデル確率的周期性に
関する時間有界 PFLTLモデル検査を例として用いる．

5.3.1 被食者-捕食者モデル
被食者と捕食者の個体数の増減関係の決定論的モデルとしてしばしば用いら
れる Lotka-Volterra方程式は，同調振動系として知られている．

dx

dt
= ax− bxy, (5.66)

dy

dt
= −cy + dxy, (5.67)

ここで，x（> 0）は被食者個体数，y（> 0）は捕食者個体数，a（> 0）は
被食者の自然増加率（正確には真の自然増加速度 a+と真の自然減少速度 a−の
差），b（> 0）は補食による被食者の減少率，c（> 0）は補食者の自然減少率，
d（> 0）は補食による捕食者の増加率である．この系は被食者と捕食者の個体
数が以下の 1-4を繰り返すように同調振動するモデルとして知られている．

1. 被食者数の減少により，捕食者数が減少する．

2. 捕食者数の減少により，被食者数が増大する．

3. 被食者数の増大により，捕食者数が増大する．

4. 捕食者数の増大により，被食者数が減少する．
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ただし，変数の初期値やパラメータによっては，補食による被食者の絶滅，
及び，それに伴う捕食者の絶滅なども起こり得る．
本研究では，Lotka-Volterra方程式の直観的な意味に基づき，また，両方の個
体数が絶滅しにくいように外部系からの被食者の流入速度定数e（> 0）を導入し
た，以下のような遷移測度行列Rと初期分布PinitをもつCTMC 〈N2,R, Pinit, AP, l〉
を考える．ただし，bと dは元の直観的な意味とは異なり，捕食者の増加を伴
わない補食率と捕食者の増加を伴う補食率を表す定数とする．

R(〈x, y〉, 〈x′, y′〉) =



a+x+ e if x′ = x+ 1 and y′ = y,

a−x+ bxy if x′ = x− 1 and y′ = y,

cy if x′ = x and y′ = y − 1,

dxy if x′ = x− 1 and y′ = y + 1,

exit(〈x, y〉) if x′ = x and y′ = y,

0 otherwise.

(5.68)

exit(〈x, y〉) = −((a+ + a−)x+ cy + (b+ d)xy + e+ f). (5.69)

ここで，各パラメータを以下のように設定した場合の，確率的シミュレー
ションを図 5.3.1に示す2．

Pinit(〈800, 800〉) = 1, (5.70)

a+ = 2.0 × 10−1, (5.71)

a− = 2.0 × 10−2, (5.72)

b = 2.0 × 10−4, (5.73)

c = 6.0 × 10−2, (5.74)

d = 1.0 × 10−4, (5.75)

e = 3.0. (5.76)

このモデルは無限状態をもつため，通常のモデル検査では検証困難である．な
お，式 (5.70)-(5.76)のパラメータ設定の下では各状態 〈x, y〉における被食者数x

の増加速度は (a+−a−)x−(b+d)xy+eであるため，x > 0かつy > 600+1000/x

（y < 600 + 1000/x）である状態では，次の状態の xは減少（増加）すること
が期待される．同様に，捕食者数 yの増加速度は dxy − cyであるため，y > 0

2なお，式 (5.66)と (5.66)で与えられる常微分方程式モデルでは，同様のパラメータに加
えて外部系からの被食者の流入速度定数 e（> 0）を導入した場合，捕食者数 600，被食者数
925に収束する．



108 第 5章 PFTLモデル検査

200	
  

400	
  

600	
  

800	
  

1000	
  

0	
   30	
   60	
   90	
   120	
   150	
   180	
   210	
   240	
   270	
   300	
  

N
um

be
r	
  o

f	
  p
re
y/
pr
ed

a/
r	


Time	


Prey	
   Predator	
  

図 5.1: 被食者-捕食者モデルの確率的シミュレーション

かつ x > 600 − 1/y（x < 600 − 1/y）である状態では，次の状態の yは増加
（減少）することが期待される．よって，CLVのほとんどすべてのパス ρ上で
は，状態列 state(ρ, 0), state(ρ, 1) . . .は概ね点 〈600, 600〉の周りを回るように遷
移し，その滞在時間列 time(ρ, 0), time(ρ, 1) . . .が 0に収束することはない．そ
のため，このパラメータ設定のもとでは CLVは非爆発的である．

5.3.2 実験1：逐次確率比検定による解析
PFLTLのパス式では，図 5.3.1のような周期的なふるまいはの性質を以下の
ような式 ψで記述できる．

ψ1 = QI
>q[3

=104J3=1ψcp|3=1ψcp]. (5.77)

このパス式は「ψcpを丁度満たし始める瞬間と次に ψcpを丁度満たし始める
瞬間の間隔が J + 10に含まれる頻度が qより大きい」という周期性を表して
いる．ここでは，このチェックポイントとなる性質 ψcpを

ψcp = 2≤10y > x (5.78)

とする．ここで，y > xという命題は「捕食者数 yが被食者数 xより大きい」
ことを表すものとする．つまり，パス式 ψ1は，「捕食者数 yが被食者数 xを丁
度安定して越える瞬間の間隔が J + 10に含まれる頻度が qより大きい」とい
う性質を表すと解釈できる．
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図 5.2: P>0.95[Q
[0,105]
>q [3=104[0,z]3=1ψcp|3=1ψcp]] の逐次確率比検定に要した標

本数．ただし，識別不能幅，第一種誤り率，第二種誤り率は 0.01．

識別不能幅，第一種誤り率，第二種誤り率を0.01，I = [0, 105]，J+10 = [10, z]

として q ∈ {10, 15, . . . , 85, 90}，z ∈ {55, 56, . . . , 64, 65}を変化させたときの
P>0.95[ψ]の逐次確率比検定に要した標本数を図 5.3.2に示す．図中の青い領域
の標本数を与えた検定では，生成されたすべて標本パスは ψ1を満たさず，ψ1

を満たすパスの真の生起確率が 0.95よりも小さいと判定する為に必要な最小
個数（11個）の標本で検定できた．また，図中の緑の領域の標本数を与えた
検定では，生成されたすべて標本パスはψ1を満たし，ψ1を満たすパスの真の
生起確率が 0.95よりも大きいと判定する為に必要な最小個数（218個）の検定
で検定できた．標本数が多い検定は，ψ1を満たすパスの真の生起確率が識別
不能領域 [0.94, 0, 96]に含まれているか，それに近い値をもっていることを表
す．以上から検査する確率閾値と真の確率の差が小さくない場合には，少ない
標本で検証できることが分かる．また，この結果から「捕食者数 yが被食者数
xを丁度安定して越える瞬間」の間隔がおよそ 60単位時間であることが確か
められる．
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5.3.3 実験2：区間推定による解析
次に，「捕食者数が被食者数を丁度安定して越える瞬間の捕食者数」が「次
に捕食者数が被食者数を丁度安定して越える瞬間までの時間」に与える影響に
ついて考える．
ここでは，以下のような式について調べる．

ψ2 = QI
>q[3

=104J3=1ψcp|3=1(ψcp ∧ x ≥ 800)]. (5.79)

ψ3 = QI
>q[3

=104J3=1ψcp|3=1(ψcp ∧ x < 800)]. (5.80)

ここで，命題 x ≥ 800と x < 800は「被食者数が 800以上」，「被食者数が 800

より小さい」を表すとする．これらの式は，「捕食者数が被食者数を丁度安定し
て越える瞬間で x ≥ 800（x < 800）を満たすとき，次に捕食者数が被食者数
を丁度安定して越える瞬間が J + 10に含まれる頻度が qより 大きい」という
性質を表す．そして，I = [0, 105]，J + 10 = [55, 65]，q > 0.55に対して，標本
数 1000で ψ2の充足確率を信頼水準 0.05で区間推定したときには，信頼区間
[0.358, 0.418]が得られた．すなわち，真の ψ2の充足確率がこの区間に含まれ
る確率 0.95である．また，I = [0, 105]，J + 10 = [55, 65]，q > 0.85に対して，
標本数 1000で ψ3の充足確率を信頼水準 0.05で区間推定したときには，信頼
区間 [0.585, 0.645]が得られた．すなわち，真の ψ3の充足確率がこの区間に含
まれる確率 0.95である．
この結果から，捕食者数 が被食者数を丁度安定して越える瞬間に x < 800

である場合は x ≥ 800である場合と比べて「次に捕食者数が被食者数を丁度安
定して越える瞬間が 55から 65単位時間に含まれる」である頻度が 有意に高
いと判断できる．

考察

この「ψcpが立ち上がる時点の状態 〈x, y〉によって，次に ψcpが立ち上がる
までの時間間隔が大きく異なる」という性質は，この被食者-捕食者モデル CLV

の確率的周期性がCSLでは記述困難であることを示唆している．
CSLでは，時間演算子を確率パス限量子の直後でしか使うことができないた
め，一つの時系列上の複雑な性質を直接的に記述することはできない．また，
「特定の t単位時間後に丁度ある性質 ψを満たす（4=tψ）」確率についても意
味のある言及はできない．よって，確率的周期性に関する定量的性質を CSL

で記述するためには，「チェックポイントとなる（いくつかの）状態群」をCSL



5.3. 適用例 111

状態式で特徴付け，「その状態群間をある時間間隔で巡回する確率がある閾値
条件を常に満たす」ことをCSLパス式で表現しなくてはならない．そのよう
な状態式とパス式は，例えば，以下のような式である．

ϕcp = (y ≤ x) ∧ P>p1 [2
[0,10]+1y > x], (5.81)

ψ4 = 2I(ϕcp → P>p2 [3
=10P>p3 [4J1−10ϕcp]]). (5.82)

直観的には，ϕcpは「現在，捕食者数 yが被食者数 x以下であり，1単位時間後
には yが xを安定して越える確率が p1より大きい」ことを表し，ψ′

cycは「区
間 Iでは常に，ϕcpを満たす状態から”ϕcpを初めて満たすまでの時間が J1 −10

に含まれるパスに分岐する確率が p3より大きい状態”へ 10単位時間後に到達
する確率が p2より大きい」ことを表す．ここで，ψ′

cycが成り立つならば「ϕcp

を満たす状態から再びϕcpを満たすまでの間隔が J1 （⊆ [10,∞)）に含まれる
パスに分岐する確率が p1 · p2より大きい」が，その逆は必ずしも成立しない．
同様の性質は以下のように記述することも可能である．

ϕ′
cp = (y ≥ x) ∧ P>p4 [2

[0,10]+1y < x], (5.83)

ψ5 = 2I((ϕcp → P>p5 [4J2ϕ′
cp]) ∧ (ϕ′

cp → P>p6 [4J3ϕcp])). (5.84)

直観的には，ϕ′
cpは「現在，被食者数 xが捕食者数 y以下であり，1単位時間後

には xが yを安定して越える確率が p1より大きい」ことを表し，ψ4は「“ϕcp

（ϕ′
cp）が規定する状態群”から “ϕ′

cp（ϕcp）が規定する状態群”へ初めて到達す
る時間が J2（J3）に含まれる確率が p5（p6）より大きい」ことを表す．何れに
しても，CSLで確率的周期性を記述するためには，「チェックポイントとなる性
質が立ち上がる時間の間隔」を直接的には記述できないだけでなく，多くの確
率閾値パラメータ（ここでは p1, . . . , p6）に対する値を具体的に割り当てる必
要がある．そして，それらは CSL状態式 ϕcpや ϕ′

cpのみたすすべての状態が
共通に満たす弱い閾値条件となるようにしか与えることができない．よって，
CSLでは確率的周期性を適度な強さで簡潔に表現することはできない．
それに対して，PFLTL式 ψ1が表す性質は，ψcpを満たすすべての時刻の状
態の「共通に満たす定量的性質」ではなく「その出現頻度に応じて重み付けさ
れた定量的性質」であり，少ないパラメータによって適度な強さで確率的周期
性を表現している．
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平均利得時間論理とその検証手法
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第6章 平均利得線形時相論理
LTLmp

これまでの時間論理を用いた検証及び自動合成では，システムが満たすべ
き機能に関する定性的仕様がしばしば注目されてきた．例えば，「常に，要求
requestはいつか処理 serveされ，それまでの間待ち状態waitである」（式 (6.1)）
のようなイベント生起順序に関する制約である．

2(request → (wait U serve)). (6.1)

しかしながら，このような定性的仕様に対する検証や自動合成は，現実的な
システム開発ではしばしば有効でない．例えば，式 (6.1)を含むような LTL式
仕様からの自動合成では，「既に安全に要求を処理 serveできる状況であるにも
関わらず待ち wait続ける」ような非効率的にふるまうリアクティブシステム
（RS）が生成されてしまう可能性がある．もちろん，安全に処理できる状況で
もすぐに処理しない方が結果的にシステム全体の性能の向上につながる可能性
もある．定性的仕様からのRSの自動合成においては，合成されたRSの質を
測る明確な尺度が「内部状態制御の単純さ（状態数）」しかなく，Acacia+[2]

などの既存の実現可能性判定/合成器は状態数が少ない RSを合成しようとす
る．そのため，状況に応じて必要なイベントを適切なタイミングで必要なだけ
生起させるような臨機応変なRSではなく，非効率的で杓子定規なRSが合成
されてしまうことになる．従って，形式的な検証や自動合成を現実的なシステ
ム開発に効果的に適用するためには，システムが満たすべき性能に関する定量
的仕様にも注目する必要がある．

そこで本研究では，システム動作におけるコスト/利得やイベント生起頻度の
平均的な性質を捉えることができる平均利得の概念を導入した平均利得線形時
相論理LTLmp（LTL with Mean-Payoff constraints）を開発した [81, 97]．この
LTLmpは，LTLに平均利得に関する性質を規定する平均利得式（mean-payoff

formula）を追加した平均利得線形時間論理である．ここで，平均利得式とは，
モデル実行上で与えられる利得や論理の中で規定された利得に関する平均利
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得制約を表す式である．それによって，長期的な頻度や平均コストなどの性質
を反映した仕様を規定できる．これまでの利得拡張時間論理と異なる点は，ふ
るまいの利得に関する性質をモデルに依存しない形でも規定できる点である．
LTLや PCTL，CSLに利得（報酬）の概念を導入した論理は既にいくつか提
案されている [13, 10, 19]．これらの論理ではモデルのふるまい上の平均利得や
利得の期待値などに関する性質を記述できる．ただし，これらの論理では利得
はモデルの状態や遷移に対して定義されているものであり，モデル検査のため
の仕様しか記述できなかった．一方 LTLmpでは，ふるまいの時間的性質に対
して与えられる利得を論理の中で定義できる．例えば，「ふるまい上で ϕが成
り立つ時間で 1，ψが成り立つ時間で 2の利得を与える」ということを設定で
きる．それにより，モデル検査だけでなく充足可能性/実現可能性判定といっ
た検証のための仕様記述言語として用いることができる．
本章では，LTLmpの構文と意味論の定義を与え，また，LTLmpの表現力に
ついて論じる．
そして，第 7章ではこの LTLmpで規定できる言語を認識できるオートマト
ンについて，第 8章では LTLmpのモデル検査と充足可能性判定，最適化手法
について述べる．また，第 9章では，LTLmp実現可能性判定手法について述
べる．

本章の構成

6.1節で平均利得線形時間論理 LTLmpの構文の定義を与える．そして，6.2

節で LTLmpの意味論と，いくつかの基本的な性質について述べる．6.3節で
LTLmpにより記述可能な性質をいくつか紹介する．最後に，6.4節で，LTLmp

の表現力について論じる．

6.1 構文
本節では LTLmpの構文を与える．
LTLmpは通常のLTLの構文に加えて，平均利得に関する閾値条件を表す平均
利得式（mean-payoff formula）MP(t)� 0（� ∈ {>,≥}）をもつ．ここで，tは
各時間で発生する利得を規定する利得項（payoff term）であり，実定数 c ∈ R，
利得系モデル上の利得を参照する自由変数（free variable）v1, . . . , vn ∈ V，時
間的性質 ϕの充足に対する利得を表す特性変数（characteristic variable）1ϕ，
及び，それらの代数演算（和+，差−，積 ·）からなる．
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表 6.1: 語 σ = {p, q} {p} {q} ∅ {q} {p} {p, q} . . . に対する利得項に関する利
得トレース．

利得項 利得トレース
1p 1 1 0 0 0 1 1 . . .

1q 1 0 1 0 1 0 1 . . .

1pUq 1 1 1 0 1 1 1 . . .

v -1 2 0 2 1 3 -2 . . .

2 2 2 2 2 2 2 2 . . .

2 + 1p 3 3 2 2 2 3 3 . . .

v · 1q -1 0 0 0 1 0 -2 . . .

−1p -1 -1 0 0 0 -1 -1 . . .

定義 6.1 (LTLmpの構文 [81]) AP を原子命題の集合，V を自由変数の集合と
する．このとき，LTLmpは以下のように帰納的に定義される．

ϕ ::= p | θ | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | Xϕ | ϕUϕ,

θ ::= MP(t) � c | ¬θ,
t ::= c | v | 1ϕ | t+ t | −t | t · t.

ただし，p ∈ AP，c ∈ R，v ∈ V，� ∈ {>,≥} とする． �

直観的には，特性変数 1ϕはその時点でϕを満たすとき 1，そうでないとき 0

を与える項である．ϕが時間演算子を含む場合，それぞれの時間点において未来
のふるまいの性質に依存した値が割り当てられる．この意味で特性変数は束縛
されている．一方，自由変数 vは，利得系P = 〈S, ↪→, Sinit, AP, l, w〉のパスρ上
の各時間で与えられる利得，すなわち，そのときの状態に対する重みを参照す
るために用いる．具体的には，自由変数 vと重み関数wの i番目次元の成分w[i]

が対応している場合，時間 jで割り当てられる vの値は，ρ上の i次元成分利得
トレース payoffw[i](ρ)の j番目の要素w[i](ρ[j])に対応する．そして，利得項間
の演算は各点的演算である．ここで，語 σ = {p, q} {p} {q} ∅ {q} {p} {p, q} . . .
に対してそれぞれの時間で利得項に割り当てられる値の列，すなわち，その利
得項に関する利得トレースの例を表 6.1 に示す．ただし，ここでは変数 vに対
応するモデルのパス上の利得トレースは (−1) 2 0 2 1 3 (−2) . . .であるものと
する．
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なお，利得項 t中に現れる特性変数 1ϕの台を規定する式 ϕのすべてが AP

上のBoolean結合で与えられている場合，任意の時間 jでの利得は，Pのパス
ρ上の状態 ρ[j]に対する重みw(ρ[j])と文字 l(ρ[j])のみに依存し，未来のふる
まいの時間的性質には依存しない．そのため，そのような tは未来非依存であ
るという．
各時間の利得を規定する利得項 tに対して，平均利得項MP(t)は利得項 tに
関する平均利得トレース（利得トレースの平均トレース）の下極限，平均利得
式MP(t) � c はその閾値条件を表す．ここで，その利得項 tが平均利得式を含
む式の特性変数（例えば 1MP(t′)�c）を持たないとき，その平均利得式は単純で
あるという．また，単純平均利得式とその否定を平均利得リテラルと呼ぶ．
平均利得式に関しては，以下のような略記を用いてもよいものとする．

MP(t) ≤ c ≡ ¬MP(t) > c, (6.2)

MP(t) < c ≡ ¬MP(t) ≥ c, (6.3)

MP(t) ∼ c ≡ MP(−t) h −c. (6.4)

ただし，∼∈ {>,≥, <,≤}であり，また，∼が>（≥，<，≤）のとき，hは<

（≤，>，≥）である．つまり，平均利得リテラルはMP(t) ∼ 0の形をした，平
均利得式を含む式の特性変数をもたない式である．また，平均利得項MP(t)は，
直観的には，利得項 tの平均利得トレースの上極限を表す．

6.2 意味論
次に，LTLmpの意味論を与える．これは LTLと同様に語に対する意味とし
て定義する．また，各時間で自由変数 v ∈ V の値は，変数割当 α : V → Rωを
通して割り当てられる．

定義 6.2 (LTLmpの意味論 [81]) APを原子命題集合，V を自由変数集合，α :

V → Rω を V に対する変数割当とする．アルファベット 2AP 上の無限長語
σ = a0a1 . . . ∈ (2AP )ωとAP 上の LTLmp式ϕの αの下での充足関係 |= は以下
のように帰納的に定義される．

σ, α, i |= p ⇔ p ∈ ai for p ∈ AP,

σ, α, i |= ¬ϕ ⇔ σ, α, i 6|= ϕ,

σ, α, i |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇔ σ, α, i |= ϕ1 or σ, α, i |= ϕ2,
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σ, α, i |= Xϕ ⇔ σ, α, i+ 1 |= ϕ,

σ, α, i |= ϕ1Uϕ2 ⇔ ∃j ≥ i.(σ, α, j |= ϕ2 and ∀k ∈ [i, j).σ, α, k |= ϕ1),

σ, α, i |= MP(t) � c ⇔ [[MP(t)]]ασ [i] � c.

ただし，平均利得項MP(t)と利得項 tの σとαの下での解釈 [[·]]ασは以下のよう
に帰納的に定義される 1次元トレースである．

[[MP(t)]]ασ [i] = lim inf
n→∞

1

n

n∑
j=0

[[t]]ασ [i+ j]

[[c]]ασ [i] = c for c ∈ R,
[[v]]ασ [i] = α(v)[i] for v ∈ V,

[[1ϕ]]
α
σ [i] =

{
1 if σ, α, i |= ϕ,

0 otherwise,

[[t1 + t2]]
α
σ [i] = [[t1]]

α
σ [i] + [[t2]]

α
σ [i],

[[−t]]ασ [i] = −[[t]]ασ [i],

[[t1 · t2]]ασ [i] = [[t1]]
α
σ [i] · [[t2]]ασ [i].

また，i = 0や V = ∅のとき，σ, α, i |= ϕと [[t]]ασ から iや αを省略する． �

充足可能性

LTLmp文 ϕに対して，σ |= ϕであるような語 σが存在するとき，ϕは充足
可能であるという．
また，LTLmp文ϕで定義される言語 {σ ∈ (2AP )ω | σ |= ϕ} をL(ϕ)，LTLmp

文で定義できる言語のクラスをL(LTLmp)と書く．

モデル検査

d-次元利得系 P = 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ, w〉について，変数対応関数 β : V →
N>0を通して自由変数 v ∈ V を重みw[β(v)]に対応させたときのモデル充足関
係P , β, |= ϕは，以下のように定義する．

P , β |= ϕ ⇔ ∀ρ ∈ PathsP .(wordΛ(ρ), αρw,β |= ϕ). (6.5)

ただし，ϕ中に出現するすべての変数 v ∈ V について，1 ≤ β(v) ≤ dかつ

αρw,β(v) = payoffw[β(v)](ρ) (6.6)
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とする．なお，以降では変数対応関数 βは固定されているものとし，P , β |= ϕ

を単にP |= ϕと書く．

確率的モデル検査/充足確率

d-次元利得付きDTMC D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ, w〉について，変数対応関数
β : V → N>0 を通して自由変数 v ∈ V を重み w[β(v)]に対応させたときの
LTLmp式 ϕを満たすパスが生起する確率 ProbD

(s)(ϕ)は，以下のように与えら
れる．

ProbD
(s)(ϕ) = PrD(s)({ρ ∈ PathsD.(wordΛ(ρ), αρw,β |= ϕ)}). (6.7)

また，モデル充足関係D |= ϕは，以下のように定義する．

ProbD
(s) |= ϕ ⇔ ProbD

(s)(ϕ) = 1 (6.8)

そして，充足関係D |= ϕが成り立つか否か判定することを LTLmp確率的モ
デル検査，確率 ProbD(ϕ)を求める問題を LTLmp充足確率問題と呼ぶ．

基本的な性質

ここで，LTLmpのいくつかの基本性質について述べる．
ここでLTLmpの利得項について，任意の語 σと変数割当αに対して [[t1]]

α
σ =

[[t2]]
α
σ であるとき，t1と t2は等価であり，t1 ≡ t2と書くこととする．このとき

定義 6.2から，以下の性質が成り立つ．

• 利得項に関する可換環の公理，

• 特性変数に関する以下の補数（式 (6.9)），包除（式 (6.10)），独立（式
(6.11)）の原理．

1¬ϕ ≡ 1 − 1ϕ, (6.9)

1ϕ1∨ϕ2 ≡ 1ϕ1 + 1ϕ2 − 1ϕ1∧ϕ2 , (6.10)

1ϕ1∧ϕ2 ≡ 1ϕ1 · 1ϕ2 . (6.11)

ここで，下極限は，その定義から，一般にプレフィックスには依存しない値
をもつ．そのため，任意の語 σと変数割当 αに対して，トレース [[MP(t)]]ασ は
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固定された値からなる列である．よって，任意の平均利得式 θに関して以下の
関係が成り立つ．

θ ⇔ X θ ⇔ 2 θ. (6.12)

これにより，任意の語 σと変数割当αに対して，平均利得リテラル θは「常に
成り立つ」または「常に成り立たない」．従って，平均利得リテラル θを部分
式として持つ式 ϕについて，以下の関係が成り立つ [19]．

ϕ ⇔ (ϕ[>/θ] ∧ θ) ∨ (ϕ[⊥/θ] ∧ ¬θ). (6.13)

式ϕ[>/θ]とϕ[⊥/θ]は平均利得リテラル θを含まない式となっているため，変
形を繰り返すことで ϕと等価な式を通常の LTL式 ψと平均利得リテラル θの
Boolean結合で表現することができる．
また，下極限の基本的な性質から，以下の条件が成り立つ．

MP(t) ∼ c ⇔ MP(t− c) ∼ 0. (6.14)

従って，式 (6.13)と式 (6.14) より，LTLmpの構文は表現力を失うことなく
以下のように制限できる．

定義 6.3 (平均利得標準形) LTLmp式が以下のような形をもつとき，平均利得
標準形（mean-payoff normal form，MPNF）と呼ぶ．∨

i

(ψi ∧
∧
j

θij).

ただし，

• それぞれの ψiは通常の LTL式，

• それぞれの θijは閾値 0の平均利得リテラルMP(tij) ∼ 0，

• それぞれの tijは
∑

(cijk · 1ϕijk ·
∏
vijkl) の形をもつ利得項である． �

定理 6.4 (MPNF式への変形) n個の平均利得式をもつ任意のLTLmp式ϕは，
高々2n個の選言肢とそれぞれの選言肢について高々n個の平均利得リテラルを
もつ等価なMPNF式に変形できる． �



122 第 6章 平均利得線形時相論理 LTLmp

証明．LTLmpの意味論（定義 6.2）と式 (6.14)より，任意の平均利得リテラル
MP(t) ∼ cは閾値 0の平均利得式MP(t− c) ∼ 0，特性変数 1>は定数 1と等価
である．さらに，可換環の公理及び独立の原理（式 (6.11)）が成り立つことか
ら，利得項 t− cは，

∑
i(ci ·1ϕi ·

∏
j vij) という形で表現することができる．そ

して，式 (6.13)より，n個の平均利得式をもつ任意の LTLmp式 ϕについて以
下の条件が成り立つ．

ϕ ⇔
∨

〈b1,...,bn〉∈{>,⊥}n

(
ϕ[bm/θm for 1 ≤ m ≤ n] ∧

∧
1≤m≤n

(bm ↔ θm)
)
.

(6.15)

ここで，任意の式 f に関して，明らかに (> ↔ f) ⇔ f かつ (⊥ ↔ f) ⇔ ¬f で
ある．従って，任意の LTLmp式は，高々2n個の選言肢からなり，かつ，それ
ぞれの選言肢に関して高々n個の平均利得リテラルをもつ等価なMPNF式に
変換可能である． �

注意 6.5 (平均利得リテラルの極性) 平均利得リテラル θ = MP(t) ∼ cは，そ
の極性によって大きく性質が異なる．
単純平均利得式MP(t)�cは，「利得項 tの平均利得トレースの下極限 [[MP(t)]]ασ [0]

が閾値条件�cを満たす」という性質を表す．ここで，上極限は下極限以上で
あるため，tの平均利得トレースの上極限も閾値条件�cを満たしている．つ
まり，単純平均利得式MP(t) � cは，「その任意の近傍を “tの平均利得トレー
ス”が無限にしばしば通るような点のすべてが閾値条件�cを満たす」という
全称的な閾値条件を表している．
一方，単純平均利得式の否定MP(t) � c（ただし� ∈ {<,≤}）は，「tの平均
利得トレースの下極限 [[MP(t)]]ασ [0]が閾値条件�cを満たす」という性質を表
す．このとき，その平均利得トレースの上極限は閾値条件�cを満たすとは限
らない．つまり，単純平均利得式の否定MP(t)� cは，「その任意の近傍を “tの
平均利得トレース”が無限にしばしば通るような点のすべてが閾値条件�cを
満たすとは限らないが，いくつかの点は閾値条件を満たす」という存在的な閾
値条件を表している． �

注意 6.6 (LTLlim[19]との関係) [19]で提案されている LTLlimは，LTLmpの
利得項 tを自由変数 V の要素のみに制限したフラグメントである．

t ::= v ∈ V.

LTLlimは，定量的モデル検査のための仕様記述言語としては有効であるが，充
足可能性などの仕様自体を検証には不向きである．なぜならば，平均利得式は
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平均の上極限/下極限に関する閾値条件であり，平均利得式部分については代
数的に明らかに矛盾しているか，そうでないときには，それぞれを真にする変
数割当が自明に存在するためである． �

注意 6.7 (LTLMP[17]との関係) [17]で提案されているLTLMPは，LTLmpを
以下のように制限したフラグメントである．

ϕ ::= ψ | MP(t) ≥ c | ϕ ∧ ϕ,
t ::= 1p | 1¬p | t+ t | c · t.

ただし，p ∈ AP，ψ ∈ LTL．
[17]では，LTLMPで記述された仕様について，任意の環境に対して有限メ
モリで実現可能であるかを判定する手法を提案している． �

6.3 仕様記述例
本節では，平均利得式で記述できる定量的性質をの例をいくつか示す．

頻度

LTLmpでは，時間式ϕの充足頻度（ϕが成り立つ時間点の割合）に関する性
質は，平均利得式によって簡単に記述できる．例えば，以下の式は「ϕを満た
している頻度の下極限が 0より大きい」という定量的回帰性を表す．

MP(1ϕ) > 0. (6.16)

この式は，定性的回帰性「無限にしばしばϕが成り立つ（23ϕ）」とは意味が
異なる．MP(1ϕ) > 0が成り立つならば23ϕが成り立つが，一方で，23ϕは
「無限にしばしば ϕが成り立つがその充足頻度が 0に収束する」語によっても
満たされる．つまり．以下のような含意関係は成り立つが，逆は必ずしも成り
立たない．

MP(1ϕ) > 0 → 23ϕ. (6.17)

また，利得項 (1ϕ1 − c) · 1ϕ2（ただし，0 < c < 1）を持つ平均利得式によって，
「条件 ϕ2が成り立つ時間のうち ϕ1も成り立つ条件付き頻度」を記述すること
ができる．例えば，以下のような式は「リクエスト頻度の下極限が 0でない，
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かつ，リクエストに対して次ステップで応答する条件頻度の下極限が cより大
きい」ことを表す．

MP((1Xresponse − c) · 1request) > 0. (6.18)

なお，この式は離散時間PFTLパス式Q>c[Xresponse|request] とよく似た性質
を表現しているが，「requestが無限にしばしば成り立たない」ときには真とな
るQ>c[Xresponse|request]とは異なり，「requestの充足頻度の下極限が 0である」
ときには偽となる．
また，以下のような式で「ϕ1の充足頻度は ϕ2の充足頻度の c倍より多い」
ことを表すことができる．

MP(1ϕ1 − c · 1ϕ2) > 0. (6.19)

平均コスト

利得やコストを考慮したモデル化では，命題の充足とイベントやアクション
の発生を同一視し，イベントが発生する度（連続時間モデルでは単位時間毎）
に一定の利得が得られるものとして形式化することが多い．そして，長期平均
利得をしばしば平均利得の下極限と定義し，それをふるまいの質として評価し
ている．LTLmpでは，利得項 t =

∑
ci · 1pi に対する平均利得式によりそれら

の性質を記述できる．ただし，piはイベント eiに対応した命題，ciは eiの利
得あるいはコストとする．例えば，「起動 bootingに 6，駆動 operatingに 4，停
止 shutdownに 5のコストがかかるとき，長期的な平均コストの上界が 3より
小さい」は以下のように記述できる．

MP(6 · 1booting + 4 · 1operating + 5 · 1shutdown) < 3. (6.20)

また，イベントの立ち上げ/立ち下げコストも特性変数 1pi∧X¬pi/1¬pi∧Xpi で
表現できる．

陰的イベンチャリティ性

強いuntil演算子やその肯定的な省略形である3演算子は，「いつかある性質が
満たされなければならない」というイベンチャリティ性（eventuality property）
に関する性質を表現する．
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LTLリアクティブシステム仕様ではしばしば，強い until演算子を用いて，
以下のような「要求 requestに対して，いつか応答 responseを返す」という応
答性（例 3.27）に関する制約を記述する．

2(request → 3response). (6.21)

LTLmpでは，平均利得式を用いることで同様の性質を定性的なイベンチャリ
ティを用いずに記述できる．例えば，以下のような式である．

2(request → (wait W response)) ∧ MP(1¬wait) > 0. (6.22)

このとき，平均利得式により¬waitが無視できない頻度で生起しなければなら
ない．このように弱い until演算子Wと平均利得式を用いることで，強い until

演算子U（または3）で記述しなければならなかった制約と同じ意図を反映し
た性質を表現できる．

6.4 LTLmp vs. ω-Kleene閉包言語
ω-正規言語のクラス L(ω-REG)は，Büchi/Rabin受理条件などをもつ有限
状態 ωオートマトンが認識できる言語のクラスであり，最もよく研究されて
きた無限長言語のクラスである．LTLの規定できる言語は star-free（あるいは
counter-free）ω-正規言語とも呼ばれ，ω-正規言語のクラスの真部分集合であ
る．LTLの表現力は ω-正規言語より小さいものの，安全性や活性などの様々
な定性的性質を直観的に記述できることから仕様記述言語としてしばしば用い
られてきた．本節では，LTLの平均利得拡張である LTLmpと ω-正規言語の関
係について論じる．

LTLmpは LTLに平均利得式を追加した時間論理であり，表現力の差は平均
利得式で規定できる性質を反映した言語である．ここで，平均利得式で記述可
能な性質は無限長語全体の文字パターンの漸近的出現頻度に関する性質であ
り，局所的な文字パターンの出現については全く制限しない．よって，平均利
得式のブール結合では，プレフィックスに依存しない性質しか記述することは
できない．これは定義 6.2からも明らかである．一方，ω-正規言語やLTLで記
述可能な性質は局所的な文字パターンの繰り返しであり，無限長語全体の文字
パターンの出現頻度についてはいっさい言及できない．従って，式 (6.17)のよ
うな恒真含意関係から L(MP(1ϕ) > 0) ⊆ L(23ϕ)などの包含関係が成り立つ
ものの，平均利得式が LTLと ω-正規言語の差を埋めることはない．
そのため，以下の命題が成り立つ．
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定理 6.8 言語クラスの包含関係に関して，以下が成り立つ．

1. L(ω-REG) 6⊆ L(LTLmp)．

2. L(LTLmp) 6⊆ L(ω-KC)．

ただし，ω-KCは，任意の有限長言語クラスの ω-Kleene閉包とする．

証明．（1）：LTLmp文では記述できないω-正規言語が存在することを示す．こ
こで，アルファベット Σ = 2AP，ある文字集合 A ⊂ Σ，B = Σ \ Aとする．
そして，LTLでは表現できない ω-正規言語 l = (ΣA)∗(ΣB)Σω，すなわち，「あ
る偶数ステップにAに含まれない文字 b ∈ Bが出現する語」からなる言語を
考える1．ここで，LTLmp文 ϕでこの言語を記述できると仮定する（つまり，
l = L(ϕ)）．6.2節で示した通り，この文 ϕはMPNF文 ϕ′で表現することが
でき，L(ϕ) = L(ϕ′)である．また，定義 6.2から，平均利得式の真偽は語の
どんなプレフィックスにも依存しない．一方で言語 lは，十分な有限長以後の
サフィックスには依存しない語の集合である．従って，語 σに対する充足関係
σ |= ϕ′の真偽は ϕ′の平均利得式部分には依存せずに決定される．よって，言
語 lはLTLでも記述できなければならない．これは矛盾している．以上により
ω-正規言語 lは LTLmp文では一般に記述できない．
（2）：どんな有限長言語クラスの ω-Kleene閉包でも記述できないような，

LTLmp 文で定義される言語が存在することを示す．ここで，LTLmp 文 ψ =

MP(1p) > 1/2 ∧ MP(1p) < 1/2 を考える．このとき，この式を満たすすべて
の語について，[[1p]]の平均利得トレースは収束しない．一方，ω-Kleene閉包
で定義されるどんな言語も

∪
i lil

′
i（ただし，li, l′iは正規言語）という形をして

おり，σ1(σ2)
ωという形の語を必ず持っている．この語に対しては，[[1p]]σ1(σ2)ω

の平均利得トレースは明らかに収束する．よって，LTLmp文 ψで定義される
言語L(ψ)は ω-Kleene閉包で定義されるどんな言語クラスにも含まれない．�

1「偶数ステップであること」はカウンタがなければ表現できないため，star-freeあるいは
counter-freeである LTLではこの言語 lは記述できない．この証明は本論文では省略する．ω-
正規言語のフラグメントとも呼ばれる LTLは，
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時間論理仕様の検証では，仕様が規定する言語を認識するオートマトン，つ
まり，仕様と等価なオートマトンを構成し，そのオートマトンを利用するアプ
ローチ（automata-based approach）がしばしば用いられる．例えば，LTL式
ψから言語L(ψ)を受理言語とするBüshiオートマトン（BA）をアルゴリズム
的に生成することができるため，その BAを利用することで LTLを用いた検
証や合成を行うことができる [84, 85]．
本研究では，LTLmpを用いた検証・合成に利用するためのオートマトン，す
なわち，LTLmp式で規定される言語を認識可能なオートマトンとして，ω-正規
受理条件（Büchi/Rabin受理条件）と多閾値平均利得（MTMP）受理条件を同
時に満たす実行をもつ語を受理する重み付きオートマトン，多閾値平均利得ω-

正規オートマトン（MTMP Büchi/Rabin automaton，MTMPBA/MTMPRA，
単にMPBA/MPRA）を提案する [81, 97]．

LTLmpを認識できるMPBA/MPRAを構成する基本的なアイディアは以下
のようなものである．

• 6.2節で示したように，LTLmp文ϕは等価なMPNF文
∨
i(ψi ∧

∧
j θij)で

表現できる．そこで，

– ϕをと等価なオートマトンを，各選言肢ψi ∧
∧
j θijと等価なオート

マトンの和合成として構成する．

– 各選言肢 ψi ∧
∧
j θijと等価なオートマトンでは，

∗ LTL部分 ψiと等価な ω-正規オートマトンを構成し，
∗ 各平均利得式 θij = MP(tij) ∼ij 0の利得項 tijの組と対応するよ
うに，遷移に対する多次元重み付け関数W を定義し，

∗ 平均利得式部分
∧
j θij と対応するように，MTMP受理条件を

与える．
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[6]で定義されているMTMP受理条件は，それぞれの次元の平均利得に関す
る上極限/下極限に関する閾値条件を原子命題とするBoolean結合で与えられ
るものであり，その原子命題と平均利得式はほとんどそのまま対応させること
ができる．そのため，LTLより表現力の高い古典的な ω-正規オートマトンに，
MTMP受理条件を追加することで，LTLmp文を認識できるような拡張ω-正規
オートマトン，MTMPω-正規オートマトンを構成できる．
本章では，MTMP ω-正規オートマトンの定義を与え，その性質及び空判定
手続きについて論じる．なお，LTLmpからMTMPBA/MTMPRAへの具体的
な変換法については，8.1節で述べる．

本章の構成

まず，7.1節でこのMTMP ω-正規オートマトンの定義とその性質を述べる．
次に，7.2節でMTMP ω-正規オートマトンの認識する言語の閉包性について
述べる．そして，7.3節でMTMP ω-正規オートマトンの空判定アルゴリズム
について述べる，最後に，7.4節で，LTLmpとMTMP ω-正規オートマトンの
表現力の関係について考察する．

7.1 多閾値平均利得（MTMP）ω-正規オートマトン
MTMP ω-正規オートマトンは形式的には以下のように定義される．

定義 7.1 (MTMP ω-正規オートマトン [81]) MTMP ω-オートマトン A =

〈Q,Σ, ↪→, qinit, Acc〉は受理条件 Accが Büchi条件や Rabin条件などの正規受
理条件F と多閾値平均利得受理条件 〈W,G〉の対で与えられるオートマトンで
ある． �

MTMP ω-正規オートマトンの実行や実行上の語，パス，トレース，到達可能
性，強連結成分などのオートマトン関連の各種概念については ω-オートマト
ンと同様に定義される.

そして，MTMP ω-正規オートマトンA = 〈Q,Σ, ↪→, qinit, 〈F, 〈W,G〉〉〉は，ω-

正規受理条件BüchiF (r)あるいはRabinF (r)と多閾値平均利得受理条件MP〈W,G〉(r)

を同時に満たす無限長実行 r ∈ RunsAをもつ語 σ = word(r)を受理する．

ここで，オートマトンの呼称については 3.3節と同様の表記法を用いる．例え
ばFがRabin条件である決定性多閾値平均利得ω-オートマトンをDMTMPRA
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と表記する．また，オートマトンの認識する言語のクラスについても同様に
L(·)で表す．さらに，集積点条件Gに関しても，式 (3.67)で定義される，実
行の平均利得トレースの下極限が閾値条件∼ 0を満たすべき重み次元の集合
H∼ ⊆ {1, . . . , d}の四つ組 〈H>, H≥, H<, H≤〉の集合として与える略記を用
いる．

注意 7.2 (LTLmp平均利得式とMTMP受理条件の関係) LTLmp式で規定さ
れる言語を認識可能なオートマトンとしてMTMPBA/MTMPRAを用いるが，
LTLmp式で規定される性質のうち LTL部分についてはBüchi/Rabin受理条件
によりその特徴を捉えることができる．
一方，LTLmp平均利得式で規定される性質はMTMP受理条件でその特徴を
捉える．直観的には，W は，

• それぞれのm番目次元成分W [m]と

• LTLmp利得項 tm

を対応させることを意図した重み関数である．それにより，任意の実行 rに対
して，平均利得トレースmpW [m](r)と tmの解釈を一致させる．Gは，

• mがH∼の要素であることと

• LTLmp平均利得リテラルMP(tm) ∼ 0

及び，

• 四つ組 〈H>, H≥, H<, H≤〉（の集合）と

• 平均利得リテラルの連言（の選言）

を対応させることを意図した重みインデックス集合の四つ組の集合である．
なお，LTLmpからMTMPBA/MTMPRAへの具体的な変換法については，

8.1節で述べる． �

例 7.3 MTMPBA A = 〈{q0, q1, q2}, 2{p0,p1}, {δ1, . . . , δ6}, q0, 〈{q0}, 〈W,G〉〉〉 を
考える（図 7.1）．ここで，命題の集合 ∅，{p0}，{p1}をそれぞれA，B，Cと
略記し，遷移関係は以下のように与えられるものとする．

δ1 = 〈q0, A, q1〉, δ2 = 〈q1, A, q1〉,
δ3 = 〈q1, B, q0〉, δ4 = 〈q0, A, q2〉,
δ5 = 〈q2, A, q2〉, δ6 = 〈q2, C, q0〉. (7.1)
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また，W とGは以下のような二次元重み関数と多閾値平均利得受理条件であ
るとする．

W [1](δ) =

{
−1 if δ ∈ {δ1, δ2, δ3},
1 otherwise,

(7.2)

W [2](δ) =


−1 if δ = δ3,

1 if δ = δ6,

0 otherwise,

(7.3)

G = {〈∅, H≥, ∅, H≤〉}, (7.4)

H≥ = {2}, (7.5)

H≤ = {1}. (7.6)

Büchi受理条件 Büchi{q0}より，このオートマトンの受理言語は明らかに ω-

正規言語 (A+(B+C))ωの部分集合である．また，重み関数W [1]は，Büchi受
理条件を考慮すれば「A until Bを満たす時刻では利得−1，そうでない時刻
では利得 1を与える」ものと解釈できる．一方，重み関数W [2]は，「Bに利得
−1，Cに利得 1を与える」ことを表している．そして，H≥ = {2}であること
から，このオートマトンに受理される語では「実行時間に対する “CとBの出
現数差”の割合の下極限が 0以上」である．また，H≥ = {1}であることから，
このオートマトンに受理される語では「実行時間に対する “A until Bを満た
している時間満たしていない時間の差”の割合の下極限が 0以下」である．
ここで，以下のような二つの実行を考える．

r1 = (δ1δ3)
1δ4δ6(δ1δ3)

2δ4δ6 . . .

r2 = (δ1δ3)(δ4δ
22−2
5 δ6)(δ1δ

23−2
2 δ3)(δ4δ

24−2
5 δ6) . . . .

このとき，どちらの実行も Büchi受理条件 {q0}は満たしている．また，実行
r1上の利得トレース payoffW (r1)は，

payoffW (r1) =

((
-1

0

)(
-1

-1

))1(
1

0

)(
1

1

)((
-1

0

)(
-1

-1

))2(
1

0

)(
1

1

)
. . .

この r1上の平均利得トレースmpW (r1)は明らかに (W (δ1) +W (δ3))/2，すな
わち，〈−1,−1/2〉へ収束する．よって，実行 r1は，2番目次元の平均利得ト
レースの下極限（と上極限）が閾値条件≥ 0を満たさないため，受理されな
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図 7.1: 例 7.3のMTMPBA A．

い．一方で，実行 r2上の利得トレース payoffW (r2)は，
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である．そしてこのとき，r1 は，1番目次元の平均利得トレースの下極限が
−1/3であるため閾値条件≤ 0を満たし，1番目次元の平均利得トレースの下
極限（と上極限）が 0であるため閾値条件≥ 0を満たすため，受理される．�

7.2 閉包性
本節では，MTMP ω-正規オートマトンが認識する言語のクラスの閉包性に
ついて述べる．
和/積に関する閉包性を示すには，二つMTMP ω-正規オートマトンからそ
れらの認識する言語の和集合/積集合を認識するMTMP ω-正規オートマトン
を合成できればよい．これは，ω-正規オートマトンの和合成/積合成法と同様
の構成法を適用すればよい．ただし，MTMP ω-正規オートマトンの受理条件
は「F かつG」で与えられるため，和合成については工夫が必要である．以下
では，MTMPBAの和合成/積合成法の直観的アイディアを示す．

和: BAの和合成と同様の構成法で元の二つのオートマトンを非決定的に模
倣するオートマトンを合成し，また，模倣している方のオートマトンと
同様の利得を与えることで利得トレースも模倣するオートマトンを構成
する．なお，ここでは元の二つのオートマトンの重み関数の次数が等し
いと仮定している．もし次数が異なっていても，受理言語が同じ次数が
大きなオートマトンは容易に構成できる（式 (3.65)）ため，一般性を失
わない．
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利得トレースを模倣するためには d次元の重み関数があればよいが，ど
ちらのオートマトンを模倣しているかを認識するためにはさらに 1次元
が必要である．この d + 1番目の次元がない場合，一方の Büchi受理条
件 F かつ他方の平均利得受理条件G′を満たす語を受理してしまう可能
性がある．よって，和合成MTMPBAの d+ 1次元重み関数は，1-d番目
の次元については模倣している方のオートマトンと同じ利得を，(d+ 1)

番目の次元については一方を模倣するときには常に 1，もう一方を模倣
するときには常に 0の利得を与えればよい．そして，和合成MTMPBA

の平均利得受理条件でどちらのオートマトンを模倣しているか（つまり
(d+ 1)番目の次元の平均利得）を考慮にいれた上で設定すればよい．こ
れにより，二つのMTMPBAの認識する言語の和集合を認識する (d+1)

次元MTMPBAを得ることができる．

積: BAの積と同様の構成法で同期合成オートマトンを合成し，その上で二
つのオートマトンの利得トレースをどちらも模倣するように重み関数を
定義し，また，その重みの上で元の平均利得受理条件の連言を意味する
平均利得受理条件を与えればよい．二つのMTMPBAの認識する言語の
和集合を認識する (d + 1)次元MTMPBAを得ることができる．これに
より，二つのMTMPBAの認識する言語の積集合を認識するMTMPBA

を得ることができる．

具体的な構成法は，補題 7.5と補題 7.6に示す．これにより，以下の定理が
成り立つ．

定理 7.4 (MTMP ω-正規オートマトンの和と積に関する閉包性 [97]) MTMP

ω-正規オートマトンが認識する言語のクラスは和集合と積集合に関して閉じて
いる． �

証明．本論文ではMTMPBAの場合のみを示す．補題 7.5と補題 7.6より，二
つのMTMPBAの認識する言語の和集合，積集合を認識するMTMPBAを合
成できる．以上により示された． �

補題 7.5 (MTMPBAの和オートマトンの構成法) QとQ′を互いに素である
状態の集合，A = 〈Q,Σ, ↪→, qinit, 〈F, 〈W,G〉〉〉とA′ = 〈Q′,Σ, ↪→′, q′init, 〈F ′, 〈W ′, G′〉〉〉
を d次元重み付きMTMPBAとする．
このとき，以下のような (d + 1)次元重み付きMTMPBA A′′ = 〈Q ∪ Q′ ∪

{q′′init},Σ, ↪→ ∪ ↪→′ ∪ ↪→′′, q′′init, 〈F ∪ F ′, 〈W ′′, G′′〉〉〉 は L(A) ∪ L(A′)を認識す
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る．ただし，

↪→′′ = {〈q′′init, a, q〉 | 〈qinit, a, q〉 ∈↪→}
∪ {〈q′′init, a, q′〉 | 〈q′init, a, q′〉 ∈↪→′},

W ′′(〈q, a, q′〉) =

{
〈W [1](〈q, a, q′〉), . . . ,W [d](〈q, a, q′〉), 1〉 if q′ ∈ Q,

〈W ′[1](〈q, a, q′〉), . . . ,W ′[d](〈q, a, q′〉), 0〉 otherwise,

G′′(·) = (min πd+1(·) ≥ 1 ∧G(·)) ∨ (maxπd+1(·) ≤ 0 ∧G′(·)).
�

証明．A′′は，AとA′の遷移関係 ↪→と ↪→′，そして，両方の初期状態を模倣す
る新たな初期状態 q′′initからの遷移関係 ↪→′′をもつ．よってA′′の実行は，Aと
A′のどちらかの実行を模倣する．そして，Aを模倣するときには d+ 1次元目
の利得トレースは常に 1，A′を模倣するときには d+ 1次元目の利得トレース
は常に 0である．
そのため，minπd+1(·) ≥ 1を満たすA′′の実行上にはQ′に含まれる状態，つ
まり，F ′に含まれる状態は出現しない．よって，ある語に対して，A′′の実行
r′′ = 〈q′′init, a0, q1〉〈q1, a1, q2〉 . . .が Büchi受理条件 BüchiF∪F ′(r′′)，MTMP受理
条件MPW ′′,G′′(r′′)及びmin πd+1(·) ≥ 1を満たすならば，かつそのときに限り，
AにはBüchi受理条件BüchiF (r)かつMTMP受理条件MPW,G(r)を満たす実
行 r = 〈qinit, a0, q1〉〈q1, a1, q2〉 . . .が存在する．同様の事実がA′についても成り
立つ．
従って，A′′はAまたはA′に受理される語の集合を認識する. �

補題 7.6 (MTMPBAの積オートマトンの構成法) QとQ′を互いに素である
状態の集合，A = 〈Q,Σ, ↪→, qinit, 〈F, 〈W,G〉〉〉とA′ = 〈Q′,Σ, ↪→′, q′init, 〈F ′, 〈W ′, G′〉〉〉
をそれぞれ d次元重み付きMTMPBAと d′次元重み付きMTMPBAとする．
このとき，以下のような (d + d′)次元重み付きMTMPBA A′′ = 〈Q×Q′ ×

{0, 1},Σ, ↪→′′, 〈qinit, q′init, 0〉, 〈F ′′, 〈W ′′, G′′〉〉〉 は L(A) ∩ L(A′)を認識する．た
だし，

〈〈q1, q′1, i〉, a, 〈q2, q′2, j〉〉 ∈ ↪→′′ ⇔ (〈q1, a, q2〉 ∈ ↪→ ∧
δ′〈q′1, a, q′2〉 ∈ ↪→′ ∧
(i = 0 ⇒ (q1 ∈ F ⇔ j = 1)) ∧
(i = 1 ⇒ (q′1 ∈ F ′ ⇔ j = 0))),

W ′′(δ′′) = 〈W [1](δ), . . . ,W [d](δ),W ′[1](δ′), . . . ,W ′[d′](δ′)〉,
F ′′ = {〈q, q′, 0〉 | q ∈ F},

G′′(·) = G(·) ∧G′[π1, . . . , πd′/πd+1, . . . , πd+d′ ](·).
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�
証明．遷移関係 ↪→′′の構成法から，任意の語 σ = a0a1 . . .に対して，A′′上に
実行 r′′ = 〈〈qinit, q′init, i0〉, a0, 〈a1, a

′
1, i1〉〉〈〈q1, q′1, i1〉, a1, 〈a2, a

′
2, i2〉〉 . . . が存在す

るならば，A上には実行 r = 〈qinit, a0, a1〉〈q1, a1, a2〉 . . .，A′ 上には実行 r′ =

〈q′init, a0, a
′
1〉〈q′1, a1, a

′
2〉 . . . が存在している．

A′′の状態 〈q, q′, i〉のラベル iは，BAの積合成法と同様に，F や F ′に含ま
れる状態を訪れた履歴を表すものである．↪→′′では，（a）0ラベル付きの状態
〈q, q′, 0〉からは，q ∈ F のとき 1ラベル付きの状態へ，そうでないとき 0ラベル
付きの状態への遷移し，（b）1ラベル付きの状態 〈q, q′, 1〉からは，q′ ∈ F ′のと
き 0ラベル付きの状態へ，そうでないとき 1ラベル付きの状態への遷移する．
よって，rが Büchi受理条件 BüchiF (r)を満たし，かつ r′ が Büchi受理条
件 BüchiF ′(r′)を満たすならば，かつそのときに限り，r′′ は Büchi受理条件
BüchiF ′′(r′′)を満たす．そして，A′′の重み関数W ′′は，1-d次元でAの重み関数
を，(d+1)-(d+d′)次元でA′の重み関数をそれぞれ保存しており，また，多閾値
平均利得受理条件G′′はそれに対応した閾値条件に言及するように次元を再設定
している．よって，rと r′がMTMP受理条件MPW,G(r)とMPW ′,G′(r′)をそれ
ぞれ満たすならば，かつそのときに限り，r′′はMTMP受理条件MPW ′′,G′′(r′′)

を満たす．
従って，A′′はAとA′のどちらにも受理される語の集合を認識する． �
　
また，決定性のMTMP ω-オートマトンについては，以下の定理が成り立つ．

定理 7.7 (決定性MTMP ω-正規オートマトンの和と積に関する閉包性) 　　
DMTMPBA/DMTMPRAが認識する言語は積集合に関して閉じている． �

証明．補題 7.6に示されている積合成法は，元のオートマトンが決定性であれ
ば積合成オートマトンも決定性のものを得ることができる．以上により示さ
れた． �

7.3 空判定
MPBAの空判定手続きは，Bokerらによって，LTLmpのフラグメントであ
る LTLlimのモデル検査手続きの一部として暗に提案されている [19]．つまり，
LTLlimのモデル検査を実質的にはMTMPBAの空判定に帰着している．その
アルゴリズムは，MTMP受理条件のみを受理条件としてもつオートマトンの
空判定手続き [6]を基に，Büchi受理条件も考慮するように改良したものであ
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る．しかしながら，そのアルゴリズムはオートマトンのサイズに対して指数時
間の計算量を要する非効率的なものであった．
本研究では Bokerらの手法とは異なり，MPBAの空判定問題を線形制約充
足問題（linear constraint satisfaction problem，LCSP）に帰着して解く効率
的なアルゴリズムを提案する [81]．
本節では，まず 7.3.1項でMPBAがBüchi受理条件を満たす実行をもつ必要
充分条件とそれに関連した補題を示す．次に，7.3.2項でMPBAが平均利得受
理条件を満たす実行をもつ必要充分条件について述べ，7.3.3項でその必要充
分条件を線形制約で表現するアイディアについて述べる．最後に 7.3.4項で空
判定手続きとその正当性の証明を与える．

7.3.1 Büchi受理実行存在の必要充分条件
d次元MTMPBA A = 〈Q,Σ, ↪→, qinit, 〈F, 〈W,G〉〉〉のBüchi受理条件を満た
す実行は，明らかにBA 〈Q,Σ, ↪→, qinit, F 〉の受理実行である．このBAの受理
実行が存在するための必要充分条件は，初期状態 qinitから到達可能かつ非自
明な極大強連結成分（MSCC）〈Q′, ↪→′〉 ∈ MSCCA が存在し，以下の条件を満
たすことである．

(i). F ∩Q′ 6= ∅，すなわち，受理状態集合 F と共通部分をもつ．

この条件が成り立つならば，かつそのときに限り，〈Q′, ↪→′〉上には，qinitから
受理状態 q ∈ F ∩ Q′への実行断片 r0と qから qへの閉路 r1 ∈ (↪→′)+が存在
する．よって，それらから構成される実行 r0(r1)

ωは明らかにBüchi受理条件
BüchiF (r0(r1)

ω)を満たす．
また，以下の補題が成り立つ．

補題 7.8 MTMPBA A = 〈Q,Σ, ↪→, qinit, 〈F, 〈W,G〉〉〉の初期状態 qinitから到達
可能かつ非自明なMSCC 〈Q′, ↪→′〉 ∈ MSCCAに関して以下の条件が成り立つ．

∃r ∈ RunsA.(Inf(r) ∩Q′ 6= ∅ ∧ F ∩Q′ 6= ∅ ∧ MPW,G(r))

⇔ ∃r ∈ RunsA.(Inf(r) ∩Q′ ∩ F 6= ∅ ∧ MPW,G(r)). (7.7)

�

証明．左辺式⇐右辺式は自明であるため，以下では左辺式⇒右辺式を示す．
左辺式を成立させる実行 r ∈ RunsAを考える．この rは明らかに r0δ0δ1 . . . ∈

(↪→)∗(↪→′)ωという形をもつ実行である．また，Q′はFと共通部分をもつMSCC
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であるため，任意の q ∈ Q′について，qから qへ受理状態 qF ∈ F を経由して到
達する長さ 2 · |Q′|以下の閉路 rFq ∈ (↪→′)+が存在する．そのため，qi = post(δi)

（i ∈ N）としたとき，δ0δ1 . . .の 2i番目の遷移 δ2iの後に閉路 rFq2i を挿入した実
行 r′を構成できる．

r′ = r0δ0δ1r
F
q1
δ2r

F
q2
δ3 . . . δ2ir

F
q2i
δ2i+1 . . . (7.8)

この r′は明らかに Inf(r′) ∩ Q′ ∩ F 6= ∅を満たす．ここで，r′上の閉路族 rFq2i
の出現頻度は 0に収束するため，任意の jについて以下の等式が成り立つ．

lim inf
n→∞

mpW [j](r
′)[n] = lim inf

n→∞
mpW [j](r)[n]. (7.9)

以上により，MPW,G(r′)及び右辺式が成り立つ． �

7.3.2 平均利得受理実行存在の必要充分条件
補題 7.8より，d次MTMPBA A = 〈Q,Σ, ↪→, qinit, 〈F, 〈W,G〉〉〉について，「受
理状態集合F と共通部分をもつMSCC 〈Q′, ↪→′〉を無限にしばしば訪れ，かつ，
平均利得受理条件MPW,G(r)を満たす実行」が存在するならば，かつそのとき
に限り，Büchi受理条件とMTMP受理条件を同時に満たす実行が存在する．そ
こで本節では，初期状態 qinitから到達可能かつ非自明なMSCC 〈Q′, ↪→′〉に含
まれる状態を無限にしばしば訪れ，かつ，四つ組 g = 〈H>, H≥, H<, H≤〉のみ
の単集合に関するMTMP受理条件MPW,{g}(r)を満たす実行 rが存在する必要
充分条件を考える．
ここでまず，〈Q′, ↪→′〉中の状態を無限にしばしば訪れる実行 rの d次元平均
利得トレースmpW (r) ∈ (Rd)ωが無限にしばしばその近傍を通り得るベクトル
（標準Euclidean空間Rd上の点）について考える．q ∈ Inf(r) ∩Q′を満たす実
行 rは，初期状態 qinitから qへの実行断片 r0と，qから qへの無限個の閉路
r1, r2, . . .の連結 r0r1r2 . . .であり，それぞれの閉路 rl（l ∈ N>0）が単純閉路の
有限回の連結/挿入で構成されている．よって，rの平均利得トレースmpW (r)

が無限にしばしばその任意の近傍を通るベクトルは，rのそれぞれの時点まで
の単純閉路総出現数に対する各単純閉路の出現比を表すベクトルが無限にしば
しばその任意の近傍に近づく比で特徴付けることができる．
ここで，〈Q′, ↪→′〉上の単純閉路の個数を n（= O(2|↪→

′|)）とし，単純閉路集
合CA

simp(〈Q′, ↪→′〉) = {r1, . . . , rn}中の閉路の出現比を表す零ベクトルでない非
負ベクトル y ∈ Rn

≥0を考える．ただし，yは単純閉路 rm ∈ CA
simp(〈Q′, ↪→′〉) で

インデックス付けされているものとし，y[rm]で rmに対応する値を表す．この
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とき，任意の yに対して，平均利得トレースmpW (r)が以下のように定義され
るベクトル cWy ∈ Rdに収束するような実行 rが存在する．

cWy =

n∑
m=1

y[rm] ·
|rm|−1∑
i=0

w(rm[i])


n∑

m=1

(y[rm] · |rm|)
. (7.10)

直観的には，cWy は単純閉路 r1, . . . , rnのみが比y[r1], . . . ,y[rn]で現れる際の利
得の平均値を表している．
〈Q′, ↪→′〉はSCCであるため，ある実行断片r′1, . . . , r

′
nが存在し，r1r′1 · · · rnr′n ∈

(↪→′)+ という大きな閉路が存在する．ここで，yの要素がすべて自然数である
場合を考える．このとき，閉路族

ry(i) = (r1)
y[r1]·ir′1 · · · (rn)y[rn]·ir′n

（i ∈ N>0）から構成される実行

ry = r0(ry(1))(ry(2)) . . .

が存在する．閉路 ry(1) . . . ry(i)の長さ |ry(1) . . . ry(i)|はΘ(i2)であり，この閉
路上の y[rm] > 0であるそれぞれの単純閉路 rmの出現数もΘ(i2)である．一
方，この閉路上のそれぞれのパス r′mの出現数は iである．従って，実行 ryの
平均利得トレースmpW (ry)は cWy に収束する．yの要素が自然数でない場合
でも，単純閉路出現比がyに収束するような実行が構成でき，その平均利得ト
レースはやはり cWy に収束する．つまり，任意の実数比 yについて，「S中の状
態を無限にしばしば訪れ，かつ，その平均利得トレースが cWy の任意の近傍を
無限にしばしば通るような実行」が存在する．
以上の事実から，以下の補題が成り立つ．

補題 7.9 g = 〈H>, H≥, H<, H≤〉を重みインデックス集合の四つ組とする．こ
のとき，初期状態 qinitから到達可能かつ非自明なMSCC 〈Q′, ↪→′〉 に含まれる
状態を無限にしばしば訪れる実行集合 {r ∈ RunsA| Inf(r) ∩ Q′ 6= ∅}の中に，
平均利得受理条件MPW,{g}(r)を満たす実行 rが存在する必要充分条件は，条
件 (ii-1)-(ii-3)をすべて満たすことである．

(ii-1). H< = H≤ = ∅ならば，〈Q′, ↪→′〉上の単純閉路集合 CA
simp(〈Q′, ↪→′〉)の出

現比を表す非零かつ非負のベクトル y ∈ R|CA
simp(〈Q′,↪→′〉)|

≥0 が存在し，以下
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の条件を満たす．

∀� ∈ {>,≥}.h ∈ H�.cWy [h] � 0. (7.11)

(ii-2). H< 6= ∅ならば，それぞれの h′ ∈ H< について，〈Q′, ↪→′〉上の単純閉
路集合 CA

simp(〈Q′, ↪→′〉)の出現比を表す非零かつ非負のベクトル yh′ ∈
R|CA

simp(〈Q′,↪→′〉)|
≥0 が存在し，以下の条件を満たす．

∀� ∈ {>,≥}.h ∈ H�.cWyh′ [h] � 0 ∧ cWyh′ [h
′] < 0. (7.12)

(ii-3). H≤ 6= ∅ならば，それぞれの h′′ ∈ H≤ について，〈Q′, ↪→′〉上の単純閉
路集合 CA

simp(〈Q′, ↪→′〉)の出現比を表す非零かつ非負のベクトル yh′′ ∈
R|CA

simp(〈Q′,↪→′〉)|
≥0 が存在し，以下の条件を満たす．

∀� ∈ {>,≥}.h ∈ H�.cWyh′′ [h] � 0 ∧ cWyh′′ [h
′′] ≤ 0. (7.13)

�

証明．まず，H< = H≤ = ∅を仮定する．このとき，明らかに，条件 (ii-1)を
成立させるベクトルyが存在するならば，かつそのときに限り，「〈Q′, ↪→′〉に含
まれる状態を無限にしばしば訪れ，かつ，単純閉路出現比がyに収束する実行
r」が存在する．この rの平均利得トレースmpW (r)は cWy に収束するため，条
件 (ii-1)を成立させるベクトル yが存在するならば，かつそのときに限り，平
均利得受理条件MPW,{g}(r)を満たす実行 rが存在する．
次に，H< 6= ∅またはH≤ 6= ∅を仮定する．ここで，条件 (ii-2)と条件 (ii-3)が
成り立つならば，かつそのときに限り，ベクトルyh′1 , . . . ,yh′|H<|

,yh′′1 , . . . ,yh′′|H≤|

が存在し，以下の条件が成り立っている．

∀y′ ∈ {yh′1 , . . . ,yh′|H<|
,yh′′1 , . . . ,yh′′|H≤|

}.� ∈ {>,≥}.h ∈ H�.cWy′ [h] � 0.

(7.14)

このとき，任意のh ∈ H�について全称的閾値条件 lim infn→∞ mpW [h](r
′)[n]�0

を満たし，かつ，単純閉路出現比が各ベクトル yh′1 , . . . ,yh′|H≤|
,yh′′1 , . . . ,yh′′|H≤|

の任意の近傍を無限にしばしば通るような実行 r′を構成できる．また，r′の
構成及び，式 (7.12)と式 (7.13)より，任意の h ∈ H�について存在的閾値条
件 lim infn→∞ mpW [h](r

′)[n] � 0も成り立っている．従って，条件 (ii-2)と条件
(ii-3)が成り立つならば，かつそのときに限り，MPW,{g}(r

′)を満たす実行 r′が
存在する．
以上により示された． �
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7.3.3 線形制約を用いた平均利得受理実行存在の必要充分条件
の表現

本節では，前節の補題 7.9の条件 (ii-1)-(ii-3)を線形制約で表現するためのア
イディアについて述べる．
本研究では，そのような線形制約を | ↪→′ |次元非負変数ベクトルx上で与え
る．ここで，ベクトル xは遷移 δ ∈↪→′でインデックスが付けられており，遷
移 δに対応する xの要素を x[δ]と表記する．このベクトル xは ↪→′上の遷移出
現数（出現比）を表現することを意図した変数である．つまり，S上の単純閉
路集合CA

simp(〈Q′, ↪→′〉) = {r1, . . . , rn}に対して，単純閉路出現比 yは以下のよ
うな遷移出現比 xと対応する．

x[δ] =
n∑

m=1

(y[rm] · Occδ(rm)) . (7.15)

ただし，Occδ(rl)は閉路 rl中に出現する遷移 δの数とする．

単純閉路出現比を表現するための線形制約

非負ベクトル xが，SCC S上の単純閉路出現比 yを表現するために満たす
べき線形制約について述べる．
遷移 δの出現比（出現数）x[δ]の満たすべき条件は以下のような線形制約と
して表現できる．

uTx > 0, (7.16)

AA,〈Q′,↪→′〉
cyc x = 0. (7.17)

ただし，uはすべての要素が 1の | ↪→′ |次元実係数ベクトル，0はすべての要
素が 0の |Q′|次元実係数ベクトル，A

A,〈Q′,↪→′〉
cyc は以下のように定義される |Q′|

行 | ↪→′ |列実係数行列である．

AA,S
cyc [q, δ] =


1 if pre(δ) = q 6= post(δ),

−1 if post(δ) = q 6= pre(δ),

0 otherwise.

(7.18)

ここで，A
A,〈Q′,↪→′〉
cyc の行は状態 q ∈ Q′，列は遷移 δ ∈↪→′でインデックスが付け

られており，q行 δ列の要素をA
A,〈Q′,↪→′〉
cyc [q, δ]と表記する．このとき，式 (7.16)
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は遷移出現総数が 0でない，すなわち，yが零ベクトルでないことを表現して
いる．また，式 (7.17)の左辺ベクトルA

A,〈Q′,↪→′〉
cyc xの q行目は，「qへ入る遷移の

出現数の総和」と「qから出る遷移の出現数の総和」の差を表している．従っ
て，式 (7.16)と (7.17)を同時に満たす xは単純閉路出現比 yを表現している．

平均利得に関する制約

前節の補題 7.9の条件 (ii-1)-(ii-3)は，S 上の単純閉路出現比が yに収束す
る実行の平均利得収束値 cWy の要素に関する閾値条件で与えられている．そこ
でまず，x上での cWy の表現について考える．ここで，任意の単純閉路 rm ∈
CA

simp(〈Q′, ↪→′〉)に関して以下の性質が成り立つ．

|rm| =
∑

δ∈∆(S)

Occδ(rm), (7.19)

|rm|−1∑
i=0

W (ρm[i]) =
∑

δ∈∆(S)

Occδ(rm) ·W (δ). (7.20)

そのため，式 (7.15)で与えられる xに関するW の加重平均1WMx(W )は cWy
と一致する．

WMx(w) =

∑
δ∈↪→′

x[δ] · w(δ)∑
δ∈↪→′

x[δ]
= cwy . (7.21)

よって，cWy の要素に関する閾値条件は，x上ではこの加重平均に関する制約
として与えられる．具体的には，重みインデックスの集合H ⊆ {1, . . . , d}に関
する閾値条件 ∀h ∈ H.cWy [h] ∼ 0 は以下のような線形制約として表現できる．

AA,〈Q′,↪→′〉
mp (H) x ∼ 0. (7.22)

ただし，行列A
A,〈Q′,↪→′〉
mp (H)は以下のように定義される |H|行 | ↪→′ |列実係数

行列である．

AA,〈Q′,↪→′〉
mp (H)[h, δ] = W [h](δ). (7.23)

このとき，式 (7.22)の h行目の制約は，cWy [h] = WMx(W )[h] ∼ 0が成り立つ
ことを表している．

1ここでは xが重さ，W がデータである．
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7.3.4 空判定手続き
7.3.3節より，重みインデックス集合の四つ組 g = 〈H>, H≥, H<, H≤〉とSCC

〈Q′, ↪→′〉に対して，補題 7.9の条件 (ii-1)-(ii-3)はそれぞれ以下の条件 (ii-1’)-(ii-

3’)と等価である．

(ii-1’) H< = H≤ = ∅ならば，線形制約 LC
A,〈Q′,↪→′〉,g
univ (x)を満たす | ↪→′ |次元非

負ベクトル xが存在する．

(ii-2’) H< 6= ∅ならば，それぞれのh′ ∈ H<に対して線形制約LC
A,〈Q′,↪→′〉,g,h′
< (xh′)

を満たす | ↪→′ |次元非負ベクトル xh′が存在する．

(ii-3’) H≤ 6= ∅ならば，それぞれのh′′ ∈ H≤に対して線形制約LC
A,〈Q′,↪→′〉,g,h′′
≤ (xh′′)

を満たす | ↪→′ |次元非負ベクトル xh′′が存在する．

ただし，LCA,〈Q′,↪→′〉,g
univ ，LCA,〈Q′,↪→′〉,g,h′

< ，LCA,〈Q′,↪→′〉,g,h′′
≤ は，以下のように定義

される |∆(S)|次元ベクトルに関する線形制約である．

LC
A,〈Q′,↪→′〉,g
univ (x) ⇔

(
uTx > 0 ∧ A

A,〈Q′,↪→′〉
cyc x = 0 ∧

A
A,〈Q′,↪→′〉
mp (H>) x > 0 ∧ A

A,〈Q′,↪→′〉
mp (H≥) x ≥ 0

)
,

(7.24)

LC
A,〈Q′,↪→′〉,g,h′
< (x) ⇔

(
LC

A,〈Q′,↪→′〉,g
univ (x) ∧ AA,〈Q′,↪→′〉

mp ({h′}) x < 0
)
, (7.25)

LC
A,〈Q′,↪→′〉,g,h′′
≤ (x) ⇔

(
LC

A〈Q′,↪→′〉,g
univ (x) ∧ AA,〈Q′,↪→′〉

mp ({h′′}) x ≤ 0
)
. (7.26)

補題 7.8と補題 7.9，条件 (ii-1’)-(ii-3’)より，MPBAの空判定問題は以下の
ような手続きにより解くことができる．

手続き 7.10 (MTMPBAの空判定手続き) 　
入力：d-次元MTMPBA A = 〈Q,Σ, ↪→, qinit, 〈F, 〈W,G〉〉〉
出力：L(A) = ∅か否か

1. G′ := Gとする．

2. Aの SCC分解を行い，MSCC集合MSCCAを計算する．

3. G′ = ∅のとき「L(A) = ∅」を出力して終了する．そうでないとき，g :=

g′ ∈ G′，G′ := G′ \ {g}とする．

4. M := {〈Q′, ↪→′〉 | 〈Q′, ↪→′〉 ∈ MSCCA ∧Q′ ∩ F 6= ∅}とする．
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5. M = ∅のとき，ステップ 3へ．そうでないとき 〈Q′, ↪→′〉 := 〈Q′′, ↪→′′〉 ∈
M，M := M \ {〈Q′, ↪→′〉}とする．

6. Sと gに関して条件 (ii-1’)-(ii-3’)のすべてを満たすか判定する．満たす
とき「L(A) 6= ∅」を出力して終了する．そうでないときステップ 5へ．

• 条件 (ii-1’)-(ii-3’)を満たす，すなわち，線形制約式 (7.24)-(7.26) を
満たす解が存在するかは，LCSPを解くことで決定する． �

この手続きに関して，以下の定理が成り立つ．

定理 7.11 (MTMPBAの空判定手続きの正当性と計算量) MTMPBAの空判
定問題は，手続き 7.10により多項式時間で決定可能である． �

証明．補題 7.9と条件 (ii-1’)-(ii-3’)より，「MSCC 〈Q′, ↪→′〉とある重みインデッ
クス集合の四つ組 g ∈ Gが存在し，条件 (ii-1’)-(ii-3’)のすべてを満たす」なら
ば，かつそのときに限り，Inf(r) ∩Q′ 6= ∅かつMPW,G(r)を満たす実行 rが存
在する．また，補題 7.8より，その 〈Q′, ↪→′〉がQ′ ∩F 6= ∅ならば，かつそのと
きに限り，Inf(r) ∩Q′ ∩ F 6= ∅，BüchiF (r′)かつMPW,G(r′)を同時に満たす実
行 r′が存在する．従って，手続き 7.10は正当な空判定手続きである．
ここで，SCC Sとg ∈ Gに関するLCSPの変数の個数は | ↪→′ |，線形制約式の
個数は高 |々Q′|+2d+2である．また，SCCの極大性より

∑
〈Q′,↪→′〉∈MSCCA |Q′| ≤

|Q|である．よって，MTMPBA Aの空判定問題は |Q|，|G|，dに関して多項
式時間で決定可能である． �
　
本研究の空判定アプローチは，[6]と [19]で用いられているアプローチより
効率的である．[6]と [19]の手法では，各MSCC 〈Q′, ↪→′〉に対して加重平均領
域X = {WMx(w) | uTx > 0, A

A,〈Q′,↪→′〉
cyc x = 0} を明示的に計算した上で，線

形制約式 (7.24)-(7.26)を満たす解を探索している．このXは，領域 {cWy | y ∈
(R≥0)

|CA
simp(〈Q′,↪→′〉)| ∧uTy = 1}と一致し，注目している 〈Q′, ↪→′〉上の単純閉路

の平均利得をすべて含む最小の凸包である．オートマトン上の単純閉路の個数
|CA

simp(〈Q′, ↪→′〉)|は高々| ↪→ ||Q|個であるため，X の明示的計算には |Q|につ
いて指数時間が必要となる．一方，本研究のアルゴリズムは，X全体を明示的
に計算せずに線形制約を満たす解を直接求める．それにより，|Q|について多
項式時間の計算量で空判定できる．
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7.4 表現力
LTL仕様のモデル検査や充足/実現可能性判定では，仕様を満たす言語を認
識する非決定性/決定性オートマトンへ変換し，それを利用して検証するとい
うオートマトンベースの手法がしばしば用いられている．
本節では，LTLmp文とMTMPRAの表現力に関して，以下が性質が成り立
つことを示し，また，それに関連した議論を行う．

1. L(DMTMPRA) ( L(MTMPRA),

2. L(LTLmp) ⊆ L(MTMPRA),

3. L(LTLmp) 6⊆ L(DMTMPRA),

4. L(LTLmp) 6⊇ L(DMTMPRA).

7.4.1 決定性 vs. 非決定性 MTMP ω-正規オートマトン
古典的なω-オートマトンでは，DBAはBAより表現力が真に小さいが，DRA

はRAと同じ表現力を持っている．本項では，古典的ω-オートマトンとは異な
り，DMTMPRAはMTMPRAより表現力が真に小さいことを示す．

ここで，例 7.3の図 7.1のオートマトンの受理言語L(A)を認識するDMTM-

PRA A′ = 〈Q′, 2{p1,p2},∆′, q′0, 〈F ′, 〈W ′, G′〉〉〉（状態数 |Q′|をnとする）を考え
る．このとき，(A+(B+C))∗L(A) = L(A)であるため，A′の初期状態 q′0から
任意の有限語 σ′ ∈ (A+(B + C))+で初期状態に戻る DMTMPRAも存在して
いるはずである．そのため，以下を仮定しても一般性は失われない．

• q′0
(A+(B+C))+

↪−−−−−−−→
′
q′0.

ここで無限長語 σacc = (AnBAnC)ω ∈ Σω を考える．この σaccに対するAの
実行の平均利得トレースは明らかに 〈0, 0〉に収束する．また，その実行では q0を
無限にしばしば訪れるため，Aはσaccを受理する．A′はL(A)を認識するため，
σaccはA′にも受理される．そして語 σaccに対する実行が存在し，その実行は
RabinF ′とMPw′

G′を満たしているはずである．ここで，A′の状態数がnであるこ
とから，q′0を始点とした有限長語Anに対する実行断片上ではある状態 q′を複
数回訪れているはずである．すなわち，ある自然数 i, j（i ≥ 0, j > 0, i+j = n），
状態 q′ ∈ Q′と以下のよう実行断片が存在する（図 7.2）．



144 第 7章 ω-正規オートマトンの平均利得拡張

?
q′0
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図 7.2: L(A)を認識する決定性MPRAの構造的特徴．

• q′0
Ai

↪−→
′
q′

Aj

↪−→
′
q′

B+C
↪−−→ q′0.

A′は決定的であるため，以下の二つの実行断片の長さ及び累積利得は等しい．

• q′0
Ai

↪−→
′
q′

Aj

↪−→
′
q′

B
↪−→

′
q′0

Ai

↪−→
′
q′

Aj

↪−→
′
q′

C
↪−→

′
q′0

• q′0
Ai

↪−→
′
q′

B
↪−→

′
q′0

Ai

↪−→
′
q′

Aj

↪−→
′
q′

Aj

↪−→
′
q′

C
↪−→

′
q′0

よって，A′では σaccと無限長語 σ′
acc = (An−jBAn+jC)ω ∈ Σωの利得トレース

の収束値は一致している．また，無限にしばしば訪れる状態も同じであるため，
A′は σ′

accも受理する．一方で，σ′
accに対するAの実行の第 1次元射影平均利

得トレースは明らかに 0より大きい値に収束するため，Aは σ′
accを受理しな

い．これはA′が L(A)を認識するという前提に反するよって，言語 L(A)は，
MTMPBAでは認識できるがDMTMPRAには認識できない．

定理 7.12 ([97]) L(DMTMPRA) ( L(MTMPRA)．

証明．L(DMTMPRA) ⊆ L(MTMPRA)は定義から明らか．また，上記のよう
に，MTMPBAでは認識できるがDMTMPRAには認識できない言語が存在す
る．MTMPBAからMTMPRAへは，MTMPBAの受理状態集合 F を Rabin

対集合 {〈∅, F 〉}に変更することでことで容易に変換できるため，そのような言
語はMTMPRAでは認識できる．以上により示された． �

7.4.2 LTLmp vs. 決定性MTMP ω-正規オートマトン
LTLで記述できる言語は ω-正規言語，すなわち，DRAなどが認識できる言
語の真部分集合である．そして LTLリアクティブシステム仕様の実現可能性
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判定 [68]では，仕様を記述した LTL式を決定性オートマトン変換しそれを利
用して判定を行うことができる．そして，既存の定量的合成においても，決定
性オートマトン仕様を実現し，また，確率的環境のもとで最適な戦略を合成す
る手法など提案されている [33, 16, 32]．LTLmp実現可能性についても，仕様
を記述した LTLmp式を認識する決定化オートマトンを構成できるならば既存
の手法と同様のアプローチを適用できる2．本項ではMTMPRAの認識する言
語のクラスと LTLmp文によって規定される言語のクラスの関係について論じ
る．

LTL式と等価なBA/RAを構成できるように，LTLmp文と等価なMTMPBA/

MTMPRAを構成することができるため，以下の定理が成り立つ．

定理 7.13 ([81]) L(LTLmp) ⊆ L(MTMPRA)． �

証明．補題 8.1より明らか． �
　
しかしながら，LTLと DRAの場合とは異なり，LTLmp文で記述できるが

DMTMPRAでは認識できない言語が存在するため，DMTMPRAはLTLmpよ
りも高い表現力を持っていない．

定理 7.14 ([97]) L(LTLmp) 6⊆ L(DMTMPRA)．

証明．ここで，以下のような LTLmp文 ϕ1, . . . , ϕ5を考える．

ϕ1 = ¬p0 ∧ ¬p1, (7.27)

ϕ2 = 2(¬p0 ∨ ¬p1), (7.28)

ϕ3 = 2((p0 ∨ p1) → X(¬p0 ∧ ¬p1)), (7.29)

ϕ4 = 23(p0 ∨ p1) (7.30)

ϕ5 = MP(1 − 2 · 1ψ1) ≤ 0 ∧ MP(1p1 − 1p0) ≥ 0, (7.31)

ψ = (¬p0 ∧ ¬p1)Up1. (7.32)

このとき，L(
∧

1≤i≤4 ϕi)を認識するオートマトンとして，例えば，例 7.3の
MTMPBA A等を得ることができる．
前項で述べたように，このMTMPBAはDMTMPRAでは認識できない．以
上により示された． �

2ただし，確率的環境の想定 [33, 32]や有界実現可能性判定 [74, 47]など，LTLmp仕様の実
現可能性判定の問題設定によってはオートマトンを決定化できない仕様の実現可能性判定でも
決定可能となりうる．
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ただし，DMTMPRAはDRAよりは表現力が高いため，LTLmpはDMTMPRA

よりも高い表現力を持っていない．

定理 7.15 ([81]) L(LTLmp) 6⊇ L(DMTMPRA). �

証明．定理 6.8より明らか． �
　 LTLmp文から等価な決定性オートマトンへの変換を保証するためには，何
らかの本質的な構文制限が必要である．
単純な LTLmpフラグメントとしては，未来非依存な利得項のみに制限する
フラグメントが考えられる．このような単純なフラグメントであっても，6.3

節に示されている平均コストなどの実用的な定量的要求を反映する仕様を記述
することができる．しかし，そのようなフラグメントに対しても，8.1.1項に
示した等価なMTMPBA構成法（定理 8.2）で得られるオートマトンが決定的
であることを保証できない．なぜならば，補題 7.5で示した和合成法は合成さ
れたオートマトンを非決定的にしてしまうためである．
一方，8.1.1項に示したMTMPBA構成法と定理 7.14の証明の例のように，
利得項の未来依存性はしばしばそれらを含む式を認識するオートマトンを非決
定的にするが，いくつかの未来依存な利得項を持つ文については決定性オート
マトンによって認識することができることがある．単純な例としては，Xϕの
ような有界な未来に依存する時間式の利得項をもつ平均利得式がある．このよ
うな式に対しては，オートマトン上で利得を与えるタイミングを定数ステップ
遅延させることで決定化できる．なぜならば，利得を与えるタイミングを定数
ステップ遅延させたとしても，利得トレースの平均利得の極限点集合は保存さ
れるからである．そして，非有界な未来に依存する時間式の利得項の場合にも
決定化できる場合がある．例として ϕ = ¬ϕ′ ∧ X(ϕ′Uϕ′′)という式の利得項を
考える．この時間式は，

1. ある時間 iで ϕ′が真のとき，時間 iで ϕは偽．

2. ある時間 iでϕ′が偽のとき，その後初めて¬ϕ′ ∨ϕ′′を満たす時点 jまで
の未来をみて，

• 時間 jで ϕ′′が真のとき，時間 iで ϕは真．

• 時間 iで ¬ϕ′ ∧ ¬ϕ′′が真のとき，時間 iで ϕは偽

である．この式の場合，iと jの間の時間 k（i < k < j）では明らかにϕは偽で
ある．よって，時間 iで与えるべき利得を時間 jに延期する，あるいは，時間
iで暫定的に利得を与え時間 jで必要であれば払い戻すことで平均利得トレー
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スの上極限/下極限を保存できる．なぜならば，その利得トレースの累積利得
と元の利得トレースの累積利得の差が有界であるためである．つまり，ϕの特
性変数を含む平均利得式 ψを含む LTLmpは，時間 iからみて iでの ϕの真偽
が決定できる未来の時間 jの間利得を与えるタイミングが有界個の時間点でし
か延期されないならば，決定的オートマトンで認識できる．さらに，単体の平
均利得式ψを認識するオートマトンが決定化不能であっても，それを含む文を
決定性オートマトンで認識できる場合がある．例えば，定理 7.14の証明中の
式 ϕi（1 ≤ i ≤ 4）に，以下の式 ϕ5 を加えた文

∩
1≤j≤5 ϕiを考える．

ϕ5 = 2
∨

1≤k≤10

k 個︷ ︸︸ ︷
X · · ·X p1 (7.33)

この場合，ψ1の依存する未来の時間がϕ5によって有界になるため，
∩

1≤j≤5 ϕi
はDMTMPRAでも認識できる．また，追加する式がϕ5でなくても（ϕ1, . . . , ϕ4

と合わせて）結果的に ϕ5が成り立つような式であれば決定化できる．
以上のように，LTLmpはいくつかの条件の下で等価な DMTMPRAに変換
できる．
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可能性判定

時間論理仕様の検証では，オートマトンベースのアプローチがしばしば用い
られている [85]．LTLモデル検査は，仕様 ϕの否定と等価な ω-オートマトン
A¬ϕとモデルの同期合成オートマトンの空判定に帰着して決定できる．なぜな
らば，その同期合成オートマトンの受理実行は仕様 ϕに反するモデルのパス
を表しているためである．また，LTL充足可能性判定は，仕様 ϕと等価な ω-

オートマトンAϕの非空判定に帰着して決定できる．なぜならば，そのω-オー
トマトンの受理実行上の語は仕様 ϕを満たすためである．
本章では，まずLTLmpからMTMPBA/MTMPRAへの具体的な変換法を示
し，LTLmpのモデル検査，充足可能性判定，最適化の各手法について論じる
[81]．LTLmpのモデル検査と充足可能性判定は 7.3節で与えた線形制約充足問
題（LCSP）に帰着するMTMPBA空判定アルゴリズムを用いることで，検証
を効率的に行うことができる．さらに，MTMP ω-正規オートマトンの空判定
問題が LCSPに帰着して決定できることから，LTLmp仕様に関する最適化を
線形計画法（LP法）を用いて行うことができる．ここで，LTLmp最適化とは，
「モデル上の，LTLmp仕様に従うふるまいに対する平均利得目的関数の最適化」
であり，LTLmpで記述される目的関数に関するモデル性能解析や仕様最適化
は，この LTLmp最適化に帰着可能である．

本章の構成

まず，8.1節でLTLmpからMTMPBA/MTMPRAへの具体的な変換法を示す．
そして，8.2節で LTLmpモデル検査について述べる．また，8.3節ではDTMC

に対する確率的LTLmpモデル検査を与える．8.4節では，LTLmpの充足可能性
判定手法，さらに，8.5節では，最適化手法について論じる．
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8.1 LTLmpからMTMP ω-正規オートマトンへの
変換

線形時間論理を用いた検証では，論理式と等価なオートマトンをしばしば
利用している．ここで，利得系モデル P = 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ, w〉 とAP 上の
LTLmp検査式 ϕに対して，「P |= ϕか否か」をモデル検査する場合を考える．
ただし，それぞれの自由変数は固定された変数対応関数 βを通して重み関数w

と関連付けられているものとする．ここで，¬ϕ⇔
∨
ϕiとなるMPNF式

∨
ϕi

の選言肢 ϕiについて，以下のように定義される言語 L(P , ϕi)を考える．

L(P, ϕi) = {wordΛ(ρ) ∈ (2AP )ω | ρ ∈ PathsP and wordΛ(ρ), αρw,β |= ϕi}.
(8.1)

言語L(P , ϕi)は，ϕiを満たす，すなわち，ϕに反するパス ρ ∈ PathsP 上の語
wordΛ(ρ)からなる言語である．よって，この言語 L(P , ϕi)に関して，以下の
条件が成り立つ．

P |= ϕ ⇔ ∀i.L(P , ϕi) = ∅. (8.2)

従って，P |= ϕを判定するためには，そのような言語 L(P , ϕi)を受理言語と
するMTMPBA AP

ϕi
を構成し，受理言語が空であるかを判定すればよい．さら

に，LTLmp文と等価なオートマトンも同様のMTMPBAを和合成（定理 7.4）
することで構成できる．
本節では，これらのMTMPBAの構成法について述べる．

8.1.1 連言的MPNF式を満たすモデルのふるまいを受理する
MPBAの構成法

本項では，n個の平均利得リテラルを含む連言的MPNF式ϕ = ψ∧
∧

1≤m≤n θm
に対して，L(P , ϕ)を受理言語とするMTMPBA AP

ϕ の構成法について述べる．
ここでは，P = 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ, w〉は d-次元利得系，θm = MP(tm) ∼m 0

は閾値 0の平均利得リテラル, tm =
∑

l cml · 1ψml
∏

k vmlkとする．
このAP

ϕ は，基本的には以下の手順で構成できる．

1. L(ψ)を受理言語とするBA AψとPを同期合成したオートマトンを構成
する．
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2. その同期オートマトンの遷移関係上の重み関数のm番目次元がそれぞれ
の利得項 tmと対応するように設定する．

3. その同期オートマトンのMTMP受理条件の集積点条件Gを
∧

1≤m≤n θm
に対応するように設定する．

ただし，平均利得リテラル θmの利得項 tmが未来依存であるとき，各時間で与
えられる利得は，未来のふるまいの性質を考慮して決定する必要がある．その
ため，AψとPから直接的にAP

ϕ を構成することは困難である．
ここで，ϕ中に時間演算子を含む式ψiの特性変数 1ψiが含まれていると仮定
する．このとき，L(P , ϕ)を受理言語とするMTMPBAを構成するために，そ
のようなψiに対応する新しい補助的命題 pψi 6∈ AP を導入する．この命題を予
言的命題（predictive proposition）と呼び，その集合を PP (ϕ)と書くことと
する．

PP (ϕ) = {pψ | 1ψが ϕ中に出現し，かつ，
ψはAP 上のBoolean式でない LTLmp式 } (8.3)

.

そして以下のような拡張原子命題集合 AP ∪ PP (ϕ)上の LTLmp式 ϕ′を考
える．

ϕ′ = ψ′ ∧
∧

1≤m≤n

θ′m. (8.4)

ただし，

ψ′ = ψ ∧
∧

pψi∈PP (ϕ)

2(pψi ↔ ψi), (8.5)

θ′m = MP(t′m) ∼m 0, (8.6)

t′m =
∑
l

cml · 1ψ′
ml

∏
k

vmlk, (8.7)

ψ′
ml =

{
pψml if pψml ∈ PP (ϕ),

ψml otherwise.
(8.8)

ここで新たに追加されたLTL式
∧
pψi∈PP (ϕi)

2(pψi ↔ ψi)は，予言的命題 pψiと
時間演算子を含む式ψiの真偽が常に一致しなければならないという制約を表し
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ている．よって，
∧
pψi∈PP (ϕ) 2(pψi ↔ ψi)を満たす任意の語 σ′ ∈ (2AP∪PP (ϕ))ω

と任意の変数割当 αに関して，以下の条件が成り立つ．

σ′, α |= ϕ′ ⇔ (σ′[0] ∩ AP )(σ′[1] ∩ AP ) . . . , α |= ϕ. (8.9)

このとき，拡張アルファベット 2AP∪PP (ϕ)上の言語L(ψ′)を受理言語とするBA

Aψ′ = 〈Q, 2AP∪PP (ϕ), ↪→, qinit, F 〉を考える．ここで，a′1 6= a′′1かつ a′1 ∩ AP =

a′′1 ∩AP となる文字 a′1, a
′′
1 ⊆ AP ∪PP (ϕ)が存在し，q′1

a′1
↪−→ q′2かつ q′1

a′′1
↪−→ q′2であ

ると仮定する．このとき，q′1
a′1
↪−→ q′2から続く任意の遷移列 q′1

a′1
↪−→ q′2

a′2
↪−→ q′3 . . . ∈

(↪→)ω は，受理状態 F を無限にしばしば訪れることはない．なぜならば，a′1
と a′′1 で真偽が異なる予言的命題 pψi が存在しており，遷移列 q′1

a′1
↪−→ q′2

a′2
↪−→ q′3

が受理状態 F を無限にしばしば訪れるならば，遷移列 q′1
a′′1
↪−→ q′2

a′2
↪−→ q′3も受理

状態 F を無限にしばしば訪れるため，式 (8.9)より語 (a′1 ∩ AP )(a′2 ∩ AP ) . . .

（= (a′′1 ∩AP )(a′2 ∩AP ) . . .）はψiかつ¬ψiを満たす（矛盾）．従って，Aϕ′に
関して以下の条件を仮定しても一般性は失われない．

∀a′1, a′′1 ⊆ AP ∪ PP (ϕ).(

(a′1 6= a′′1 ∧ a′1 ∩ AP = a′′1 ∩ AP ) ⇒ ∀q′1, q′2 ∈ Q′.(q′1
a′1
↪−→ q′2 ⇒ q′1 6

a′′1
↪−→ q′2).

(8.10)

このとき，Aϕ′上では，予言的命題 pψi ∈ PP (ϕ)を通して，未来依存な特性変
数 1ψiに対応する重みを定義できる．
よって，P と Aϕ′ から，AP 上の n-次元 MPBA AP

ϕ = 〈(S ∪ {sinit}) ×
Q, 2AP , ↪→′, 〈sinit, q0〉, 〈(S ∪ {sinit}) × F, 〈W,G, 〉〉を構成できる．ただし，

• sinitは Sに含まれない新しい状態，

• 遷移関係 ↪→′は，以下の二つの遷移関係の和集合，

– 初期遷移関係 {〈〈sinit, qinit〉,Λ(s), 〈s, q〉〉 | s ∈ Sinit, qinit
a′

↪−→ q and

Λ(s) = a′ ∩ AP}.

– 非初期遷移関係 {〈〈s1, q1〉,Λ(s2), 〈s2, q2〉〉 | s1 ⇀ s2, q1
a′

↪−→ q2 and

Λ(s2) = a′ ∩ AP}.

• 遷移関係 ↪→′に対する重み関数W は，Λ(s2) = a′ ∩ AP であるAψ′ の遷
移 q1

a′

↪−→ q2に対して，
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– W [m](〈〈s1, q1〉,Λ(s2), 〈s2, q2〉〉) =∑
l

(
cml ·

(
[[1ψ′

ml
]](a′)ω [0]

)
·
∏

k w[β(vmlk)](s2)

)
,

• 集積点条件Gは以下の条件を満たすインデックス集合の四つ組の単集合
{〈H>, H≥, H<, H≤〉}である．

– H∼ = {m ∈ {1, . . . , n} |∼m は ∼}.

ここで，式 (8.10)より，このオートマトン上の任意の遷移について，その重み
は一意に定まる．
これにより，以下の補題が成り立つ．

補題 8.1 L(P , ϕ) = L(AP
ϕ ) �

証明．まず，L(AP
ϕ ) ⊆ L(P , ϕ)を示す．遷移関係 ↪→′の構成から，AP

ϕ の任意の
実行 r ∈ RunsA

P
ϕ に対して，rに対応するP上のパス ρ ∈ PathsPと rに対応す

るAψ′上の実行 r′ ∈ RunsAψ′ が存在する．よって，rがAP
ϕ の受理実行である

ときに，r上の語 σ = word(r) = wordΛ(ρ)について σ, αρw,β |= ϕ （σ |= ψかつ
σ, αρw,β |=

∧
1≤m≤n θm）が成り立つことを示せばよい．ここで，rがBüchi受理

条件Büchi(S∪{sinit})×F (r)を満たすと仮定する．このとき，AP
ϕ の受理状態集合

(S ∪ {sinit}) × F とAψ′の構成より，rはBüchi受理条件BüchiF (r)を満たす．
従って，r′上の語 σ′ = word(r′)について σ′ |= ψ′が成り立つ．また，ψ′なら
ば
∧
pψi∈PP (ϕ) 2(pψi ↔ ψi) が成り立つため，式 (8.9)より，σ |= ψも成り立つ．

このとき，↪→′と重み関数W の構成及び σ′ |= ψ′から，任意のm（1 ≤ m ≤ n）
について，r上のm番目次元成分の利得トレース payoffW [m](r)と，利得項 tm
と未来非依存利得項 t′mの解釈に関して，以下の等式が成り立つ．

payoffW [m](r) = [[t′m]]
αρw,β
σ′ = [[tm]]

αρw,β
σ′ = [[tm]]

αρw,β
σ . (8.11)

従って，Gの構成から，rが平均利得受理条件MPW,G(r)を満たすならば，σ, αρw,β |=∧
1≤m≤n θmが成り立つ．よって，Büchi(S∪{sinit})×F (r)かつMPW,G(r)，すなわ
ち，r上の語 σがAP

ϕ に受理されるならば，σ, α
ρ
w,β |= ϕが成り立つ．

次に，L(AP
ϕ ) ⊇ L(P , ϕ)を示す．L(P , ϕ)に含まれる語 σ ∈ L(P , ϕ)を考え

る．このとき，L(P , ϕ)の定義（式 (8.1)）より，P上には σ = wordΛ(ρ)となる
パス ρが存在し，σ, αρw,β |= ϕが成り立つ．ここで，以下のようなAP ∪PP (ϕ)

上の語 σ′を考える．

σ′[j] = σ[j] ∪ {pψi ∈ PP (ϕ)|σ, j |= ψi}. (8.12)
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このような σ′は，σに対して一意に定まり，
∧
pψi∈PP (ϕ) 2(pψi ↔ ψi)を明らか

に満たす．よって，σ′ |= ψ′が成り立つ．そのため，Aψ′上には σ′ = word(r′)

となる実行 r′が存在し，r′は Büchi受理条件 BüchiF (r′)を満たしている．こ
のとき，遷移関係 ↪→′の構成から，AP

ϕ 上には ρと r′を同期させた実行 rが存
在している．また，AP

ϕ の受理状態集合 (S ∪ {sinit}) × F の構成とBüchiF (r′)

より，rは Büchi受理条件 Büchi(S∪{sinit})×F (r)を満たす．さらに，↪→′と重み
関数W の構成及び σ′ |= ψ′から，任意のm（1 ≤ m ≤ n）について，式 (8.11)

がここでも成り立つ．従って，σ, αrw,β |=
∧

1≤m≤n θmとGの構成から，rは平
均利得受理条件MPW,G(r)を満たす．よって，σ ∈ L(P , ϕ)ならば，AP

ϕ には
σ = word(r)となる受理実行 rが存在し，σはAP

ϕ に受理される． �
　
なお，LTL式ψ′が規定する言語L(ψ′)を受理言語とする，O(2|ψ

′|)の状態数
をもつBAはアルゴリズム的に生成できる [84, 85]．ここで，ψ′ = O(|ϕ|)であ
るため，AP

ϕ はO(|Q| · 2|ϕ|)の状態数をもつMPBAとして得ることができる．

8.1.2 LTLmp文から等価なMTMPBAへの変換
前節のオートマトン構成法を利用することで，LTLmp文が規定する言語を
受理するMTMPBAを構成できる．
ここで，全体言語 (2AP )ωを生成する状態遷移系を U とする．

U = 〈SAP , S2
AP , SAP , AP,ΛAP 〉, (8.13)

SAP = {sa | a ⊆ AP}, (8.14)

ΛAP (sa) = a. (8.15)

このとき，任意の連言的MPNF文 ϕに対して，明らかに L(ϕ) = L(U , ϕ)で
ある．
従って，以下の定理が成り立つ．

定理 8.2 (LTLmp文からMTMPBAへの変換) 任意のLTLmp文ϕに対して，
L(ϕ)を受理言語とするMTMPBA Aϕを構成できる． �

証明．ϕと等価なMPNF文を
∨
ϕiとする．このとき，補題 8.1より，以下の

関係が成り立つ．

L(ϕ) =
∪
i

L(ϕi) =
∪
i

L(U , ϕi) =
∪
i

L(AU
ϕi

). (8.16)
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よって，定理 7.4より，L(ϕ)を認識するMTMPBA Aϕは，それらのAU
ϕi
の和

合成により構成できる． �

8.2 モデル検査
本節では，LTLmpモデル検査手法について述べる．
式 (8.2)，補題 8.1，定理 7.11より，LTLmpモデル検査は以下の手続きを用
いて行うことができる．

手続き 8.3 (LTLmpモデル検査手続き) 　
入力：d-次元利得系Pと LTLmp式 ϕ

• ただし，それぞれの自由変数は固定された変数対応関数 βを通して重み
関数wと関連付けられており，ϕ中に出現するすべての自由変数 vにつ
いて 1 ≤ β(v) ≤ dとする．

出力：P |= ϕか否か

1. ϕの否定 ¬ϕを等価なMPNF文
∨
i ϕiに変換し，D :=

∪
i{ϕi}とする．

2. D = ∅のとき，「P |= ϕ」を出力して終了する．そうでないとき，ϕ′ :=

ϕi ∈ D，D := D \ {ϕ′}とする．

3. L(P , ϕ′)を受理言語とするMPBA AP
ϕ′を構成する．

4. AP
ϕ′の空判定を行う．L(AP

ϕ′) 6= ∅のとき，「P 6|= ϕ」を出力して終了する．
そうでないとき，ステップ 2へ．

• この空判定は手続き 7.10で行う． �

定理 8.4 (LTLmpモデル検査) 利得系モデルのLTLmpモデル検査は手続き8.3

を用いて指数時間で決定可能である． �

証明．式 (8.2)が示すように，P |= ϕならば，かつそのときに限り，¬ϕと等
価なMPNF式

∪
i ϕiのすべての選言肢 ϕiについてL(P , ϕi) = ∅である．ここ

で，補題 8.1より，MPBAAP
ϕi
はL(P , ϕi)を受理言語としている．よって，手

続き 8.3は正当な LTLmpモデル検査手続きである．
8.1.1項で示したAP

ϕi
の構成法より，AP

ϕi
の状態数は，|Q| · 2|ϕi|である．定

理 7.11より，AP
ϕi
の空判定は，状態数 |Q| · 2|ϕi|に関して多項式時間で決定で
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きる．ここで，¬ϕと等価なMPNFの選言肢の数は高々2n個である．よって，
このモデル検査手続きの計算量は |Q|に対して多項式時間かつ |ϕ|と nに対し
て指数時間である. �

注意 8.5 ([19]のLTLlimモデル検査アルゴリズムの計算量) [19]で提案され
ている LTLlim（注意 6.6）のモデル検査アルゴリズムは [6]をもとにしており，
そのアルゴリズムの時間計算量はモデルのサイズ |P|について指数，検査式の
サイズ |ϕ|について二重指数，平均利得式の数 nについて三重指数であると概
算されていた．
一方，本節で与えた手法では，解空間を明示的に計算せずに線形制約の解を
直接求める．それにより，より表現力が高いLTLmpのモデル検査が，|P|につ
いて多項式，|ϕ|と nについて指数の時間計算量で決定できる． �

8.3 確率的モデル検査
本節では，利得付きDTMCに対するLTLmpモデル検査について述べる．離
散時間PFLTLモデル検査と同様に，このモデル検査もLTLの確率的モデル検
査/充足確率問題に帰着できる．

PFLTLモデル検査においては，補題 5.3を利用してそれぞれの BSCCに到
達したほとんどすべてのパス上の時間式の充足頻度を捉えることができた．確
率的 LTLmpモデル検査でも同様に，それらのパス上の平均利得を捉えること
ができる．

補題 8.6 D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ, w〉を利得付きDTMC，t =
∑

i ci ·1ψi ·
∏

j vij
をLTLmp利得項とする．このとき，DのBSCC 〈B, ↪→〉 ∈ BSCCDに到達する
ほとんどすべてのパス ρ上の語 σ = wordΛ(ρ)に対して，利得項 tの平均利得
はMPB(t)は以下のように収束する．

MPB(t) =
∑
s∈B

(
FreqD

s (B) ·

(∑
i

ci · ProbD
s (ψi) ·

∏
w[β(vij)]

))
.(8.17)

�
証明．補題 5.3と同様である． �
ここで，平均利得式ψ = MP(t) ∼ cに対して，MPB(t) ∼ cを満たすD上の

BSCC 〈B, ↪→〉の和集合を SatBSCCD
MP(ψ)と書くこととする．

SatBSCCD
MP(ψ) = {B | BはD上のBSCC ∧ MPB(t) ∼ c}. (8.18)
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このとき，補題 8.6から，利得付きDTMCのほとんどすべてのパス上では，
「平均利得式ψを充足すること」と「SatBSCCD

MP(ψ)へ到達すること」は一致
する．よって，補題 5.4と同様の定理が成り立つ．

補題 8.7 D = 〈S,P, Pinit, AP,Λ, w〉を利得付きDTMC，ψ = MP(t) ∼ cを平
均利得式とする．このとき，以下が成り立つ．

D′ |= 3pψ ↔ ψ. (8.19)

ただし，D′ = 〈S,P, Pinit, AP ∪ {pψ},Λ′, w〉，pψは新しい補助命題，Λ′は以下
のように定義されるラベリング関数とする．

Λ′(s) =

{
Λ(s) ∪ {pψ} if s ∈ SatBSCCD

MP(ψ),

Λ(s) otherwise.
(8.20)

さらに，D′とその任意の状態 s，PFLTLパス式 ϕ，ϕ′ = ϕ[ψ/3pψ]につい
て，以下を満たす．

ProbD
s (ϕ) = ProbD′

s (ϕ′) (8.21)

�
証明．補題 5.4の証明と同様 �
離散時間 PFLTLモデル検査/充足確率問題の場合と同様に，平均利得式 ψ

に注目して，補題 8.7の対 〈D, ϕ〉から得られる対 〈D′, ϕ′〉を 〈D, ϕ〉 ↓ψ とする
この変形を繰り返すことで，DTMCに対する LTLmpモデル検査/充足確率問
題を古典的LTLのそれらの問題に帰着できる．よって，定理 5.5と同様に以下
の定理が成り立つ．

定理 8.8 DTMCに対する確率的 LTLmpモデル検査/充足確率問題は指数時間
で決定可能/計算可能である．

証明．定理 5.5の証明とほぼ同様である．異なる点は，PFLTLでは UやQに
関して時間有界な式を記述できたが，LTLmp式は時間非有界な U式のみしか
記述できない点である．
以上から，全体では |D|について多項式時間，|ϕ|について指数時間，nにつ
いて線形時間で確率的モデル検査/充足確率問題を決定/計算できる． �
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8.4 充足可能性判定
本節では，LTLmp文の充足可能性判定手法について述べる．
LTL充足可能性判定問題と同様に，LTLmp充足可能性判定問題「LTLmp文

ϕが充足可能か否か」は LTLmpモデル検査問題「U 6|= ¬ϕか否か」に帰着で
きる [81]．ただし，U は式 (8.13)で与えられる全体言語 (2AP )ω を生成する状
態遷移系である．

手続き 8.9 (LTLmp充足可能性判定手続き) 　
入力：LTLmp文 ϕ

出力：ϕが充足可能か否か

1. 「U |= ¬ϕか否か」をモデル検査する．「U |= ¬ϕ」であるならば「ϕは充
足不能」を出力して終了する．そうでないとき，「ϕは充足可能」を出力
して終了する．

• このモデル検査は手続き 8.3で行う． �

定理 8.10 (LTLmp充足可能性判定問題) LTLmp充足可能性判定問題は手続き
8.9により指数時間で決定可能である． �

証明．定理 8.4で示された手続き 8.3の正当性及び計算量より明らか． �

注意 8.11 (LTLMP充足可能性) [17]では，LTLMP（注意6.7）については，そ
の仕様の有限メモリでの実現可能性判定がco-N(2EXPTIME)で決定可能である
ことが示されている．充足可能性は実現可能性より弱い性質であるため，LTLMP

充足可能性判定にその実現可能性判定手法を利用することもできる．ただし，
それは実現可能性判定のための手法であるため，不要な処理に大きな計算量が
必要になってしまっている．
一方で本節で与えた手法では，より表現力が大きい LTLmpの充足可能性判
定問題を指数時間で決定できる． �

8.5 最適化
定量的拡張の最も大きな利点は，定量的解析と最適化が可能となることであ
る．例えば，確率的モデル検査器 PRISM[70]は，様々なモデルと仕様に関し
て定量的解析ができる．また，最適プログラムを得ることができる定量的合成
手法 [33, 16, 32, 86]がいくつも開発されている．
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本節では，以下のように定義される LTLmp最適化問題を解く手法について
述べる．

定義 8.12 (LTLmp最適化問題) d-次元利得系 P = 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ, w〉と
LTLmp式 ϕに対して，以下の最大化/最小化問題を LTLmp最適化問題と呼ぶ．

maximize/minimizeρ∈PathsP : [[MP(t)]]
αρw,β
wordΛ(ρ)[0],

subject to : wordΛ(ρ), αρw,β |= ϕ.

ただし，それぞれの自由変数は固定された変数対応関数βを通して重み関数wと
関連付けられており，ϕ中に出現するすべての自由変数vについて1 ≤ β(v) ≤ d

とする． �

この問題は，直観的には，利得系モデル P のパス ρ のうち，その上の語
wordΛ(ρ)が仕様 ϕを満たすものの中で目的関数 MP(t)を最適化する問題で
ある．また，LTLmp平均利得目的関数MP(t)に関するモデル性能解析問題（仕
様最適化問題）は，ϕ = >（P = U かつ ϕを文）としたときの LTLmp最適化
問題に帰着できる．

• LTLmpモデル性能解析問題

– 利得系モデルPに従う LTLmp平均利得目的関数MP(t)に関する最
適化問題

maximize/minimizeρ∈PathsP : [[MP(t)]]
αρw,β
wordΛ(ρ)[0].

• LTLmp仕様最適化問題

– LTLmp文仕様 ϕに従う LTLmp平均利得目的関数MP(t)に関する最
適化問題

maximize/minimizeσ∈(2AP )ω : [[MP(t)]]σ[0],

subject to : σ |= ϕ.

この LTLmp最適化問題は，以下のような手順で解くことができる．

1. ϕと等価なMPNF式
∨
i ϕiのそれぞれの選言肢ϕiに対して，L(P , ϕi)を

受理言語とするMTMPBA AP
ϕi
を構成する．
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2. それぞれのAP
ϕi
について，[[MP(t)]]

αρw,β
wordΛ(ρ)[0]の最適値を計算する．ただし，

• ρ ∈ PathsP はAP
ϕi
上の受理実行 rと対応するPのパスとする．

3. ステップ 2で求めたそれぞれのAP
ϕi
の最適値の中で最適な値を選ぶ．

このステップ 2は，MPBA空判定手続き中で解いていた LCSPに平均利得目
的関数MP(t)と対応した目的関数を加えた最適化問題を解いた結果を利用し
て計算できる．ここで利得項 t =

∑
l(cl ·1ψl ·

∏
k vlk)

1が未来非依存であるとき，
AP
ϕi
上で tに対応する重み関数Wt,AP

ϕi
は，AP

ϕi
上の遷移 〈〈s1, q1〉,Λ(s2), 〈s2, q2〉〉

に対して以下のように定義される 1次元重み関数である．

Wt,AP
ϕi

(〈〈s1, q1〉,Λ(s2), 〈s2, q2〉〉) =
∑
l

(
cl ·
(
[[1ψl ]](Λ(s2))ω [0]

)
·
∏
k

w[β(vlk)](s2)

)
.

(8.22)

ここで，AP
ϕi
と重み関数Wt,AP

ϕi
の構成から，

• AP
ϕi
上の実行 rの利得トレース payoffW

t,AP
ϕi

(r)と

• rに対応するPのパス ρ上の tの解釈 [[t]]
αρw,β
wordΛ(ρ)

は一致している．よって，7.3.3節の線形制約式 (7.24)-(7.26) と等価な境界を
含まない線形制約（注意 8.13）に従う加重平均WMx(wt,AP

ϕi
)を目的関数とし

た線形分数計画問題（linear fractional programming problem，LFPP）を解く
ことでMP(t)を最適化できる．

注意 8.13 (境界を含む線形制約への変換) 式 (7.24)-(7.26)より，非負ベクト
ル xがLC

A,〈Q′,↪→〉,g
univ （LCA,〈Q′,↪→〉,g,h′

< ，LCA,〈Q′,↪→〉,g,h′′
≤ ）を満たす解であるとき，

任意の非負実定数 c > 1に対して，cxもまたその解である．よって，LCA,〈Q′,↪→〉,g
univ

（LCA,〈Q′,↪→〉,g,h′
< ，LCA,〈Q′,↪→〉,g,h′′

≤ ）を満たす解xが存在するならば，かつそのと
きに限り，以下のように定義される線形制約BLC

A,〈Q′,↪→〉,g
univ （BLCA,〈Q′,↪→〉,g,h′

< ，
BLC

A,〈Q′,↪→〉,g,h′′
≤ ）を満たす解x′が存在する．さらに，この最適化問題の目的関

1任意の利得項は
∑
l(cl · 1ψl

·
∏
k vlk)の形で表現可能である．
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数である加重平均WMに関しては，WMx(Wt,AP
ϕi

)とWMx′(Wt,AP
ϕi

)は等しい．

BLC
A,〈Q′,↪→〉,g
univ (x) ⇔

(
uTx ≥ 1 ∧ A

A,〈Q′,↪→〉
cyc x = 0

∧A
A,〈Q′,↪→〉
mp (H>) x ≥ u ∧ A

A,〈Q′,↪→〉
mp (H≥) x ≥ 0

)
,

(8.23)

BLC
A,〈Q′,↪→〉,g,h′
< (x) ⇔

(
BLC

A,〈Q′,↪→〉,g
univ (x) ∧ −AA,〈Q′,↪→〉

mp ({h′}) x ≥ u
)
,

(8.24)

BLC
A,〈Q′,↪→〉,g,h′′
≤ (x) ⇔

(
BLC

A,〈Q′,↪→〉,g
univ (x) ∧ −AA,〈Q′,↪→〉

mp ({h′′}) x ≥ 0
)
.

(8.25)

�

平均利得目的関数MP(t)の利得項 tが未来非依存である場合の LTLmp最適
化手続きは以下のように与えられる．

手続き 8.14 (LTLmp最適化手続き) 　
入力：利得系 P = 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ, w〉，LTLmp 式 ϕ，平均利得項 MP(t)，
optimize ∈ {maximize,minimize}

• ただし，t =
∑

l(cl · 1ψl ·
∏

k vlk)であり，tは未来非依存であると仮定
する．

出力：



supρ∈PathsP
{
[[MP(t)]]

αρw,β
wordΛ(ρ)[0]

∣∣wordΛ(ρ), αρw,β |= ϕ
}

if optimizeがmaximize, and P 6|= ¬ϕ,

infρ∈PathsP
{
[[MP(t)]]

αρw,β
wordΛ(ρ)[0]

∣∣wordΛ(ρ), αρw,β |= ϕ
}

if optimizeがminimize, and P 6|= ¬ϕ,
−∞ otherwise.

1. v := −∞とする．

2. ϕを等価なMPNF文
∨
ϕiに変換し，D :=

∪
{ϕi}とする．

3. D = ∅のとき，vを出力して終了する．そうでないとき，ϕ′ := ϕi ∈ D，
D := D \ {ϕ′}とする．

4. 言語L(P , ϕ′)を受理言語とするMPBA AP
ϕ′ = 〈Q, 2AP , ↪→, qinit, 〈F, 〈W, {g}〉〉〉

を構成する．
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• ただし，g = 〈H>, H≥, H<, H≤〉とする．

5. AP
ϕ′ の SCC分解を行い，M := {〈Q′, ↪→′〉 ∈ MSCC

AP
ϕ′ | F ∩ Q′ 6= ∅}と

する．

6. M = ∅のとき，ステップ 3へ．そうでないとき，〈Q′, ↪→′〉 := 〈Q′′, ↪→′′〉 ∈
M，M := M \ {〈Q′, ↪→′〉}とする．

7. AP
ϕ′上の 〈Q′, ↪→′〉と gに関して，7.3.4節の条件 (ii-1’)-(ii-3’)のすべてを
満たすか判定する．もし満たさないならば，ステップ 6へ．

• 手続き 7.10のステップ 6と同様．

8. 「H< = H≤ = ∅」または「optimizeがminimize」であるときには (a)を，
どちらでもないときには (b)を行い，v′を計算する．

(a) | ↪→′ |-次元非負ベクトル xに関する以下の LFPPの最適値を v′と
する．

optimizex : WMx(Wt,AP
ϕ′

),

subject to : BLC
AP
ϕ ,〈Q′,↪→′〉,g

univ (x).

(b) それぞれの h ∈ H�に対して，| ↪→′ |-次元非負ベクトル xhに関す
る以下の LFPPの最大値を計算し，その中の最小値を v′とする．

maximizexh : WMxh(Wt,AP
ϕ′

),

subject to : BLC
AP
ϕi
,〈Q′,↪→′〉,g,h

� (xh).

9. v < v′ならば v := v′とする．

10. ステップ 6へ． �

目的関数MP(t)の利得項 tが未来依存である場合でも，未来非依存な利得
項 t′をもつ目的関数の LTLmp最適化問題に帰着できる．具体的には，利得系
P = 〈S,⇀, Sinit, AP,Λ, w〉の実行のうちAP上のLTLmp式ϕを満たす実行上の
MP(t)の最適化問題は，利得系P ′ = 〈S×2PP (MP(t)∼0),⇀′, Sinit2

PP (MP(t)∼0), AP∪
PP (MP(t) ∼ 0),Λ′, w′〉の実行のうちAP ∪ PP (MP(t) ∼ 0)上の LTLmp式 ϕ′



8.5. 最適化 163

を満たす実行上のMP(t′)の最適化問題に帰着できる．ただし，⇀′，Λ′，w′は，
以下の条件を満たす遷移関係，ラベリング関数，重み関数である．

〈s1, a1〉⇀′ 〈s2, a2〉 ⇔ s1 ⇀ s2, (8.26)

Λ′(〈s1, a1〉) = Λ(s) ∪ a1, (8.27)

w′(〈〈s1, a1〉, 〈s2, a2〉〉) = w(〈s1, s2〉). (8.28)

また，ϕ′と t′はそれぞれ以下のように定義される．

ϕ′ = ϕ ∧
∧

pψi∈PP (MP(t)∼0)

2(pψi ↔ ψi), (8.29)

t′ = t[1pψi/1ψi for each pψi ∈ PP (MP(t) ∼ 0)]. (8.30)

よって，以下の定理が成り立つ．

定理 8.15 (LTLmp最適化問題) LTLmp最適化問題は手続き 8.14により指数
時間で決定可能である． �

証明．P |= ¬ϕであるときには，この手続きは明らかに−∞を出力する．そこ
で，そうでないときに，ステップ 8において求めた値 v′が Inf(r)∩Q′ ∩F 6= ∅
かつMPW,{g}(r)を満たす実行 r ∈ Runs

AP
ϕ′ の中で，重みWt,AP

ϕ′
が与える平均

利得トレースの下極限 lim infn→∞ mpW
t,AP

ϕ′
(r)[n]に関する最適値であることを

示す．
ここで，Inf(r) ∩ Q′ ∩ F 6= ∅かつMPW,{g}(r)を満たす実行 r ∈ Runs

AP
ϕ′ の

集合をRと書くこととする．実行 r ∈ R上では，「すべての h ∈ H�について，
LC

AP
ϕ′ ,〈Q

′,↪→′〉,h
� (xh)を満たす遷移出現比 xh の任意の近傍を無限にしばしば通

る」ように遷移出現比が変化しなければならない．ただし，「LC
AP
ϕ′ ,〈Q

′,↪→′〉
univ (x)を

満たす任意の遷移出現比 x」の任意の近傍を無限にしばしば通るように遷移出
現比が変化してもよい．よって，「H< = H≤ = ∅」であるとき，(a)で計算した
v′は明らかに目的の最適値である．また，「optimizeがminimize」であるとき，
この最適化問題は，下極限の最小化問題である．このとき，「LC

AP
ϕ′ ,〈Q

′,↪→′〉
univ (x)

を満たし，目的関数を最小化する遷移出現比 x」の任意の近傍を無限にしばし
ば通るように遷移出現比が変化する実行もRには含まれている．よって，(a)

で計算した v′は目的の最適値である．一方，「H< ∪H≤ 6= ∅」かつ「optimize

がmaximize」であるとき，この最適化問題は，下極限の最大化問題である．こ
のとき，r ∈ R上では，「すべての h ∈ H�について，LC

AP
ϕ′ ,〈Q

′,↪→′〉,h
� (xh)を満
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たす遷移出現比 xhの任意の近傍を無限にしばしば通る」ように r上で遷移出
現比が変化しなければならない．そのため，(b)で求めた v′が最適値となる．
よって，手続き 8.14は正当な LTLmp最適化手続きである．
それぞれのLFPPは，線形制約式 (7.24)-(7.26)の充足判定と同様に，強連結
成分の大きさ |Q′|と平均利得リテラルの数 nについて多項式時間で計算でき
る．従って，この LTLmp最適化手続き全体の計算量は，|S|に関して多項式時
間，|ϕ|と nについて指数時間である． �

注意 8.16 (応用的な最適化) ここでは単一平均利得目的関数を扱ったが，多
目的最適化や平均利得比最適化など，他種の LTLmp最適化問題も LP関連手
法を用いて解くこともできる． �
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安全にプログラムを生成するための手法として，オートマトンや時間論理に
より形式的に規定されたリアクティブシステム仕様からプログラムを自動生成
するアプローチがある．古典的な合成 [23, 68]では仕様は LTLや ω-正規オー
トマトンで与えられるが，これらの表現できる性質は定性的なものであり，イ
ベント生起順序などの「システムが備えるべき機能」しか規定できなかった．
近年，平均利得に注目した定量的合成手法がいくつも提案されている [16, 32,

86, 86, 18]．それらの手法では，単に仕様を満たすか否かに注目するのではな
く，仕様を満たし，かつ，与えられた目的関数に関して最適な性能をもつプロ
グラムを自動合成することを目的としている．
定量的合成は大きく分けて二つの手法に分けられる．一つは最悪ケース定量
的合成（worst-case quantitative synthesis）[16, 86, 18]である．この手法では，
どのような環境であっても少なくとも保証される性能が最適になるようなプロ
グラムを合成する．そのため，具体的な使用状況があらかじめ分からない場合
に有効な手法である．古典的な実現可能性判定/合成でも同様に，このような
最悪な場合を想定する立場をとることが一般的である．そして，実現可能性判
定器Acacia+（ver.2）[2, 17]では，LTLの平均利得拡張である LTLMPの有限
メモリ最悪ケース実現可能性判定/合成を行うことができる．ただし，LTLMP

は LTLmpより表現力が低いものであり，また，合成手法も最適化を自動化で
きていない．
もう一つは平均ケース定量的合成（average-case quantitative synthesis）[32,

86]である．こちらの手法では，ある具体的な確率的環境を想定し，その環境
のもとでの平均的な性能が最適になるようなプログラムを合成する．ただし，
想定とは大きく異なる使用状況では性能が著しく低下する場合もある．しか
し，待ち行列処理システムなどの実用的なシステムは，ある特定の使用状況を
想定しその中で高性能，高効率，低コストで運用できるように設計されること
が多く，この場合には非常に有効である．
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本章では，LTLmp仕様の平均ケースの実現可能性判定と最適合成について論
じる [98]．前章では LTLmpのモデル検査と充足可能性判定が LTLでも有効な
オートマトンベースのアプローチで決定でき，さらに充足可能な範囲での最適
化が計算できることを示した．しかしながら，LTLmp実現可能性判定を，古典
的なLTL実現可能性判定と同様のアプローチで行うことはできない．なぜなら
ば，古典的なLTL実現可能性は仕様と等価な決定性オートマトンを合成しそれ
を用いて判定を行うが，7.4.2項で示したように，LTLmpは一般に決定性オー
トマトンでは認識できないからである．そこで本研究ではまず，実現可能性
判定のための LTLmpフラグメント LTLmp−を定義する．LTLmp−は LTLMPよ
り表現力が高く，また，それによって規定される言語は多閾値平均利得Rabin

オートマトン（DMTMPRA）で認識できる．そのため古典的なアプローチと
同様に，その仕様 ϕの実現可能性判定問題はL(ϕ)を認識するDMTMPRAの
構造を反映した多全称閾値平均利得Rabinゲーム（multi-universal-threshold

mean-payoff Rabin Game，MUTMPRG）の勝利戦略問題に帰着することがで
きる．そして，本研究では有限メモリMDP環境を想定した平均ケース実現可
能性判定/最適合成を，そのゲームと有限メモリMDP環境の同期合成ゲーム
上の，環境に対応するメモリレス敵戦略に対する対抗戦略/最適対抗戦略問題
に帰着して解く手法を与える．

本章の構成

まず，9.1節で準備として実現可能性判定のためのLTLmpフラグメントLTLmp−

を与え，LTLmp−平均ケース実現可能性と最適合成問題を改めて定義する．次
に，9.2節では，LTLmp−と等価なオートマトンの構造及び受理条件を反映でき
るように，勝利条件がRabin受理条件とMTMP受理条件で定義されたゲーム
MUTMPRGを与える．9.3節では，LTLmp−平均ケース実現可能性判定/最適
合成問題が．そのMUTMPRG上の対抗戦略及び最適対抗戦略合成問題へ帰着
できることを示す．そして，9.4節でMUTMPRG上の最適対抗戦略合成手法
について述べる．最後に，9.5節でMUTMPRG最適対抗戦略合成及びLTLmp−

平均ケース最適合成の計算量について述べる．

9.1 LTLmpフラグメントLTLmp−

本節では，以下の点を考慮して，平均ケース実現可能性判定のためのLTLmp

フラグメント LTLmp−を定義する．
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• DMTMPRAで認識可能である．

• 実用的なリアクティブシステム仕様を充分に記述できる．

• 平均ケース実現可能性判定が決定可能である．

• 合成される実現プログラムは有限メモリであることが望ましい．

そこでまず，「LTL式」と「単純平均利式の連言と選言」の連言に限定する．
これは多くの場合，LTLリアクティブシステム仕様ϕは，環境が満たすべき前
提条件 ψとシステムの必須機能 ϕiの箇条書き，すなわち，連言

∧
i ϕiの含意

関係 ψ →
∧
ϕiによって与えられるためである．この前提条件 ψは「環境は，

ある要求イベント p ∈ IAP をある時点以後，常に成り立たせ続けることはな
い（= ¬32p）」といった極端に非協力的な環境の選択を制限するための制約
である．しかしながら，本研究では具体的な環境を想定するため，環境が満た
すべき前提条件は考慮する必要はない．また，LTLが主にシステムの機能を規
定できるのに対して，平均利得式は主にシステムの性能を規定する．そして時
間によって真偽が変化しないため，時間演算子の部分式にすることは実用的で
はないと考えている．ただし，性能に関する制約には多くの場合トレードオフ
があるため，平均利得式の選言は用いてよいことにする．
次に，平均利得式は全称平均利得式に限定する．補題 7.9から分かるように，
存在平均利得式を充足する語を生成するためですら無限メモリを要求されう
る．もし有限メモリで充足する語 σを生成できるのであれば，その平均利得ト
レースはすべての閾値条件を常に満たす集積点に収束しているはずである．
最後に，どの利得項も時間演算子を含む特性変数はもたないものとする．until

演算子Uを含む特性変数はしばしばオートマトンの決定化不能性の要因になる
ため使用を制限する．一方で next演算子 Xは一般に決定化不能性の原因には
ならないが，利得項部分の構文を制限しても同様の制約は記述できる．例えば，
二つの next演算子を含む式 ϕの特性変数の平均利得項MP(1ϕ)は，ϕ ↔ XXp

である補助命題 pの特性変数の平均利得項MP(1p) と一致する．そのため制限
しても実用上の記述力は同じである．
以上のような理由から，LTLmp−を以下のように定義する．

定義 9.1 (LTLmp−の構文) AP を原子命題の集合とする．このとき，AP 上
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の LTLmp−式 ϕは以下のように帰納的に定義される．

ϕ ::= ψ ∧ Θ,

Θ ::= θ | Θ ∨ Θ | Θ ∧ Θ,

θ ::= MP(t) � 0,

t ::= c | 1p | t+ t | −t | t · t.

ただし，p ∈ AP，ψ ∈ LTL，c ∈ R，� ∈ {>,≥}とする． �

以下では，平均利得式部分 ψは積和標準形であると仮定する．
ここで，8.1.1項のMTMPBA構成法と同様の手法により，LTLmp−から等
価なDMTMPRAを構成できる．

補題 9.2 (LTLmp−からDMTMPRAへの変換) LTLmp−式 ϕ = ψ ∧ Θ（Θ

は平均利得式の積和標準形）に対して，O(2|ψ|)個の状態，Θ中の平均利得式
の数と同じ次元数の重み関数，Θの積和結合構造をそのまま保存した平均利得
受理条件をもつ，L(ϕ)を認識するDMTMPRAを合成できる． �

証明．LTL式ψを認識するDRA Aψは Safraの構成法（定理 3.60[73]）により
合成できる．これは最悪で ψのサイズに対して二重指数オーダーの状態をも
つ．ここで，Θは

• n個の原子平均利得式 θm = MP(tm) �m 0の連言節からなり，

• Θ = ∨i ∧θm∈Ci θmという形をもつ

と仮定する．ただし，各CiについてCi ⊆ {θ1, . . . , θn}とする．
このとき，L(ψ)を認識するオートマトンは，n次元1状態DMTMPRA AΘ =

〈{q0}, 2AP , {q0} × 2AP × {q0}, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉 として構成できる．ただし，

• F = {∅, {q0}}，

• 任意の遷移 〈q0, a, q0〉に対して，W [m](〈q0, a, q0〉) = [[tm]]aω，

• G =
∪
i{〈H>

i , H
≥
i , ∅, ∅〉}．

– H>
i = {m | θm ∈ Ci ∧ �mは >}，

– H≥
i = {m | θm ∈ Ci ∧ �mは ≥}．
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そして，AψとAΘがどちらも決定的であるため，7.2節で述べた積合成法を用
いることでDMTMPRA Aϕを合成できる．その際，AΘが 1状態しかもたな
いため，Aϕの状態数はAψと同じである． �

注意 9.3 (LTLmp− vs. LTLMP) LTLmp−は平均利得式の選言も用いてよい
ため，[18]（注意 6.7）で定義されている LTLMPより表現力は高いフラグメン
トである． �

ここで，LTLmp−平均ケース実現可能性判定/最適合成問題を改めて定義する．

定義 9.4 (LTLmp−平均ケース実現可能性判定/最適合成問題) ϕをLTLmp−仕
様，E をMDP環境，MP(t)を LTLmp−目的関数とする．
このとき，Eの下でϕが平均ケース実現可能か否か判定する問題を LTLmp−

平均ケース実現可能性判定問題と呼ぶ．
また，E の下で ϕが

• 実現不能ならば，「実現不能」，

• 実現可能だが有限メモリ実現不能ならば，「有限メモリ実現不能」，

• 有限メモリ実現可能ならば，「目的関数 [[MP(t)]]word(·)に関して (ε-)最適な
MDP RS R ∈ RealE,ϕfin 」

を出力する問題を LTLmp−最適合成問題という． �

なお，以下のように定義される，最適化の対象となる値 PfmE
R(MP(t))を E

のもとでのRのMP(t)に関する性能値（performance value）という．

PfmE
R(MP(t)) = E

PrD
R,E [[[MP(t)]]word(·)]. (9.1)

そして，Eの下でのΦを実現するRSのふるまい上のMP(t)に関する（ε-）最
適性能値 SupPfmE,Φ

(fin)(MP(t))は，以下のように定義できる．

SupPfmE,Φ
(fin)(MP(t)) (+ε) = sup

R′∈RealE,Φ
(fin)

{PfmE
R(MP(t))}. (9.2)

9.2 多全称閾値平均利得Rabinゲーム
LTL実現可能性判定では，LTL式を認識する決定性 ω-オートマトンをもと
に，その式の性質を反映した正規ゲームに変換して実現可能性判定に用いてい
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た．LTLmp−実現可能性判定でも，LTLmp−仕様 ϕを認識するDMTMPRAを
もとに，ϕの性質を反映したゲームに変換して実現可能性判定に用いている．
そのため，7章のω-正規オートマトンの平均利得拡張と同様に，正規ゲーム
に多次元重み関数と多閾値平均利得勝利条件を導入したゲームを定義する．た
だし，ここでは多閾値平均利得条件は全称閾値条件の積和に限定した，多全称
閾値平均利得Rabinゲーム（MUTMPRG）を扱う．
本節では，このゲームの定義と関連する概念を与える．

定義

このゲームは形式的には以下のように定義される．

定義 9.5 (MUTMPRG) d次元MUTMPRG G = 〈Q,Σ,∆, qinit,Win〉は勝
利条件パラメータWin = 〈F, 〈W,G〉〉が以下のように与えられているゲームで
ある．ただし，

• F はRabin対 〈f, f ′〉の集合，

• W : ∆ → Rdは遷移に対する d次元重み関数，

• Gはインデックス集合の四つ組 〈H>, H≥, H<, H≤〉のうち存在閾値条件
H<とH≤が空集合 ∅で与えられるものの集合からなるMTMP受理条件
であり，

• RabinF (r)∧MPW,G(r)を満たすプレイ r ∈ PlaysGではプレイヤ 0が勝利
する． �

なお，Gの要素である四つ組 〈H>, H≥, ∅, ∅〉は，以下では単に対 〈H>, H≥〉で
略記する．

注意 9.6 (既存の拡張ゲーム [34]との関係) [34]で扱っているゲームは，この
MUTMPRGの多閾値受理条件Gを連言のみに制限したゲームである．[18]ら
は LTLmp−のフラグメントについて，[34]のゲームの最適戦略問題に帰着する
最悪ケース実現可能性判定/定量合成手法を提案している．また，Acacia+を
拡張しその判定/合成手法を実装している．ただし，複数の平均利得制約が与
えられた場合には有効な最適化手法は提案されていない． �
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目的関数

RSの性能が LTLmp−目的関数MP(t)が解釈 [[MP(t)]]の期待値で評価される
ことと同様に，対抗戦略の性能は，「ある重み関数Wpfm : ∆ → Rに関する平
均利得トレースの下極限」の期待値を通して評価することができる．本研究で
は，d次元MUTMPRGは，最も大きいインデックスの次元の重みW [d]を通
してその性能を評価するものとする．そのため，RSの性能と同様に，対抗戦
略の性能は平均利得mpw[d](·)の期待値として定義される．つまり，以下のよ
うに定義される値 PfmG,Str1

Str0
を，Str1に対する Str0の性能値という．

PfmG,Str1
Str0

= E
Pr

G,Str0,Str
1

[mpw[d](·)]. (9.3)

また，式 (9.2)と同様に，プレイヤ 1の戦略 Str1に対する（有限メモリ/メモリ
レス）対抗戦略の性能上限，すなわち，（ε-）最適性能値 SupPfmG,Str1

(fin/ml)は以下
のように定義できる．

SupPfmG,Str1
(fin/ml) (+ε) = sup

Str′0∈Cnt
G,Str1
(fin/ml)

{PfmG,Str1
Str′0

}. (9.4)

9.3 ゲーム上の最適対抗戦略問題への帰着
本節では，LTLmp−最適合成問題をMUTMPRG最適対抗戦略合成問題に帰
着できることを示す．
ϕ = ψ∧ΘをLTLmp−仕様，MP(t)を平均利得目的関数，E = 〈S, 2OAP , 2IAP , P, s0〉
をMDP環境，Aϕ = 〈Q, 2AP , ↪→, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉をLTLmp−式ψと等価なn次
元全域的DMTMPRAとする．ただし，
ここで以下のような n + 1次元MUTMPRG GE

ϕ,MP(t) = 〈Q′, 2AP ,∆, 〈q0, s0〉,
〈F ′, 〈W ′, G〉〉〉 を考える．

• Q′
0 = Q× S,

• Q′
1 = Q× S × 2OAP ,

• ∆0(〈q, s〉, a) = 〈q, s, a〉,

• q
a∪b
↪−→ q′と P (s, a, b) = 〈p, s′〉に対して，∆′

1(〈q, s, a〉, b) = 〈q′, s′〉,
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• W ′[m](〈q′, A,∆′(q′, A)〉) =
2 ·W [m](〈q, a ∪ b, q〉)

if 1 ≤ m ≤ n, q′ = 〈q, s, a〉 ∈ Q1and A = b ∈ 2IAP ,

2 · [[t]]a∪b if m = n+ 1, q′ = 〈q, s, a〉 ∈ Q1and A = b ∈ 2IAP ,

0 otherwise,

• F ′ = {〈fi × S, f ′
i × S〉 | 〈fi, f ′

i〉 ∈ F},

GE
ϕ,MP(t)とAϕはどちらも全域的かつ決定的であり，また，Eも入力 a ∈ 2OAP

に対して出力 b ∈ 2IAP を応答した際の遷移先の状態は一意に決まっている．そ
のため，GE

ϕ,MP(t)の任意のプレイ

r = 〈〈q0, s0〉, a0, 〈q0, s0, a0〉〉〈〈q0, s0, a0〉, b0, 〈q1, s1〉〉
〈〈q1, s1〉, a1, 〈q1, s1, a1〉〉〈〈q1, s1, a1〉, b1, 〈q2, s2〉〉 . . .

は，Aϕの以下のような実行

r′ = 〈q0, a0 ∪ b0, q1〉〈q1, a1 ∪ b1, q2〉 . . .

と一対一対応する．
そしてこのとき，以下の補題が成り立つ．

補題 9.7 MUTMPRG GE
ϕ,MP(t)のプレイ r ∈ PlaysG

E
ϕ,MP(t) と，全域的 DMTM-

PRA Aϕのそれに対応する実行 r′ ∈ RunsAϕに関して，以下の性質が成り立つ．

(a). RabinF ′(r) ⇔ word(r′) |= ψ,

(b). MPW ′,G(r) ⇔ word(r′) |= Θ,

(c). mpW [n+1](r) = [[MP(t)]]word(r′). �

証明．(a): F ′の定義からRabinF ′(r) ⇔ RabinF (r′)である．また，Aϕの構成
から明らかにRabinF (r′) ⇔ word(r′) |= ψ．よって成り立つ．

(b): Gの定義から，1 ≤ m ≤ nであるmについて以下を満たすことを示せ
ばよい．

mpW [m](r) = [[MP(tm)]]word(r′). (9.5)

GE
ϕ,MP(t)の定義から，GE

ϕ,MP(t)の 2ステップがAϕの 1ステップに対応している．
そして，W ′の定義から，GE

ϕ,MP(t)の 2ステップのうちの前のステップは重み 0，
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後のステップの重みはAϕの 1ステップの利得の倍である．よって，式 (9.5)は
明らかに成り立つ．

(c): (b)と同様． �
そして，GE

ϕ,MP(t)上では，環境 E は以下のようなプレイヤ 1のメモリレス戦
略 µE

1 と見なせる．

µE
1 (〈q, s, a〉, b) = p for P (s, a, b) = 〈p, s′〉. (9.6)

一方で，GE
ϕ,MP(t)上のプレイヤ 0の戦略 Str0 = 〈M,µ0,minit〉は次のような

RS RStr0 と見なせる．

RStr0 = 〈(Q′
1 ∪ {〈q0, s0〉}) ×M, 2IAP , 2OAP , P ′, 〈〈q0, s0〉,minit〉〉. (9.7)

ただし，遷移確率関数 P ′は以下の制約を満たす．

P ′(〈q′,m〉, A,B) =
〈p, 〈∆0(q

′, B),m′〉〉
if q′ = 〈q0, s0〉,m = minit and µ0(q

′,m,B) = 〈p,m′〉,
〈p, 〈∆0(q

′′, B),m′〉〉
if q′ ∈ Q1, q

′′ = ∆1(q
′, A) and µ0(q

′′,m,B) = 〈p,m′〉.

(9.8)

ここで，以下の補題が成り立つ．

補題 9.8 (対抗戦略からRSへの変換) Eを有限状態MDP環境，ϕをLTLmp−

仕様，MP(t)を LTLmp−目的関数とする．
このとき，Str0がMUTMPRG GE

ϕ,MP(t)上のプレイヤ 1のメモリレス戦略 µE
1

に対するプレイヤ 0の（有限メモリ）対抗戦略ならば，RStr0は Eの下で ϕを
実現する有限メモリRSであり，Pfm

GE
ϕ,MP(t)

,µE1
Str0

= PfmE
RStr0 (MP(t))を満たす．�

証明．GE
ϕ,MP(t)及びRStr0の構成より明らか． �

　
これより，以下の定理が成り立つ．

定理 9.9 (LTLmp−最適合成からMUTMPRG最適対抗戦略合成への帰着)

Eを有限状態MDP環境，ϕをLTLmp−仕様，MP(t)をLTLmp−目的関数とする．
このとき，Eの下でϕを実現する（有限状態）MDP RS R ∈ RealE,ϕ(fin)が存在
するならば，かつそのときに限り，MUTMPRG GE

ϕ,MP(t)上のプレイヤ 1のメ
モリレス戦略 µE

1 に対する（メモリレス）対抗戦略 Str0 ∈ Cnt
G,µE1
(ml) が存在する
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また，そのRがLTLmp−目的関数MP(t)に関して (ε-)最適であるならば，か
つそのときに限り，µ0も (ε-)最適である． �

証明．補題 9.8と補題 9.10，補題 9.11から成り立つ． �

補題 9.10 (RSから対抗戦略への変換) Eを有限状態MDP環境，ϕをLTLmp−

仕様，MP(t)を LTLmp−目的関数とする．
このとき，E の下で ϕを実現する（有限状態）MDP RS Rが存在するな
らば，MUTMPRG GE

ϕ,MP(t) 上のプレイヤ 1のメモリレス戦略 µE
1 に対して，

PfmE
R(MP(t)) = Pfm

GE
ϕ,MP(t)

,µE1
Str0

となる（有限メモリ）対抗戦略 Str0 ∈ Cnt
G,µE1
(fin)

が存在する． �

証明．本稿では省略する． �

補題 9.11 (有限メモリ対抗戦略のメモリレス性) 任意のMPRA Gとその上の
プレイヤ 1のメモリレス戦略µ1に対して有限メモリ対抗戦略 Str0 ∈ CntG,µ1

fin が
存在するならば，PfmG,µ1

Str0
= PfmG,µ1

µ0
となるメモリレス対抗戦略 µ0 ∈ CntG,µ1

ml

が存在する．　 �

証明．本稿では省略する． �
　
定理 9.9より，LTLmp−平均ケース実現可能性判定問題及び最適合成問題は，

MUTMPRG上の対抗戦略存在判定及び最適対抗戦略合成問題に帰着できる．

9.4 MUTMPRG最適対抗戦略の構成法
前節では，LTLmp−平均ケース実現可能性判定/最適合成問題をMUTMPRG

上の対抗戦略/最適対抗戦略合成問題に帰着できることを示した．ここで，LTLmp−

平均ケース実現可能性判定（MUTMPRG上の対抗戦略合成）は LTLmp−平均
ケース最適合成（MUTMPRG上の最適対抗戦略合成）の部分問題となるため，
本節では，MUTMPRG最適対抗戦略合成手法についてのみ述べる．
まず，9.4.1項でMUTMPRG最適対抗戦略合成に関する基本的なアイディ
ア及びMUTMPRG最適対抗戦略合成手続きの概略を示す．
そして，9.4.2項でMPRG最適対抗戦略合成手続きで用いる部分手続きにつ
いて説明し，9.4.3項で具体的なMPRG最適対抗戦略合成手続きを与える．
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9.4.1 MUTMPRG最適対抗戦略合成の概略
ゲーム G = 〈Q,Σ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉においてプレイヤ 1がメモリレス戦略

µ1に従うと仮定した場合，ゲームはMDPと見なすこともできる．このとき，
ほとんどすべてのプレイ rについて，µ1で規定される確率的選択に関して閉
じた，ある強連結な部分グラフ 〈Q′,∆′〉 ⊆ 〈Q,∆〉 の状態集合のみを無限にし
ばしば訪れる，すなわち，Inf(path(r)) = Q′となる．そのような確率的選択に
関して閉じた強連結な部分グラフを終端成分（end component，EC）と呼ぶ．
形式的には，これは以下のように定義される．

定義 9.12 (EC) G = 〈Q,Σ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉をMUTMPRG，µ1を G 上の
プレイヤ 1のメモリレス戦略とする．
このとき，以下の条件を満たす非空かつ強連結な部分グラフ 〈Q′,∆′〉を，G
上の µ1に対する ECという．

• Q′
n ⊆ Qn,

• ∆′
n : Q′

n × Σn 7→ Q′
n̄（⊆ ∆n）,

• Q′
0 =

∪
q∈Q′

1
{∆1(q, b)|µ1(q, b) > 0}.

また，ECの中で極大なものを極大EC（maximal EC，MEC）と呼び，すべて
のMECの集合をMECG,µ1と書く． �

ほとんどすべてのプレイ rについて，Inf(path(r))がある EC E = 〈Q′,∆′〉
の状態集合Q′と一致しているということは，µ1に対する対抗戦略 Str0が

(a). ある EC E上で，RabinF (r)，MPW,G(r) かつ Inf(path(r)) = Q′とする
ための局所的戦略と

(b). そのような局所的戦略をもつ ECへ誘導する戦略

の組合わせにより構成されていることを意味している．
そこでまず，(a)の戦略について考える．この戦略は，別の言い方をすれば，
初期状態をEの任意の状態 q′0 ∈ Q′

0に変更したゲームGq′0上のµ1に対して，以
下の条件を満たす対抗戦略 StrE0 である．

Pr
Gq′0

,StrE0 ,µ1

(
{r ∈ Plays

Gq′0 | ∀i.Q′ =
∪
j∈N

{r[2(i+ j)]}}

)
= 1 (9.9)
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そのような戦略 StrE0 をE上の局所対抗戦略（local counter strategy）といい，
また，Eのことを対抗EC（counter EC，CEC）と呼ぶ．特に，StrE0 が有限メ
モリ戦略であるとき，StrE0 をメモリレス局所対抗戦略，EをメモリレスCEC

（memoryless CEC，MLCEC）という．ここで，E上の (ML)CEC上の（メモ
リレス）局所対抗戦略の集合をCntG,µ1,E

(ml) と書くこととする．また，そのような
の中で ε-最適な戦略 StrE0 をE上の（メモリレス）局所 ε-最適対抗戦略といい，
そのときの性能値 PfmG,StrE0 ,Str1を（メモリレス）局所 ε-最適性能値という．

PfmG,StrE0 ,Str1 + ε ≥ sup
Str′0∈Cnt

G,µ1,E

(ml)

{PfmG,Str′0,µ1}. (9.10)

また，CEC 〈Q′,∆′〉に関しては，その状態集合Q′は少なくとも以下の条件
を満たしている．

∃〈fi, f ′
i〉 ∈ F. (Q′ ∩ fi = ∅ ∧Q′ ∩ f ′

i 6= ∅) (9.11)

この条件 (9.11)を満たすECをRabin EC（REC），その中で極大のものを極
大REC（maximal REC，MREC）と呼ぶ．ゲームは状態集合が有限であり，
また，ECが RECであるか否かはグラフ構造から判定できるため，ゲーム上
の RECはすべて列挙することができる．そして，それぞれの RECについて
メモリレス局所対抗戦略の存在判定及び最適化を行うことで，(a)の戦略を合
成できる．
次に，(b)の戦略について考える．これは (a)の戦略をもつMLCECへ到達
させることを目的とした戦略である．また，その中で最適な戦略は，到達させ
るMLCEC上の最適性能値の期待値を最大とする戦略である．そのような到
達戦略を合成する問題はMDPの最大到達確率問題と類似の問題であり，プレ
イヤ 1の戦略がメモリレス戦略ならば容易に構成できる．

MUTMPRG最適対抗戦略合成手続きの概略

MPRG上でプレイヤ 1が µ1に対する最適対抗戦略を合成する手続きの概略
は以下の通りである．

i. ゲームのグラフをMEC分解する．

ii. それぞれのMECがCECを含むか判定する．

iii. 初期状態 q0からCECを含むMECへの最大到達確率を計算する．
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• もしその最大到達確率が 1でなければ，対抗戦略は存在しない．

iv. それぞれのMECがMLCECを含むかを判定する．

• 同時に，MLCECの中で最大の局所最適性能値を与えるMLCECを
探索し，そのメモリレス最適対抗戦略を計算する．

v. 「それぞれのMLCEC上のメモリレス局所最適対抗戦略」が与える性能
値を考慮して，それぞれの状態で最大期待性能値を計算する．

• ただし，MLCECに含まれる状態への最大到達確率が 1でない状態
の最大期待性能値は−∞とする．

• もし q0での最大期待性能値が−∞である（つまり，MLCECへの最
大到達確率が 1でない）ならば，メモリレス対抗戦略は存在しない．

vi. 「それぞれのMLCEC上のメモリレス局所最適対抗戦略」と「遷移先が
最大期待性能値が最も高い状態となるようにアクションを選ぶ戦略」を
組み合わせ，ゲーム全体の上のメモリレス最適対抗戦略を構成する．

9.4.2 MUTMPRG最適対抗戦略合成の部分手続き
本項では，前項でのべたMUTMPRG最適対抗戦略合成の各ステップを計算
する手続きについて説明する．これは 9.4.3項で与えるMUTMPRG最適対抗
戦略合成手続きで用いる主要な部分手続きであり，「RECが (ML)CECである
かを判定する手続き」や「最大到達確率を計算する手続き」などである．
なお，ゲーム上の通常のMEC分解手続きは，MDPのMEC分解手続き [31]

と同様であり，多項式時間で計算できる．そのため，本稿では手続きの詳細は
省略するが，以下の手続きが利用できるものとする．

• DecompMEC(G, 〈Q′,∆′〉, µ1)

– MUTMPRG G上のプレイヤ 1のメモリレス戦略µ1に対する，部分
グラフ 〈Q′,∆′〉に含まれるMECの集合を返す．

また，本章で与える部分手続きの中では，7.3節で述べたMTMPBAの空判
定手続きと同様に，しばしば線形制約充足可能性問題（LCSP）や線形計画問題
（LPP）を用いて解く．そこで，以下のような手続きも利用できるものとする．

• SolveLCSP(Cnst)
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– 線形制約Cnst : (R≥0)
n → Bを満たす n次元非負実数解ベクトルを

返す．
∗ ただし，Cnstが充足不能のとき，零ベクトル（すべての要素が

0のベクトル）を返す．

• SolveLPPopt(Obj,Cnst)

– 線形制約Cnst : (R≥0)
n → Bに従う線形目的関数Obj : (R≥0)

n → R
の最適値とそれを与える n次元非負実数解ベクトルの対を返す．
∗ ただし，Cnstが充足不能のとき，−∞と零ベクトルの対を返す．
∗ 最適値は，opt = maxのときには最大値（最大が定義できない
場合は上限値），opt = minのときには最小値（最小が定義で
きない場合は下限値）である．

なお，目的関数はObjは行ベクトルとして与えることとする．また，本節で
与える手続き中で SolveLCSPと SolveLPPoptの入力となるすべての線形制約
Cnstは，それらを満たす解ベクトルが零ベクトルではない．そのため，零ベ
クトルが返されたならば，かつそのときに限り，線形制約が充足不能である．
そして本節の線形制約の記述には，状態集合Qの大きさ |Q|などを行/列のサ
イズとする行列やベクトルを主に用いる．そのような場合，行列やベクトルの
行/列にはその集合のそれぞれの要素が対応しているものとする．また，その
要素で行/列のインデックスを指定する．例えば，|Q|次元（Qは状態集合）の
ベクトル xの状態 qに対応する要素は x[q]，|Q|行 |J |列（J ⊆ {1, . . . , d}はイ
ンデックスの集合）の行列Aの状態 qに対応する行のインデックス jが対応す
る列の要素はA[q, j]と表記する．

MREC分解手続きDecompMREC

この手続きは，MUTMPRG G上でプレイヤ 1がメモリレス戦略 µ1に従う
ときに，与えられたMECに含まれるMRECの集合を計算する手続きである．
(ML)CECは必ずRECであるため，その中で極大なものと計算するために用い
る．これは，通常のMEC分解を用いる以下のような手続きとして与えられる．

手続き 9.13 (MREC分解手続きDecompMREC) 　

• 入力:

– MUTMPRG G = 〈Q, 2AP ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉
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– G上のプレイヤ 1のメモリレス戦略 µ1

– G上のMEC 〈Q′,∆′〉 ⊆ 〈Q,∆〉

• 出力:

– 〈Q′,∆′〉上のMRECの集合

1: M := ∅; // MRECの集合

2: for all 〈H, I〉 ∈ F do // それぞれのRabin対について

3: M ′ := DecompMEC(G, 〈Q′ \H,∆′〉, µ1);

// 高々有限回しか通るべきでない状態を取り除いてMEC分解を行う

4: for all E = 〈Q′′,∆′′〉 ∈M ′ such that

(∀E ′ ∈M.E 6⊆ E ′ and Q′′ ∩ I 6= ∅) then

// 得られた ECが極大なRECであるとき

5: M := (M \ {E ′ ∈M |E ′ ⊆ E}) ∪ E;

// M からEに含まれる ECを取り除いた後でEを加える

6: end for

7: end for

8: return M ; �

補題 9.14 (手続き 9.13の正当性) 手続き 9.13の結果得られる状態の集合M

は，MUTMPRG GのMEC 〈Q′,∆′〉上のMRECの集合である． �

証明．通常のMEC分解手続きの正当性及びRMECの定義より明らか． �

最大到達確率計算手続き SolveReachProb

この手続きは，MUTMPRG G 上でプレイヤ 1がメモリレス戦略 µ1に従っ
ているときに，それぞれの状態 q ∈ Qに関して，状態部分集合Q′ ⊆ Qへの最
大到達確率（プレイヤ 0が適切に遷移先を選ぶことで得られる到達確率の最大
値）を計算する手続きである．qからQ′への最大到達確率 pG,µ1,Q′

q は，厳密に
は以下のように定義される．

pG,µ1,Q′

q = max
Str0

{PrGq ,Str0,µ1({r ∈ PlaysG | ∃i.r[2i] ∈ Q′})}. (9.12)
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この最大到達確率問題はMDPの最大到達確率問題と同値であり，以下のよう
な LPPに帰着する手続きにより解くことができる．

手続き 9.15 (最大到達確率計算手続き SolveReachProb) 　

• 入力:

– MUTMPRG G = 〈Q, 2AP ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉

– G上のプレイヤ 1のメモリレス戦略 µ1

– Gの部分状態集合Q′ ⊆ Q

• 出力:

– それぞれの状態からQ′への最大到達確率 pG,µ1,Q′
q を与える |Q|次元

ベクトル p

1: return SolveLPPmin(u
T ,LCQ,∆,µ1,Q′

reach );

ここで，LCQ,∆,µ1,Q′

reach : (R≥0)
|Q| → Bは以下のように定義される線形制約である．

LCQ,∆,µ1,Q′

reach (p) ⇔ (p ≥ bQ,Q
′

reach ∧ AQ,∆0
nc p ≥ 0 ∧ AQ,∆1,µ1

pc p ≥ 0) (9.13)

ただし，bQ,Q
′

reachは |Q|次元ベクトル，AQ,∆0
nc は |{〈q, q′〉 ∈ Q0 × Q1|∆0(q, a) =

q′}| × |Q|行列，AQ,∆1,,µ1
pc は |Q1| × |Q|行列であり，以下のように定義される．

bQ,Q
′

reach[q] =

{
1 if q ∈ Q′,

0 otherwise.
(9.14)

AQ,∆0
nc [〈q, q′〉, q′′] =


1 if q′′ = q ∈ Q0,

−1 if q′′ = q′ ∈ Q1,

0 otherwise.

(9.15)

AQ,∆1,,µ1
pc [q, q′] =



1 if q′ = q ∈ Q1,

−
∑

〈q,b,q′〉∈∆1

µ1(q, b)

if q′ ∈ Q0,

0 otherwise.

(9.16)

�
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直観的には，AQ,∆0
nc p ≥ 0の 〈q, q′〉行に関する線形制約は，q ∈ Q0から 1回

の遷移で到達できる状態 q′ ∈ Q1について，「qからQ′への最大到達確率」が「q′
からQ′への最大到達確率」以上であることを表している．これは，プレイヤ 0

が遷移先を自由に選択できることに由来している．一方で，AQ,∆1,,µ1
pc p ≥ 0の

q行に関する線形制約は，「q ∈ Q1からQ′への最大到達確率」が「プレイヤ 0

がQ′へ到達させるために最適の選択を行う場合の到達確率の期待値」である
ことを表している．これは，プレイヤ 1が µ1で規定された確率的選択によっ
て遷移先を決定していることに由来している．

補題 9.16 (手続き 9.15の正当性) 手続き 9.15が返す解ベクトル pの各要素
p[q]は，qからQ′への最大到達確率 pG,µ1,Q′

q である． �

証明．MDPにおける最大到達確率の計算と同様であるため明らか． �

CEC判定手続き SolveCEC

この手続きは，MUTMPRG G上でプレイヤ 1がメモリレス戦略 µ1に従う
ときに，与えられた REC E = 〈Q′,∆′〉が CECであるかを判定する手続きで
ある．具体的には，以下のような LCSPに帰着する手続きとして与えられる．

手続き 9.17 (CEC判定手続き SolveCEC) 　

• 入力:

– MUTMPRG G = 〈Q, 2AP ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉

– G上のプレイヤ 1のメモリレス戦略 µ1，

– G上の EC E = 〈Q′,∆′〉，

• 出力:

– E上の局所対抗戦略を表現した |∆′|次元の非負実数ベクトル x

∗ ただし，EがCECでないときには零ベクトル 0を返す．

1: for all g = 〈J,K〉 ∈ G do

2: x := SolveLCSP(LCµ1,E,W,g
CEC );

3: if x 6= 0 then
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4: return x;

5: end if

6: end for

7: return 0;

ここで，LCµ1,E,W,g
CEC : (R≥0)

|∆′| → B は，7.3節のMTMPBAの空判定手続きで
用いた LCSPと同様に以下のように定義される線形制約である．

LCµ1,E,W,g
CEC (x) ⇔

(uTx > 0 ∧ AE
cycx = 0 ∧ AE,µ1

str x = 0 ∧ AE,W,J
mp,≥ x ≥ 0 ∧ AE,W,K

mp,> x > 0).

(9.17)

ただし，AE
cycは |Q′|× |∆′|行列，AE,µ1

str は |∆′
1|× |∆′|行列，AE,W,J

mp,≥ は |J |× |∆′|
行列，AE,W,K

mp,> は |K| × |∆′|行列であり，以下のように定義される．

AE
cyc[q, 〈q′, A, q′′〉] =


1 if q = q′,

−1 if q = q′′,

0 otherwise,

(9.18)

AE,µ1
str [〈q, b, q′〉, 〈q′′, A, q′′′〉] =


1 if q = q′′ ∧ b = A,

−µ1(q, b) if q = q′′′,

0 otherwise,

(9.19)

AE,W,J
mp,> [j, 〈q, A, q′〉] = W [j](q, A), (9.20)

AE,W,K
mp,> [k, 〈q, A, q′〉] = W [k](q, A). (9.21)

�

式 (9.17)の線形制約式は，直観的には，7.3節のMTMPBAの空判定手続き
で用いたLCSPに環境のふるまいに関する制約（式 (9.19)の q = q′′の場合）を
加えたものである．AE,µ1

str x = 0の 〈q, b, q′〉行に関する線形制約は，「µ1に従う
プレイヤ 1が状態 q ∈ Q′

1で bを選択する確率 µ1(q, b)」と「“遷移 〈q, b, q′〉の出
現数”と “qへ入る遷移の出現数”の比」が一致していることを表す．これは，
プレイヤ 1が µ1に従うときに，Inf(path(r)) ⊆ Q′となるほとんどすべてのプ
レイ rが満たすべき性質である．
従って，環境側プレイヤが µ1に従っているとき，線形制約 LCµ1,E,W,g

CEC を満
たす解ベクトル xに遷移出現比が漸近的に近づくプレイ rを構成でき，rは
MTMP受理条件を満たす．
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補題 9.18 (手続き 9.17の正当性) 手続き 9.17が返す解ベクトルxが零ベクト
ルでないならば，かつそのときに限り，Eは µ1に対するCECである． �

証明．⇒: x 6= 0のとき，線形制約 uTx > 0，AE
cycx = 0，AE,µ1

str x = 0を満た
すため，Gq（q ∈ Q′）上で，ほとんどすべてのプレイ rについて以下のような
特徴を持つプレイヤ 0の戦略が構成できる．

• ρ上の遷移出現比が xに収束し，かつ，

• Q′に含まれるすべての状態を無限にしばしば訪れる（Inf(path(r)) = Q′）．

– ただし，ある状態については出現頻度が 0に収束するかもしれない．

そして，線形制約AE,W,J
mp,≥ x ≥ 0とAE,W,K

mp,> x > 0も満たすために，ほとんどす
べてのプレイ rはMTMP受理条件を満たす．また，Eは RECでもあること
から，rはRabin条件も満たしている．よって，Eは ECである．
⇐: x = 0のとき，線形制約LCµ1,E,W,g

CEC を満たす解ベクトルが存在しない．そ
のため，プレイヤ 1が µ1に従うとき，MTMP受理条件を満たすようなプレイ
を生成するE上の局所対抗戦略は存在しない． �
また，以下のような系も成り立つ．

系 9.19 GをMUTMPRG，µ1をプレイヤ 1のメモリレス戦略，E = 〈Q′,∆′〉
を G上の µ1に対するRECとする．
このとき，E ′ = 〈Q′′,∆′′〉 ⊆ EがCECならばEもCECである． �

証明．E ′がCECならば，線形制約LCµ1,E′,W,g
CEC (x′)を満たす |∆′′|次元ベクトル

x′が存在する．ここで，以下のような |∆′|次元ベクトル xを考える．

x[δ] =

{
x′[δ] if δ ∈ ∆′′,

0 otherwise.
(9.22)

このとき，明らかに xは線形制約 LCµ1,E,W,g
CEC (x)を満たす．従って，EもCEC

である． �

メモリレス局所最適戦略探索手続き SolveOptLocStr

この手続きは，MUTMPRG G上でプレイヤ 1がメモリレス戦略 µ1に従う
ときに，与えられたREC E = 〈Q′,∆′〉に含まれるMLCECの中で最も高い局
所性能上限もつMLCECを探索し，そのメモリレス局所 (ε-)最適性能値とそ
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れを与える対抗戦略の対を計算する再帰的手続きである．ただし，この手続き
では打ち切り性能閾値を設定し，局所性能上限がその値以下であるときには再
帰を停止する．この手続きの概略は以下の通りである．

i. EがCECであるかを判定する．

– 同時に，E上の局所最適性能値 vとその最適対抗戦略yも計算する．
– その局所最適性能値が打ち切り性能閾値未満ならば計算を打ち切る．

∗ 系 9.19より，Eの局所最適性能値はEの部分CEC E ′ ⊆ Eの
局所最適性能値以上であるためである．

ii. EがMLCECであるかを判定する．

– 同時に，E上のメモリレス局所対抗戦略 xも計算する．

iii. もしEがMLCECならば，局所最適性能値 vを与えるメモリレス局所対
抗戦略 zがあるか判定する．

– メモリレス局所対抗戦略が存在するならば，それをE上のメモリレ
ス局所最適対抗戦略とする．

– そうでないならば，xと yからメモリレス局所 ε-最適対抗戦略を構
成する．

iv. Eのそれぞれの子 RECについて，メモリレス局所最適対抗戦略探索手
続き SolveOptLocStrを再帰的に計算する．

v. 子RECに対する手続き SolveOptLocStrの計算結果を用いて，Eとその
部分RECの中で最も高いメモリレス局所 (ε-)最適性能値を持つMLCEC

を同定する．

– そして，そのメモリレス局所 (ε-)最適性能値とそれを与えるメモリ
レス局所 (ε-)最適対抗戦略の対を返す．

ここで，Eのそれぞれの子 RECとは，Eより真に小さい RECの中で極大
はRECを指す．その集合ChildRECG,µ1(E)は，以下のように定義できる．

ChildRECG,µ1(E) = {REC E ′ ⊂ E|∀REC E ′′ ⊂ E.E ′ 6⊆ E ′′}. (9.23)

本節ではまず，メモリレス局所最適対抗戦略探索手続き SolveOptLocStrで
用いる部分手続きを説明し，その後手続き SolveOptLocStrの詳細を示す．
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MLCEC判定手続き SolveMLCEC この手続きは，MUTMPRG Gでプレ
イヤ 1がメモリレス戦略 µ1に従うときに，与えられた REC E = 〈Q′,∆′〉が
MLCECであるかを判定する手続きである．CEC判定手続き 9.17と同様に，
以下のような LCSPに帰着する手続きとして与えられる．

手続き 9.20 (MLCEC判定手続き SolveMLCEC) 　

• 入力:

– MUTMPRG G = 〈Q, 2AP ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉

– G上のプレイヤ 1のメモリレス戦略 µ1，

– G上の EC E = 〈Q′,∆′〉，

• 出力:

– メモリレス局所対抗戦略を表現した |∆′|次元の非負実数ベクトル x

∗ ただし，EがMLCECでないとき零ベクトル 0を返す．

1: for all g = 〈J,K〉 ∈ G do

2: x := SolveLCSP(LCµ1,E,W,g
MLCEC );

3: if x 6= 0 then

4: return x;

5: end if

6: end for

7: return 0;

ここで，LCµ1,E,W,g
MLCEC : (R≥0)

|∆′| → Bは以下のように定義される線形制約である．

LCµ1,E,W,g
MLCEC (x) ⇔

(x > 0 ∧ AE
cycx = 0 ∧ AE,µ1

str x = 0 ∧ AE,W,J
mp,≥ x ≥ 0 ∧ AE,W,K

mp,> x > 0). (9.24)

�
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CEC判定手続きの線形制約式 (9.17)とこの線形制約式 (9.24)の違いは，式
(9.17)の線形制約uTx > 0が式 (9.24)では線形制約x > 0となっている点であ
る．既に述べたように，xは遷移出現比を表すベクトルであり，x > 0は「す
べての遷移の出現数（出現比）が 0より大きい」という制約を表す．両プレイ
ヤがメモリレス戦略に従うとき，状態や遷移の出現頻度はほとんどすべてのプ
レイ rで収束するため，Inf(path(r)) = Q′であるならば，かつそのときに限
り，「すべての遷移の出現数（出現比）が 0より大きい」．

補題 9.21 (手続き 9.20の正当性) 手続き 9.20が返す解ベクトルxが零ベクト
ルでないならば，かつそのときに限り，Eは µ1に対するMLCECであり，x

からメモリレス局所対抗戦略を構成できる. �

証明．⇒: x 6= 0のとき，任意の q ∈ Q′
0について，MPRG Gq 上でプレイヤ

1が µ1に従い，プレイヤ 0が以下のように与えられる戦略 µx
0 に従う場合を考

える．

µx
0 (q, a) =

x[〈q, a, q′〉]∑
a′∈Σ0

x[〈q, a′, q′′〉]
(9.25)

このとき，線形制約 x > 0が満たすため，ほとんどすべてのプレイ上で遷移
出現比は xに収束する．ここで，xのすべての要素が 0より大きい，かつ，E
はRECであるため，ほとんどすべてのプレイはRabin受理条件を満たす．ま
た，xは他の線形制約も満たすため，ほとんどすべてのプレイは平均利得受理
条件も満たす．よって，µx

0 はメモリレス局所対抗戦略であり，EはMLCEC

である．
⇐: 対偶を示す．x = 0のとき，線形制約 LCµ1,E,W,g

MLCEC を満たす解ベクトルが
存在しない．そのため，プレイヤ 1が µ1に従うとき，E上のすべての遷移の
出現比が 0に収束せずにMTMP受理条件を満たすようなプレイを生成するE

上のメモリレス局所対抗戦略は存在しない． �

局所最適対抗戦略合成手続き SolveOptCEC この手続きは，MUTMPRG

A上でプレイヤ 1がメモリレス戦略 µ1に従うときに，与えられた REC E =

〈Q′,∆′〉上の（無限メモリ）局所最適性能値とそれを与える対抗戦略を計算す
る手続きである．CEC判定手続きの線形制約式 (9.17)を満たすベクトル xは，
局所対抗戦略を表現しており，そのxは遷移出現比を表現している．そのため，
最適化対象である性能値は，|∆′|次元非負実数ベクトル上では (cE,Wobj )Tx/(uTx)
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で表現できる．ただし，(cE,Wobj )T : (R≥0)
|∆′| → Rは以下のように定義された

|∆′|次元の行ベクトルとして与えられる線形目的関数である．

(cE,Wobj )T [〈q, A, q′〉] = W [d](q, A) (9.26)

従って，線形制約式 (9.17)に従う (cE,Wobj )Tx/(uTx)の最適値とそれを与える x

を求めればよい．これは，以下のような LPPに帰着する手続きとして与える
ことができる．

手続き 9.22 (局所最適対抗戦略合成手続き SolveOptCEC) 　

• 入力:

– MUTMPRG G = 〈Q, 2AP ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉

– G上のプレイヤ 1のメモリレス戦略 µ1，

– G上の EC E = 〈Q′,∆′〉，

• 出力:

– E上の局所最適性能値 vと局所最適対抗戦略を表現した |∆′|次元の
非負実数ベクトル yの対 〈v,y〉

∗ ただし，EがCECでないとき，〈−∞,0〉を返す．

1: 〈v,y〉 := 〈−∞,0〉;

2: for all g = 〈J,K〉 ∈ G do

3: 〈v′,y′〉 := SolveLPPmax((c
E,W
obj )T ,LCµ1,E,W,g

OptCEC );

4: if v > v′ then

5: 〈v,y〉 := 〈v′,y′〉;

6: end if

7: end for

8: return 〈v,y〉;
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ここで，LCµ1,E,W,g
OptCEC : (R≥0)

|∆′| → Bは以下のように定義される線形制約である．

LCµ1,E,W,g
OptCEC (y) ⇔

(uTy = 1 ∧ AE
cycy = 0 ∧ AE,µ1

str y = 0 ∧ AE,W,J
mp,≥ y ≥ 0 ∧ AE,W,K

mp,> y ≥ 0).

(9.27)

�

この手続きで求めるE上の局所最適性能値は，それぞれの g = 〈J,K〉 ∈ Gに
対する以下のような線形分数計画問題（LFPP）の最適解の中の最大値である．

maximizex : (cE,Wobj )Tx/(uTx) (9.28)

subject to :


uTx ≥ 1,

AE
cycx = 0,

AE,µ1
str x = 0,

AE,W,J
mp,≥ x ≥ 0,

AE,W,K
mp,> x ≥ u

 . (9.29)

8.5節のLTLmp最適化手法の注意 8.13でも述べたが，この線形制約式 (9.29)と
式 (9.17)で与えられるLCµ1,E,g

CEC は実質的には同じ制約である．そしてこの線形
分数計画問題から LCµ1,E,g

OptCECを制約とする線形計画問題が得られる．

補題 9.23 (手続き 9.22の正当性) 手続き 9.22が返す対 〈v,y〉が 〈−∞,0〉でな
いとき，かつそのときに限り，Eは CECである．またそのとき，vは局所最
適性能値であり，yから局所最適対抗戦略を構成できる． �

証明．（概略）〈v,y〉 6= 〈−∞,0〉ならば，かつそのときに限り，Eが CECか
つ yから対抗戦略が構成できることは，補題 9.18と同様に成り立つ．また，v
が局所最適性能値であることは明らか． �

メモリレス局所対抗戦略合成手続きSolveOptMLCEC この手続きは，MUTM-

PRG G上でプレイヤ 1がメモリレス戦略 µ1に従うときに，与えられた REC

E = 〈Q′,∆′〉上で与えられた性能値 vをもつ有限メモリ対抗戦略を計算する手
続きである．これは，以下のようなLCSPに帰着する手続きとして与えられる．

手続き 9.24 (メモリレス局所対抗戦略合成手続き SolveOptMLCEC) 　

• 入力:
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– MUTMPRG G = 〈Q, 2AP ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉

– G上のプレイヤ 1のメモリレス戦略 µ1，
– G上の EC E = 〈Q′,∆′〉，
– 目標性能値 v

• 出力:

– 性能値 vを与えるメモリレス局所対抗戦略を表す |∆′|次元の非負実
数ベクトル z

∗ ただし，そのような戦略が存在しないとき，零ベクトル 0を
返す．

1: for all g = 〈J,K〉 ∈ G do

2: z := SolveLCSP(LCµ1,E,g,v
OptMLCEC);

3: if z 6= 0 then

4: return z;

5: end if

6: end for

7: return 0;

ここで，LCµ1,E,g,v
OptMLCEC : (R≥0)

|∆′| → B は以下のように定義される線形制約で
ある．

LCµ1,E,g,v
OptMLCEC(z) ⇔ (LCµ1,E,g

MLCEC(z) ∧ (cE,Wobj − v · u)Tz = 0.). (9.30)

�

式 (9.30)で追加されている線形制約 (cE,Wobj − v · u)Tz = 0は，性能値が vであ
ることを表現している．よって，線形制約LCµ1,E,g,v

OptMLCEC(z)を満たす zは性能値
vをもつメモリレス局所対抗戦略を表現している．

補題 9.25 (手続き 9.24の正当性) 手続き 9.24が返す解ベクトル zが零ベクト
ルでないならば，かつそのときに限り，Eはµ1に対するMLCECであり，zか
ら性能値 vをもつメモリレス局所対抗戦略を構成できる. �
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証明．⇒: z 6= 0のとき，線形制約 LCµ1,E,g,v
OptMLCEC(z)を満たすため，式 (9.25)

と同様に構成される戦略 µz
0は，明らかにメモリレス局所対抗戦略である．ま

た，プレイヤ 0が µz
0に従うとき，ほとんどすべてのプレイ上の遷移出現比が

zに収束するため，その性能値は (cE,Wobj z)/(uTz)である．このとき，線形制約
(cE,Wobj − v · u)Tz = 0を満たすため，明らかにその性能値は vと一致する．
⇐:対偶を示す．z 6= 0のとき，線形制約LCµ1,E,g,v

OptMLCEC(z)と線形制約 (cE,Wobj −
v ·u)Tz = 0のどちらも満たす解ベクトルは存在しない．つまり，EはMLCEC

でない，または，性能値 vを与えるメモリレス局所対抗戦略は存在しない．�

手続き SolveOptLocStrの詳細 これまで示した部分手続きを用いて，メモ
リレス局所最適戦略探索手続き SolveOptLocStrは具体的には以下のように与
えられる．

手続き 9.26 (メモリレス局所最適戦略探索手続き SolveOptLocStr) 　

• 入力:

– MUTMPRG G = 〈Q, 2AP ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉

– G上のプレイヤ 1のメモリレス戦略 µ1

– G上のREC E = 〈Q′,∆′〉 ⊆ 〈Q,∆〉

– 打切性能閾値 vcutoff

• 出力

– MLCEC E ′ ⊆ Eの中で最も高い局所最適性能値もつMLCEC上の，
メモリレス局所 (ε-)最適性能値 vとそのメモリレス局所 (ε-)最適対
抗戦略を表す |∆′|次元の非負実数ベクトル xの対 〈v,x〉

∗ ただし，MLCEC E ′ ⊆ Eが存在しない，または，それらすべ
ての局所最適性能値が vcutoff 未満のとき，対 〈−∞,x〉を返す．

1: o = 〈v,x〉 := 〈−∞,0〉; // 局所 (ε-)最適値とそれを与える戦略の組

2: 〈vsup,y〉 := SolveOptCEC(G, µ1, E);

// REC EがCECか判定し，同時に局所最適性能値も計算する

3: if vcutoff > vsup then // 局所最適性能値が打切閾値未満のとき

4: return 〈−∞,0〉;
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5: end if

6: x := SolveMLCEC(G, µ1, E); // メモリレス局所対抗戦略を計算

7: if x 6= 0 then // メモリレス局所対抗戦略が存在するとき

8: z := SolveOptMLCEC(G, µ1, E, vsup);

// 無限メモリ最適性能をもつメモリレス対抗戦略を計算する

9: if z 6= 0 then // メモリレスのものが存在するとき

10: o := 〈vsup, z〉; // 最適戦略を更新する

11: else if ε > 0 then

// メモリレスのものが存在しない，かつ，許容誤差が 0でないとき

12: x := x + (τ v,εx,y)y; // メモリレス局所 ε-最適対抗戦略を合成する

13: v := (cE,wobj )Tx/(uTx); // 局所最適値を局所 ε-最適値に変更する

14: end if

15: for all E ′ = 〈Q′′,∆′′〉 ∈ ChildRECG,µ1(E) do

16: 〈v′,x′〉 := SolveOptLocStr(G, µ1, E
′, vsup);

// 子RECのメモリレス局所最適 // 対抗戦略を再帰的に計算する

17: if v′ > v or (v′ = v and num6=0(x
′) < num6=0(x)) then

// より性能が高い，または，同性能でも遷移関係のサイズ
// がより小さいとき，局所最適値と局所最適戦略を更新する

18: v := v′;

19: for all δ ∈ ∆′ do

20: if δ ∈ ∆′′ then

21: x[δ] := x′[δ];

22: else

23: x[δ] := 0;

24: end if
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25: end for

26: end if

27: end for

28: return o;

ただし，τ v,εx,yは以下を満たす最小の非負実数とする．

τ v,εx,y ≥

(
(v − ε)uT − (cE,wobj )T

)
x

ε
. (9.31)

また，num6=0(x)はベクトル xの非零の要素数を表す． �

系 9.19より，E が CECのとき，ステップ 2において計算される E 上の（無
限メモリ）局所最適性能値 vは，Eの部分CECの局所最適性能値以上である．
そのため，vが打切閾値 vcutoff より小さい場合，Eの部分 CECの局所最適性
能値が打切閾値 vcutoff 以上となることはない．
EがMLCECであるとき，vと等しい局所性能値をもつメモリレス対抗戦略
が存在するならば，その戦略は局所最適なメモリレス対抗戦略であり，Eの部
分MLCECの中で最大の最適性能値をもつ．ただし，同性能の，より小さい
（遷移数が少ない）MLCECが存在する可能性がある．また，vと等しい性能
値をもつメモリレス局所対抗戦略が存在しない場合でも，局所 ε-最適なメモリ
レス対抗戦略を構成できる．これは，ステップ 2で得られる（無限メモリ）局
所最適対抗戦略を表す yと，ステップ 6で得られるメモリレス局所対抗戦略を
表す xから構成される．なぜならば，線形制約 LCµ1,E′,W,g

MLCEC (x)を満たす xと線
形制約 LCµ1,E′,W,g

OptCEC (y)を満たす yに関して，任意の c > 0で x + cyが線形制約
LCµ1,E′,W,g

MLCEC (x + cy)を満たすためである．このとき，c = τ v,εx,yとすれば，その
性能値は局所 ε-最適となる．
そして，ステップ 15-27ですべての部分MLCECの中で最大の局所最適性能
値をもつMLCECを探索している．
よって，以下の補題が成り立つ．

補題 9.27 (手続き 9.26の正当性) 手続き 9.26が返す対 〈v,x〉が 〈−∞,0〉でな
いならば，かつそのときに限り，Eの部分RECの中にMLCECであるものが
存在し，それらの中で最大の局所最適性能値が v，かつ，xから性能値 vをも
つ局所メモリレス対抗戦略を構成できる． �
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証明．MLCEC判定手続き SolveMLCEC の正当性（補題 9.21），局所最適対
抗戦略合成手続き SolveOptCEC の正当性（補題 9.23），メモリレス対抗戦略
合成手続き SolveOptMLCEC の正当性（補題 9.25）より成り立つ． �

注意 9.28 (手続き 9.26の計算量) 手続き9.26は最悪の場合，グラフE = 〈Q′,∆′〉
上のすべてRECを網羅的に列挙する必要がある．グラフEの部分グラフの個
数は，Eのサイズの指数オーダーであるため，手続き 9.26の時間計算量はE

のサイズに関して指数オーダーである．
なお，この再帰的手続きでは，同じ部分RECに対する手続きSolveOptLocStr

を複数回呼び出し得る．そうした場合に前の計算結果をそのまま返しても，全
体の手続きの正当性は保たれる． �

最大到達期待値計算手続き SolveReachExp

この手続きは，MUTMPRG G上で

• 状態の部分集合Q′
iと

• プレイ上でQ′
iへ到達することの優先度 vi

の組 〈Q′
i, vi〉の集合 L =

∪
i〈Q′

i, vi〉が与えられているときに，プレイヤ 1のメ
モリレス戦略 µ1に対して，それぞれの状態 qでの最大到達期待値（プレイヤ
0が適切に遷移先を選ぶことで得られる優先度期待値の最大値）を計算する手
続きである．これは最大到達確率計算手続き 9.15と似ているが，到達される
状態に優先度が付けられている点が異なる．直観的には，Q′

iはMECの状態
集合，優先度 viはそのMECに含まれるMLCECの中で最大の局所最適性能
値であることを意図している．つまり，優先度期待値が高いプレイの生起させ
ようとする戦略では，局所最適性能値が高いMLCECへ到達する期待値が高
くなる．ここで，どのQ′

iにも含まれない状態の優先度は−∞であるものとす
る．つまりプレイ rの優先度 νL(r)は以下のように定義する．

νL(r) =


max

〈Q′
i,vi〉∈L

{vi | ∃j.path(r)[j] ∈ Q′
i} if ∃j.ρ[j] ∈

∪
〈Qi,vi〉∈L

Q′
i,

−∞
otherwise.

(9.32)

このように定義するのは，プレイ中にMLCECへ到達した場合でも，より性能
の高い別のMLCECへ到達させられる可能性があるためである．そして，そ
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れぞれの状態 qでの最大到達期待値 eG,µ1,Loc
q は，厳密には以下のように定義さ

れる．

eG,µ1,L
q = max

Str0
{EPrGq,Str0,µ1 [ν

L]}. (9.33)

そしてこれは，以下のような LPPに帰着する手続きとして与えられる．

手続き 9.29 (最大到達期待値計算手続き SolveReachExp) 　

• 入力

– MUTMPRG G = 〈Q, 2AP ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉

– L =
∪
i〈Q′

i, vi〉

∗ Q′
i ⊆ Qは状態集合ただし，
· それぞれのQ′

iは互いに共通部分をもたないと仮定する．
∗ vi ∈ RはQ′

iに含まれる状態の優先度

• 出力

– それぞれの状態の最大到達期待値 eG,µ1,L
q を与える |Q|次元のベク

トル e

1: p := SolveReachProb(G, µ1,
∪

〈Q′,vi〉∈LQ
′);

2: e := SolveLPPmin((c
p
reach)

T ,LCG,µ1,Loc
exp );

3: for all q ∈ Q such that p[q] < 1 do

4: e[q] := −∞;

5: end for

6: return e;

ここで，線形目的関数 (cp
reach)

T は，は以下のように定義される |Q|次元の行ベ
クトルである．

cp
reach[q] =

{
1 if p[q] = 1,

0 otherwise.
(9.34)
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また，線形制約 LCG,µ1,p,L
exp : (R≥0)

|Q| → B は以下のように定義される線形制約
である．

LCG,µ1,L
exp (e) ⇔ (AQ,L

exp e ≥ bQ,Lexp ∧ AQ,∆0
nc e ≥ 0 ∧ AQ,∆1,µ1

pc e ≥ 0). (9.35)

ただし，AQ,L
exp は |Q| × |Q|行列，bQ,Lexp は |Q|次元の実数ベクトルであり，以下

のように定義される．

AQ,L
exp [q, q′] =


1 if ∃〈Q′, v〉 ∈ L.q ∈ Q′

and q = q′,

0 otherwise.

(9.36)

bQ,Lexp [q] =

{
v if ∃〈Q′, v〉 ∈ L.q ∈ Q′,

0 otherwise.
(9.37)

�

補題 9.30 (手続き 9.29の正当性) 手続き 9.29が返す解ベクトル eの各要素
e[q]は，qでの最大到達期待値 eG,µ1,L

q である． �

証明．補題 9.16と同様にMDPの最大期待値問題と同様であるため正当性は明
らか．ただし，p[q] < 1である qに関しては，明らかに e[q] = −∞となるが，
線形制約 LCG,µ1,p,L

exp ではそれに関する制約を与えていない．そのため，ステッ
プ 3-5で代入している． �

9.4.3 MUTMPRG最適対抗戦略合成手続き
本章では，MUTMPRGにおいてプレイヤ 1のメモリレス戦略に対するメモ
リレス最適対抗戦略を合成する手続きを与える．
これは，9.4.2項で与えた手続きを部分手続きとして用い，9.4.1項の概略に
沿った以下の手続きである．

手続き 9.31 (MUTMPRG最適対抗戦略合成手続き) 　

• 入力:

– MUTMPRG G = 〈Q, 2AP ,∆, q0, 〈F, 〈W,G〉〉〉

– G上のプレイヤ 1の戦略 µ1
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– 許容誤差 ε ≥ 0

• 出力:

–



“対抗戦略は存在しない”

if |CntG,µ1 | = 0,

“メモリレス対抗戦略は存在しない”

if |CntG,µ1 | 6= 0 and |CntG,µ1

ml | = 0,

メモリレス (ε-)最適対抗戦略 µ0

otherwise.

1: M := DecompMEC(G, µ1); // ゲーム上のMECの集合を計算する

2: N := ∅; // MECとそこに含まれる極大なCECの集合の対の集合

3: for all Ei = 〈Q′
i,∆

′
i〉 ∈M do

4: M ′
i := DecompMREC(G, µ1, Ei); // MEC E上のMRECの集合を計

算する

5: M ′′
i := ∅; // M ′

i 中のCECの集合

6: for all E ′
ij ∈M ′

i do

7: x := SolveCEC(G, µ1, E
′
ij); // MREC E ′上の対抗戦略を計算する

8: if x 6= 0 then

// E ′上に対抗戦略が存在する（E ′がCECである）とき

9: M ′′
i := M ′′

i ∪ {E ′
ij};

10: end if

11: end for

12: if M ′′
i 6= ∅ then

13: N := N ∪ {〈Ei,M ′′
i 〉};

14: end if

15: end for



9.4. MUTMPRG最適対抗戦略の構成法 197

16: Qreach :=
∪

〈〈Q′
i,∆

′
i〉,M ′′

i 〉∈N
Q′
i;

// CECを含むMECに含まれる状態の集合を計算する

17: p := SolveReachProb(G, µ1, Qreach);

// 各状態のQreachへの最大到達確率を計算する

18: if p[q0] < 1 then

// 初期状態からQreachへの最大到達確率が 1でないとき

19: return “対抗戦略は存在しない”;

20: end if

21: Loc := ∅; // “MEC”と “その中の最大のメモリレス局所最適性能値と
// それを与えるメモリレス局所最適対抗戦略の対”の対の集合

22: for all 〈Ei,M ′′
i 〉 ∈ N do

23: oi = 〈vi,xi〉 := 〈−∞,0〉; // メモリレス局所最適性能値とそれを与
// えるメモリレス局所最適対抗戦略の対

24: for all E ′
ij ∈M ′′

i do

25: 〈vij,xij〉 := SolveOptLocStr(G, µ1, E
′
ij, vi, ε);

// 極大なCEC E ′
ijに含まれるMLCECの中で

// 最大の局所最適性能を与えるものを探索する

26: if vij > vi or (vij = vi and num6=0(xij) < num 6=0(xi)) then

// より性能が高い，または，同性能でも
// 遷移関係のサイズがより小さいとき

27: oi := 〈vij,xij〉; // メモリレス最適局所対抗戦略を更新する

28: end if

29: end for

30: if vi > −∞ then // E ′がMLCECを含むとき

31: Loc := Loc ∪ {〈Ei, oi〉};

32: end if
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33: end for

34: L :=
∪

〈〈Q′
i,∆

′
i〉,〈vi,xi〉〉∈Loc

〈Q′
i, vi〉;

35: e := SolveReachExp(G, µ1, L); // 各状態の最大期待性能値を計算する

36: if e[q0] = −∞ then // 初期状態で期待される最適性能値が−∞
// (メモリレス戦略では対抗できない)とき

37: return “メモリレス対抗戦略は存在しない”;

38: end if

39: µ0 := µLoc,e0 ; // Locと eからメモリレス最適対抗戦略を構成する

40: return µ0;

また，メモリレス戦略 µLoc,e0 : Q0 × Σ0 → [0, 1]は以下のように与える．

µLoc,e0 (q, a) =

xi[〈q, a, q′〉]∑
a′∈Σ0

xi[〈q, a′, q′′〉]
if ∃〈Ei, 〈vi,xi〉〉 ∈ Loc.(e[q] = vi and xi[〈q, a, q′〉] > 0),

0 if e[∆(q, a)] < max
a′∈Σ0

{e[∆(q, a′)]},
1

|{〈q, a′〉|e[∆(q, a′)] > 0}|
otherwise.

(9.38)

�

直観的には，µLoc,e0 は，それぞれの状態 q ∈ Q0において，以下のような特徴を
持つメモリレス戦略である．

• qがあるMEC Ei上でメモリレス局所最適性能値 viを与えるMLCECに
含まれており，かつ，qの最大期待性能値 e[q]が viと等しいとき，

– Ei上で性能値 viを与える（xiで表現された）メモリレス局所最適
対抗戦略に従う．

• そうでないとき，
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– 最大期待性能値が最も高い状態を遷移先とするようなアクションを
（ただし，複数存在するときにはそれらを等確率で）選択する．

定理 9.32 (手続き 9.31の正当性) 手続き 9.31が “(メモリレス）対抗戦略は存
在しない”を返すならば，かつそのときに限り，G上の µ1に対する（対抗戦略
は存在するがメモリレス）対抗戦略は存在しない．
また，手続き 9.31がプレイヤ 0のメモリレス戦略 µ0を返すならば，かつそ
のときに限り，µ0は G上の µ1に対するメモリレス最適対抗戦略である． �

証明．MREC分解手続きDecompMRECの正当性（補題9.14）とCEC判定手続
きSolveCECの正当性（補題9.18），系9.19より，ステップ1-15の結果として得
られるNは，「CECを含むMEC Ei」と「それに含まれる極大なCECの集合M ′′

i 」
の対の集合となっている．そして，最大到達確率計算手続き SolveReachProb

の正当性（補題 9.16）より，pは，プレイヤ 1が µ1に従うときの各状態から
CECに含まれる状態への最大到達確率を表している．よって，初期状態 q0か
らCECへの最大到達確率が 1未満であるとき，プレイヤ 0がどのような戦略
に従ったとしてもCECへ到達できない確率は 0より大きい．つまり，対抗戦
略は存在しない．
そうでないとき，メモリレス局所最適対抗戦略探索手続きSolveOptLocStrの
正当性（補題9.27）より，ステップ1-15の結果として得られるLocは，「MLCEC

を含むMEC Ei」と「“それに含まれるMLCECの中で最大のメモリレス局所最
適性能値 vi”と “それを与えるメモリレス局所最適対抗戦略を表すベクトルx”」
の対の集合となっている．そして，最大到達期待値計算手続き SolveReachExp

の正当性（補題 9.30）より，eはプレイヤ 1が µ1に従うときの各状態の最大
期待性能値を表している．よって，q0の最大期待性能値が−∞，すなわち，q0
からMLCECへの最大到達確率が 1未満であるとき，プレイヤ 0がどのような
戦略に従ったとしてもMLCECへ到達できない確率は 0より大きい．つまり，
メモリレス対抗戦略は存在しない．
そうでないとき，eはそれぞれの状態での (ε-)最適な最大性能期待値を表す
ため，µLoc,e0 は明らかにメモリレス (ε-)最適対抗戦略となっている．以上によ
り示された． �

9.5 計算量
本章では，MUTMPRG最適対抗戦略合成手続き（手続き 9.31）と LTLmp−

平均ケース最適合成問題の計算量について述べる．
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MUTMPRG最適対抗戦略合成手続きの計算量

MUTMPRG最適対抗戦略合成手続きの各ブロックの計算量は以下の通りで
ある．

• ステップ 1-15

まず，MEC分解はゲームのサイズに関して多項式時間で計算できる．ゲー
ム上のMRECの総サイズは，その極大性より，ゲームのサイズとRabin

対の個数に関して線形である．そして，それぞれのMRECに対するCEC

判定は，CEC判定手続き SolveCEC（手続き SolveCEC）により対象と
するMRECのサイズに対して多項式時間で計算できる．そのため，この
ブロックの計算量はゲームのサイズに関して多項式時間である．

• ステップ 16-21及び 34-40

最大到達確率計算手続き SolveReachProb（手続き 9.15）と最大到達期待
値計算手続き SolveReachExp（手続き 9.29）はどちらもゲームのサイズ
に対して多項式時間で計算できるため，この二つのブロックの計算量は
ゲームのサイズに関して多項式時間である．

• ステップ 22-33

メモリレス局所最適戦略探索手続き SolveOptLocStr（手続き 9.26）の計
算量は注意 9.28で述べたように，指数時間オーダーである．そのため，
このブロックの計算量はゲームのサイズに関して指数時間である．

よって，MPRGメモリレス最適対抗戦略合成手続きの計算量は指数時間オー
ダーである．なお，「与えられたメモリレス戦略が対抗戦略であるか否か」は
多項式時間で検証可能であるため，最適化を行わないMUTMPRGメモリレス
対抗戦略合成問題はNPに属す．

LTLmp−平均ケース最適合成問題の計算量

補題 9.2より，LTLmp−仕様ϕ = ψ∧Θと等価なMTMPRAは最悪でO(2|ψ|)

の状態数をもつ．そして，9.5節で述べたように，MUTMPRG最適対抗戦略
合成手続き（手続き 9.31）はゲームのサイズに対して指数時間で計算できる．
従って，LTLmp−平均ケース最適合成の計算量は 3重指数時間である．

LTLmp−平均ケース最適合成問題においては，LTL合成問題と同様に仕様と
等価な決定性オートマトンの構成におけつ計算量がボトルネックとなっている．
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ただし，LTLmp−平均ケース最適合成のDRA（DMTMPRA）の構成に関して
は，平均利得式を上手く用いることで，計算量を抑制できる可能性がある．例
えば，

2(req → wait U res) (9.39)

という LTL式は，「常に，“リクエスト reqが生起したとき，応答 resするまで
待ちwait続ける”」という性質を表すが，平均利得式も用いることで同じ意図
の性質を以下のように表現できる．

2(req → wait W res) ∧ MP(1wait) < 1 (9.40)

このとき，式 (9.39)は「reqが成り立ったならばいつか必ず resも成り立つ」と
いう強いイベンチャリティ性を表している．一方，式 (9.40)の LTL部分では
「reqが成り立ったとしても，必ずしもその後 resが成り立たなくてもよい」と
いう弱いイベンチャリティ性を表している．こうした違いは，それらから構成
される等価な決定性オートマトンの構造に大きな影響を与える．これらは同
じ意図を持ってはいるが通常は同じ意味ではないため，通常（つまり最悪ケー
ス）の実現可能性判定/合成においては式 (9.39)を式 (9.40)で置き換えること
はできない．しかし，平均ケースの有限メモリ実現可能性判定/合成において
は，RSと環境のふるまいが有限状態DTMCとしてモデル化されるため，「無
限にしばしば ψが成り立つ（23ψ）」と「ψが 0より大きい頻度で成り立つ
（MP(1ψ) > 0）」は真偽が一致する．そのため，LTLmp−平均ケース最適合成
問題においては，解析に適した表現を選択して仕様を記述することで，検証を
効率化できる可能性がある．
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第10章 関連研究

本章では，本研究と関連した研究を簡単に紹介し，比較する．10.1節では，
近年になって研究されるようになってきた定量的言語と本研究の関連について
述べる．10.2節では，最も早くから研究されていた定量的拡張時間論理である
実時間論理と本研究の関連について述べる．10.3節では，生命システムなど
様々なシステムの解析にも用いられている確率時間論理と本研究の関連につい
て述べる．10.4節では，既存の平均利得時間論理と本研究で開発した LTLmp

の関連について述べる．そして，10.5節では，定量的合成の際に用いられてい
る定量的拡張ゲームについての既存研究と本研究の関連について述べる．

10.1 定量的言語
定量的な性質を反映させた仕様記述には，二つのアプローチがある．一つは
定量的な性質を記述できるように拡張したブール言語（Boolean languages）を
用いるアプローチであり，もう一つは定量的言語（quantitative languages）を
用いるアプローチである．言語は，狭義には語（あるいは木）の集合として定
義されるが，広義には語に対して重み空間X上の値 x ∈ Xを与える全関数 L

として定義される．
重み空間X がブール代数であるとき，その言語をブール言語といい，言語

Lは集合 {σ|L(σ)が真 }として解釈できる．つまり，語の集合として定義され
る狭義の言語は，すべてブール言語である．ブール言語であっても，言語を記
述する論理やオートマトンに実時間，確率や利得などを導入することで，定量
的制約を満たす語の集合（言語）を規定できる．
一方で，重み空間Xが実ベクトル空間Rkなどのなんらかの順序関係が定義
できる集合として定義されるとき，その言語は定量的言語である．[43]では，
有限状態オートマトンと単項二階理論 S1Sの等価性 [22]が完備半環重みの上
で一般化できることを示した．また，[57]では重み空間として束を持つような
定量的 LTL拡張が提案されている．それらの汎用的な重み付き論理とは異な
り，[30]は，最大値，上極限/下極限や平均利得などに関するさまざまな定量
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的言語クラスについて研究している．平均利得に関しては，[30, 6, 28, 27] な
どでより深く研究されている．

Alurらは，ふるまいの定量的な側面を捉えることができ，かつ，扱いやす
いブール言語として多閾値平均利得言語 [6]（multi-threshold mean-payoff lan-

guage）を提案している．これは，多閾値平均利得受理条件を満たす実行を持
つ語を受理する全域的決定性オートマトンによって認識される言語であり，そ
の空判定問題は決定可能である [6]．
本研究で開発したPFTLと LTLmpはどちらも定量的性質を記述できるよう
に拡張したブール型の言語である．また，LTLmpを認識するために開発した
多閾値平均利得 ω-オートマトンは，Alurらのオートマトン [6]と古典的な ω-

オートマトンを合わせたオートマトンであるが，このオートマトンの認識する
言語もブール言語である．

10.2 実時間論理
実時間論理 [5][56][94][3][9][4][20]は，実クロック等を導入し実時間的な制約
を記述できるように拡張した時間論理である．これまでに，LTLベースのTimed

Propositional Temporal Logic[5]（TPTL），とMetric Temporal Logic[56]（MTL），
分岐時間論理である計算木論理 [38]（Computation Tree Logic，CTL）をベー
スとしたTimed CTL[3, 4]（TCTL），区間論理のDuration Calculus[94]（DC）
などの時間論理が提案されている．例えば，MTLでは「常に，ϕが成り立っ
たときには 2単位時間以内にψが成り立つ（= 2(ϕ→ 3≤2ψ)）」のような実時
間制約を記述することができる．また，DCでは「ϕが成り立っている時間が
ψが成り立っている時間より短い」などの頻度に言及する性質も記述できる．
しかしながら，CTLの拡張であるTCTLのモデル検査を除いて，それらの決
定問題は決定不能であった．ただし，MTLフラグメントであるMetric Interval

Temporal Logic[9]（MITL）やBounded-MTL[20]，CoFlat-MTL[20]のように，
構文を制限することでモデル検査/充足可能性判定が決定可能となることも知
られている．また，実時間モデル検査器UPPAAL[83, 15]などが開発されてお
り，TCTLフラグメントで記述された仕様を時間オートマトン [7][8] で与えら
れたモデルが満たすかを検査できる．そして，[35]では時間有界MTL仕様の
CTMCに対する確率的モデル検査手法も開発されている．さらに，実現可能
性が決定可能な実時間論理も提案されている [42]．ただし，その実現可能性判
定及び合成手法は性能を最適化するものではない．
本研究で開発した時間論理 PFTLは連続時間意味論をもった確率時間論理
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でありMTLで記述できる実時間的性質を記述できる．そしてさらに頻度演算
子が導入されているため，非常に高い表現力を持っている．そのため，厳密な
モデル検査は難しい．本研究では統計的手法を用いた時間有界モデル検査手法
を与えた．この手法は，厳密な検証が困難，あるいは，決定不能である実時間
論理や連続状態をもつモデルに対しても適用可能である．
また，本研究で開発したもう一つの時間論理 LTLmpは，直接的に実時間制
約を記述することはできない．ただし，与えられる利得を時間経過と解釈する
ことで，ある性質が成り立つ時間の割合に関する制約など一部の性質を間接的
に記述することはできる．そして，LTLmpはモデル検査と充足可能性判定が
決定可能なだけでなく，最適化や平均ケース実現可能性判定/最適合成などに
ついても解くことができる．

10.3 確率時間論理
確率時間論理 [51, 11, 13, 12, 10]は基本的にはCTLに確率の概念を導入した
拡張時間論理であり，ふるまいの生起確率に関する性質を記述できる．CTLで
は「すべてのパスでψを満たす（A[ψ]）」や「あるのパスでψを満たす（E[ψ]）」
のようなバスの分岐に関する定性的な性質を記述できた．その確率的拡張であ
る確率計算木論理 [51]（probabilistic CTL, PCTL）では，「ϕを満たすパスの
生起確率が 80%以上である（P≥0.8[ψ]）」のような定量的な性質を記述できる．
また，その連続時間拡張である連続確率論理 [11, 12]（continuous stochastic

logic，CSL）も提案されている．モデル検査が容易であるCTLの拡張である
こと，そして，確率測度が 0となるふるまいの集合を無視できるため，実時間
モデルや報酬（利得）構造を持ったモデル [13, 10]などに対する検査可能であ
る．さらに，充足確率問題を解くことで定量的解析も可能である．すわなち，
「ある性質のを満たすふるまいの生起確率がある閾値より大きいか否か」では
なく，「ある性質のを満たすふるまいの生起確率」自体を計算できる，そのた
め，確率時間論理は定量的な性質を反映した仕様を記述するための言語として
しばしば用いられ，PRISM[70, 58]やYmer[88, 89]などの確率的モデル検査器
が開発されている．PRISMは，離散時間Markov連鎖やMarkov決定過程 な
どの単純な離散時間確率モデルだけでなく，連続時間Markov連鎖や確率時間
オートマトン [14]のような実時間モデルを検証することができる．さらにそれ
らに報酬構造 [13, 10]を導入したモデルの累積報酬の期待値などに関する性質
も検証できる．また，Ymerは，統計的手法を用いたモデル検査法 [92]を実装
したモデル検査器であり，連続時間Markov連鎖だけでなく，半Markov過程
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モデルも検証の対象にできる．
しかしながら，最も単純な確率時間論理である PCTLの充足可能性判定が
決定可能であるか否かは未解決問題である．ただし，PCTLの定性的フラグメ
ントの充足可能性判定については決定可能であることが示されている [21]．リ
アクティブシステム仕様の充足/実現可能性判定では，環境が何らかの前提条
件を満たしているという仮定をしばしば設定する．そして性能要求を反映した
仕様ではリクエスト生起確率に関する定量的制約などはごく自然な前提条件で
あるが，その充足可能性（無矛盾性）を検証する手法はない．
一方で，本研究で開発した PFTLでは確率だけでなく頻度の概念をとらえ
ることができるため，揺らぎをもった確率的システムのふるまいの性質を直観
的に記述できる．また，CTL型フラグメントPFCTLについては既存の確率時
間論理と同様のアプローチでモデル検査ができる．また，LTL型フラグメント
PFLTLについては，離散時間モデル検査では古典的な LTLモデル検査に帰着
できた．しかしながら，連続時間モデル検査では厳密な検査は困難であったた
め，本研究では統計的手法を用いた時間有界モデル検査手法を与えた．PFTL

の頻度演算子を利用できることでふるまいの揺らぎを記述しやすく，多重検定
による精度の劣化も起こらないため，統計的手法に適している．

LTLmpでは，頻度をさらに一般化した平均利得に関する性質を記述できる．
ただし，確率時間論理の報酬拡張とは異なり累積報酬に関する性質には言及で
きない．しかしながら，DTMCに対する確率的 LTLmpモデル検査は決定可能
である．また，確率的にふるまう環境のもとでの実現可能性判定/最適合成手
法を与えている．確率的環境を確率時間論理によって制約的に記述することは
困難ではないが，定量的な確率時間論理の充足可能性/実現可能性判定の決定
可能性は未解決であるため，本研究の平均ケース実現可能性判定/合成手法で
は環境を具体的なシステムとして与えている．

10.4 平均利得時間論理
Bokerらは，[19]の中で path-accumulation assertions（平均利得の閾値に関
する制約）を導入した LTLの拡張論理である LTLlimとそのモデル検査アルゴ
リズムを提案した．このモデル検査では，状態に変数 vの値が割り当てられ
たモデルに対して，「実行上の変数 vに関する平均値の上極限が 4以下である
（= LimSupArv(v) < 4）」という制約式を追加した LTL仕様の検査を行うこと
ができる．そのアルゴリズムは，仕様のLTL部分を反映したBüchi条件を考慮
して，[6]で与えられた多閾値平均利得受理条件をもつ全域的決定性オートマト
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ンの空判定手続きを改良したものであり，その時間計算量は LTLlim仕様のサ
イズに関して二重指数である．そして，LTLlimの平均利得式は，確率モデル検
査と同様にモデル上で設定されている利得に対する制約であり，充足可能性判
定ではほどんど意味がない．また，LTL実現可能性判定器Acacia+[2]を開発し
ているBohyらは，LTLに単純な平均利得制約を加えたLTLMP[18]を，本研究
とは独立に開発している．LTLMPは LTLlimとは異なり，論理の中でリテラル
の充足に対する利得を LTLMPの中で設定できる．そして，（多目的）平均利得
Parityゲームの有限メモリ勝利戦略問題の解法アルゴリズム [25]（[34]）を利用
して，（最悪ケース）有限メモリ実現可能性判定/合成を行えるようにAcacia+

を改良している．ただし，複数の平均利得制約が与えられた場合には有効な最
適化手法は提案されていない．
本研究で開発した時間論理 LTLmpは，LTLlimと LTLMPより真に表現力が
高い時間論理である．また，LTLmp文によって定義された言語を認識するため
の，Büchi条件と多閾値平均利得受理条件を同時に満たす実行を受理するオー
トマトンを定義している．このオートマトンの空判定は，[19]の LTLlimモデ
ル検査アルゴリズムを利用して決定可能であるが，本研究では線形制約充足問
題に帰着して指数時間で解くアルゴリズムを開発した．そして，LTLmp文で
定義される言語を認識するオートマトンの効率的な空判定アルゴリズムを利用
することで，充足可能性判定や最適化問題も指数時間で決定できる．さらに，
この最適化には LP法を用いているため，多目的 LTLmp最適化には多目的 LP

法を用いることもできる．そして，有限メモリ環境のもとでの（平均ケース）
実現可能性判定/最適合成手法を与えた．この最適合成にも LP法を用いてお
り，その LPの応用技術はそのまま適用可能である．

10.5 定量的ゲーム
古典的な自動プログラム合成 [23]や LTL実現可能性判定 [68]は，定性的な
勝利条件をもつ二人ゲームの勝利戦略問題に帰着して解くことができる．近年
になって，Chatterjeeらによって，定性的な勝利条件に加えて平均利得などに
関する目的関数を設定した定量的拡張ゲーム [25, 29, 26, 34] が研究されてい
る．もともとは平均利得の概念は．平均利得ゲーム [45]など，ゲーム理論にお
いて研究がなされていたが，それを定量合成へ応用する研究が行われるように
なってきている．そして，それらのゲームの最適戦略問題に帰着する定量合成
手法 [16, 86]が開発されている．ここで行われる最適化はどんな環境であって
も保証される性能の最適化であり，最悪ケース定量合成と呼ばれる．平均利得
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時間論理 LTLMPの最悪ケース合成でも定量的拡張ゲーム [34] の勝利戦略問題
に帰着している．
もう一つの定量合成アプローチとして，確率的にふるまう具体的な環境を
想定する平均ケース定量合成 [32, 86]がある．これは，特定の環境下での平均
的な性能を最適化する手法であり，システムの使用状況が既知である場合には
有効な手法である．平均ケース定量的合成問題はしばしばMarkov決定過程の
最適戦略問題に帰着でき，LP法を用いて解くことができる [33, 32, 86]．本研
究で与えた平均ケース実現可能性判定/最適合成では，LTLMPの最悪ケース合
成で用いていた定量的拡張ゲームより表現力の高い多全称閾値平均利得Rabin

ゲームの対抗戦略問題に帰着して解いている．また，この対抗戦略は既存の平
均ケース定量合成と同様に LP法を用いて最適化している．
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第11章 おわりに

本研究では，定量的な性質を記述可能な以下の二つの拡張時間論理を開発
した．

• 確率頻度時間論理 PFTL

• 平均頻度線形時相論理 LTLmp

そして，これらによって記述された仕様に関してモデル検査，充足可能性判定，
最適化，実現可能性判定，最適合成などの解析手法を開発した．

PFTLは確率と頻度の概念が導入された拡張時間論理であり，揺らぎをもっ
たふるまいの性質を記述するのに適している．既存の確率時間論理では，一つ
の時間系列の性質を通常の定性的時間演算子でしか記述できなかったために，
「いつかある性質を満たす」や「常にある性質を満たす」など性質しか捉える
ことができなかった．一方で，PFTLでは定量的時間演算子によって以下のよ
うな性質を記述できるため，揺らぎをもったふるまいの性質をより直観的に記
述できる．

• 「ある性質 ϕ1が成り立つ頻度が 80%以上である」

• 「ある性質 ϕ2が成り立つという条件の下で ϕ1が成り立つ条件付き頻度
が 10%以下である」

PFTLには離散時間上での意味論と連続時間上での意味論が与えられていお
り，実時間的な性質について捉えることができる．
そして本研究では，PFTLで記述された仕様について DTMC/CTMCに対
する離散時間/連続時間モデル検査手法を開発した．

CTL型フラグメントPFCTLに関しては，既存の離散時間/連続時間確率的
モデル検査と同様に数値計算アプローチによる厳密な検査手法を与えた．一方
で，LTL型フラグメントPFLTLに関しては，離散時間モデル検査では，状態
と時間の粒度が等しいことを利用して，確率的 LTLモデル検査に帰着する厳
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密な検査手法を与えた．しかしながら，連続時間モデル検査では，状態と時間
の粒度が異なるために，多くの実時間論理と同様に厳密に検査することは困難
である．そこで，時間有界なPFLTLに関して，統計的アプローチを用いた近
似的検査手法を与えた．統計的アプローチによる近似的モデル検査は既存の確
率時間論理についても以前から提案されている．しかし，これらの時間論理は
モデル検査が容易なCTL型時間論理であり，その仕様についての厳密な検査
は計算可能である．また，それらの時間論理仕様の統計的モデル検査では多重
検定が必要となるため，精度が保証することが難しい．そのため，本来は統計
的モデル検査に適した仕様記述言語でない．一方で，PFLTLの統計的モデル
検査手法は，本来検証困難あるいは不能である仕様についての近似的なモデ
ル検査であり，また，多重検定を必要としないため高い精度での検証も困難で
はない．そして，PFLTLでは，分岐の可能性に関する性質の直接的に記述は
制限されているものの，頻度式によって揺らぎをもったふるまいの定量的な性
質を充分捉えることができる．さらに，この手法は確率的シミュレーション可
能であればどのようなモデルに対しても適用可能である．そのため，無限状態
CTMCや確率微分方程式など，通常はモデル検査では扱うことができないモ
デルであっても検査することができる．そして，常微分方程式モデルの安定性
解析などにも用いることができる．

LTLmpは，平均利得の概念が導入された拡張 LTLである．これまでに開発
されていた，利得の概念を導入した時間論理 [19]では，利得付きモデル上で定
義された利得に関する性質しか記述できなかった．そのため，モデル検査のた
めの仕様記述言語としては適してたが，利得に関する性質の充足可能性につい
て言及するには適していなかった．一方で，LTLmpでは構文中で利得の与え
方を設定でき，その利得の与え方のもとでの平均利得に関する性質を記述でき
る．それによって，以下のような頻度や平均コストに関する性質を記述できる．

• 「ある性質を満たす頻度が 80%以上」

• 「ある資源について，あるイベントの生起に 3，別のあるイベントの生
起に 1消費するとき，長期的な平均資源消費量が 2以下である」

そして，モデルとは独立に定義された利得の与え方が定義できるため，その充
足可能性について検証することもできる．
線形時間論理の検証では一般に，仕様ϕと等価なオートマトンを構成し，そ
れを検証に用いることが多い．LTLmpについても，平均利得受理条件 [6]を導
入した拡張 ω-正規オートマトンに変換することで検証することができる．既
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存の研究 [19]により，このオートマトンの空判定問題と LTLmpフラグメント
のモデル検査が決定可能であることは示されていたが，その判定アルゴリズム
の計算量はそれぞれ指数時間と二重指数時間であった．本研究では，その空判
定問題が線形制約充足問題に帰着することができ，多項式時間で決定できるこ
とを示した．そして，LTLmpのモデル検査と充足可能性判定問題は，このオー
トマトンの空判定問題に帰着することで指数時間で決定可能であることを示し
た．また，LTLmp充足可能性判定問題が最終的に線形制約充足問題に帰着で
きることを利用して，LTLmpで記述された仕様を線形計画法を用いて最適化
できることを示した．
さらに，有限メモリ環境のもとで LTLmpフラグメント仕様の実現可能性判
定/最適合成手法を与えた．時間論理仕様からのプログラム合成問題では，仕
様と等価な決定性オートマトンの構造的特徴を持ったゲームの勝利戦略問題に
帰着するアプローチが一般的である．一般に LTLmpは決定性の平均利得拡張
ω-正規オートマトンでは認識できないため，本研究ではまず，実現可能性判定
のための LTLmpフラグメント LTLmp− を開発した．そして，LTLmp−で記述
された仕様が与えられた有限メモリ環境のもとで実現可能であるか判定し，可
能であるときには与えられた平均利得目的関数を最適化する実現プログラムを
合成する手法を開発した．この手法は，LTLmp仕様の充足可能性判定と最適化
手法を拡張したものであり，線形計画法を用いて最適な実現プログラムを計算
する．既存の平均利得拡張時間論理仕様からのプログラム合成手法 [17]では，
LTLmpより表現力が低い平均利得拡張 LTL仕様に対して，もっとも悪い状況
でも仕様を実現するプログラムを合成していた．一方で，本手法で合成する実
現プログラムは，想定されている使用状況において最適の性能を持つプログラ
ムである．本手法の大きな利点としては，線形計画法を最適化に利用している
ため，多目的線形計画法などの応用的な線形計画法を，多目的LTLmp−最適合
成に適用可能な点が挙げられる．
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付 録A 正規言語

正規言語（regular language）は，最も広く用いられている形式言語の一つ
である．プログラミング言語など計算機が扱う言語の多くは正規言語であり，
正規言語を表現するために開発された正規表現（regular expression）はパター
ンマッチングなどでしばしば用いられている．
形式的には，以下のように定義される有限長言語である．

定義 A.1 (正規言語) Σを有限のアルファベットとする．このとき，正規言語
族REGは以下を満たす集合Xの中で最小の集合である．

• A ⊆ Σ{ε}ならばA ∈ X，

• E1, E2 ∈ XならばE1 ∪ E2, E1 · E2, E
∗
1 ∈ X．

ここで，·は連結（単位元は ε），∗はKleene閉包である．

• E1 · E2 = {σ1σ2|σ1 ∈ E1 ∧ σ2 ∈ E2}，

• E∗
1 =

∪
k∈NE

k
1，

– E0
1 = {ε}，

– En+1
1 = En

1 · E1，

ただし，εは空文字である．
また，言語 L ∈ REGを正規言語という． �

この言語のクラスは，Boolean演算に関して閉じていることが知られている．

定理 A.2 (正規言語の閉包性) 正規言語のクラスは，和集合，積集合，補集合
に関して閉じている． �

そして，正規言語は，正規文法（regular grammer，Type-3 grammer）によっ
て生成でき，また，有限語上の有限状態オートマトン（finite state automata）
が認識できる．
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付 録B 確率と統計

本章では，確率論で用いられる基本的な概念の定義といくつかの統計的手法
について簡単に紹介する．

B.1 完全加法族と確率空間
試行の結果の集合，つまり，標本空間が有限である場合，それぞれの結果が
生起する確率は単純に定義できる．しかし，状態遷移系のふるまいの集合な
ど標本空間が非可算無限である場合，それぞれの結果が生起する確率は一般
に直接的に定義できない．そのため，非可算無限個の要素をもつ集合上で確
率を定義するためには，確率を定義できる部分集合の族を考える必要がある．
そのような確率を定義できる，すなわち，可測な部分集合の族を完全加法族
（completely additive class）あるいは σ-代数（σ-algebra）という．

定義 B.1 (完全加法族) Ωをある集合とする．このとき，以下を満たす集合
E ∈ 2ΩをΩ上の σ-代数という．

• Ω ∈ E,

– Eは全体集合Ωを含む．

• A ∈ E ⇒ (Ω \ A) ∈ E,

– Eは補集合に関して閉じている．

• A1, A2, . . . ∈ E ⇒
∪
Ai ∈ E.

– Eは可算和集合に関して閉じている． �

このとき，集合Ωとその上の完全加法族Eの対 〈Ω, E〉を可測空間（measur-

able space）という．その可測空間に対して定義できる測度の中で確率の特性
を満たす測度を確率測度（probability measure）と呼ぶ．ランダム性をもった



236 付 録B 確率と統計

試行は，可測空間とその上の確率測度の対，確率空間（probability space）に
よってモデル化される．

定義 B.2 (確率空間) 確率空間（probability space）は三つ組 〈Ω, E,Pr〉であ
る．ただし，

• Ωは標本空間（sample space），

• Eは事象（event）の完全加法族，

• Pr : E → [0, 1]は，可側空間 〈Ω, E〉上の確率測度である．つまり，以下
を満たす測度である．

– Pr(Ω) = 1,

– Pr(∅) = 0,

– 任意の事象 e ∈ Eについて，Pr(e) ≥ 0,

– 任意の互いに交わらない事象 e1, e2, . . . ∈ Eについて，Pr(
∪
i∈N ei) =∑

i∈N Pr(ei). �

直観的には，確率測度Pr(e)は事象 eに含まれる結果のうちの一つが生起す
る確率である．

例 B.3 1/2の確率で「表」，1/2の確率で「裏」が出るコインを一回投げる試
行を考える．このとき，標本空間は {表,裏 }，事象の集合は 2{ 表, 裏 }，確率測
度 Prは Pr(∅) = 0 Pr({表 }) = Pr({裏 }) = 1/2 Pr({表,裏 }) = 1である．�

ここで，可積分な確率変数X : Ω → Rに対して，その期待値（expectation

または expected value）は以下のように与えることができる．

定義 B.4 (期待値) 可積分な確率変数Xに対して，Expect[X]をXの期待値
という．

Expect[X] =

∫
ω∈Ω

X(ω)dPr(ω) (B.1)

ただし，確率変数Xが可積分であるとは，以下を満たすことである．∫
ω∈Ω

|X(ω)|dPr(ω) < ∞. (B.2)

�



B.2. Bernoulli試行 237

B.2 Bernoulli試行
例 B.3のように，結果が成功か失敗かの二つしかない試行をBernoulli試
行と呼ぶ．成功確率 pのBernoulli試行を独立に n回行った際に，成功回数m

が従う離散確率分布を二項分布（binomial distribution）という．

定義 B.5 (二項分布) パラメータ p ∈ (0, 1)と n ∈ N>0 に対して，二項分布
Binomp,n : [0, n] → [0, 1]は以下のように定義される．

Binomp,n(m) =
n!

m!(n−m)!
· pm · (1 − p)n−m. (B.3)

ここで，Binomp,nの平均は n · p，分散は n · p · (1 − p)である． �

パラメータ nが十分大きく，平均 n · pと分散 n · p · (1 − p)も小さくない場
合，二項分布Binomp,nは，平均 n · p，分散 n · p · (1− p)の正規分布（normal

distribution）と呼ばれる連続確率分布で近似できる．中心極限定理より，独立
で同一の確率分布に従う確率変数の和は，多くの場合正規分布に従う．そのた
め，多くの分野で，様々な分布や誤差が正規分布に従うという仮定されること
が多い．

定義 B.6 (正規分布) パラメータ µ ∈ R と σ2 ∈ R>0 に対して，正規分布
Normµ,σ2 : R → [0, 1]は以下のように定義される．

Normµ,σ2(x) =
1√

2πσ2
· exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
. (B.4)

ここで，Normµ,σ2の平均は µ，分散は σ2である． �

確率変数 xが平均 µ，分散 σ2の正規分布に従うとき，z = x−µ
σ
は標準正規分

布Norm0,1（standard normal distribution）に従うことが知られている．統計
的手法では，しばしばこれを利用して解析が行われる．

B.3 Markov性
系の未来の状態の確率分布が現在の状態のみに依存する性質をMarkov性

（Markov property）という. これは，待ち行列などの実時間上であるイベント
が繰り返しランダムに生起する確率過程のモデル化ではしばしば仮定される性
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質であり，Markov性をもつ確率過程をMarkov過程（Markov processes）と
呼ぶ．
イベントの生起時間間隔に注目したとき，平均して 1/λ時間後に生起するイ
ベントが生起するまでの時間は，指数分布（exponential distribution）と呼ば
れる連続確率分布に従う．

定義 B.7 (指数分布) パラメータ λ ∈ R>0に対して，指数分布 Expλ : R≥0 →
[0, 1]は以下のように定義される．

Expλ(x) = λ · exp(−λ · x). (B.5)

ここで，Expλの平均は 1/λ，分散は 1/λ2である． �

ここで，指数分布の累積分布関数は，∫ x

0

Expλ(y)dy = 1 − exp(−λ · x). (B.6)

また，イベントの生起回数に注目したとき，平均して単位時間あたり λ回起
こるイベントが単位時間中に生起する回数の分布は，Poisson分布（Poisson

distribution）と呼ばれる離散確率分布に従う．

定義 B.8 (Poisson分布) パラメータ λ ∈ R>0 に対して，指数分布 Poisλ :

N≥0 → [0, 1]は以下のように定義される．

Poisλ(x) =
λx · exp(−λ)

x!
. (B.7)

ここで，Poisλの平均は λ，分散は λである． �

そして，イベントが生起した時間に注目したとき，平均して単位時間あたりλ

回起こるイベントがちょうど k回目の生起時間の分布は，Erlang分布（Erlang

distribution）と呼ばれる連続確率分布に従う．

定義 B.9 (Erlang分布) パラメータλ ∈ R>0に対して，指数分布Erlλ : N≥0 →
[0, 1]は以下のように定義される．

Erlλ,k(x) =
λk · xk−1 · exp(−λ · x)

(k − 1)!
. (B.8)

ここで，Erlλの平均は k/λ，分散は k/λ2である． �

なお，二項分布とPoisson分布の累積分布関数は，正規化不完全 beta関数や
不完全Γ関数などで表現でき，工学的に充分な精度の値を多項式時間で計算で
きる．
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B.4 統計的手法
統計的手法とは，解析の対象となる不均一な要素の集まりがもつ傾向や性
質を数学的に検証する手法である．解析の対象となる要素の集まりを母集団
（population）といい，その部分を標本（sample）という．実際的な問題では
以下のような点が当てはまることが多く，直接的に母集団を解析することは困
難である．

• 母集団が未知である．

• 母集団が既知であっても数学的解析が困難である．

• すべての標本を抽出して調べることは（実質的に）不可能である．

– 母集団のサイズが無限であるため，
– 標本の抽出に高いコストを要するため，など．

そのため，一部の標本のみを抽出し，その性質の傾向から母集団の性質を推
定しなければならない．統計的手法では，区間推定（interval estimation）や
仮説検定（hypothesis testing）などの確率論を基礎とした手法により，一部の
標本集合から母集団の性質を推定する．
本節では，Bernoulli試行の真の成功確率に関する区間推定と仮説検定の手
法を簡単に紹介する．

B.4.1 区間推定
区間推定法は，抽出する標本数 nと信頼水準1（confidence level）yをあらか
じめ決めた上で，母集団の統計量が含まれる確率が 1− yであるような区間を
推定する手法である．
ここで，真の成功確率が pである Bernoulli試行を考える．n個の標本を無
作為に抽出した場合，成功標本数は二項分布Binomp,nに従う．そのため，標
本数 nが大きく，npと np(1− p)が小さくない場合，この二項分布は正規分布
Normµ,σ2で近似できる．そして，抽出した n個の標本のうちm個が成功して
いたと仮定し，x = m/nとする．このとき，z = x−µ

σ
がNorm0,1に従う．よっ

て，二項分布Binomp,nがNorm(µ, σ2)で近似できる場合，

p̂− k y
2

√
p̂(1 − p̂)

n
≤ p ≤ p̂+ k y

2

√
p̂(1 − p̂)

n
(B.9)

1信頼係数（confidence coefficient）ともいう．
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が成り立つ確率は 1 − yである．ただし，k y
2
は以下のような実数である．∫ ∞

k y
2

Norm(0,1)(x)dx =
y

2
(B.10)

例えば，y = 0.05のとき，k y
2
はおよそ 1.96である．

B.4.2 逐次確率比検定
逐次確率比検定（sequencial probability ratio test，SPRT)[87]は Neyman-

Pearsonの補題 [66]を基に提案された逐次仮説検定である．逐次仮説検定では，
検定に用いる標本集団の大きさはあらかじめ決めず，検定前に設定した水準で
仮説を採択/棄却するに足る有意性を示すまで標本を無作為に逐次抽出（生成）
する．SPRTの場合，第一種過誤（タイプ I誤り，偽陽性，false positive）の
発生率 α ∈ (0, 1)，第二種過誤（タイプ II誤り，偽陰性，false negative）の発
生率 β ∈ (0, 1)と識別不能幅2δ > 0をあらかじめ設定する．SPRTの特徴とし
て，この設定した水準のもとで最も検出力が高いことがNeyman-Pearsonの補
題で保証されている．
ここで，真の成功確率が pであるBernoulli試行の真の確率が閾値 p′より大き
いか否かをSPRTで推定する場合を考える．SPRTでは帰無仮説H0: p > p′+δ

と対立仮説H1: p < p′ − δを立て，どちらかを支持するに足る証拠が得られ
るまで標本を無作為に逐次抽出していく．もし仮説 p = θが真であるならば，
n個の標本を無作為抽出したときの成功標本数は二項分布Binomθ,nに従うは
ずであり，逆に言えば，抽出した n個の標本のうちm個の標本が成功してい
るとき，二項分布確率Binomθ,n(m)は仮説 p̂ = θの尤度（likelyhood）である．
従って，標本集団 {x1, . . . , xn}の下でのH0のH1に対する尤度比Rは，

R({x1, . . . , xn}) =
(p′ + δ)m(1 − (p′ + δ))n−m

(p′ − δ)m(1 − (p′ − δ))n−m
(B.11)

ただし，m = |{xi | xiは成功 }|．
もしこの尤度比が 1より大きければその標本集団のもとでH0のほうがH1

より尤もらしく，もし尤度比が 1より小さければその標本集団のもとでH1の
ほうがH0より尤もらしい．SPRTの手続きは以下のように与えられる．

1. i := 1，X := ∅とする．

2. 標本 xiを無作為抽出し，X := X ∪ {xi}とする．
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3. 尤度比R(X)を計算し，以下の条件に従って次のアクションを決める．

• (1 − β)/α < R(X)のとき，H0を採択して検定を終了．

• R(X) < β/(1 − α)のとき，H1を採択して検定を終了．

• β/(1 − α) ≤ R(X) ≤ (1 − β)/αのとき，i := i+ 1として 2へ．

結果として，この検定から得られる結果は以下のような性質を持つことを保
証できる．

• もし仮説 H0が正しいならば，仮説 H0が採択される確率は少なくとも
1 − α，

• もし仮説H1が正しいならば，仮説H0が採択される確率は大きくても β

ただし，もし |p − p′| < δであるならば，すなわち，真の確率 pが識別不能
幅に含まれるならば，二つの仮説のどちらが有意であるかを過誤率 α，βの下
での識別できることは保証されていない．

また，検定に必要と期待される標本集団のサイズの近似値N は，検査する
確率制約値 pと真の確率 p̂ψの差が識別不能幅に含まれているとき要求される
標本集団サイズは急激に大きくなることが知られている [87, 91]．[91]では，検
定前に設定した第一種過誤率 α，第二種過誤率 β，識別不能幅 2δ，確率閾値 p

に対して，最悪（pと p̂ψの差がほぼ 0のとき）の場合で以下のような近似値を
与えている．

N =
− log(β/(1 − α)) log((1 − β)/α)

log((p+ δ)/(p− δ)) log((1 − p+ δ)/(1 − p− δ))
. (B.12)
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付 録C 線形計画法

いくつかの線形不等式で与えられた制約の中で与えられた線形目的関数を最
大化あるいは最小化する問題を線形計画問題（linear programming problem，
LPP），また，それを解く手法を線形計画法（LP法）と呼ぶ．実際的な効率化
問題の多くは LPPとして記述できるため，LP法は最もよく研究され，また，
広く用いられている最適化手法の一つである．形式的には，LPPは以下のよ
うに定義される問題である．

定義 C.1 (LPP) xをn列実変数ベクトル，bと cをm列実係数ベクトル，A

をm行 n列実係数行列とする．LPPは，目的関数（objective function）cTx

を，線形制約Ax ' b を満たす範囲で最大化/最小化する問題である．そして，
以下のように記述される

maximize/minimizex : cTx,

subject to : Ax ' b.

ただし，cT は cの転置 n行実係数ベクトル，'∈ {≥,≤}とする． �

この問題を解く手法としては単体法や内点法などがあり，多項式時間で計算
可能である．そして，GLPK[49]や CPLEX[53]などの LPソルバだけでなく，
MATLAB[65]や Scilab[75]などの汎用数値計算ソフトウェアを用いても解くこ
とができる．

線形制約充足問題

線形制約を満たす領域 {x ∈ Rn|Ax ' b}は実行可能領域（feasible region）
と呼ばれる．そして，この領域が空であるか，すわなち，線形制約が充足可
能であるかを判定する問題を線形制約充足問題（linear constraint satisfaction

problem，LCSP）と呼ぶ．LCSPについてもLPソルバで解くことができるが，
Z3[93]やmathSAT 5[64]などの SMT（satisfiability modulo theories）ソルバ
を用いても解くことができる．
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線形分数計画問題

目的関数を (cTx + e)/(dTx + f)（dを n列実係数ベクトル，eを f 実定数）
とした問題を，線形分数計画問題（linear fractional programming problem，
LFPP）と呼ぶ．ただし，任意の実行可能解 xについて dTx + f > 0とする．
LFPPは，新たな n列実変数ベクトル yと補助変数 tを加え，以下のような
LPPに帰着して解くことができる．

maximize/minimizey,t : cTy + et,

subject to : Ay − bt ' 0,

dTy + ft = 1,

t ≥ 0.

ここで，新たに導入した変数は，t = 1/(dTx + f)，y = txを意図した変数
である．上記の LPPの解において t > 0であるとき，最適値として cTy + et

（= θ）を得ることができる．ただし，t = 0である場合には，dTx + f が∞に
発散する漸近最適解を表す．これは，cTyに任意に近い値に近づけることを意
味している．漸近最適値 θが得られているときには，非漸近最適解は以下のよ
うな LPPに帰着して解くことができる．

maximizey,t : t,

subject to : Ay − bt ' 0,

dTy + ft = 1,

cTy + et = θ,

t ≥ 0.

そして，この LPPの tの最大値が 0より大きいならば，その最適解はもとの
LFPPの最適解である．そうでないならば，非漸近最適解は存在しないため，
最大値/最小値は定義できない．


