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内容梗概 

 

建築構造物では、従来より、梁要素を用いた解析を多用しており、一軸応力状態において高精度に

金属系材料の実現象を再現可能な材料構成則は重要である。一方、近年、シェル・ソリッド要素を用

いた建築構造物全体の解析を行い、詳細な挙動を再現する需要があり、多軸応力状態に対して適用可

能な材料構成則に対する必要性が高まってきている。このような解析は、膨大な自由度数を有するた

め計算負荷の小さい材料構成則の開発が重要といえる。しかしながら、既往の材料構成則においても

これらの条件を全て満足するには十分とはいえない。そこで、本研究では、一軸および多軸応力状態

に対して適用可能かつ高精度に金属系材料の実現象を再現できるとともに、計算負荷の小さい材料構

成則の開発を目的とする。その中で、物理的に明快であるという利点からサブレイヤーモデルを基本

の力学モデルとして採用し、それを修正することにより実現象に対して高い再現性を有する材料構成

則を構築するとともにサブレイヤーモデルの欠点である多大な計算負荷を低減する巨視的評価手法の

提案を行っている。本論文は 7章より構成されており以下がその主な内容である。 

 

第 1 章「序論」では、本研究の背景および本研究に関する既往の研究に関して概説するとともにそ

の問題点を指摘し、本研究での目的について述べている。 

 

第 2 章「一軸応力状態に対する修正サブレイヤーモデル」では、一軸応力状態に対して実現象を表

現可能なサブレイヤーモデルの構築を行っている。はじめに、サブレイヤーモデルの概要について述

べる。その後、古典的なサブレイヤーモデルの欠点について指摘し、その欠点を克服するための新た

な硬化則の提案を行う。また、実現象において、応力振幅の飽和現象が硬化現象に大きく寄与するも

のと考え、その再現を試みる。しかし、新たな硬化則のみでは、飽和現象の表現には十分とは言えな

いため、非硬化領域の概念をサブレイヤーモデルに適用する。また、定式化の際には、微係数間に関

係を定義し、諸式の単純化を図る。提案モデルの実現象に対する妥当性については、実験結果との比

較を行うことにより検証している。その中で、提案モデルが、一組のパラメータにより多くの実験結

果が再現可能であることを数値解析結果により示す。 

 

第 3章「修正サブレイヤーモデルの多軸応力状態への拡張および改善」では、2章で提案した一軸応



力状態に対する修正サブレイヤーモデルを多軸応力状態へ拡張する。その中で、多軸応力状態におけ

る定式化は、一軸応力状態に対する理論的整合性を保持して行われる。また、2章における修正サブレ

イヤーモデルの単なる拡張では、非比例載荷時の急激な硬化の進展を再現するには不十分であること

を数値解析により明らかにしたうえで、修正サブレイヤーモデルの改善方法について提案を行う。な

お、改善方法に対する妥当性は、提案モデルと軸応力およびせん断応力のみが生じる応力状態に対す

る実験結果との比較を通して検証する。 

 

第 4章「一軸応力状態に対する硬化則を考慮したサブレイヤーモデルの巨視的評価手法」では、第 2

章で提案した修正サブレイヤーモデルに対する巨視的評価手法を提案し、巨視的モデルの構築を行う。

サブレイヤーモデルは複数の仮想のレイヤーを想定し、各レイヤーに対して計算を行う必要があるこ

とから計算負荷が大きいという欠点を持つ。そこで、本章では、サブレイヤーモデルの各レイヤーの

変数を積分し、巨視的な変数として取り扱うことによって、欠点を克服可能な巨視的モデルの提案を

行う。巨視的モデルの定式化に対する妥当性は、修正サブレイヤーモデルと巨視的モデルの数値解析

結果を比較することにより検証する。 

 

第 5 章「多軸応力状態に対する完全弾塑性体のレイヤーから成るサブレイヤーモデルの巨視的評価

手法」では、多軸応力状態に対して完全弾塑性体のレイヤーを有するサブレイヤーモデルを巨視的に

評価する手法を提案する。多軸応力状態に対しては、一軸応力状態とは異なり、解析的に巨視的定式

化が不可能な箇所が存在するため、直観的に妥当と考えられる二つの近似式を用いる。また、巨視的

モデルの定式化の際には、熱力学の第二法則および最大塑性散逸の原理といった一般的に広く用いら

れている仮説のみを用い、巨視的モデルの理論的完成度の高さを示す。これらの近似式の妥当性につ

いては、硬化則を持たないサブレイヤーモデルと巨視的モデルの数値解析結果の比較を通して検証を

行う。続いて、近似式の誤差について詳細な検討を行い、修正方法の提案を行う。修正方法の妥当性

については、再度、サブレイヤーモデルとの比較を行い、検証する。さらに、Bounding surfaceモデル

と巨視的モデルとの類似性を詳細に検討する。ここで、巨視的モデルの投影応力は二つの係数ととも

に再定義される。これにより多種の巨視的モデルを提案し、それらを Bounding surfaceモデルと比較す

ることによって類似性の検討を行う。 

 

第 6章「多軸応力状態に対する硬化則を考慮した修正サブレイヤーモデルの巨視的評価手法の提案



および巨視的モデルの実用性の検討」では、第 3章で提案した多軸応力状態に対する修正サブレイヤ

ーモデルを巨視的に評価し、硬化則を考慮した巨視的モデルの提案を行う。その中で、硬化則を考慮

していない巨視的モデル同様、二つの直観的な近似式を用いる。また、第 5章で提案した手法と同様

に硬化則を有する巨視的モデルの修正方法を提案する。続いて、巨視的モデルの実用性を鑑み、軸応

力とせん断応力のみが生じる応特殊応力状態への縮約を行う。ここで、第 4章で提案した一軸応力状

態に対する巨視的モデルの数値解析結果との比較を通して巨視的モデルの理論的整合性の検証を行う。

また、第 3章にて提案した修正サブレイヤーモデルとの比較を行い、本章での硬化則を考慮した巨視

的モデルの定式化および硬化則を考慮した場合の修正方法の妥当性を検証する。 

 

第 7 章「結論」では、一軸および多軸応力状態に対して適用可能かつ高精度に実現象を再現できる

とともに、計算負荷の小さい材料構成則の開発を目的とした本研究において各章で得られた結果およ

び今後の課題について述べる。 
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１.１ 本研究の背景 

 これまでに多種の鋼構造物が建設されており、大規模かつ複雑な形状の鋼構造も建設されている。

また、今後も鋼構造の需要は高まることが予想される。   

我が国は、世界有数の地震大国であり、毎年多く地震が発生している。大地震時においては、多大

なエネルギーが構造物に入力されることにより部材に塑性変形が生じ、構造物が被害を受けることは

避けられない。 

構造物の塑性変形の評価に対しては、塑性設計法及び限界状態設計法が既に導入されている。これ

らの設計法の導入後、汎用の有限要素法コードや構造解析ソフトの普及およびコンピューターの高度

化と相まって、コンピューターシミュレーションを用い構造物応答を把握する需要が、研究者のみな

らず、構造設計者の間でも高まっており、日常的に実施されている。今後、こうした傾向はより一層

進んでいくことが予想される。 

近年、E-Defence の実大三次元震動破壊実験施設を用いた実験(島田(2008)、赤沢(2008)、松岡(2009)、

山田(2009)、島田(2010)、笠井(2011,2012))に代表されるように、地震時の建築構造物の大局的および局

所的な挙動を解明するための実大構造建物の実験が実施されている。実大構造建物の実験は、局所損

傷から全体損傷の関連性、崩壊メカニズムの解明、非構造材と構造部材の挙動の相関など縮小実験お

よび構造部材実験では再現不可能な地震時の構造物の実現象を再現可能である。また、E-Defence の実

験と並行して開発されているのが、数値震動台 E-Simulator(堀(2007))である。E-Simulator は、高度な計

算機を用いることを前提として、構造物全体をソリッド要素やシェル要素でモデル化することよって

構造物の破壊過程を仔細に捉える汎用有限要素法の開発を目的としている。また、E-Simulator は、世

界最大規模の震動台 E-Defence を用いても実施することが困難な超高層ビルや橋梁などの実験を数値

上で行うことを想定している(宮村(2008,2010)、秋葉(2011))。その開発過程で、既に構造実験の再現(井

根(2007a,b,2008a,b,c)山下(2011))、E-Defence で実施された実験結果の再現(宮村(2009)、山下(2012))が報

告されている。また、E-simulator の他にも、E-defence で行われた実験の数値解析による再現が行われ

ている(小高(2011)、小橋(2011)、松田(2011)、Fig.1-1 参照)。以上の観点から E-Defence における実験お

よびその再現のための大規模解析は、構造物の安全性の評価、構造物の耐震性の向上などに資する非

常に重要な研究であると言える。 

E-Simulator の解析に代表されるような大規模解析は、膨大な自由度数を取り扱うため、計算負荷が

非常に大きいという特徴を持つ。今日、コンピューターにおける計算・処理速度は日々進歩を続けて

おり、また、スーパーコンピューターを用いた大規模解析を行う例も報告されているが、多大な計算



3 

 

時間を要する。計算負荷に対する問題は、コンピューターの発達により将来解決されることが期待さ

れるが、精確な構造物の挙動の解明は、地震大国である我が国にとって早急に対処すべき課題であり、

依然として計算負荷の小さいシミュレーション手法の確立は重要な課題の一つであると言える。 

前述したように、地震時に、構造物には塑性変形が生じ、構造物応答は非線形となる。構造物にお

ける非線形性は、主に材料非線形性と幾何学的非線形性に大別することができる。材料非線形性は、

材料構成則に依存し、構造物に多大な塑性変形が生じる場合には材料構成則の選択が、数値解析結果

の精度に大きく依存する。材料構成則に必要とされる精度は、問題に依存する。例えば構造物の大局

的な評価に対して、詳細な解析は重要ではないと考えられるが、局部的な評価が必要である場合は、

詳細な解析が重要であると考えられる。また、材料構成則の諸式は対象とする応力状態により異なる

記述となる。建築構造物では、従来より、梁要素を用いた解析を多用しており、一軸応力状態におい

て高精度に鋼材の実現象を再現可能な材料構成則は重要である。一方、前述したように、建築構造物

局部の挙動を仔細に解明するための大規模解析が実施されてきている。このような解析では、地震時

に構造物の接合部等に生じる複雑な多軸応力場を再現するためにソリッド要素およびシェル要素が主

に用いられるため、材料構成則は多軸応力状態に対して適用可能であり、応力レベルでの高精度な再

現性が求められる。また、有限要素法において応力の計算は、積分点毎に行われる必要があることか

ら計算負荷を小さくする手法が必要である。計算負荷の低減のために大きなひずみ増分に対しても精

確な解を得ることを目的とした手法が応力積分においていくつか提案されている。その中で、

Ortiz(1985)による前進型オイラー法と後退型オイラー法の一般形である Generalized trapezoidal return 

mapping アルゴリズム、また、石田(1989)、飯島(1995)らによる高次の微係数の影響を考慮可能な摂動

法が挙げられる。 

今日、鋼構造において用いられる金属材料は、軟鋼のみではなく、極低降伏鋼、高張力鋼、アルミ

ニウム鋼、ステンレス鋼等多様化の傾向にある。これらの材料は、それぞれ異なる材料特性を有して

いるが、実用上の観点から材料構成則は各々の金属の挙動をパラメータの変化によって再現可能であ

ることが望ましいと言える。 

これらを踏まえて、本研究では、一軸応力状態および多軸応力状態に対して金属系材料の実現象を

表現可能、かつ計算負荷が小さいこと材料構成則の提案を目的とする。 
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１.２ 本研究に関する既往の研究 

  材料は、その変形性状から可逆的な変形状態である弾性状態と不可逆的な変形状態である塑性状

態に大別することができる。弾性状態を取り扱う弾性論は 19世紀中ごろから発展を遂げたのに対して、

塑性状態を扱う塑性論は 20世紀に入ってから多数の研究が行われ発展を遂げてきた理論である。塑性

力学は、1864 年に Tresca が実験結果より最大せん断力が限界値に達した時に金属の降伏が生じるこ

とを報告したに端を発する(最大せん断応力説)。その後、Tresca の降伏条件式は、Guest により様々

な組み合わせ応力の下で成り立つことが実験により検証された。1913年には、von Misesが偏差応力

の第二不変量が限界値に達すると降伏に至るという条件を提案した(最大せん断ひずみエネルギー説)。

また、Bridgman による高圧下での延性材料の実験結果により静水圧応力が延性材料の降伏に影響を

与えないことが報告され、この実験的事実を満足する Trescaと von Misesの降伏条件式に対する重要

性が高まったと言える。現在でも Trescaと von Misesの降伏条件式は、一般的に用いられており、特

に、後者は解析的な扱い易さから多用されている降伏条件式である。その後、20世紀半ばに、Hillに

より塑性力学が一つの理論として確立され、それに基づいた様々な研究がなされてきた。さらに、近

年では、有限要素法の発展とそれに伴うコンピューターの計算処理能力の向上により、実験結果の精

確な再現のための塑性論に基づく材料構成則が多数報告されてきた。 

 これまでに実験結果の再現のために多種の材料構成則が提案されている。材料構成則は、古典的塑

性論に基づいた現象論的塑性モデル、結晶塑性論に基づいた結晶塑性モデルに大別することができる。

本論文では、計算負荷が小さく、より実用的であることから現象論的塑性モデル(本論文中で材料構成

則は現象論的塑性モデルを指す)について研究を行っている。材料構成則は弾塑性遷移過程の実現象を

再現するための力学モデルとひずみ硬化域の実現象を表現するための硬化則により構築されていると

考えられる(Fig.1-2)。 

力学モデルは、一軸応力状態のみに適用可能なものと一軸および多軸応力状態に適用可能なものに

大別することができる。一軸のみに適用可能な力学モデルとしては、Radial mapping モデル(Yokoo(1977)、

小野(1997))や Menegotto-Pinto(笠井(2006)、山崎(2006)、張(1991)、藤本(2006))モデルが挙げられる。こ

れらのモデルは、要素実験から得られた応力ひずみ関係を観察し、関数・ルールを定義することによ

って応力ひずみ曲線を近似するモデルであり、準用に対する簡便さから広く用いられている。しかし

ながら、塑性論に準じていないため原則的には、多軸応力状態への適用は不可能である。 

一軸および多軸状態応力状態に対して適用可能な力学モデルとしては Mroz(1967,1969)により提案さ

れた Multi-surface モデルおよび Besseling(1958)および Iwan(1966,1967)により提案され、山田(1980)によ
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り用いられたサブレイヤーモデルが挙げられる。サブレイヤーモデルはフラクションモデルもしくは

Distributed Element モデルともよばれる。Multi-surface モデルは応力空間上に仮想の曲面を想定するモ

デル(Fig.1-4 参照)であり、サブレイヤーモデルは複数の仮想のレイヤーを想定する力学モデルである

(Fig.1-3 参照)。両者は、曲面もしくはレイヤーの逐次的な降伏により遷移硬化の本質を表現可能であり、

また、Masingの提案したバウシンガー効果に対するルールを満足するため物理的に有効な力学モデル

である。特に、後者は、非常に単純なルールにより各変数が定義されており、物理的に明快なモデル

といえる。しかしながら、両者とも各曲面もしくはレイヤーに対して計算を行い、不可逆な諸量を記

憶する必要があるため計算負荷が大きいという欠点を有する。さらに、多軸応力状態に対して適用可

能な力学モデルとしては、Dafalias(1975,1976)により提案された Bounding surface(BS)モデルおよび

Krieg(1975)により提案された Two surface モデルが挙げられる (これらのモデルは本質的に同一である

ため本論文ではこれらのモデルを総称して Bounding surface(BS)モデルとよぶ)。BS モデルは、応力空

間上に Bounding surfaceや Loading surfaceといった曲面を想定しそれらの位置関係により応力ひずみ関

係を決定する力学モデルである(Fig.1-5 参照)。また、Krieg(1975)は、BS モデルが、無限の曲面を持つ

Multi-surface モデルと考えることができると言及している。BSモデルは、サブレイヤーモデルのよう

に各レイヤーに対して計算を行う必要がないため計算負荷が小さいという特徴を持つが、各曲面に関

する諸量の変化率がある仮定により決定されているため物理的根拠が曖昧な力学モデルということが

できる。この他にも、後述する Armstrong-Frederickの移動硬化則を重ね合わせた Chaboche モデルが

Chaboche(1979,1983,1986)により多軸応力状態に適用可能な力学モデルとして挙げられる(Fig.1-6 参照)。

このモデルは、定式化の容易さから広く用いられている力学モデルであるが、Armstrong-Frederickの移

動硬化則が仮定により決定されているため BSモデルと同様、物理的根拠が曖昧であり、またMasing の

ルールを満足しないという欠点を持つ。また、Chaboche モデル(Chaboche(1983))はより一部の BS モデ

ルと相似性を有していることが明らかにされている。さらに、他にも、応力ひずみ曲線をバウシンガ

ー部と骨格部とに便宜的に分けることによる簡易な表現を試みた力学モデルも提案されている(秋山

(1990),山田(2002))おり、また、多軸応力状態への拡張が試みられている(松本(2003,2005))が十分な精度

を有しているとは言い難い。 

ひずみ硬化域の現象を再現するために、これまでに様々な硬化則が提案されている。硬化則は、移

動硬化則および等方硬化則に大別することができる。既往の移動硬化則(例えば Neto(2008))としては

Prager あるいは Ziegler の移動硬化則のほかに Armstrong-Frederik の移動硬化則等が挙げられる。一方、

等方硬化則においては、線形等方硬化則のほかに Zarvel(1978)による等方硬化則が提案されている。そ
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の後、これらの硬化則のみでは、実現象を表現するには、不十分であるとして、等方硬化則を適切に

抑制するための非硬化領域の概念が Chaboche(1979,1983)により提案され、Macdowell(1985a,b,c), 

Ohno(1982)により体系的に定式化されている(Fig.1-7)。また、この概念は、田中(1988,1991)により等方

軟化も表現可能なものに修正されている。  

力学モデルに硬化則および非硬化領域の概念を付与した多軸応力状態に対して適用可能な材料構成

則が既にいくつか提案されている。例えば、吉田(2002)が提案した非硬化領域の概念を有する BS モデ

ルは、スプリングバック解析のために提案されており、精度の高い結果を示している。また、田中

(1988,1991)により提案された非硬化領域の概念を有する Chaoboche モデルは、非比例載荷に対して非

常に精度のよい解析結果を示している。しかしながら、これらのモデルは一軸および多軸応力状態に

対する様々な載荷パターンに対する検討(ランダム載荷等)が実施されておらず、また、Masing のルー

ルを満足しない BS モデルと Chaboche モデルを基本としていることから汎用性が疑わしい部分がある

と言える。一方、Masing のルールを満たすサブレイヤーモデルを基本とし、硬化則等を考慮した材料

構成則がいくつか提案されている。例えば、鈴木(1986)による非硬化領域の概念を適用したサブレイヤ

ーモデルや Chiang(1997a,b)により非線形硬化則を考慮したサブレイヤーモデルなどが提案されている。

しかし、前者は、軟化現象を表現することができず、また、弾性核の過膨張という欠点を有している。

後者は、応力振幅の飽和現象を表現することができず、また、古典的サブレイヤーモデルの欠点を有

している(2章参照)。これらを踏まえると、これまでに提案された材料構成則では実現象の再現には十

分であるとは言えない。Table1-1 に各力学モデルの特徴をまとめて記す。 
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１.３ 本研究の目的 

建築構造物では、従来より、梁要素を用いた解析を多用しており、一軸応力状態において高精度に

鋼材の実現象を再現可能な材料構成則は重要である。一方、近年、シェル・ソリッド要素を用いた建

築構造物全体の解析を行い、詳細な挙動を再現する需要があり、多軸応力状態に対して適用可能な材

料構成則に対する必要性が高まってきている。このような解析は、膨大な自由度数を有するため計算

負荷の小さい材料構成則の開発が重要といえる。しかしながら、既往の材料構成則においてもこれら

の条件を全て満足するには十分とはいえない。そこで、本研究では、一軸および多軸応力状態に対し

て適用可能かつ高精度に実現象を再現できるとともに、計算負荷の小さい注)材料構成則の開発を目的と

する。その中で、物理的に明快であるという利点からサブレイヤーモデルを基本の力学モデルとして

採用し、それを修正することにより実現象に対して高い再現性を有する材料構成則を構築するととも

にサブレイヤーモデルの欠点である多大な計算負荷を低減する巨視的評価手法の提案を行っている。

Fig.1-8 が本論文の内容に関するフローチャートである。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

注)ここで、計算負荷は、材料構成則としての計算負荷であり、1.1節で述べたような積分手法に対する

計算負荷ではない。積分手法による計算負荷の低減については、本論文では対象外としている。 



8 

 

 

 

Chapter1 

 

Figures and Tables 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Whole 

Fig.1-1 Numerical model using shell elements 

(b) Part 
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Fig.1-5 Conceptual diagram of the bounding surface model 
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Fig.1-4 Conceptual diagram of the multi-surface model 

principal stress 11 

principal stress 22 principal stress 33 

Virtual surface 



12 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Stress 

Plastic strain 

Fig.1-6 Stress plastic strain relation for Chaboche model 

Armstrong-Frederick 

kinematic hardening rule 

X1 

X2 

X3 

X1+X2+X3 

Plastic strain kl-component 
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Table1-1 Properties of constitutive models 

Constitutive model 

Application 

to 

multi-axial 

problems 

Calculation 

cost 

Masing’s 

rule 

Reproduciblity of 

hardening 

phenomena(Multi-axial) 

Radial mapping model × ○ × - 

Menegotto-Pinto model × ○ × - 

Sub-layer model ○ × ○ ? 

Multi-surface model ○ × ○ ? 

Bounding surface model ○ ○ × △ 

Chaboche model ○ △ × △ 

 

Chapter2 

Modified sub-layer model under the 

uni-axial stress field 

Chapter3 

Modified sub-layer model under the 

multi-axial stress field 

Chapter4 

Macroscopic evaluation method of the 

sub-layer model with hardening rule under 

the uni-axial stress field 

Chapter5 

Macroscopic evaluation method of the 

sub-layer model with no hardening rule 

under the multi-axial stress field 

Chapter6 

Macroscopic evaluation method of the 

sub-layer model with hardening rule under 

the multi-axial stress field 

Chapter1 

Introduction 

Extension to the multi 

axial stress field 

Macroscopic evaluation 

Macroscopic 

evaluation 

Chapter7 

Conclusion 

Sub-layer model Macroscopic model 

Fig.1-8 Flow chart of the thesis 
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２.１ はじめに 

建築構造においては、従来より、軸応力のみを考慮した梁要素等の数値解析が多用されており、

一軸応力状態に対して実現象を高精度に再現可能な材料構成則の開発は重要である。一方、近年、

E ディフェンスでの実験に代表されるような実大建築構造物の振動実験が行われており、実験結果

の再現のためにシェル、ソリッド要素を用いた構造物全体の解析が行われていることから、多軸応

力状態に対して適用可能な材料構成則が望まれる。材料構成則は、基本となる力学モデルに硬化則

を付与することによって構築される。一軸および多軸状態応力状態に対して適用可能な力学モデル

としては Mroz(1967,1969)により提案された Multi-surface モデルおよび Besseling(1958)および

Iwan(1966,1967)により提案され、山田(1980)により用いられたサブレイヤーモデルが挙げられる。

サブレイヤーモデルはフラクションモデルもしくは Distributed Element モデルともよばれる。

Multi-surface モデルは応力空間上に仮想の曲面を想定するモデルであり、サブレイヤーモデルは複

数の仮想のレイヤーを想定する力学モデルである。両者は、曲面もしくはレイヤーの逐次的な降伏

により遷移硬化の本質を表現可能であり、また、Masing の提案したバウシンガー効果に対するルー

ルを満足するため物理的に有効な力学モデルである。特に、後者は、非常に単純なルールにより各

変数が定義されており、物理的に明快なモデルといえる。ひずみ硬化域の現象を再現するために、

これまでに様々な硬化則が提案されている。硬化則は、移動硬化則および等方硬化則に大別するこ

とができる。既往の移動硬化則(Neto(2008))としては Prager あるいは Ziegler の移動硬化則のほかに

Armstrong-Frederik の移動硬化則等が挙げられる。一方、等方硬化則においては、線形等方硬化則の

ほかに Zarvel(1978)による等方硬化則が提案されている。その後、これらの硬化則のみでは、実現象

を表現するには、不十分であるとして、等方硬化則を適切に抑制するための非硬化領域の概念が

Chaboche(1979,1983,1986)により提案され、Macdowell(1985a,b,c), Ohno(1982)により体系的に定式化

されている。また、この概念は、田中(1988,1991)により等方軟化も表現可能なものに修正されてい

る。 更に、上記の概念を考慮した力学モデルとしては、田中(1988,1991)による Chaboche モデル

や鈴木(1984,1986)によるサブレイヤーモデルが挙げられる。前者のモデルは、比例載荷および非比

例載荷における実現象に対して再現性を有するが、各変化則が複雑であり、多くの材料定数を有し

ていることから実用性に乏しく、また、Chaboche モデルを基本としていることから Masing のルー

ルを満たさないという欠点を持つ。後者のモデルは、繰返し載荷時の等方軟化を表現不可能なこと

から、実現象の再現に対して十分なモデルとは言えない。 

これらを踏まえて、本章では、一軸応力状態に対して実際の硬化現象を高精度に再現可能である
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とともに単純なルールにより表現される非硬化領域の概念を有する修正サブレイヤーモデルを提案

することを目的としている。以下に本章での内容を示す。 

(1) 2.2 節では、一軸応力状態において等方硬化を有する古典的サブレイヤーモデルの取り扱い上

の留意点を述べ、それを克服するための新たな等方硬化則を提案する。また、移動硬化則も同時に

提案する。 

(2) 2.3 節では、一軸応力状態において田中(1988,1991)により修正された非硬化領域の概念を(1)で

提案された硬化則を有するサブレイヤーモデルに適用する。また、この概念の定式化の際に、各微

係数間に或る関係を導入することにより諸式の単純化を図る。 

(3) 2.4 節では、(2)で構築したモデルを一軸応力状態における鋼材の実験結果(貞末(2006)、空處

(2006))と比較し、提案モデルの妥当性を検証する。 
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２.２ 古典的サブレイヤーモデルの問題点および新たな硬化則の提案 

２.２.1 サブレイヤーモデルの概要 

 サブレイヤーモデルは、Fig.2-1(a)に示すように、降伏応力の異なる複数の仮想レイヤーを想定す

る力学モデルである。また、サブレイヤーモデルでは、ひずみは全レイヤーで均一、応力は全レイ

ヤーの応力の平均で表され、各レイヤーが逐次的に降伏することにより弾性状態から弾塑性状態へ

の滑らかな移行(弾塑性遷移過程)を表現可能となる。有限要素法では、レイヤーが各積分点に設定

される。Fig.2-1(b)は応力ひずみ関係を表しており、細線が各レイヤーの応力、太線がサブレイヤー

モデルとしての応力を表している。 

 

２.２.２ 各レイヤーの特性 

各レイヤーに対して線形等方硬化則を有する N 個のレイヤーから成るサブレイヤーモデル(古典

的サブレイヤーモデルと呼ぶ )を考える。ここで、レイヤーの厚さ方向に仮想座標系

 2/12/1   を想定すると、各レイヤーの位置は仮想座標系上の点  Njj ~1 により決定さ

れる。Chiang(1994a,b)は、各 j の間隔を不均一にすることによって計算負荷の低減を図る手法を提

案しているが、ここでは、理論の単純化のためにレイヤー jの特性は、各  Njj ~1 の間隔は均

等であるとする。各レイヤーの特性は以下のように定義される。 

弾性構成則：       jpjj E    (2-1) 

等方硬化則：    jp
I

j
I E     (2-2)                      

降伏条件式：         j
I

jyjj     (2-3) 

塑性負荷条件：     0 jj     (2-4) 

ここに、 Eはヤング係数、 IE は等方硬化の係数、 はひずみ、 p は塑性ひずみ、 は応力、 I は

等方硬化則により生じる弾性区間の変化(等方硬化応力と呼ぶ)、 y は初期降伏応力(一定)、   は変

数   の変化率を表す。ここで、各レイヤーの応力  j  Nj ~1 を微視的応力とする。同様に他

のレイヤー毎の変数についても定義し、これらを微視的変数と呼ぶ。また、微視的初期降伏応力は、

Fig.2-1(a)に示すように 軸上で連続かつ単調減尐な関数とする。なお、 y の具体的な式は 2.4.3 項

にて述べる。 

 次に、サブレイヤーモデルの諸量について述べる。サブレイヤーモデルでは、各レイヤーは並列
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に配置されており全レイヤーのひずみは等しい。これを eと定義すると、以下のように表される。 

  ej  constant   Nj ~1  (2-5) 

サブレイヤーモデルの応力は、微視的応力の全レイヤーにおける平均で表される。これを平均応力 s

とすると、次のように表される。 

      p

N

j

jp

N

j

j eeEeE
NN

s  
 11

11
  (2-6) 

 



N

j

jpp
N

e
1

1
    (2-7) 

ここに、 pe は微視的塑性ひずみの全レイヤーにおける平均であり、平均塑性ひずみと呼ぶ。 

 

２.２.３ 古典的サブレイヤーモデルの問題点および新たな等方硬化則の提案 

 古典的サブレイヤーモデルは取り扱い時に留意すべき事項を有している。これらの留意点を把握

するために 2.2.1 項のレイヤーの特性を持つ古典的サブレイヤーモデルの定振幅繰返し載荷時の数

値解析結果を Fig.2-2 に示す。このとき、ひずみ振幅は 1～250 サイクル目までは 0.005、251 サイク

ル目に 0.008 としている。Fig.2-2 の実線は、1 および 251 サイクル目の結果を抽出している。以下

に留意点を記す。 

1) 1 サイクル目では、弾塑性遷移過程が表現されているが、251 サイクル目では、ほぼバイリニア

ーな挙動となる。これは、   I が   p であることが原因である。Fig.2-3 は古典的サブレイヤー

モデルの   ,   I の挙動を示しており、Fig.2-3(a)に示すように処女載荷時では、   I が   p

の関数であることから各レイヤーの   I は不均一に増加する。その後、繰返し載荷が行われると、

Fig.2-3(b)に示すように、     I は最終的に全レイヤーで均一となり、サブレイヤーモデルの

応力ひずみ関係はバイリニアーな応答となる。 

2) 繰返し載荷時に、 2/1 における微視的初期降伏応力と等方硬化応力の和(弾性核)が塑性化の進

展に伴い膨張し続け、応力ひずみ関係はやがて線形応答に陥る。これは、全ての等方硬化則におけ

る問題でもある。 

なお、上記の留意点は多軸応力状態においても共通である。ここで、二つの留意点を克服するため

の新たな微視的等方硬化則として式(2-2)を次式のように再定義する。 
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    pcjj
I e     (2-8) 

ここに、 0c は定数である。Fig.2-4 に示すように、 pe は微視的等方硬化応力の増分が仮想座

標系上で線形に変化すると考えた時に生じる直線と  軸との回転角を示しており、 c は回転中心で

ある。また、 I は pe の関数である。従って、式(2-8)の定義より y
I   が常に不均一となることか

ら留意点(1)を克服できる。なお、  Is  とし、具体的な式は鋼種毎に 2.4.3 項にて述べる。ここ

に、平均等方硬化応力
Is は微視的等方硬化応力の平均、すなわちモデルとしての等方硬化応力と定

義され、以下のように表される。 

 



N

j

j
II

N
s

1

1
   (2-9) 

式(2-8),(2-9)より Is の変化率は次のように導出される。 

  0
1

1

 


pc

N

j

pcj
I ee

N
s      (2-10) 

式(2-8),(2-10)より c 2/1 において I は減尐するが、 2/1 c において I は増加する。ま

た、 0c から Is は常に増加することを示唆している。従って、式(2-8),(2-10)によって弾性核を膨

張させずに等方硬化を表現できることから留意点(2)を克服できる。Fig.2-2 に式(2-8),(2-10)の等方硬

化則を有するサブレイヤーモデルの計算結果を示す(図中○で示す)。 

 

２.２.４ サブレイヤーモデルの新たな移動硬化則の提案 

 微視的移動硬化則に対して以下の定義を導入する。 

     jI
ppj

K eeK   sgn  (2-11) 

ここに、 K は移動硬化により生じる各レイヤーでの応力(移動硬化応力と呼ぶ)で、 K は定数であ

り全硬化係数である。また、sgn は符号関数である。式(2-11)は、 I +
K の pe に対する変化率の和

が常に K であることを示唆している。 K の平均として次のように平均移動硬化応力 Ks の変化率を

定義する。 

         I
pp

N

j

j
I

pp

N

j

j
KK seeKeeK

NN
s  sgnsgn

11

11

 


  (2-12) 

さらに、式(3)に移動硬化を考慮し、降伏条件式を再定義する。 

          j
I

jyj
K

jj    (2-13) 
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２.３ サブレイヤーモデルへの非硬化領域の概念の適用 

硬化現象を表現するには、硬化則の考慮が必要不可欠である。定振幅繰返し載荷時に応力振幅が

ある値に漸近する現象（飽和現象(Chaboche(1979))）は等方硬化に深く関連しており、飽和現象の適

切な評価は重要であると考えられる。飽和現象を表現するために、塑性ひずみ空間上に仮想の超球

( 塑 性 ひ ず み 球 と 呼 ぶ ) を 想 定 す る 非 硬 化 領 域 の 概 念 が Chaboche(1979,1983,1986), 

Macdowell(1985a,b,c), Ohno(1982)により用いられている。この概念では、塑性ひずみ球内に塑性ひず

みが存在する場合は等方硬化応力が増加せず、球外もしくは球上では等方硬化応力が増加する。つ

まり、球内が非硬化領域となる。しかし、この概念は、等方硬化応力の増加を適切に抑制できるが、

減尐を表現不可能である。これを受けて田中(1988,1991)は、その後、等方硬化応力の減尐も表現可

能な修正案を提案している。その中で、田中らは、塑性ひずみ球外および球上では等方硬化応力お

よび球の半径は増加し、球内では等方硬化応力および球の半径が減尐するルールを提案した。これ

により、等方硬化および軟化を表現可能な概念が構築された。また、田中らにより修正された概念

は、実現象を精度よく再現可能なものの、諸式が複雑である。そこで、本章では、田中らにより提

案された塑性ひずみ球の定式化の際に現れる諸式間の変化率の関係を定義し、諸式の単純化を図る

とともに、それを 2-2 で修正されたサブレイヤーモデルに適用することを試みる。 

 

２.３.１ サブレイヤーモデルにおける塑性ひずみ球 

一軸応力状態においてサブレイヤーモデルの塑性ひずみ球を以下のように定義する。 

rcpe eeeΦ   (2-14) 

一軸応力状態では、塑性ひずみ球は、式(2-14)のように区間で表される。 0eΦ で表される区間が

非硬化領域である。ここに、 re は非硬化領域で表される区間の半分、 ce は区間の中心を表している

(Fig.2-5(a)参照)。田中らの概念では、 eΦ は正負両方の値を取ると定義されているが、本論文では、

常に 0eΦ と定義する。 eΦ の基本的なルールを以下のように定める。 

0eΦ の場合： 0, I
r se  , pc ee    

0eΦ の場合： 0, I
r se  , pc ee    

ここで、Fig.2-5 を用いて本論文で提案する eΦ の概要を説明する。Fig.2-5 は、繰返し載荷における

平均応力 s、平均等方硬化応力 Is ならびに eΦ の挙動を概念的に示している。処女載荷時には 0re
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とする。Fig.2-5(a)に示すように、時刻 1t から 3t まで pe は 0eΦ を満たすため re ,
Is は増加し、 ce は

pe の方向に移動する。これは、その後、Fig.2-5(b)に示すように、時刻 3t において除荷を行い、さら

に再載荷を行うと、時刻 4t において弾性比例限に達する。また、時刻 4t から 5t において pe が非硬化

領域内を移動する、つまり 0eΦ となるため、 re ,
Is は減尐し、 ce は pe の方向に移動する。時刻 5t

において pe が再び 0eΦ の値を取り、その後、時刻 5t から 6t において続いて 0eΦ となるため re ,
Is

は増加し、 ce は pe の方向に移動する。次に、式展開を行う。はじめに、以下の変数を定義する。  

pipop eee   (2-15) 

ここに、 poe は 0eΦ で生じる塑性ひずみ、 pie は 0eΦ で生じる塑性ひずみである。他の変数につ

いても同様に 0eΦ での変数は  
o 、 0eΦ での変数は  

i と表し、常に      
io  が成り立つ

ものとする。 re および ce の変化率を次のように定義する。 

pi

pi

ri
po

po

ro
r e

de

de
e

de

de
e    (2-16) 

pi

pi

ci
po

po

co
c e

de

de
e

de

de
e     (2-17) 

次に、応力振幅の飽和現象を表すために eΦ が満足すべき条件について考える。Fig.2-6 は、原点を

中心とした定振幅繰返し載荷において、応力振幅飽和時の sと pe の関係および eΦ の挙動を概念的に

表している。ここで、 pe の応力振幅飽和時における値(飽和値)を pse とする。また、他の変数につ

いても飽和値を  
s
と表すことにする。先述したように、 0eΦ では、 re は減尐し、 ce は pe の方

向に移動する。従って、Fig.2-6 に示すように、時刻 1t から時刻 2t まで re は減尐し、 ce は pe の方向

に移動する。その後、時刻 2t から時刻 3t まで re は増加し、 ce は pe の方向に移動する。ここで、応

力振幅が飽和値に達するには  1tΦe が  2tΦe を経て、  3tΦe と一致することが条件となる。これを

満たすには、次式が成り立つ必要がある。 

    
3

1
21

t

t
rorr detete  (2-18) 

        
3

1

3

1

sgnsgn 21

t

t
popr

t

t
copr deetedeete   (2-19) 

式(2-18),(2-19)より応力振幅が飽和値をとるために eΦ が満足すべき条件が次のように示される。 

 
po

ro
p

po

co

de

de
e

de

de
sgn1  (2-20) 
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さらに、  1tΦe が  3tΦe と一致する条件より次式が成り立つ。 

 
3

1

3

1

t

t
pi

pi

ri
t

t
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po

ro de
de

de
de

de

de
 (2-21) 

 
3

1
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1

t

t
pi

pi

ci
t

t
po

po

co de
de

de
de

de

de
 (2-22) 

従って、式(2-20),(2-21),(2-22)より次式が導かれる。 

  ,sgn
3

1
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1
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t
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t
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   (2-23) 

 

２.３.２ 非硬化領域の概念を有するサブレイヤーモデルの等方硬化則および移動硬化則 

微視的等方硬化応力の変化率を次のように定義する。 

 
   

pi

pi

j
I
i

po

po

j
I
o

j
I e

de

d
e

de

d



   (2-24) 

式(2-11)より微視的移動硬化応力は次式のようになる。 
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 sgn  (2-25) 

式(2-24),(2-25)を全レイヤーで平均すると、 

  pi

pi

I
i

po

po

I
o

N

j

j
II e

de

ds
e

de

ds

N
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  (2-26) 
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eeKs  sgn  (2-27) 

ここに、 

 




N

j po

j
I
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Nde
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1
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 (2-28) 

 




N

j pi

j
I
i

pi

I
i

de

d

Nde

ds

1

1 
 (2-29) 

次に、応力振幅飽和時の平均等方硬化応力の飽和値 I
ss について考える。Fig.2-7 に示すように、原

点を中心とした定振幅繰返し載荷において応力振幅飽和時の平均塑性ひずみの値が pse であり、ま

た、飽和に至るまでの平均塑性ひずみの経路が      spspp tetete ,,,0 2211  で表されるものとする。こ
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のとき、 I
ss は次のようになる。 

 
ss

m

t It
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It
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It

t

It II
s dsdsdsdsdss

00
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1

1

  (2-30) 

ここで、微視的降伏応力の平均を ys とし、次のように定義する。 

 



N

j

jyy
N

s
1

1
  (2-31) 

Fig.2-7 に示すように、式(2-30),(2-31)より除荷時の平均応力と全レイヤーが降伏するまでの平均応力

の差は I
sy ss  となる。式(2-30)に式(2-26)を用いると、次式のようになる。 
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  (2-32) 

 

２.３.３ 微係数間の関係および飽和値の導出 

前項で定義した eΦ に関する微係数 poro dede / , piri dede / , pici dede / および等方硬化に関する微係数

po
I ded /0 , pi

I
i ded / は自由に決定することができる。しかし、これらの微係数間に何らかの関係が

なければ、パラメータの数は多くなり、実験結果に応じてそれらを適切に決定することは困難とな

る。そこで、定式化を単純化するために微係数間に或る関係を定義する。はじめに、 eΦ における微

係数間の関係を以下のように定義する。 

po

ro

pi

ri

de

de

de

de
  (2-33) 

po

co

pi

ci

de

de

de

de
  (2-34) 

ここに、 は定数であり。式(2-23)に式(2-20),( 2-33),( 2-34)を用いると次式が誘導される。 

 


ps

ps

ps

ps

e

e
pi

e

e
po dede   (2-35) 

式(2-35)は、応力振幅の飽和時に 0eΦ および 0eΦ のときに生じる塑性ひずみの比が 1: となる

ことを示唆している。硬化応力に関する微係数間に以下の関係を定義する。 
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po

j
I
o

pi

j
I
i

de

d

de

d 



  (2-36) 

また、 eΦ の微係数と等方硬化の微係数間の関係を次のように定義する。式(2-33),(2-34),(2-36)より

が大きくなるほど等方軟化がより早く進行することが分かる。 

po

ro

po

I
o

de

de
F

de

ds
  (2-37) 

po

ro

pi

ri

pi

I
i

de

de
F

de

de
F

de

ds
  (2-38) 

ここに、F は定数である。また、式(2-37),( 2-38)の定義は式(32)を容易に導出することを意図してい

る。従って、式(2-20),(2-28),(2-29),(2-33),(2-34),(2-36),(2-37),(2-38)より全ての微係数が関係付けられ

たことが分かる。ここで、2.2.3 項で定義した式(2-8)を用いると、微視的等方硬化応力の微係数は次

式のようになる。 

 
  


cjp

po

j
I
o

e
de

d
 sgn  (2-39) 

式(2-20),(2-28),(2-29),(2-33),(2-34),(2-36),(2-37),(2-38)より各微係数が導かれる。 

  ,sgn  cp

po

I
o e

de

ds
     cp

pi

I
i e

de

ds
sgn  (2-40),(2-41) 

  ,sgn
F

e
de

de c
p

po

ro 
    


cp

pi

ri

F
e

de

de
sgn  (2-42),(2-43) 

,1
Fde

de c

po

co 
  










Fde

de c

pi

ci 
 1  (2-44),(2-45) 

これにより、全ての微係数が関係づけられたことが分かる。ここで、式(2-41)および式(2-43)より等

方軟化が起きる場合は、塑性ひずみ球の半径も小さくなることが分かる。また、これに加え、初期

降伏応力が一定である性質により、過剰な等方軟化によって弾塑性遷移過程が消失することはない

ことが理解される。次に、上記の関係を用いて定振幅繰返し載荷における平均等方硬化応力の飽和

値について考える。式(2-40),(2-41),(2-42),(2-43)を式(2-32)に用いると、平均等方硬化応力の飽和値は

次のようになる。 
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  rs

t

r

t

riro
I
s FeFdededeFs

ss

  00
 (2-46) 

さらに、飽和状態より re , ce の飽和値 rse , cse に対して次式が成り立つことは明らかである。 

psrs ee  , 0cse  (2-47),(2-48) 

従って、平均等方硬化応力の飽和値
I

ss は次のように表される。 

ps
I
s Fes   (2-49) 

式(2-12)の両辺を pse から pse まで積分し、 0
ps

ps

e

e

Ids であることを考慮すると、平均移動硬化応力

の飽和値 K

s
s は次のようになる。 

ps
K
s Kes   (2-50) 

式(2-13)の降伏条件式を全レイヤーで平均すると次式が求められる。 

  0 I
sy

K
ss ssss  (2-51) 

式(2-51)に式(2-49),(2-50)を代入すると次式が導出される。 

  0 psypss FesKes  (2-52) 

ここで、 0 pss Kes と仮定し、飽和時の弾性構成則 Esee ssps / を用いると次式が導かれる。 

 

E

FK

seFK
s

ys

s 





1

 (2-53) 

式(2-53)において、 ysEFK ,,, は定数であることから平均応力の飽和値はひずみ経路に依らずひずみ

振幅により決定されることが分かる。さらに、各飽和値は単純な式で表されていることが理解され

る。 

最後に 2.2 節および 2.3 節で定義した各変数を再掲する。 

＜微視的諸量＞ 

弾性構成則：     jpj eE    (2-54) 

等方硬化則：       picjpocjj
I ee     (2-55) 

移動硬化則：      jI
ppj

K eeK   sgn  (2-56) 
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降伏条件式：           j
I

jyj
K

jj    (2-57) 

塑性負荷条件：     0 jj    (2-58) 

＜サブレイヤーモデルの諸量＞ 

弾性構成則：  peeEs   (2-59) 

等方硬化則： picpoc
I ees     (2-60) 

移動硬化則：   I
pp

K seeKs  sgn  (2-61) 

＜塑性ひずみ球の諸量＞ 

塑性ひずみ球： rcpe eeeΦ   (2-62) 

非硬化領域の幅： pi
c

po
c

r e
F

e
F

e  





  (2-63) 

非硬化領域の中心： pi
c

po
c

c e
F

e
F

e  
















 





11  (2-64) 

提案モデルにおいて微係数間の関係は、 KF,, のみによって決定され、田中(1988,1991)によるもの

に比べ、単純なものとなっていることが理解される。Fig.2-8に微係数間の関係の一覧を示す(図中(＊)

は式番号を示す)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



27 

 

２.４ 数値解析 

２.４.１ 数値解析アルゴリズム 

 3 章で提案した基本式を基に数値解析アルゴリズムを作成する。時刻 t における変数  t および

ett  が既知であるとして時刻 tt  の変数  tt  を求める。また、       ttt が各変数にお

いて成り立つものとする。アルゴリズムは Return Mapping Algorithm に基づいている。 

弾性試行段階：増分区間において塑性化が進展していないもの     p
t

p
trial   として各諸量の試行

値  trial を求める。 

    jp
ttt

j
trial eE   

,    jIt
j

Itrial   ,    jKt
j

Ktrial    (2-65),(2-66),(2-67) 

c
t

c
trial ee  , r

t
r

trial ee   (2-68),(2-69) 

弾塑性判定：各レイヤーにおける降伏条件式 trial を用いて、弾塑性判定を行う。 

          j
Itt

jy
tt

j
Ktt

j
tt

j
trial     (2-70) 

  0j
trial  のとき、弾性状態であるので試行値を正解として終了する。 

  0j
trial  のとき、塑性変形が生じているので、塑性修正子を実行する。 

塑性修正子：増分区間で塑性化が進展していることが明らかとなったので、塑性化を考慮した、各

諸量の真値を求める。時刻応力 tt  における微視的応力は、以下のようになる。 

     jpj
trial

j
tt E  

 (2-71) 

時刻 tt  におけるレイヤーj の降伏関数は次式のようになる。 

             0 
pjpj

trial
j

Itt
y

tt
j

Ktt
j

tt
j

tt eKE   

 (2-72) 

式(2-72)の降伏したレイヤーにおける和を取ると、次式が導かれる。 

    0
11

 


pp

M

j j
trialM

j j
tt eKMeEN  (2-73) 

ここで、N は全レイヤーの数、M は降伏したレイヤーの数である。式(2-73)を導出するにあたって、

   jp

M

j

jp

N

j

p
NN

e  



11

11
を用いている。式(2-73)を整理すると、次式が導かれる。 

 
 

KMEN
ee

M

j j
trial

p



 1

sgn


 (2-74) 
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である。式(2-74)より、各レイヤーの塑性ひずみは次式のようになる。 

 
   

E

eKe pj
trial

jp







sgn
 (2-75) 

塑性ひずみ球の判定式：式(2-74)を用いて、 pe を求める。ここで、 ppi ee  と仮定し、 ci
tt e お

よび ri
tt e を求め、さらに、 ri

tt
ci

tt
p

tt
e

tt eeeΦ   により p
tt e が塑性領域内外どちらに位置

するかを判定する。 

0
e

tt Φ のとき、 ppi ee  , 0 poe である。 

0
e

tt Φ のとき、 0 poe であるので、 pie および poe の真値を求める必要がある。従って、

次式が成り立つ必要がある。 

0 
r

tt
c

tt
p

tt
e

tt eeeΦ  (2-76) 

ここで、各微係数は ppipo eee   および式(2-63),(2-64)を用いると次式が得られる。 
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 (2-77) 

式(2-77)より次式が求められる。 












1

pr
t

c
t

p
tt

po

eeee
e   0 pe  (2-78a) 












1

pr
t

c
t

p
tt

po

eeee
e   0 pe  (2-78a) 

得られた pie , poe を基に各諸量を更新する。 

    jpj eE      (2-79) 

      picjpocjj
I ee    (2-80) 

     jI
ppj

K eeK   sgn  (2-81) 

 peeEs   (2-82) 

picpoc
I ees    (2-83) 

  I
pp

K seeKs  sgn  (2-84) 
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本項で提案した非硬化領域の概念を考慮したサブレイヤーモデルの数値解析フローは、弾性試行、

弾塑性判定、塑性修正子、塑性ひずみ球の判定の順に実施されており、塑性ひずみ球の判定の後に

各硬化応力の更新を行っている。これは、塑性修正子内で硬化応力の増分を決定する他の数理塑性

モデルのアルゴリズムとは異なる。しかし、式(2-74),(2-75)より微視的および巨視的塑性ひずみは全

硬化係数 K のみにより決定されることから等方硬化応力の増分およびそれに従属する移動硬化応

力の増分は塑性修正子後でも任意に決定することができる。しかるに、塑性ひずみ球による判定を

実施した後に各硬化応力の更新を実施してもアルゴリズムとしての不整合は生じないと考えられる。 

 

２.４.２ 塑性ひずみ球の性質 

 提案した eΦ の性質を把握するために 1 レイヤーの提案モデル(バイリニアー型弾塑性モデル)の数

値解析結果を示す。ひずみ履歴は Fig.2-9 に示すように与える。Fig.2-10 は、平均等方硬化応力
Is と

平均累積塑性ひずみ  pp dee の関係を表している。ここで、 0.1,1.0,0 をパラメータとしている。

ひずみ振幅毎の平均等方硬化応力の飽和値について見ると、 nstepまでは 0.1,1.0,0 において全て

同じ飽和値を示している。これは、式(2-51)に が含まれていないことからも明らかである。

nstep- ostepの区間において、 0 つまり等方軟化を考慮しない場合は、 Is が減尐せず、 nstepか

ら一定の飽和値を示す。一方、 0.1,1.0 の場合は Is が減尐し、mstepでの飽和値と同様の値に近

づいていく様子が分かる。これは、先述したように Is の飽和値はひずみの経路に依らず、ひずみ振

幅のみによって決定されることに起因している。また、nstep- ostepの区間では、 が大きくなるに

つれて Is が早く減尐する様子が見られる。Fig.2-11 は、Fig.2-10 に描かれた点線の四角近傍を拡大し

たものである。 0.1,1.0 の場合は A 点より Is が減尐するが、その後、B0.1,B1.0点を経てそれぞれ
Is

が増加し、最終的に C 点で 0.1,1.0,0 の値が一致する様子が分かる。また、式(2-35)で示したよ

うに 0eΦ で生じる塑性ひずみの値と 0eΦ で生じる塑性ひずみの値が 1: となる様子が分かる。 

 

２.４.３ 実験結果との比較による妥当性検証 

 4.1 節で作成したアルゴリズムの数値解析結果を山崎、笠井らに 

より行われた二種類の鋼材 (SN400,SN490 および LY225)における実験結果(貞末(2006)、空處(2006))

との比較を通して提案モデルの妥当性を検証する。 

はじめに、微視的降伏応力に対して以下の定義を導入する。 
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C
A

B
y 





  (2-85) 

ここに CBA ,, は定数であり、これらにより弾塑性遷移過程における応力ひずみ曲線の形状および初

期降伏応力が決定される。さらに、  Is を鋼種ごとに定める。SN400 および SN490 では  Is は以

下のように定義される。 

   III ssQs  lim  (2-86) 

LY225 では以下のように定義される。 

 

























 
 1exp

lim

lim
lim

I

II
II

s

ss
Qss  (2-87) 

式(2-86),(2-87)においてQ , lim
Is は定数である。 lim

Is は平均等方硬化応力の限界値であり、式(2-86), 

(2-87)は平均等方硬化応力が lim
Is に近づくほど平均等方硬化応力の増分値が減尐することを示唆し

ている。また、Qは値が大きくなるほど早く等方硬化および等方軟化が進行する。これは、

Zarvel(1978)により提案された等方硬化則と類似している。次に、実験結果との比較を示す。レイヤ

ーの数は 50 とし、Table2-1 に示すように、材料特性および定数を鋼種毎に与える。ここで、レイヤ

ー数は、Appendix1 に示すように、サブレイヤーモデルにおいて滑らかな弾塑性遷移過程を表現す

るために十分な数として設定されている。また、Table2-1 の各定数に関連する式番号を表の下に記

す。ここで、各材料定数の決定は、漸増載荷と漸減載荷における実験結果と一致するように試行錯

誤的に行った。また、Fig.2-12 に示すように、ひずみ履歴は両鋼種とも漸増、漸減、シフト 1、シフ

ト 2、シフト 3,ランダムパターンで与える。Fig.2-13(a)-(g)は SN400、Fig.2-14(a)-(g)は SN490、

Fig.2-15(a)-(g)は LY225 の実験結果と数値解析結果の比較を行ったものであり、全ての載荷パターン

において両者が概ねよく対応していることが分かる。しかしながら、降伏棚が表れる小ひずみ領域

では、提案モデルが実現象を十分再現できていないことが分かる。これは、式(2-11)で定義したよう

に、K が定数であることに起因している。従って、降伏棚を表現するには別途考慮が必要である。

しかし、降伏棚の表現方法については既に水野(1994)、Mahan(2011) らにより研究がなされており、

降伏棚の発生を累積塑性ひずみに対してローカルな現象と捉えることによって、降伏棚を再現可能

なモデルの提案を行っている。これら既往のルールを修正サブレイヤーモデルに対して適用するこ

とは可能であると考えられるが、修正サブレイヤーモデルの定式化が複雑になることから、適用お

よびルールの単純化は今後の課題の一つとする。以上より提案モデルが、降伏棚の領域を除いて山
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崎(2008)、笠井(2008)らによる Menegotto-Pinto モデルの結果と同程度の精度を有していることが明

らかとなった。従って、実験結果と提案モデルの数値解析結果の比較を通して提案モデルの妥当性

が検証された。しかしながら、本章で扱った飽和現象の他にも、ラチェッティングやリラクゼーシ

ョン等の現象が報告されている。これらの現象については、既に Voyadjis(1998)、大野(1998)、水野

(1998)、Karim(1998)、Chiang(2008)により材料構成則が提案されており、また、建築構造物には、大

きな影響はないと考えられるため、本章での提案モデルでは、考慮しなかった。しかし、系統的に

金属系材料の実現象を再現可能な材料構成則は、非常に有用であると考えられるため、これらの現

象の再現については今後の課題の一つとする。 
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２.５ まとめ 

本章では、古典的なサブレイヤーモデルの欠点を指摘し、新たな硬化則の提案を行い、また、サ

ブレイヤーモデルに非硬化領域の概念を導入することによって、修正サブレイヤーモデルの構築を

行った。本章で得られた知見を以下に示す。 

(1) 等方硬化を有する古典的サブレイヤーモデルの取り扱い上の留意点を述べ、それらを克服する

新たな等方硬化則を提案した。また、等方硬化則に関連した移動硬化則の提案も行った。 

(2) 一軸応力状態において等方硬化および軟化現象を表現可能かつ、単純な諸式により表現される

塑性ひずみ球の提案を行った。 

(3) 一軸応力状態において新たな硬化則を有するサブレイヤーモデルに 2)で提案した概念を導入

した。 

(4) 実験結果と(3)のモデルの数値解析結果を比較することによって定式化の妥当性を確認した。 

一方、本論文における問題点としては試行錯誤による材料定数の決定、サブレイヤーモデルの多

大な計算負荷、飽和現象以外の実現象の再現性および多軸応力状態の実現象の再現性が挙げられる。

試行錯誤に依らない合理的な材料定数の決定手法の提案および他の実現象の再現性については今後

の課題とする。計算負荷の低減のための本提案モデルの巨視的手法の提案および多軸応力状態にお

ける実現象を表現可能かつ単純な材料構成則の構築は、それぞれの後の章にて検討を行っていくも

のとする。 
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Table2-1 Material properties for steels 

 (2-65)  (2-8),(2-66),(2-67)  (2-33)-(2-38)  Eq.(2-11) 

 

 ][N/mm2E  ][N/mm2K  ][N/mm2F    c  Q  ][N/mm2
lim
Is  A  ][N/mm2B  ][N/mm2C  

SN400 205000 2000 4200 0.4 0.5 12 180 0.58 90 35 

SN490 205000 2500 5500 0.2 0.5 10 300 0.56 80 70 

LY225 205000 700 3000 0.2 0.4 4.5 200 0.56 50 70 
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Fig.2-13(a) Gradual increase(SN400) 
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Fig.2-13(b) Gradual decrease(SN400) 

 

(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 
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Fig.2-13(c) Shift1(SN400) 

 

]N/mm[ 2　s

(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 
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Fig.2-13(d) Shift2(SN400) 

 

(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 
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(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 

 Fig.2-13(e) Shift3(SN400) 
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Fig.2-14(a) Gradual increase(SN490) 
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Fig.2-14(b) Gradual decrease(SN490) 

 

(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 
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Fig.2-14(c) Shift1(SN490) 
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Fig.2-14(d) Shift2(SN490) 

 

(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 
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(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 

 Fig.2-14(e) Shift3(SN490) 
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Fig.2-15(a) Gradual increase(LY225) 
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Fig.2-15(b) Gradual decrease(LY225) 

 

(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 

 

(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 
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Fig.2-15(c) Shift1(LY225) 

 

]N/mm[ 2　s

(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 
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Fig.2-15(d) Shift2(LY225) 

 

(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 
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(Dotted line: Experimental result, Solid line: Numerical result) 

 Fig.2-15(e) Shift3(LY225) 
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第 3 章 修正サブレイヤーモデルの多軸応力状態への拡張 

および改善 

 

３.１ はじめに 

 

３.２ 修正サブレイヤーモデルの多軸応力状態への拡張 

３.２.１ 各レイヤーの特性 

３.２.２ 等方硬化則および移動硬化則 

３.２.３ サブレイヤーモデルにおける塑性ひずみ球 

３.２.４ 塑性ひずみ球を有するサブレイヤーモデルの等方硬化則および移動硬化則 

３.２.５ 微係数間の関係および飽和値の導出 

   

３.３ 実現象再現のための修正サブレイヤーモデルの改善 

３.３.１ 多軸応力状態の実現象に対する修正サブレイヤーモデルの欠点 

３.３.２ 修正サブレイヤーモデルの改善 

 

３.４ 数値解析 

  ３.４.１ 特殊な応力場への縮約および数値解析アルゴリズムの構築 

  ３.４.２ 一軸応力状態の修正サブレイヤーモデルとの比較による理論的整合性の検証 

  ３.４.３ 実験結果との比較による妥当性検証 

  ３.４.４ 数値解析結果に対する考察 

 

３.５ まとめ 
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３.１ はじめに 

大地震時に、建築構造物の柱梁接合部周辺等には複雑な多軸応力場が形成されるため、数値解析

を用いて局所的な挙動を精確に把握するには、多軸応力状態に適用可能、かつ実現象を高精度に再

現可能な材料構成則の開発が重要である。 

多軸応力状態に対する実現象は、一軸応力状態に比べて非常に複雑な様相を呈することが報告さ

れている。多軸応力状態に対する応力振幅の飽和現象に関しては、ひずみ経路の形状により応力振

幅の飽和値および飽和に至るまでの時間に急激な差異が生じる現象が多数報告されている

(Lamba(1978a,b)、Jiang(2008)、田中(1985a,b)、大橋(1985))。また、多軸応力状態において繰返し載

荷を行うと、塑性変形に誘起され降伏曲面に異方的な変化が生じることも報告されている(白鳥

(1976)、石川(1988)、佐々木(1990)、武田(1987,2000)、桑原(2001,2002,2004))。 

これまでに、サブレイヤーモデルにより多軸応力状態における実現象の再現を試みている研究が

報告されている。Chiang(1994a,1997a,b)は、多軸応力状態に対するランダム載荷において実験結果と

サブレイヤーモデルと実験結果の比較を行っており、両者が比較的良い対応を示すことを報告して

いる。しかしながら、その中で、一組のパラメータによる複数の実験結果の再現に対して言及をし

ておらず、汎用性は疑わしいと言える。また、Chiang(1997a,b)のサブレイヤーモデルでは硬化則を

各レイヤーの塑性ひずみの変数として定義していることから 2 章で述べた古典的サブレイヤーモデ

ルの欠点の一つ(繰返し載荷によって応力がやがてバイリニアーな応答となる)を有している。また、

鈴木(1984,1986)は非硬化領域の概念を有したサブレイヤーモデルの提案を行っている。このモデル

では、応力振幅の飽和現象を表現可能であると考えられるが、等方軟化を表現できず、また、提案

されている等方硬化則では 2 章で述べた古典的サブレイヤーモデルの欠点の一つである弾性核の過

膨張を抑制することができないため、実現象を表現するには不十分である。 

これらを踏まえて、本章では、多軸応力状態に対する実現象を再現するために、2 章で提案した

修正サブレイヤーモデルを多軸応力状態へと拡張する。このとき、上述の現象全てを精確に再現す

る材料構成則の構築は困難であるため、降伏曲面の異方的な変化については対象外とし、応力振幅

の飽和現象に焦点をあて、その再現のための材料構成則の構築を行うことを本章の目的とする。以

下に本章における内容を示す。 

(1) 3.2 節では、2 章で提案した修正サブレイヤーモデルにおける硬化則および塑性ひずみ球を多軸

応力状態へと展開する。このとき、一軸応力状態の場合と同様に微係数間に関係式を導入すること

により諸式の単純化を図る。 



51 

 

(2) 3.3 節では、修正サブレイヤーモデルの多軸応力状態における飽和現象の再現に対する欠点を

指摘し、修正サブレイヤーモデルの改善を行う。 

(3) 3.4 節では、(1),(2)で提案した基礎式より数値解析アルゴリズムを作成する。このとき、本章で

の提案モデルと 2 章での修正サブレイヤーモデルとの理論的整合性を検討するために解析結果の比

較を行う。さらに、実験結果(Ohashi(1985))と提案モデルの比較を行い、妥当性の検証を行う。 
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３.２ 修正サブレイヤーモデルの多軸応力状態への拡張 

３.２.１ 各レイヤーの特性 

 多軸応力状態に対するサブレイヤーモデルは、一軸応力状態の場合と同様に降伏応力の異なる複

数の仮想のレイヤーを想定する。また、サブレイヤーモデルにおいてひずみは全レイヤーで均一で

あり、応力は全レイヤーの平均で表される。Fig.3-1 は平面応力状態に対するサブレイヤーモデルの

概念図である。このとき、各レイヤーの降伏曲面を主応力空間上で図示すると Fig.3-2 のようになる。 

 続いて、多軸応力状態における各レイヤーの特性を示す。このとき、各レイヤーの位置は一軸応

力状態における場合と同様にレイヤーの厚さ方向に仮想の座標系  2/12/1   を想定し、

 Njj ~1 を設定することにより特定される。降伏条件式は von Mises の降伏条件式を用い、塑

性流れ則は連合流れ則を用いる。このとき、レイヤー jの特性は以下のようになる。 

弾性構成則：       jj G  pεεσ  2  (3-1) 

降伏条件式：                  0:
2

3
 j

I
jyj

K
jj

K
jj  σσσσ  (3-2) 

塑性流れ則：  
 

      
   

   
 j

j
I

jy

j
K

j

j

j
K

j

j

j 








 











σσ

σσ
ε p

2

3
  (3-3) 

塑性負荷条件：     0 jj     (3-4) 

ここに、 ))1(2/( vEG  はせん断弾性係数、 Eはヤング係数、 v はポアソン比、 εはひずみテンソ

ル、 pε は塑性ひずみテンソル、σは応力テンソル、 I は等方硬化則により生じる弾性領域の変化(等

方硬化応力とよぶ)、 K
σ は弾性領域の中心テンソル(移動硬化応力テンソルとよぶ)、 y は初期降伏

応力(一定)、 は塑性進展パラメータである。また、 y は に関して単調減尐な関数と定義する(具

体的な式については 3.4.3 項にて説明する)。ここで、 * ,  * はそれぞれ変数  * の偏差成分および変

化率を表すものとする。なお、本章では、2 章と同様、各レイヤーの諸量を微視的諸量とよぶこと

にする。 

上述したようにサブレイヤーモデルでは、全レイヤーにおいてひずみが等しい。これを e と定義

すると、次のように表される。 

  eε  constantj   Nj ~1  (3-5) 

サブレイヤーモデルの応力は、全レイヤーの微視的応力の平均で表されることから以下のように表
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される。 

   peeσs  


G
N

N

j

j 2
1

1

  (3-6) 

 



N

j

j
N 1

1
pp εe  (3-7) 

ここに、 pe は全レイヤーの微視的塑性ひずみテンソルの平均であり、平均塑性ひずみテンソルと呼

ぶ。式(3-6)は、ひずみテンソルおよび平均塑性ひずみテンソルにより表されていることからサブレ

イヤーモデルの弾性構成則と考えることができる。 

 

３.２.２ 等方硬化則および移動硬化則 

2 章で提案したサブレイヤーモデルの等方硬化則および移動硬化則を多軸応力状態に拡張する。

まず、微視的な等方硬化則を以下のように定義する。 

    gp cjj
I     (3-8) 

 j

N

jN
g 




1

1
  (3-9) 

ここに、 c は定数であり、  は鋼材毎に決定される関数であり、具体的な式については、式

(2-86),(2-87)を参照されたい。また、 gは微視的塑性進展パラメータ  の全レイヤーにおける平均で

あり、モデルとしての塑性進展パラメータである。さらに、 p は多軸応力状態に対する実現象の再

現のために新たに定義した変数であり、 p の具体的な表現については 3.3.2 項にて述べる。なお、

式(3-8)において p =1 とし、一軸応力状態、即ち peg   と考えると、式(3-8)は 2 章において提案し

た微視的な等方硬化則と一致することが理解される。また、式(3-8)を全レイヤーで平均すると、次

式が導出される。 

  gp
N

s c

N

j

j
II    

1

1
 (3-10) 

ここで、 Is はモデルとしての等方硬化応力であり、平均等方硬化応力とよぶものとする。続いて、

微視的な等方硬化応力と移動硬化応力の関係を以下のように定義する。 
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      j
I

j
K

j
K gK   

3

2
: σσ  (3-11) 

ここに、K は定数であり、全硬化係数を表す。式(3-11)において、一軸応力状態の条件、すなわち、

3/2 1111
KK σσ   , 2/113322

KKK σσσ   とすると、式(3-11)は 2 章における微視的な等方硬化応力と移動

硬化応力の関係式に一致することが分かる。また、Prager の移動硬化則と同様に    jj
K  pεσ   と

仮定すると式(3-11)より次式が導かれる。 

      
   jj

j

j
I

j
K gK






pp

p

εε

ε
σ






:3

2
  (3-12) 

式(3-12)を全レイヤーにおいて平均すると、 

    
   




N

i jj

j

j
IgK

N 1 :3

21






pp

pK

εε

ε
s




  (3-13) 

ここで、 K
s を平均移動硬化応力テンソルとよぶものとする。 

 

３.２.３ サブレイヤーモデルにおける塑性ひずみ球 

多軸応力状態に対する非硬化領域の概念をサブレイヤーモデルに適用する。このとき、平均塑性

ひずみ空間において仮想の球を想定し、球内を非硬化領域と考える。ここで、仮想の球を塑性ひず

み球と呼ぶことにする。塑性ひずみ球を平均塑性ひずみ空間上で次式のように定義する。 

    0:
3

2
 re eΦ cpcp eeee  (3-14) 

ここに、 re は塑性ひずみ球の半径、 ce は塑性ひずみ球の中心を表すテンソルである(Fig.3-3 参照)。

一軸応力状態の場合と同様に、平均塑性ひずみは常に塑性ひずみ球内もしくは球面上に位置するも

のとし  0eΦ 、球外には存在しないものとする。ここで、多軸応力状態における塑性ひずみ球の

ルールを以下のように定義する。 

0eΦ の場合： 0, I
r se  , pc ee    

0eΦ の場合： 0, I
r se  , pc ee    

これより、平均塑性ひずみが塑性ひずみ球内に存在する場合は、塑性ひずみ球の半径および平均等

方硬化応力は減尐し、塑性ひずみ球の中心は pe とは逆の方向に移動する。一方、平均塑性ひずみが

塑性ひずみ球面上に存在する場合は、塑性ひずみ球の半径および平均等方硬化応力は増加し、塑性
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ひずみ球の中心は pe と同一の方向に移動する。以上が塑性ひずみ球に関するルールである。続いて、

塑性ひずみ球面上で生じる塑性ひずみを ope 、球内で生じる塑性ひずみを ipe と定義すると、次の関

係が成り立つ。 

io ppp eee   (3-15) 

他の変数についても、球面上で生じる変数は  
o
、球内で生じる変数は  

i
とし、      

io  が

成り立つものとする。 ce , re の gに対する変化率を次のように定義する。 

i

i

ri
o

o

ro
r g

dg

de
g

dg

de
e   , i

i

i
o

o

o g
dg

d
g

dg

d
 cc

c

ee
e   (3-16),(3-17) 

ここに、 og および ig はそれぞれ球面上および球内でのモデルとしての塑性進展パラメータである

(式(3-9)参照)。続いて、応力振幅が飽和値を取るために re , ce がとるべき条件を導く。Fig.3-3 は、応

力振幅飽和時において、平均塑性ひずみ空間上での塑性ひずみ球の挙動を概念的に表したものであ

る。平均塑性ひずみの経路は、Fig.3-3 の点線で表されるように直線とし、この直線経路を繰返して

応力振幅が飽和に至っている状態にあるものとする。このとき、平均塑性ひずみの経路は、時刻 1t に

おける塑性ひずみ球の中心を通り、球を横切るものとする。平均塑性ひずみの経路は当然ながら

Fig.3-3 に表されるような直線だけではなく様々な形状の経路を取る可能性がある。これらに対する

飽和条件を解析的に表すことは困難であるため、ここでは、平均塑性ひずみの経路は図のように直

線とし、この直線経路に対する応力振幅の飽和条件を導く。また、他の複雑な経路については、3.3

節の数値解析結果により飽和現象を確認するものとする。時刻 21 ttt  では、平均塑性ひずみが塑

性ひずみ球内  0eΦ に存在するものとし、時刻 2tt  において、はじめて平均塑性ひずみが塑性ひ

ずみに接触する  0eΦ ものとする。その後、時刻 32 ttt  まで、再び平均塑性ひずみが塑性ひず

み球面上に存在する  0eΦ ものとする。従って、応力振幅飽和時には、時刻 1t と 3t における塑性ひ

ずみ球が一致する必要があることから、幾何学的な関係より次式が導かれる。 

    
1

3
21

t

t
rorr detete  (3-18) 

     
3

1

3

1

:
3

2
:

3

2
21

t

t
oor

t

t
oor ddteddte ppcc eeee  (3-19) 

式(3-18),(3-19)を整理すると次式が導かれる。 

 
3

1

3

1

3

1

:
3

2
:

3

2 t

t
oo

t

t
oo

t

t
ro ddddde ccpp eeee  (3-20) 
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ここで、想定している平均塑性ひずみの経路は直線であることから、塑性状態にあるレイヤーの微

視的塑性ひずみ増分の方向は等しいと考えることができる。従って、式 (3-3),(3-7),(3-9)より

opopo dgdd
2

3
: ee が成り立つ(この関係が一般の経路では成り立たないことは式(3-3),(3-7),(3-9)

より容易に導かれる)。この関係を式(3-20)に用いると次式が導かれる。 
















o

ro

o

o

o

o

dg

de

dg

d

dg

d
1

2

3
: cc ee

 (3-21) 

先に定義した塑性ひずみ球のルールより pc ee  o であることを考慮すると、式(3-21)は次式のように

書くことができる。 

pp

pc

ee

ee





:
1

2

3















o

ro

o

o

dg

de

dg

d
 (3-22) 

 

３.２.４ 塑性ひずみ球を有するサブレイヤーモデルの等方硬化則および移動硬化則 

塑性ひずみ球を有するサブレイヤーモデルの等方硬化応力および移動硬化応力について述べる。

og , ig を用いて微視的等方硬化応力を次のように定義する。 

 
   

i

i

j
I
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j
I
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j
I g
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d
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d



   (3-23) 

ここで、式(3-11)を用いると微視的移動硬化応力の変化率が次のように表される。 
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  (3-24) 

また、式(3-23)を全レイヤーにおいて平均すると、平均等方硬化応力の増分が次式のように導出され

る。 

i

i

I
i

o

o

I
oI g

dg

ds
g

dg

ds
s    (3-25) 

ここに 

 




N

j o

j
I
o

o

I
o

dg

d

Ndg

ds

1

1 
, 

 




N

j i

j
I
i

i

I
i

dg

d

Ndg

ds

1

1 
 (3-26),(3-27) 

なお、平均移動硬化応力は、式(3-13)を用いて求められる。続いて、前項で述べた直線経路の繰返し



57 

 

載荷において、応力振幅が飽和する時の平均等方硬化応力 I
ss について述べる。詳細は割愛するが、

飽和時の時刻を st とすると、式(2-32)と同様に I
ss が次のように求められる。 























ss t

ri

i

ri

i

I
i

ro

o

ro

o

I
o

t II
s de

dg

de

dg

ds

de

dg

de

dg

ds

dss
00

 (3-28) 

 

３.２.５ 微係数間の関係および飽和値の導出 

2.3.3 項と同様に諸式の単純化のために微係数間の関係式を定義する。はじめに、塑性ひずみ球に

おける微係数間の関係を次のように定義する。 

o

ro

i

ri

dg

de

dg

de
 , 

o

o

i

i

dg

d

dg

d cc ee
  (3-29),(3-30) 

ここに、 は定数である。次に、微視的な等方硬化応力における微係数に対して次式を定義する。 

   

o

j
I
o

i

j
I
i

dg

d

dg

d 



  (3-31) 

塑性ひずみ球の半径の微係数と平均等方硬化応力の微係数間に次の関係を定義する。 

o

ro

o

I
o

dg

de
F

dg

ds
 , 

i

ri

i

I
i

dg

de
F

dg

ds
  (3-32),(3-33) 

式(3-32),(3-33)は式(3-28)で表される飽和値を単純な形式にすることを意図している。ここに F は変

数であり 3.3.2 項にて詳述する。微視的等方硬化応力の微係数は式(3-8)を用いると、次式のように表

される。 

 
 


cj

o

j
I
o

p
dg

d
  (3-35) 

従って、式(3-22),(3-23),(3-29)-(3-35)より各微係数は次式のように表される。 

 c

o

I
o p

dg

ds
 ,  c

i

I
i p

dg

ds
     (3-36),(3-37) 

 c

o

ro p
Fdg

de 1
 , 


c

i

ri p
Fdg

de
    (3-38),(3-39) 
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ee
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:
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F

p

dg

d c

i

i 
   (3-40),(3-41) 

また、平均等方硬化応力の飽和値は、式(3-28),(3-32),(3-33)より次式のように表されることが分かる。 


stI

s dgFs
0

 (3-42) 

以上が、2 章で提案したモデルの多軸応力状態に対する拡張である。詳細は割愛するが、本節で

多軸応力状態に拡張した提案モデルは、一軸応力状態の条件を用い、かつ 1p とすると、2 章で述

べた一軸応力状態に対する提案モデルに帰結する。 
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３.３ 実現象再現のための修正サブレイヤーモデルの改善 

３.３.１ 多軸応力状態の実現象に対する修正サブレイヤーモデルの欠点 

 これまでに、多軸応力状態において様々な金属系材料の実現象が実験により報告されている。そ

の中でも本章では、多軸応力状態における飽和現象に着目し、その再現を修正サブレイヤーモデル

によって試みる。多軸での飽和現象とは、ひずみ増分の方向が頻繁に変化する場合、一軸の単調繰

返し載荷時に比べ、応力振幅の飽和値が急激に増大し、また、急速に飽和に至る現象である。この

現 象 を 再 現 す る た め Hopperstad(1995a,b),Macdowell(1985a,b,c),Basuroychowdhury(1998), 田 中

(1988,1991)らが材料構成則を提案しているが、サブレイヤーモデルを用いての再現は未だ報告され

ていない。そこで、はじめに、この現象に対する修正サブレイヤーモデルの適用性を見るために数

値解析結果を示す。ひずみ経路は、軸ひずみのみを繰返し与える場合(Fig.3-4(a))、軸ひずみとせん

断ひずみを交互に作用させることによりひずみ空間上でひずみ経路が四角の軌跡を描く場合

(Fig.3-4(b))および円形の軌跡を描く場合(Fig.3-4(c))を想定する。また、直線経路、四角経路および円

形経路のひずみ振幅はそれぞれ %6.0,2/6.0,6.02/  Me  である。ここで、 p は、 1p つまり 2

章で提案した修正サブレイヤーモデルの多軸応力状態へ単純に拡張したモデルとする。Fig.3-5 は、

各ひずみ経路における平均等方硬化応力と累積塑性ひずみ  pp dede :
3

2
pe の関係を示してお

り、目標値も併せて記している。これより、直線形路については、2 章でみた様に飽和値に対して

問題はないものの、円形、四角については、等方硬化応力の飽和値および飽和に至る速度は目標値

に遠く及ばないことが分かる。 

 

３.３.２ 修正サブレイヤーモデルの改善 

前項で、ひずみ増分の方向が急変した場合に生じる等方硬化応力の飽和値および飽和に至る速

度の急激な増加は本章における提案モデルでは不十分であることを述べた。そこで、はじめに、

等方硬化則に以下のような改善を施す。 

  gp c
I      (3-43) 
















ee

e

ss

s





:
:

:
11 opp  (3-44) 

ここに op は定数である。式(3-44)において軸応力のみが生じる場合もしくはせん断応力のみが生じ

る場合は、常に 1
:

:
:


ee

e

ss

s




であるので 1p となる、即ち、改善前のサブレイヤーモデルと同
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じ結果となる。式(3-43),(3-44)によって、四角経路や円形経路等のように応力とひずみ増分の方向に

著しい差異が生じる場合は、
ee

e

ss

s





:
:

:
の値が小さくなるため、等方硬化が素早く促進すること

を表現可能となる。また、式(3-38)-(3-41)より p の値は塑性ひずみ球の半径および中心の移動の増分

に対して関係することから、 p の増加に伴い素早く飽和現象が促進されることが理解される。 

続いて、 F に次のような改善を行う。 






























ee

e

ss

s





:
:

:
11 1FFF o  (3-45) 

ここに、 oF は定数であり、 1F は新たに導入した定数である。式(3-45)は式(3-43)と同様に、軸応力

のみが生じる場合は oFF  (定数)となることから、改善前のサブレイヤーモデルと一致する。また、

式(3-45)より F は、先に述べた p と同様に、応力とひずみ増分の方向に著しい差異が生じる場合に

値が大きくなるという特徴を持つ。式(3-42)より等方硬化応力の飽和値は F に影響されるため、式

(3-45)により等方硬化応力の飽和値の増大が再現可能と考えられる。 

最後に 3.2 節で定義した各諸量をまとめて記す。 

＜微視的諸量＞ 

弾性構成則：     jj G  pεeσ  2  (3-46) 

等方硬化則：       icjocjj
I gpgp     (3-47) 

移動硬化則：       
   jj

j

j
I

j
K gK






pp

p

εε

ε
σ






:3

2
  (3-48) 

降伏条件式：                  0:
2

3
 j

I
jyj

K
jj

K
jj  σσσσ  (3-49) 

塑性負荷条件：     0 jj    (3-50) 

＜サブレイヤーモデルの諸量＞ 

弾性構成則：  pees  G2  (3-51) 

等方硬化則： icoc
I gpgps     (3-52) 

移動硬化則：     
   




N

i jj

j

j
IgK

N 1 :3

21






pp

pK

εε

ε
s




  (3-53) 
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＜塑性ひずみ球の諸量＞ 

塑性ひずみ球：     0:
3

2
 re eΦ cpcp eeee  (3-54) 

非硬化領域の幅： i
c

o
c

r g
F

p
g

F

p
e  





  (3-55) 

非硬化領域の中心： i
c

o
c g

F

p
g

F

p












pp

p
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c
ee

e

ee

e
e
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1

2

3

:
1

2

3























 (3-56) 

以上が多軸応力状態に対する修正サブレイヤーモデルの諸量である。これら諸量より提案モデルに

おいて微係数間の関係は、 KF,, のみによって決定されるため、田中(1988,1991)によるものに比べ、

単純なものとなっていることが理解される。 
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３.４ 数値解析 

 3.2 節および 3.3 節では多軸応力状態に対する修正サブレイヤーモデルの定式化を行った。ここで

は、得られた基礎式を基に数値解析アルゴリズムの構築を行い、解析を実施し、実験結果との比較

を行う。多軸応力状態に対する実験は、薄肉の円筒試験片に軸力とトルクを作用させることによっ

て試験片中央部に近似的に軸応力とせん断応力のみが生じる特殊な応力場(本章では軸・せん断応力

状態とよぶ)を生じさせることが多い。そこで、軸・せん断応力状態へと修正サブレイヤーモデルを

縮約し、数値解析アルゴリズムの構築を行う。 

 

３.４.１ 特殊な応力場への縮約および数値解析アルゴリズムの構築 

＜軸・せん断応力状態における各レイヤーの諸量＞ 

はじめに、軸・せん断応力状態に対する各レイヤーの諸量を求める。軸・せん断応力状態の条件

は次のようになる。 

                01323332213233322  j
K

j
K

j
K

j
K

jjjj     (3-57a) 

      2/113322 jpjpjp    (3-57b) 

式(3-57b)は、体積一定条件を用いて導出している。式(3-57a)を用いると式(3-1)は次式のようになる。 

    jpj eE  111111  ,     jpj eG  121212 2      (3-58a),(3-58b) 

式(3-58)は軸・せん断応力状態に対する弾性構成則である。続いて、式(3-57)を式(3-2)に用いると、

降伏条件式が以下のように表される。 

                 02
3

2

2

3 2

1212

2

1111  j
I

jyj
K

jj
K

jj σσσσ   (3-59) 

式(3-59)の導出にあたって、     3/2 1111 jj σσ   ,       2/113322 jjj σσσ   ,    jj σσ  1212  を用

いている。さらに、式(3-3)より塑性流れ則は次のようになる。 
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 (3-60a) 
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63 

 

以上を基に数値解析アルゴリズムを作成する。 

<数値解析アルゴリズム> 

アルゴリズムでは、時刻 t における変数  t および 1211, ee tttt  が既知であるとして時刻 tt  の

変数  tt  を求める。また、       ttt が各変数において成り立つものとする。基本的な考

え方は Return mapping algorithm に準拠している。 

弾性試行段階：増分区間において塑性化が進展していないもの  ItItrialK
ij

tK
ij

trial
p

t
p

trial   ,, と

して各諸量の試行値  trial を求める。微視的応力の各成分の試行値は次のようになる。 

    jp
ttt

j
trial eE  111111  

,     jp
ttt

j
trial eG  121212 2  

 (3-61a),(3-61b) 

弾塑性判定：各レイヤーにおける降伏条件式  j
trial  を用いて、弾塑性判定を行う。 

                j
It

jyj
Kt

j
trial

j
Kt

j
trial

j
trial σσσσ  

2

1212

2

1111 2
3

2

2

3
 (3-62) 

  0j
trial  ならば弾性状態であるため    j

trial
j

tt  σσ  として計算を終了する。 

  0j
trial  ならば塑性変形が生じているため塑性修正子にて真値を求める。 

塑性修正子：増分区間で塑性化が進展していることが明らかとなったので、塑性化を考慮した各諸

量の真値を求める。時刻 tt  における微視的応力の各成分は次のようになる。 

     jpj
trial

j
tt E  111111 

,      jpj
trial

j
tt G  121212 2 

 (3-63a),(3-63b) 

微視的な塑性ひずみ増分の各成分は式(3-60)より次式のようになる。 
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11  (3-64a) 
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 (3-64b) 

微視的な等方硬化則および移動硬化則は次式で表される。 

    gp cjj
I    (3-65) 
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j
Ktt

j
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12  (3-66b) 

ここに、式(3-9)よりモデルとしての塑性進展パラメータ gの増分は次式のようになる。 
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  (3-67) 

式(3-63),(3-64),(3-66)を用いて    j
Ktt

j
tt  σσ

  の各成分を求める。はじめに、11 成分は次のよう

になる。 
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 (3-68) 

従って、式(3-68)より次式が導出される。 
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同様に 12 成分についても次式のように導かれる。 
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1212  (3-70) 

式(3-69),(3-70)を時刻 tt  における降伏条件式に代入すると次のようになる。 

           02
3

2

2

3 22  
j

Itt
jyjjj

tt PO   (3-71) 

式(3-71)は、  j に関する非線形方程式であるので Newton-Raphson 法を用いて解くことを考え

る。  jtt  は、微視的塑性進展パラメータ  i の関数なので、一次微係数により次のように近

似できる。 

              

  
 
 

 
 
 

 
 
 

  0

,,,

2

2

1

1

2211














N

N

jjj

j

NNj

d

d

d

d

d

d























γ
 (3-72) 

ここに、       N  ,,, 21 γ で表される N 次元のベクトルである。また、 は増分を表

す。式(3-72)を行列を用いて表現すると次式のようになる。 
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 (3-73) 

上式より γ を求め、次式により γ を更新する。 

γγγ    (3-74) 

続いて、式(3-73)の微係数を実際に求める。はじめに、
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j
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は式(3-71)より次式のようになる。 
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 (3-75) 

また、
 
 m

j
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d
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,

 md
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は次のようになる。 
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 (3-76),(3-77) 

続いて、
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を求める。
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は以下のようになる。 
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(3-78) 

ここに、 jm はクロネッカーのデルタ関数である。同様に、
 
 m

j

d
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は以下のようになる。 
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(3-79)

 

式(3-75)-(3-79)を用いて、式(3-73)-(3-75)の反復計算を実施することにより γ および g を求める。 
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塑性ひずみ球の判定式：ここで、 ggi  と仮定し、 i
tt

ce
 および ri

tt e を求め、

ri
tt

ci
tt

p
tt

e
tt eeeΦ   へ代入し、 p

tt e が塑性領域内外どちらに位置するかを判定する。 

0
e

tt Φ のとき、 ggi  , 0 og である。 

0
e

tt Φ のとき、 0 og であるので、 ig および og の真値を求める必要がある。従って、次

式が成り立つ必要がある。 

        0:
3

2
 

orr
t

o
ttt

o
ttt

e
tt geeggΦ ccpccp eeeeee  (3-80) 

ce , re は og の関数であるので、上式を Newton-Raphson 法を用いて解く。得られた og , ig を基

に各諸量を更新する。 

    jj G  pεeσ  2    (3-81) 

      icjocjj
I gpgp    (3-82) 
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j
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 pees  G2  (3-84) 

icoc
I gpgps    (3-85) 
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ε
s  (3-86) 

本項で提案した数値解析アルゴリズムでは、2 章で提案した修正サブレイヤーモデルと同様に塑性

ひずみ球の判定の後に各硬化応力の更新を行っている。これは、塑性修正子内で硬化応力の増分を

決定する他の数理塑性モデルのアルゴリズムとは異なる。また、一軸応力状態と異なり、軸・せん

断応力状態では、式(3-75)-(3-79)より塑性進展パラメータは全硬化係数 K だけで陽に求められるもの

ではないため、等方硬化応力の増分の影響を受けると考えられ、厳密には、塑性修正子内における

反復計算の中で、塑性ひずみ球の判定を同時に行う必要があると考えられる。しかしながら、これ

は、非常に複雑なアルゴリズムとなり、収斂計算により計算負荷がさらに大きくなることが想定さ

れることから、本論文では、ひずみ増分を小さくした場合には、等方硬化応力の増分の影響は塑性

進展パラメータ導出時には小さいと考え、一軸応力状態と同様に、塑性修正子の後に塑性ひずみ球

の判定を行い、各硬化応力の諸量を更新するものしている。なお、ここでは、詳細は割愛するが、
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垂直応力が全て存在する場合(3 軸応力状態)の修正サブレイヤーモデルの数値解析アルゴリズムで

は、一軸応力状態の場合と同様に塑性進展パラメータは全硬化係数 K のみによって決定されるため、

前述した問題は生じない。 

 

３.４.２ 一軸応力状態の修正サブレイヤーモデルとの比較による理論的整合性の検証 

 ここでは、多軸応力状態へと拡張・改善した修正サブレイヤーモデルの理論的整合性を検証する。

そこで、前項にて提案した修正サブレイヤーモデルに軸ひずみのみを作用させ、2 章で提案した一

軸応力状態に対する修正サブレイヤーモデルの結果との比較を行う。ひずみ経路は、Fig.2-12(a),(b)

に示す漸増載荷および漸減載荷とする。材料特性は、Table3-1 に示す。また、 y は式(2-85)、  Is

は式(2-86)を用いる。Fig.3-6(a),(b)は両モデルの結果の比較であり、これらより両者が完全に一致し

ていることが明らかとなったため本節で行った定式化の理論的整合性が示されたといえる。 

 

３.４.３ 実験結果との比較による妥当性の検証 

 前節で改善した多軸応力状態における修正サブレイヤーモデルを Ohashi(1985)により実施された

実験結果と比較する。実験において使用されている鋼材は 316 ステンレススチールであり、また、

円筒試験片に引張りとねじりを加えることによって、試験片中央部に近似的に軸・せん断応力状態

を生じさせる実験となっている。ひずみ経路は、軸ひずみのみを繰返し与える場合(Fig.3-4(a))およ

び軸ひずみとせん断ひずみを交互に作用させることによりひずみ空間上でひずみ経路が四角の軌跡

を描くように与える(Fig.3-4(b))。また、ひずみ経路、ひずみ振幅、サイクル数および解析ケース名

は Table3-2 にまとめて記す。サブレイヤーモデルのレイヤー数は 50 とする。材料特性を Table3-3

に示す。また、 y は式(2-85)、  Is は式(2-86)を用いる。Fig.3-7 は L-1,L-2,L-3 の実験結果であり、

全ての振幅において実験結果と数値解析結果が良く対応していることが分かる。Fig.3-8,9,10 は

S-1,S-2,S-3 の結果であり、両者がよく対応している様子が分かる。なお、ここで、Fig.3-8~11 にお

いて 123111 3,   , 3/2, 123111 eeee  であることに注意されたい。また、Fig.3-11 は

Fig.3-8,9,10 の結果を応力空間上で見たもの(S-3 は 7 サイクル目のみを表示)であり、提案モデルが実

験における応力経路をよく再現できていることが確認できる。従って、実験結果との比較によって

提案モデルの実現象に対する妥当性が検証されたと言える。しかしながら、多軸応力状態では、本

章で実施したひずみ経路の他にも様々なパターンが考えられる。これらの再現性については、今後、

実験結果の整備および提案モデルの改良も含めて検討すべき課題の一つである。 
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３.４.４ 数値解析結果に対する考察 

ここでは、前項において実行した数値解析結果に対しての考察を行う。Fig.3-11 で示したように、

四角のひずみ経路を与えると、修正サブレイヤーモデルおよび実験結果における応力空間上での応

力経路は、原点を中心に回転した四角となる。そこで、サブレイヤーモデルの諸量を観察すること

によりこの応力形状について考察を行う。なお、ここでは、議論の単純化のために硬化則を考慮し

ていないサブレイヤーモデルの解析結果を基に考察を行う。Fig.3-12 は、解析ケース S-1,S-2,S-3 に

おける硬化則を考慮していないサブレイヤーモデルの解析結果を応力空間上で表したものである。

また、Fig.3-13 は、S-1,S-2,S-3 において降伏したレイヤー数とステップの関係を表したものである。

さらに、Fig.3-14 は、2 サイクル目での各レイヤーの微視的応力の挙動を示したものである。図中□

は 、 各 レ イ ヤ ー の 微 視 的 応 力 を 表 し て お り 、 そ れ ぞ れ 原 点 か ら 外 に 向 か っ て

1,5,10,15,20,25,30,35,40,45,50 番目のレイヤーの応力を抽出しており、点線はモデルの応力を表して

いる。ここで、レイヤーの番号は、降伏応力が最も小さいものを 1 番としている。また、図中左列

は、弾性状態および塑性状態にあるレイヤーの微視的応力の挙動を、右列は塑性状態にあるレイヤ

ーの微視的応力の挙動を抽出して示している。 

はじめに S-1 についての考察を行う。Fig.3-12(a)を見ると、応力経路の形状は、原点を中心として

およそ 35 度傾いた四角となっている。このとき、Fi.g.3-13(a)より全てのレイヤーが降伏しないうち

に除荷を行い、再負荷を繰返し行っていることが分かる。これにより、Fig.3-14(a)に見るように、内

側のレイヤーは降伏しているためその応力軌道は降伏円上を動いているのに対して、外側のレイヤ

ーは弾性状態にあるためその軌道はひずみの軌道と同様に四角となっていることが分かる。サブレ

イヤーモデルの応力はレイヤーの応力の平均で表されるため、Fig.3-12(a)で示したようにモデルとし

ての応力の軌道は原点を中心に回転した四角となると理解される。また、降伏したレイヤーの偏差

応力増分は、偏差ひずみ増分と塑性ひずみ増分の方向が一致したときに飽和する。これにより、降

伏したレイヤーの数および偏差応力増分が飽和したレイヤー数が多いほどこの回転角は 45 度に漸

近していくことが理解される。S-1 では、前述したように、外側のレイヤーが降伏していないため、

回転角はおおよそ 35 度となっている。続いて、S-2,S-3 についての考察を行う。Fig.3-12(b)を見ると、

S-2,S-3 の応力経路の形状は、S-1 に比べて丸みを帯びた四角となり、原点を中心としてほぼ 45 度の

方向に回転していることが分かる。このとき、ステップ毎の降伏したレイヤー数は、S-1 の場合と

は異なり Fig.3-13(b),(c)より全レイヤーが降伏した後に除荷を行い、再負荷を行っていることが分か

る。また、Fig.3-14(b),(c)に見るように、各レイヤーの応力の軌道は、S-1 に比べると、塑性状態に



69 

 

あるレイヤー即ち降伏円上を動くレイヤー数が多いため、S-2,S-3 におけるモデルとしての応力は、

S-1 に比べて丸みを帯びた四角となっていると言える。また、回転角についても S-2,S-3 は塑性状態

にあるレイヤー数が多いため、先に述べた理由よりほぼ 45 度となっている。 

 次に、本項での考察を用いて、前項における数値解析結果を分析する。Fig.3-11(b)に見るように、

応力経路の形状は、振幅が大きくなるにつれて四角から徐々に丸みを帯びた四角となっていること

が分かる。また、原点を中心とした四角の回転角は振幅が大きくなるにつれて 45 度に近づいている

ことが分かる。これらの傾向は、Fig.3-11(a)に見るように実験結果にもみられるものであり、本章で

提案したサブレイヤーモデルが実現象に対して妥当性を有していることが示されたと言える。 
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３.５ まとめ 

 本章では、2 章で構築した修正サブレイヤーモデルを多軸応力状態に拡張し、また、実現象の再

現のための改良を行った。本章で得られた知見を以下に示す。 

(1) 2 章で提案したサブレイヤーモデルにおける新たな等方硬化則および移動硬化則を多軸応力状

態に拡張した。 

(2) 多軸応力状態において非硬化領域の概念を表現するための塑性ひずみ球を提案し、定式化を行

った。このとき、2 章の場合と同様に、微係数間の関係を仮定することにより諸式の単純化を意図

した。 

(3) ひずみ増分の方向が頻繁に変化する場合の急激な硬化の進展を表現するために修正サブレイ

ヤーモデルの等方硬化則および定数 F の修正を行った。このとき、一軸応力状態における結果には、

影響を及ぼさないように修正を行った。この修正の妥当性の検証は実験結果との比較を通して行わ

れた。 

(4) (1)(2)(3)で構築した多軸応力状態における修正サブレイヤーモデルを軸応力およびせん断応力

のみが生じる軸・せん断応力状態に縮約した。また、2 章で提案した一軸応力状態における修正サ

ブレイヤーモデルと本章での提案モデルの解析結果を比較することによって、理論的整合性を確認

した。 

(5) 実験結果と修正サブレイヤーモデルの比較を行ったのち、各レイヤーの微視的応力の挙動に対

して検討を行うことにより、サブレイヤーモデルの応力形状のメカニズムについて明らかにした。 

他の複雑なひずみ経路の再現性については、実験結果の整備および提案モデルの更なる改善を含

めて今後の課題の一つとする。 
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Fig.3-6 Comparison between the sub-layer model formulated in chapter three and the one 

formulated in chapter two 
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Trajectory Numerical case 2/Me [%] Number of cycle 
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Fig.3-12 Numerical results of the sub-layer model for the stress field(Case: S-1,S-2,S-3) 
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Fig.3-13 Number of yield layer - step relation(Case: S-1,S-2,S-3)  

Number of yield layer 

Number of yield layer 

Number of yield layer 



84 

 

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

-600.0 -400.0 -200.0 0.0 200.0 400.0 600.0

-800.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

800.0

-800.0 -600.0 -400.0 -200.0 0.0 200.0 400.0 600.0 800.0

-1,000.0

-800.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

800.0

1,000.0

-1,000.0 -600.0 -200.0 200.0 600.0 1,000.0

-1,000.0

-800.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

800.0

1,000.0

-1,000.0 -600.0 -200.0 200.0 600.0 1,000.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

-600.0 -400.0 -200.0 0.0 200.0 400.0 600.0

-800.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

800.0

-800.0 -600.0 -400.0 -200.0 0.0 200.0 400.0 600.0 800.0

]N/mm[ 2
11

11

　s



 
]N/mm[3,3 2

1212 　s

]N/mm[ 2
11

11

　s



]N/mm[3,3 2
1212 　s

]N/mm[ 2
11

11

　s



]N/mm[3,3 2
1212 　s

]N/mm[ 2
11

11

　s



]N/mm[3,3 2
1212 　s

]N/mm[ 2
11

11

　s



]N/mm[3,3 2
1212 　s

]N/mm[ 2
11

11

　s



]N/mm[3,3 2
1212 　s

(a) S-1(non-hardening) 

(b) S-2(non-hardening) 

(c) S-3(non-hardening) 

Fig.3-14 Behavior of microscopic stress of each layer for the stress field (Case: S-1,S-2,S-3)  

(Lafe side: all layer, Right side: yield layer) 
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４.１ はじめに 

 序論で述べたように、大規模解析はその自由度数の多さから多大な計算負荷を要する。有限要素

法の計算負荷は、コーディング方法、収斂方法、剛性マトリクスの算出方法および連立方程式の解

法等様々な要因が含まれると考えられる。無論、材料構成則も有限要素法における計算負荷を決定

する要因の一つであり、計算負荷の小さな材料構成則の開発は重要な課題の一つであると言える。 

2 章および 3 章では、多軸応力状態に対して適用可能かつ物理的に明快であるという観点からサ

ブレイヤーモデルを基本の力学モデルとして硬化則の提案を行い、材料構成則を構築した。その中

で、一軸および多軸応力状態における実現象に対して、サブレイヤーモデルは有効な力学モデルで

あることを示した。しかしながら、有限要素法において、サブレイヤーモデルは、各積分点に対し

て複数のレイヤーを想定し、各レイヤーに対して計算を行う必要性があるため計算負荷が大きいと

いう欠点を有している。これを受けて、元結(2007)は、これまでに一軸応力状態に対してサブレイ

ヤーモデルを巨視的に評価する手法を提案した。成果として、硬化則を考慮していない巨視的モデ

ルの定式化を行い、巨視的モデルと Bounding surface(BS) モデルの相似性について言及し、BS モデ

ルに用いられている仮定の根拠が曖昧であることを示した。また、定式化の際には、熱力学の第二

法則、最大塑性散逸の原理、von Mises の降伏条件といった基本的な仮説のみを用いており、巨視的

モデルの理論的完成度が高いことを示している。 

そこで、本章では、2 章で提案した硬化則を考慮した修正サブレイヤーモデルの巨視的評価手法

の提案を行う。本章の内容は以下のようになる。 

(1) 4.2 節では、2 章で提案した修正サブレイヤーモデルのレイヤー数を無限と想定し、各レイヤー

の諸量を積分することにより巨視的諸量の導出し、計算負荷の低減注)を目的とした巨視的モデルを

構築する。また、巨視的モデルにおいて非硬化領域の概念を導入する。 

(2) 4.3 節では、(1)で構築した巨視的モデルの基礎式を基に数値解析アルゴリズムを作成するとと

もに 2 章で提案した修正サブレイヤーモデルとの結果を比較を通して、定式化の妥当性の検証を行

う。 

 

 

 

注)ここで、計算負荷の低減とは、あくまで積分点の応力算定における計算負荷の低減であり、有限

要素法での自由度数の減尐による計算負荷の低減ではない。 
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４.２ 硬化則を考慮したサブレイヤーモデルの巨視的評価手法 

４.２.１ 各レイヤーの特性 

 本章では、2 章で提案した修正サブレイヤーモデルにおいてレイヤー数が無限のものを考える。

このとき、各レイヤーの位置は、仮想の座標系  2/12/1   によって認識されるものとする。2

章において提案した等方硬化則および移動硬化則より各レイヤーの特性は、以下のようになる。 

弾性構成則：        pE   (4-1) 

等方硬化則：     pc
I e    (4-2)     

移動硬化則：       I
pp

K eeK  sgn  (4-3) 

降伏条件式：            0  I
y

K   (4-4) 

塑性負荷条件：     0     (4-5) 

ここに、 Eはヤング係数、 K は全硬化係数、  は全ひずみ、 p は塑性ひずみ、 は応力、 I は等

方硬化則により生じる弾性区間の変化(等方硬化応力と呼ぶ)、 K は移動硬化則により生じる降伏曲

面の中心を表す応力(移動硬化応力と呼ぶ)、 y は初期降伏応力(一定)、sgn は符号関数、  は変数  

の変化率を表す。 c は定数、 は定数であり、等方硬化則および移動硬化則については 2 章を参照

されたい。なお、   を微視的応力とし、他の変数についても各レイヤーにおける諸量を微視的変

数とよぶ。また、   y は、 上で連続かつ単調減尐な関数とし、具体的には式(2-85)を参照された

い。 pe は次項にて説明を行う。 

 

４.２.２ 巨視的弾性構成則 

サブレイヤーモデルの概念より、全レイヤーにおいて全ひずみが均一であることから、  は次の

ように表される。 

  e constant  (4-6) 

ここに、 eを巨視的ひずみとよぶ。微視的応力   の全領域  2/12/1   における平均をとる

と次式のようになる。 
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   ds 


 2

1

2

1
 (4-7a) 

ここで、 sを巨視的応力と呼ぶことにする。このように微視的な諸量を積分して巨視的な諸量とし

て扱うものを巨視的モデルと呼ぶ。続いて、式(4-1)の全領域における平均を取り、式(4-6)を用いる

と次式が導かれる。 

    pp eeEdeEs  


2

1

2

1
 (4-7b) 

 


 2

1

2

1
 de pp  (4-8) 

式(4-7b)は巨視的モデルの弾性構成則を表している。また、 pe は全領域における微視的塑性ひずみ

の平均であり、巨視的塑性ひずみとよぶ。次に、巨視的な降伏応力として次式を定義する。 

  




ds
p

y

p

y 


 2

1

2

1

1
,    ds yy 


 2

1

2

1
 (4-9),(4-10) 

ここに、 p は弾性領域 







 p

2

1
と塑性領域 










2

1
 p の境界を表す である。なお、 p は

全領域が塑性領域になる場合は 2/1p となる変数である。従って、 ys は塑性領域における降伏

応力の平均であり、 ys は全領域おける降伏応力の平均である。 

 

４.２.３ 巨視的硬化則および他の巨視的応力 

 巨視的な等方硬化則および移動硬化則として次式を定義する。 

  pcp
I

p

I
p eds

p

 


 




















  2

1

2

1

2

1

1
2

1

 (4-11) 

    I
ppp

K

p

K
p seeKds

p

 sgn

2

1

1
2

1





  



 (4-12) 

  pc
II eds    



2

1

2

1 ,  (4-13) 
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    I
pp

KK seeKds  sgn2

1

2

1
 


  (4-14) 

ここに、 I
ps ,

K
ps はそれぞれ微視的等方硬化応力および移動硬化応力の塑性領域における平均であり、

Is ,
Ks は、全領域における平均である。式(4-11),(4-13)および式(4-12),(4-14)より次式の関係が導かれ

る。 

c

I

cp
I
p

s
s

























2

1

2

1
 (4-15) 

 
































c

I

cppp
K
p

s
eeKs







2

1

2

1
sgn  (4-16) 

次に、 I
ps , ys , ys の間を関係づける変数として pd を次式のように定義する。 

  I
pyp

I
py ssdss  1  (4-17) 

式(4-17)より I
py ss  は、その定義から塑性領域が全領域に広がる  2/1p につれて I

py ss  に等

しくなることが分かる。従って、式(4-17)より塑性領域が全領域に広がるにつれて pd は 0 に近づく

関数であることが理解される。さらに、 pd , p 間の関係を表す変数 pD を次のように定義する。 

pPp dD 1
2

1
  (4-18) 

続いて、巨視的な応力として ps , s を以下のように定義する。 

 


 2

1

2

1

1

p

ds

p

p






,        









 2

1

2

1

1

p

d
ss

ss
ss

ss

ss
ss K

p

I
py

I
pyK

ppI
py

I
pyp

k 




 (4-19),(4-20) 

ps は塑性領域での微視的な応力の平均であり、平均塑性応力とよぶ。s は、 0K
ps とすれば I

py ss 

で規定される曲面に ps を投影した応力であり、投影応力とよぶことにする。また、式(4-17),(4-20)

より ps と s 間に次の関係があることが理解される。 

 
p

K
ppK

p
d

ss
ss






1
 (4-21) 

また、式(4-21)と pd の性質から、塑性領域が全領域に広がるにつれて、 ps と s は一致することが理

解される。 
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４.２.４ 巨視的降伏関数 

続いて、前項において定義した巨視的な諸量に対する降伏条件式の導出を行う。式(4-4)を塑性領

域で積分すると次式が導出される。 

            0

2

1

1
2

1





 
I
py

K
pp

I
y

K

p

p ssssdΦ
p






 (4-22) 

式(4-22)に式(4-17),(4-21)を用いると次式が導かれる。 

  0 I
py

K
p ssssΦ  (4-23) 

式(4-22),(4-23)は、前節で定義した巨視的変数から構成されており、巨視的モデルの降伏条件式で

あることが理解される。また、式(4-17),(4-21)より塑性化が進展し、全領域が塑性化すると、 pΦ が

Φ に一致する。ここで、 pΦ の性質を明らかにするために、次の巨視的変数を定義する。 

 k
ppa ssss   (4-24) 

式(4-24)を式(4-22)に代入すると、次式が導かれる。 

  0 I
pyap ssssΦ  (4-25) 

式(4-25)より as は pΦ で規定される区間の中心を示していることが分かる。Fig.4-1(a)は各巨視的変

数の挙動を表した概念図である。本章では、一軸応力状態を扱っていることから変数は全てスカラ

ーで表されるが、理解を容易にするために Fig.4-1(a)では、降伏条件式を円として表現している。

ここで、降伏曲面Φ の初期値 initialΦ の半径は等方硬化が生じていない  0I
ps ことから ys で表され

る。その後、塑性化が進展すると、Φ の半径は等方硬化により膨張することから I
py ss  となり、

移動硬化によりその中心は K
ps で表される。同様に、降伏曲面 pΦ も、塑性化が進展すると半径が

膨張し、 I
py ss  で表され、その中心は as で表される。このとき、巨視的応力 sは式(4-25)より常に

pΦ 上にあることが理解される。また、前述したように、全領域が塑性化するにつれて pΦ がΦ に

一致することから、 pΦ は Loading surface、Φ は Bounding surface であり、巨視的モデルが Bounding 

surface モデルと類似性を有していることが理解される。続いて、このときの各レイヤーの降伏曲

面の挙動を表したものが Fig.4-1(b)である。巨視的モデルにおいて、レイヤーの数は無限であるが、

ここでは、模擬的にレイヤーを有限に表している。Fig.4-1(b)では、 2/1c とし、  2/1y の値は

常に一定であると考える。塑性化が進展すると、各レイヤーの降伏曲面の半径が膨張するとともに、
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中心が移動する。このとき、図に示すように、式(4-2),(4-3)の性質より I と K の和は全硬化係数 K

で表されることから、 が 2/1 から 2/1 へ減尐するにつれて、降伏曲面の半径がより多く増加し、

その中心の移動は尐なくなる。また、 2/1p の時は、各レイヤーの降伏曲面を全て平均したも

のが Fig.4-1(a)におけるΦ であることが式(4-22)から理解される。 

 

４.２.５ 過去の履歴の取り扱い 

 繰返し載荷時には、処女載荷時とは異なり、微視的応力の分布は複雑な形状となる(元結(2007)も

参考されたい)。Fig.4-2 は、 軸上でその様子を概念的に示したものである。また、図中では、煩

雑さを避けるために移動硬化は生じず、等方硬化のみが生じるものとするが後の理論の一般性を失

うものではない。Fig.4-2(a)は、処女載荷時における微視的応力分布の形状を表している。塑性領域











2

1
 p では、レイヤーが降伏しているため、     I

y  により形成される点線上に微視的

応力が存在する。一方、弾性領域 







 p

2

1
では、レイヤーが弾性状態のため微視的応力は均

一となる。また、等方硬化応力の定義より塑性化が進展するにつれて、     I
y  は c を中心

として回転する。Fig.4-2(b)は、Fig.4-2(a)から除荷を行い、逆方向に再載荷を行ったときの微視的応

力の挙動を示している。 このとき、微視的応力の分布は折れ線上で表され、複雑な形状となること

が理解される。ここで、塑性領域と弾性領域の境界値 p の応力として fs を次のように定義する。 

   p
precur

pf eEs    (4-26) 

ここに、  p
pre  は除荷時の微視的応力の値を示しており、微視的応力の過去の履歴を示している。

また、 ecur は、除荷時を基準とし、その後生じたひずみである。式(4-26)に塑性ひずみが含まれない

のは、塑性領域と弾性領域の境界では、塑性変形が生じていないためである。これらの変数は以下

の関係であると定義する。 

            p
prepre

p
curcurprecur eEeE   (4-27) 

他の変数についても除荷時の値を  pre
と表し、     precur

 が成り立つものと定義する。また、

fs は、その定義および式(4-4)から次式を満たさなければならないことは明らかである。 

           0 p
I

pyp
K

pfp s   (4-28) 

式(4-28)を解くことにより p を求めることができる。続いて、過去の履歴を考慮したときの各巨視
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的応力を示す。はじめに、 ps に過去の履歴を考慮すると、次式のようになる。 

      p
pre

pp

p
cur

curpre
p

curcur

p

p s
dD

eE
eEdeEs

p








  1

2

1

1
2

1






 (4-29) 

 


 2

1

2

1

1

p

ds pre

p

p
pre






 (4-30) 

続いて、 s は式(4-21),(4-29)を用いると、次式のようになる。 

K
p

K
pp

pre

pp

p
cur

cur

p

sss
dD

eE
eE

d
s 






















11

1
 (4-31) 

以上により硬化則を考慮した巨視的モデルの基礎式が導出された。なお、巨視的モデルにおける塑

性ひずみ球は、2 章で提案したサブレイヤーモデルにおける塑性ひずみ球と全く同一であるためこ

こでは、説明は省略する。最後に、非硬化領域の概念を考慮した諸量をまとめて記すが、これまで

の議論において本質を損なうものではないことを注意されたい。 

＜微視的諸量＞ 

弾性構成則：      peE   (4-32) 

等方硬化則：       picpoc
I ee     (4-33) 

移動硬化則：       I
pp

K eeK  sgn  (4-34) 

降伏条件式：            0  I
y

K
 (4-35) 

塑性負荷条件：     0    (4-36) 

＜サブレイヤーモデルの諸量＞ 

弾性構成則：  peeEs   (4-37) 

平均塑性化応力： p
pre

pp

p
cur

cur
p s

dD

eE
eEs 




1
 (4-38) 

投影応力：
K
p

K
pp

pre

pp

p
cur

cur

p

sss
dD

eE
eE

d
s 






















11

1
 (4-39) 
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等方硬化則： picpoc
I ees    , 

c

I

cp
I
p

s
s

























2

1

2

1
   (4-40),(4-41) 

移動硬化則：   I
pp

K seeKs  sgn ,   I
ppp

K
p seeKs  sgn               (4-42),(4-43) 

降伏条件式：   0 I
py

K
ppp ssssΦ ,   0 I

py
K
p ssssΦ     (4-44a),(4-44b) 

塑性負荷条件： 0 ΦΦΦΦ pp
  (4-45) 

＜塑性ひずみ球の諸量＞ 

塑性ひずみ球： 0 rcpe eeeΦ  (4-46) 

非硬化領域の幅： pi
c

po
c

r e
F

e
F

e  





  (4-47) 

非硬化領域の中心： pi
c

po
c

c e
F

e
F

e  
















 





11  (4-48) 

ここに、 re は塑性ひずみ球の半径、 ce は塑性ひずみ球の中心を表すテンソルである。また、 F, は

定数であり、詳細は 2 章を参照されたい。塑性ひずみ球のルールを以下のように定義する。 

0eΦ の場合： 0, I
r se  , pc ee    

0eΦ の場合： 0, I
r se  , pc ee    

また、球上で生じる変数は、  
o 、球内で生じる変数は  

i とし、      
io  が成り立つものと

する。式(4-33)は非硬化領域の概念を考慮した微視的な等方硬化則であり詳細は 2 章および式(2-55)

を参照されたい。 
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４.３ 数値解析 

４.３.１ 数値解析アルゴリズム 

4.2 節で提案した巨視的モデルの基礎式を基に数値解析アルゴリズムを構築する。時刻 t を既知と

し、時刻 tt  を求めるアルゴリズムを構築する。ここで、時刻 t における諸量は  t
および ett  と

し、      
 ttt

が成り立つものとする。また、過去の履歴  pre
も既知であるとする。アルゴ

リズムは Return mapping algorism に準拠し、構築されている。なお、変数 ys , ys , pp Dd , については

Apeendix2 を参照されたい。 

変数 p
tt  の決定： p

tt  は式(4-26),(4-28)より塑性領域と弾性領域の境界の降伏条件式である次式

を解くことにより求められる。 

             0 
p

ttIt
p

tt
yp

ttKt
p

ttprecurtt

p
tt eE   (4-49) 

ここに、   eee prettcurtt
 

である。ここで、式(4-46)を解くためには、  pre は除荷時に記憶する

必要がある。従って、  軸上にいくつかの参照点を設け記憶することを考える。 

弾性試行段階：増分区間において塑性化が進展していないもの     p
t

p
trial   として各諸量の試行

値  trial を求める。各巨視的応力の試行値は次式のようになる 

 p
ttttrial eeEs  

 (4-50) 

     p
tt

p
pre

p
tt

p
tt

p
curtrial

curtt

p
trial s

dD

eE
eEs 









1
 (4-51) 

ここに、   p
pre

p
t

p
curtrial

eee  である。 

弾塑性判定：巨視的降伏条件式の試行値 Φtrial を用いて弾塑性判定を行う。 

  0 I
p

t
y

K
p

t
p

trial
p

trial ssssΦ  (4-52) 

0p
trialΦ のとき弾性状態であるので試行値を正解として終了する。 

0p
trialΦ のとき塑性変形が生じているので塑性修正子を実行する。 

塑性修正子：増分区間で塑性化が進展していることが明らかとなったので、塑性化を考慮した巨視

的応力の真値を求める。時刻 tt  における各巨視的応力は次式のようになる。 

p
trialtt eEss 

 (4-53) 
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p
tt

p
tt

p

p
trial

p
tt

dD

eE
ss










1
 (4-54) 

時刻 tt  における巨視的降伏条件式は式(4-22),(4-54)より次式のようになる。 

  0
1









 I
p

I
p

t
y

K
p

K
p

t

p
tt

p
tt

p

p
trial

p
tt sssss

dD

eE
sΦ  (4-55) 

式(4-31)において、   I
ppp

K
p seeKs  sgn であることを考慮すると、次式が導かれる。 

 
K

dD

E

Φ
ee

p
tt

p
tt

p
trial

pp






1

sgn  (4-56) 

塑性ひずみ球の判定式：ここで、 ppi ee  と仮定し、 ci
tt e および ri

tt e を求め、さらに、

ri
tt

ci
tt

p
tt

e
tt eeeΦ   により p

tt e が塑性領域内外どちらに位置するかを判定する。 

0
e

tt Φ のとき、 ppi ee  , 0 poe である。 

0
e

tt Φ のとき、 0 poe であるので、 pie および poe の真値を求める必要がある。従って、

次式が成り立つ必要がある。 

0 
r

tt
c

tt
p

tt
e

tt eeeΦ  (4-57) 

式(4-57)より次式が求められる。 












1

pr
t

c
t

p
tt

po

eeee
e   0 pe  (4-58a) 












1

pr
t

c
t

p
tt

po

eeee
e   0 pe  (4-58b) 

得られた pie , poe を基に各諸量を更新する。 

     peE     (4-59) 

      picpoc
I ee    (4-60) 

      I
pp

K eeK  sgn  (4-61) 

 peeEs   (4-62) 

picpoc
I ees    (4-63) 
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c

I

p
ttI

p

s
s






















  1

2

1

2

1
 (4-64) 

  I
pp

K seeKs  sgn  (4-65) 

  I
ppp

K
p seeKs  sgn  (4-66) 

本項では、巨視的モデルの数値解析アルゴリズムの構築を行った。その中で、巨視的モデルは、サ

ブレイヤーモデルと異なり、各レイヤーに対して試行値、弾塑性判定および塑性修正の計算を行う

必要がなく、単一のレイヤーでの計算量に相当することが明らかとなった。従って、巨視的モデル

はサブレイヤーモデルの欠点である多大な計算負荷を克服していると考えられる。 

 

４.３.２ 修正サブレイヤーモデルとの比較による妥当性検証 

 2 章で提案した一軸応力状態におけるサブレイヤーモデルと本章で提案した修正サブレイヤーモ

デルを巨視的に評価した巨視的モデルを比較することによって巨視的モデルの妥当性の検証を行う。

ひずみ経路は、Fig.2-12(a),(b)に示すように、漸増載荷と漸減載荷を与える。材料特性は Table2-1 に

示すように、SN400 材と同一の値を与える。また、 y は式(2-85)、  Is は式(2-86)を用いる。Fig.4-3

は、数値解析結果であり、両者が一致することが分かる。従って、本章で提案した巨視的モデルの

妥当性が検証されたと言える。 
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４.４ まとめ 

 本章では、2 章で提案した一軸応力状態に対する修正サブレイヤーモデルを巨視的に評価し、硬

化則を考慮した巨視的モデルの提案を行った。本章で得られた知見を以下に示す。 

(1) 多大な計算負荷を有する修正サブレイヤーモデルを巨視的に評価し、計算負荷の軽減を目的と

した巨視的モデルの提案を行った。 

(2) (1)での巨視的モデルに非硬化領域の概念を導入した。 

(3) 巨視的モデルの妥当性を修正サブレイヤーモデルの解析結果との比較を通して、検証を行った。

また、両モデルが一致することを確認した。 
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Fig.4-1 Behavior of macroscopic and microscopic variables for the stress field  

(Solid line: Current yield surface for each layer, Dotted line: Initial yield surface for each layer) 
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Fig.4-2 Behavior of microscopic variables under cyclic loadings for the virtual coordinate 
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Fig.4-3 Comparison between the modified sub-layer model and the macroscopic model 

 

(Gray: Macroscopic model, White: Modified sub-layer model) 
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第５章 多軸応力状態に対する完全弾塑性体のレイヤーから

成るサブレイヤーモデルの巨視的評価手法 
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５.５.２ 巨視的モデルの投影応力方向の再定義 

５.５.３ 巨視的降伏条件式および巨視的塑性流れ則の再定義 

５.５.４ 巨視的変数の変化率 

５.５.５ Loading surface の中心の変化率に関する考察 

５.５.６ 数値解析例 

  

５.６ まとめ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



104 

 

５.１ はじめに 

構造物の崩壊挙動をコンピュータシミュレーションで追跡することは、地震時に建物の安全性を

評価する際に極めて重要な課題である。このとき、鉄骨構造の地震時の挙動を精確に把握するため

には、鋼材のバウシンガー効果を適切に評価する必要がある。また、近年、E-ディフェンスの再現

解析に代表されるように建物全体をシェル、ソリッド要素でモデル化した大規模解析も行われてき

ている。このような解析は、多大な自由度数を有するために、計算負荷が極めて大きくなる。以上

の観点から、数値解析において、多軸応力状態でバウシンガー効果を適切に評価でき、かつ計算負

荷の小さい材料構成則の開発は重要な課題であるといえる。 

 3 章では、2 章で構築した一軸応力状態に対する修正サブレイヤーモデルを多軸応力状態へ拡張し

た。その中で、多軸応力状態における実験結果との比較を行い、サブレイヤーモデルが実現象に対

して有効であることを示した。しかしながら、有限要素法においてサブレイヤーモデルは、各積分

点に対して複数のレイヤーを想定し、各レイヤーに対して計算を行う必要性があるため計算負荷が

大きいという欠点を有している。多軸応力状態に対しては、積分点および各諸量の成分数が一軸応

力状態に比べ多くなる(久田(2008))ことから多大な計算負荷は致命的な欠点であると言える。 

 これらを踏まえて、本章では、サブレイヤーモデルの欠点である多大な計算負荷を低減する巨視

的モデルを多軸応力状態において提案する。以下にその内容を示す。 

(1) 5.2 節では、多軸応力状態において硬化則を考慮しない巨視的モデルの定式化を行う。このと

き、一軸応力状態に対する巨視的モデルとは異なり、解析的に巨視的定式化が不可能な箇所がある

ので近似式を二つ導入する。しかし、定式化の際には、熱力学の第二法則と最大塑性散逸の原理と

いった普遍的な仮説のみを用い、巨視的モデルの理論的完成度の高さを示す。 

(2) 5.3 節では、巨視的モデルの数値解析アルゴリズムを作成する。また、巨視的モデルの有限要

素法への実装を踏まえ、増分形に対して整合性を有する接線係数テンソルを誘導する。さらに、巨

視的モデルとサブレイヤーモデルとの数値解析結果を比較し、近似式の妥当性の検証を行う。 

(4) 5.4 節では、5.3 節での数値解析により得られた巨視的モデルとサブレイヤーモデルとの差異の

原因を明らかにし、修正方法の提案を行うとともに、妥当性の検証を行う。 

(5) 5.5 節では、巨視的モデルと Bounding surface モデルの類似性に対して詳細な検討を行う。その

中で、投影応力の方向を再定義することにより、様々な巨視的モデルを提案する。また、各巨視的

モデルとサブレイヤーモデルを比較することによって各巨視的モデルの妥当性について考察する。 
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５.２ 硬化則を考慮しない巨視的モデルの定式化 

５.２.１ 微視的モデルの概要および各レイヤーの特性 

 本章では、Fig.5-1(a)に示すように無限のレイヤーから成るサブレイヤーモデル(微視的モデル)を

考える。各レイヤーは、仮想座標系  2/12/1   によって認識されるものとし、それらを仮想

レイヤーと呼ぶ。また、仮想レイヤーを完全弾塑性体とし、降伏条件は von Mises の降伏条件を用

いる。各仮想レイヤーの特性は、以下のようになる。 

自由エネルギー：              2ˆˆ
2

1
:  KG  pp εεεε  (5-1) 

Clausius-Duhemの不等式：       0ˆˆ:    εσ  (5-2) 

弾性構成則：        iεεσ p  ˆ2  G ,        pεεσ  G2  (5-3) 

塑性散逸項：       pεσ :  (5-4) 

降伏条件式：         0:
2

3
  yσσ  (5-5) 

塑性流れ則：  
 
 

 



 

y

σ
ε p




2

3
 (5-6) 

塑性条件：     0   ,     0  ,   0   (5-7) 

           iεεiσσ  ˆ
3

1
,ˆ  　  (5-8) 

            ˆˆˆ,ˆ,
3

1
ˆ Ktrtr  　　 εσ  (5-9) 

ここに、G はせん断弾性係数、K̂ は体積弾性係数、εはひずみテンソル、 pε は塑性ひずみテンソル、

̂ は体積ひずみ、 σは応力テンソル、 y は初期降伏応力(一定)、 ̂ は平均応力、  は塑性進展パラ

メータ、 iは単位テンソルである。  * ,  * は、それぞれ変数  * 偏差成分、変化率を表す。Fig.5-2(a)

は、偏差応力空間上で微視的モデルの許容応力空間を概念的に表している。また、Fig.5-2(b)に示す

ように降伏応力は  上で連続、かつ単調減尐とし、具体的には式(2-85)を参照されたい。 

 

５.２.２ 巨視的構成則および巨視的降伏応力 

 サブレイヤーモデルの概念より各レイヤーは、外力に対して並列的に配置されていることから各

仮想レイヤーにおけるひずみテンソルは等しい。これを巨視的ひずみとし、変数 e で表す。すなわ

ち、 

    êconstantˆ,constant   　eε  (5-10) 
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ここに、êは巨視的な体積ひずみである。eを与えた時のモデル全体の応力は、仮想レイヤーの応力

の平均となり次のように表される。 

   d


 2

1

2

1
σs  (5-11) 

同様に、モデル全体の自由エネルギーおよび Clausius-Duhemの不等式は仮想レイヤーの平均として

表される。従って、モデル全体の自由エネルギーΨ は、 

         deKdGdΨ 


 2

1

2

1

22

1

2

1
2

1

2

1
ˆ

2

1
: pp εeεe  (5-12) 

Clausius-Duhemの不等式は、 

       0ˆˆ:2

1

2

1



 de eσ  (5-13) 

式(5-13)の第 2,3 項は、式(5-10)より次式のようになる。 

    eseσeσ   


::: 2

1

2

1
2

1

2

1
 dd  (5-14) 

    esedde  ˆˆˆˆˆˆ 2

1

2

1
2

1

2

1
 



  (5-15) 

ここに、 ŝは巨視的な平均応力である。式(5-13)に式(5-14),(5-15)と式(5-12)の変化率を代入すると、

次のようになる。 

        0:ˆˆˆ:2 2

1

2

1
2

1

2

1





























 



 deeKsdG ee pp εσeεes   (5-16) 

ここに、 eê は巨視的な体積弾性ひずみであり、 eee ˆˆ  である。この不等式が、任意のひずみ速度 eに

対して成り立つ条件から次式が得られる。 

    eKsGGdG ˆˆˆ,222 2

1

2

1















 


　epp eeeεes   (5-17),(5-18) 

      0:, 2

1

2

1
2

1

2

1
 


 dΛd ppp εσεe 　   (5-19),(5-20) 

ここに、 ee は巨視的弾性ひずみ、 pe は巨視的塑性ひずみであり、Λは巨視的塑性散逸項である。ま
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た、式(5-9)を  上で積分し、式(5-17),(5-18)を用いると、 s は次式のように表せる。 

    eiieeieeiss :ˆ2ˆˆ2ˆ  KGeKGs pep  (5-21) 

ここに、はテンソル積を表す。式(5-21)は、巨視的な弾性構成則を表している。このように仮想

座標系において、微視的モデルの微視的諸量を積分し、巨視的諸量として扱うものを巨視的モデル

と呼ぶ (Fig.5-1(b))。以降、巨視的モデルの定式化において、使用する変数は微視的変数をギリシャ

文字、巨視的変数をローマ文字で表す。 

 次に、二種類の巨視的降伏応力を次のように定義する。 

    




dsds yyy

p

y
p








 2

1

2

1
2

1

,

2

1

1
　  (5-22),(5-23) 

ここに、 p は塑性領域  2/1 p と弾性領域  p  2/1 の境界値である。 ys は塑性領域に

おいて微視的降伏応力を平均したものであり、 ys は全領域において微視的降伏応力を平均したもの

である。 ys , ys の関係を示す変数 pd 、また、 pd , p の関係を示す変数 pD を次のように定義する。 

  ,1 ypy sds   pppdD 
2

1
1　  (5-24),(5-25) 

pd は、塑性領域が全領域に近づく、つまり 2/1p となるにつれ 0 に近づく変数である。 

 

５.２.３ その他の巨視的応力 

三種類の巨視的応力を以下のように定義する。 

    









dd

p

p

pp

 










2

1

2

1

2

1

1
,

2

1

1
σsσs pe 　  (5-26),(5-27) 

 

 
y

y

s

d

d

p

p



 



2

1

2

1







σ

s  (5-28) 

es は、弾性領域において、微視的応力を平均したものであり、平均弾性応力と呼ぶ。 ps は、塑性領

域において、微視的応力を平均したものであり、平均塑性応力と呼ぶ。また、s は ps を ys で除し、

ys によって規定される降伏曲面に投影したものであり、投影応力と呼ぶ。また、 s , es , ps の定義よ
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り次の関係が導かれる。 

pe sss 
















 pp 

2

1

2

1  (5-29) 

式(5-24),(5-27),(5-28)を用いると、 ps , s の間に次の関係が導かれる。 

 ssp
 pd1  (5-30) 

 

５.２.４ 過去の履歴の取り扱い 

繰返載荷を行うと、微視的モデルの微視的応力は複雑に変化する。Fig.5-3 は、 上での微視的モ

デルの許容応力空間における微視的応力の挙動とそれに伴う巨視的諸量を表している。Fig.5-3では、

理解しやすいように降伏応力分布を線形と想定しているため、微視的モデルの概念図は円錐形で表

される。しかし、以降の展開は降伏応力分布を線形に限定し、巨視的モデルの本質を失うものでは

ない。はじめに、Fig.5-3(a)に示すように載荷を行う。このとき、全ての仮想レイヤーが降伏するま

で微視的応力の分布は折れ線状に表される。次に、Fig.5-3(b)は非処女載荷時の微視的応力の挙動を

示したものである。Fig.5-3(a)より除荷し、再び載荷を行うと、点 A で最初の仮想レイヤーが降伏す

る。さらに載荷を行うと、点 A は点 A'へと移動し、塑性領域の微視的応力は円錐表面上の曲線で表

される。ここで、塑性領域と弾性領域の境界値 p における応力として fs を定義する。 

   p
precur

p G  σes f
 2  (5-31) 

ここに、 σpre は除荷時の微視的応力であり、微視的応力の過去の履歴を表している。また、これは

以下の関係を持つと定義する。 

            p
prepre

p
curcurprecur GG εeεeσσσ  22  (5-32) 

他の変数についても除荷時の値を  pre
と表す。また、  cur

は除荷時の値を基準とした現載荷時の

値である。従って、      precur
 と定義することができる。また、  p では式(5-5),(5-7)より次

式を満たさなければならないことは明らかである。 

        0:
2

3
 pyppp  ff ss  (5-33) 

式(5-33)を解くことによって p を決定する。 
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次に、過去の履歴を考慮した各巨視的応力を示す。 ps は、次式のようになる。 

      pp s
e

eσεes 






 
pre

pp

p
cur

curpre
p

curcur

p

dD

G
GdG

p 1

2
22

2

1

1
2

1






 (5-34) 

    


d
dD p

pre

pp

p
pre

 


 2

1

1

1
σs p  (5-35) 

s は、次式のようになる。 






















 p

p

p s
e

ess
pre

pp

cur

cur

pp dD

G
G

dd 1

2
2

1

1

1

1
 (5-36) 

esは、式(5-29),(5-34)を用いて導出する。 

 

５.２.５ 近似式の導入による巨視的降伏条件式の導出 

前節で述べたように、繰返載荷により微視的応力は複雑に変化する。これらを巨視的に扱うには

何らかの近似が必要である。そこで、次のような近似式を導入する。 

    y
3

2

: pp

p

ss

s
σ




  








 p

2

1
 (5-37) 

塑性領域における     σσ  : は、式(5-5),(5-7)より   y3/2 で表されるが、方向は不明である。

そこで、近似式(5-37)では方向を ps と近似している。 ps の方向は、塑性領域における微視的応力の

平均の方向であるので、 ps を用いることは妥当であると考えられる。式(5-37)の両辺を積分し、

pp ss  : を計算すると、次のようになる。 

ys
3

2
: 

pp ss  (5-38) 

式(5-38)より巨視的な降伏関数が次のように導かれる。 

0,0:
2

3
 pyp ΦsΦ 　pp ss  (5-39a) 

また、式(5-39a)に式(5-24),(5-30)を用いると、次式が導かれる。 

0,0:
2

3
 ΦsΦ y

　ss   (5-39b) 
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５.２.６ 近似式の導入による巨視的塑性流れ則の導出 

巨視的散逸項 Λに以下の近似式を導入する。 

        0::

2

1

1
: 2

1

2

1

2

1





  pppp esεσεσ  






dddΛ
ppp

p

 (5-40) 

これは、微視的散逸項の平均が塑性領域における微視的応力の平均と微視的塑性ひずみの平均の積

と等しいことを示す近似である。式(5-40)は、式(5-24),(5-30)を用いて以下のように表すこともでき

る。 

pes :Λ ,   pp ee 
pd 1  (5-41),(5-42) 

従って、 pe , pe に対する熱力学的力がそれぞれ ps , s であることが理解される。これは、式(5-39)

の降伏条件式の妥当性を示唆している。続いて、最大塑性散逸の原理を導入して、塑性流れ則を誘

導する。式(5-39),(5-40),(5-41),(5-42)よりラグラジアンは次式のようになる。 

gsgΦΛL yp















 pppp sses :

2

3
:  (5-43a) 

gsgΦΛL y















 sses p :

2

3
:  (5-43b)  

ここに、 g , g はラグランジュの未定定数である。ラグラジアンをそれぞれ ps , s で偏微分すると次

式のようになる。 

0
2

3

:2

3













g

s
g

L

y

 p

p

pp

p

p

p

s
e

ss

s
e

s
  (5-44a)  

0
2

3

:2

3













g

s
g

L

y

 s
e

ss

s
e

s
pp  (5-44b) 

従って、巨視的塑性流れ則は、 

g
sy

 p

p

s
e




2

3
, g

sy

 s
ep




2

3
 (5-45a),(5-45b)  

 gdg p
  1  (5-46) 



111 

 

となる。ここで、 g , g を巨視的塑性進展パラメータと呼ぶ。また、塑性条件は次式のようになる。 

0,0,0  ggΦΦΦ ppp
 　　  (5-47a) 

0,0,0  ggΦΦΦ 
　　  (5-47b) 

本項、前項では、巨視的降伏条件式、巨視的塑性散逸項について述べた。これらの導出時には、

近似式(5-37),(5-40)を用いた。しかし、用いた仮説は、基本的な熱力学の第二法則、最大塑性散逸の

原理、von Mises の降伏条件のみであり、巨視的モデルの理論的完成度は高いといえる。ここで用い

た近似式の妥当性については、5.3 節で巨視的モデルとサブレイヤーモデルの数値解析結果を比較し、

検証する。 

 

５.２.７ Loading surface の中心および投影中心応力 

 巨視的応力、平均塑性応力、投影応力の関係について考える。次に示す新たな変数を定義する。  

pa sss   (5-48) 

式(5-30),(5-48)を用いると、投影応力は次式のように表せる。 

 asss 



pd1

1
  (5-49) 

式(5-48)を式(5-39a)に用いると、次式のようになる。 

    0:
2

3
 yp sΦ aa ssss  (5-50) 

式(5-50)より as は、sの移動硬化則といえる。従って、式(5-39a)は Bounding surface モデルにおける

Loading surface に相当する。また、塑性が進展するにつれて式(5-39a)が式(5-39b)に幾何学的に一致

していくことを考えれば、式(5-39b)は Bounding surface に相当することが分かる。次に、以下の変

数を定義する。 

ag ss 
pd

1
 (5-51) 

また、式(5-49),(5-51)を用いると、次式が導かれる。 
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 gg ssss 



pd1

1
 (5-52) 

式(5-52)より gs はスケールファクターを )1/(1 pd としたときの s  , sの投影中心応力であることが

分かる。なお、Bounding surface モデルとの類似性については、5.5 節で詳細に検討する。 
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５.３ 数値解析 

５.３.１ 数値解析アルゴリズム 

5.2 節で誘導した巨視的モデルの基礎式を用いて数値計算アルゴリズムを構築する。時刻 t の諸量

と e
tt  は既知であり、時刻 tt  における他の諸量を算定する手順を示す。ここで、時刻 t におけ

る諸量は  t
と表し、      

 ttt
とする。また、過去の諸量  pre

についても既知であるとす

る。基本的な考え方は、Return mapping rule に準じている。なお、 ys , ys , pD , pd の求め方は、

Appendix2 に記す。 

変数 p
tt  の決定：式(5-33)より p

tt  を決定するためには、過去の微視的応力  σpre を記憶して

おく必要がある。そこで、Fig.5-4 に示すように数値計算のため、  上にM 個の参照点を設定し、

その点において  σpre を記憶する。なお、塑性領域における  σpre は、式(5-37)を用いて導出し、

弾性領域における  σpre は塑性化が進展していないため ecurG2 だけ平行移動する。  σpre を用

いると、 p は次式を解くことによって得ることができる。 

        0:
2

3
 

p
tt

yp
tt

p
tt

p
tt  ff ss  (5-53) 

     p
ttprecurtt

p
tt G    σes f 2  (5-54) 

ここに、   eee   prettcurtt
である。 

弾性予測子：増分区間において、塑性化が進展しないもの  pp ee
ttrial  として各巨視的応力の試行値

 trial
を計算する。 

 pee eees
ttttrialtrial GG  22  (5-55) 

 
 

 ,
1

2
2 p

tt
p

pre

p
tt

p
tt

curtrial

curtttrial

dD

G
G 







 s

e
es

p

p  (5-56) 

p
trial

p
tt

trial

d
ss 




1

1
 (5-57) 

ここに、   ppp eee
pretcurtrial

 である。 

弾塑性判定：降伏条件式の試行値 Φtrial を用いて弾塑性判定を行う。 

yeq
trial

y
trialtrialtrial sssΦ  ss :

2

3
, ss  trialtrial

eq
trials :

2

3
 (5-58),(5-59) 
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0Φtrial のとき、弾性状態であるので試行値を正解として終了。 

0Φtrial のとき、塑性変形が生じているので塑性修正子を実行する。 

塑性修正子：増分区間で塑性化が進展していることが明らかとなったので、塑性化を考慮した真の

巨視的応力を求める。 

  ppee eseees   GGG trialtrialtttt 222  (5-60) 

p
tt

p
tt

trialtt

dD

G










1

2 p

pp

e
ss  (5-61) 

  p
tt

p
tt

p
tt

trialtt

dDd

G









11

2 pe
ss  (5-62) 

式(5-45)より巨視的塑性流れ則は次式のようになる。 

g
s

g
y

tt

tttt

tt















s

ss

s
e p

2

3

:2

3
 (5-63) 

式(5-62)に式(5-63)を代入すると、 s  tt と s trial の方向が同じであることが分かる。従って、次式が

導かれる。 

n

ss

s

ss

s
n

trial

trialtrial

trial

tttt

tt

tt 
















::
 (5-64) 

式(5-62),(5-63),(5-64)を用いると、 Φtt  は次のように表される。 

  
0

11

3
:

2

3











p
tt

p
tt

p
tt

trial
y

tttttt

dDd

gG
ΦsΦ ss  (5-65) 

式(5-65)より巨視的塑性進展パラメータが求められる。 

  
Φ

G

dDd
g trialp

tt
p

tt
p

tt

3

11  
  (5-66) 

式(5-66)を用いて、各巨視的応力を修正する。 

サブレイヤーモデルでは全てのレイヤーで塑性ひずみを記憶しなければならないのに対して、巨

視的モデルでは参照点の微視的応力を記憶するだけで良い。また、弾性試行段階、塑性修正子にお

いてもサブレイヤーモデルでは、各レイヤーに対して計算を行う必要がある反面、巨視的モデルで

は巨視的諸量を計算するため、1 レイヤー分の計算負荷となる。従って、巨視的モデルはサブレイ
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ヤーモデルの計算負荷が大きいという致命的な欠点を克服していると考えられる。 

 

５.３.２ 接線係数テンソル 

Simo(1985,1998)により提案された増分形に整合性のある弾塑性接線係数 ep
K を巨視的モデルにお

いて求める。式(5-61),(5-63),(5-64)より巨視的応力の微分をとると、 

g
d

d
G

d

gd
GG

d

d

tt

trial

tt

trial

tt

tt


















e

n

e
nI

e

s

2

3
2

2

3
22  (5-67) 

式(5-67)を展開するために、
e


 ttd

gd
,

e

n

 tt

trial

d

d
を求める。はじめに、

e


 ttd

gd
を求める。式(5-60),(5-65)

より Φtt  の微分は次のようになる。 

  
0
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3:

2

3













 



ee

ss

e
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p
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p
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d

d

Φd
 (5-68) 

式(5-68)の第一項を式(5-56),(5-57)を用いて計算すると、 

n
ss

s

e

ss
trial

p
tttrialtrial

trial

p
tttt

trialtrial

d

G

d

G

d

d

 













1

2

:1

2:
 (5-69) 

式(5-69)を式(5-68)に代入し整理すると、次式が求められる。 

  n
e

trial
p

tt
p

tt

tt
dD

d

gd 







1

3

2
 (5-70) 

次に、
e

n

 tt

trial

d

d
を求める。 

ss

s

se

s

ss

s

ee

n
















  trialtrial

trial

trialtt

trial

trialtrial

trial

tttt

trial

d

d

d

d

d

d

d

d

:
:

:
 (5-71) 

式(5-71)において、 

ss

nnI

ss

s

s 








 trialtrial

trialtrial

trialtrial

trial

triald

d

::
 (5-72) 

である。ここに、I は )(: は二階のテンソル　AAAI  となる四階のテンソルである。従って、式(5-71)

は次式のようになる。 
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  trialtrial

trialtrial

p
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d

d

:1

2
 (5-73) 

式(5-70),(5-73)を式(5-67)に代入すると、 

  g
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G
dDGG

d

d
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trialtrial

p
tt
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p

tt
p

tt

tt

tt
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6
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 (5-74) 

  eiiIe
tttt dd   :3/ と式(5-21)を用いて式(5-74)を es

tttt   表示にすると、弾塑性接線係数

ep
K は次式のようになる。 

iinniiI
e

s
K

ep 













K
d
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ˆ
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1
21   (5-75) 

  eq
trial

p
tt sd

gG
G






1

6
2

2

1  (5-76) 

 
  eq

trial
p

ttp
tt

p
tt

sd

gG
dDG










1

6
12

2

2  (5-77) 

 

５.３.３ 数値解析例 

 5.3.1 項で構築した数値解析アルゴリズムを基に巨視的モデルの数値解析例を示す。はじめに、巨

視的モデルの特性を把握するために平面ひずみ状態における数値解析例を二つ示し、その後、巨視

的モデルの適用限界を示すために特定のひずみ経路を与え近似式の誤差が大きくなる例について示

す。なお、三つの解析ケースにおいて降伏応力分布 y は式(2-85)を、材料特性は Table5-1 を用い、

ひずみ経路のみが各ケースにて異なるものとする。ここに、 Eはヤング係数、 v はポアソン比であ

る。 

Case1：平面ひずみ状態におけるサブレイヤーモデル(200 レイヤー)と巨視的モデルの解析結果の比

較を行い、巨視的モデルの定式化の際に用いた近似式(5-37),(5-40)の妥当性を検証する。ひずみ経路

を Fig.5-5 に示す。Fig.5-6 は、偏差応力空間上で両モデルを比較したものである。mstepまでは、式

(5-37),(5-40)の関係が厳密に成り立つことから巨視的モデルとサブレイヤーモデルの結果は一致す

る。 nstepm 間では、過去の諸量に対して両モデルの差異はないが、式(5-37),(5-40)ともに成り立た

ないため差異が生じ始める。その後、 ostepn  間では、 nstepでの両モデルの差異が過去の諸量と

して記憶されるため差異がさらに大きくなることが分かる。ここで、両モデルの誤差を次式のよう
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に定義する。 
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 (5-78) 

ここに  s u b* および  ma cro* はそれぞれサブレイヤーモデルおよび巨視的モデルの変数を表す。

Fig.5-7 は式(5-78)による誤差とステップの関係を示しておりその最大値は 15.9[ % ]となり、両モデ

ルは比較的良い対応を示していることが理解される。続いて、巨視的モデルにおける巨視的変数の

挙動について示す。Fig.5-8 は、 ostepn 間において、 ps および asで規定される Loading surface の

挙動を偏差応力空間上で示しており、降伏するにつれ pΦ (Loading surface)がΦ (Bounding surface)に

一致していく様子が分かる。また、Fig.5-9 では、 s , s  , ps を π 平面上で同時に示しており、全レイ

ヤーが降伏すると、 s , s  , ps が一致することが分かる。 

Case2：平面ひずみ状態において複雑な弾塑性繰返し載荷を行う。このとき、全レイヤーが降伏する

前に除荷および再負荷を繰り返すことにより過去の微視的応力が複雑な形状になることを意図した

上で、ひずみ経路は Fig.5-10 のように与える。Fig.5-11 は両モデルの解析結果の比較であり、(a)は

偏差応力空間上、(b),(c)は各成分における偏差応力ひずみ関係、(d)は p ―ステップ関係である。こ

れらより、両モデルがよく対応していることが理解される。また、Fig.5-11(d)より pstepo 間にお

いて、巨視的モデルがサブレイヤーモデルの特徴である塑性化の急進展を表現できていることが分

かる。これは、巨視的モデルが Masing のルールを満足することを示唆している。巨視的モデルが

Masing のルールを満足することに関して以下のような考察が可能である。先述したように、巨視的

モデルは Bounding surface モデルと概念的な類似性を有している。Bounding surface モデルにおいて

も Masing のルールを満足するための仮定が田中(1991),水野(1993,1994),Montans(2000)により提案さ

れている。これらに比べ、巨視的モデルにおける Masing のルールは、サブレイヤーモデルを巨視的

に評価することによって演繹的に導出されていることから物理的に有効であると考えられる。一方、

Fig.5-12 は、ステップ毎の誤差であり、終始誤差が小さな値を示していることから複雑な弾塑性繰

返し載荷においても巨視的モデルが有効であることが理解される。 

Case3：巨視的モデルとサブレイヤーモデルの差異が大きくなる場合の数値解析結果を示す。Fig.5-13

に示すようなひずみ履歴を与え、サイクル数は 2 とする。Fig.5-13(a)より、ひずみの 11 成分が生じ

ているときは他の成分は 0 であり、22 成分が生じているとき 33 成分は 22 成分と逆方向に生じ 11

成分は 0 となる。これを繰り返すと、Fig.5-13(b)に見るように偏差ひずみ空間上では、ひずみ経路
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は長方形で表される。このようなひずみ履歴が建築構造物において生じるとは考えにくいが、巨視

的モデルの適用限界を示すために重要であると考えられる。Fig.5-14 は、両モデルの解析結果の比

較であり、(a)は応力空間上、(b),(c)は各成分における偏差応力ひずみ関係、(d)は p ―ステップ関係

である。また、Fig.5-15 は、ステップ毎の誤差を示している。これより、最大の誤差は 29.8[%]とな

り Case1,2 に比べて大きな誤差が生じていることが理解される。続いて、誤差の原因について考察

する。Fig5-16 は、近似式(5-40)の両辺をサブレイヤーモデルにおいて比較したものである。これを

見ると、左辺と右辺はよく対応していることから近似式(5-40)の影響は小さいものと推測される。従

って、誤差の主原因は、塑性領域における微視的応力の方向に対する近似である式(5-37)であると考

えられる。次節では、塑性領域における微視的応力の方向の乱れについて詳細に検討し、修正方法

の提案を行う。 
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５.４ 巨視的モデルとサブレイヤーモデルの差異に対する検討および修正方法の提案 

 5.3.3 項において、特定のひずみ経路においてサブレイヤーモデルと巨視的モデルには大きな差異

が生じることが明らかとなった。そこで、本節では、その誤差の原因について詳細に検討し、修正

方法を示す。 

 

５.４.１ 誤差に対する考察 

 ここでは、5.3.3 項の Case3 における誤差について詳細に考察を行う。前述したように、巨視的塑

性散逸項の導出時に提案した近似式(5-40)は両モデルの差異に対して影響は小さく、近似式(5-37)、

即ち塑性領域における微視的応力の方向の乱れが誤差の主原因であると考えられる。従って、式

(5-37)に関する誤差が最も大きくなる場合について考える。Fig.5-17 は、二つのレイヤーを持つサブ

レイヤーモデルにおいて、各レイヤーの応力の挙動を示している。処女載荷時には、両モデルの微

視的応力の方向は一致している。その後、除荷を行い、再び載荷を行うと、時刻 1t において一つ目

のレイヤーが降伏する。載荷を継続すると、時刻 2t において二つのレイヤーが降伏し、両レイヤー

の微視的応力の方向は大きく差異が生じる。さらに、載荷を行うと、時刻 2t 後は、徐々に両レイヤ

ーの微視的応力の方向が近づき、最終的に時刻 3t において両レイヤーの微視的応力の方向は同一と

なる。このことから、全レイヤーが降伏した直後に最も近似式(5-37)の精度が悪くなると考えられる。

ここで、Fig.5-14(d)を改めて見ると、Case3 では、全レイヤーが降伏した直後に除荷を行い、また再

載荷を行っていることが分かる。これにより巨視的モデルとサブレイヤーモデルとの結果に大きな

誤差が生じたと考えられる。続いて、塑性領域における微視的応力の乱れをさらに詳しくみるため

に、Case3 におけるサブレイヤーモデルの微視的応力の挙動を見てみる。Fig.5-18 は、2 サイクル目

での各レイヤーの応力の挙動を抽出して示している。図中□は、各レイヤーの微視的応力を表して

おり、それぞれ原点から外に向かって 1,20,40,60,80,100,120,140,160,180,200 番目のレイヤーの微視的

応力を抽出しており、点線は平均応力を表している(1 番目のレイヤーの降伏応力が最小)。Fig.5-18(a)

は全領域におけるレイヤーの挙動を表しており、(b)は塑性領域における微視的応力のみを抽出して

示している。これより塑性領域における微視的応力の方向に顕著な乱れが生じていることが理解さ

れる。また、前述したように全レイヤーが降伏した直後に除荷を行っていることから、常に、微視

的応力の方向に大きな乱れが生じていることが分かる。これらを受けて、誤差の原因に対する修正

方法を二つ提案する。 
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５.４.２ 過去の微視的応力の方向近似による修正方法 

微視的応力の方向の乱れが誤差の主要因であることから、塑性領域における過去の諸量の修正方

法を提案する。 

はじめに、塑性領域における過去の微視的応力  σpre に対する修正方法を提案する。式(5-37)よ

り巨視的モデルの塑性領域における  σpre の方向は全て除荷時の ps と同一の方向であると定義し

た。また、弾性領域においては、  σpre は塑性化が進展していないため ecurG2 だけ平行移動する。

しかし、前述したように塑性領域における微視的応力の方向が著しく乱れる場合があり、式(5-37)

の近似では、サブレイヤーモデルと巨視的モデルの計算結果に大きな差異が見られることがある。

そこで、塑性領域における過去の微視的応力の方向を新たに以下のように定義する。 
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  (5-79) 

ここで、 vは次のように定義される。 
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ここに、 1n は定数である。式(5-80)は 2/1 のとき、  2/1σv  、 p  のとき  pσv  となる

ことを意味する。従って、式(5-79)は塑性領域において微視的応力の方向が  2/1σ から  pσ にか

けて非線形的に変化することを示している。ここで、  2/1σ 、  pσ は近似を含まない正しい値と

なるため式(5-79)は微視的応力の方向を補正することが可能となる。ここで、  2/1σ および  2/1σ

は本来、巨視的モデルにおいては不明の値であるので、別途計算を行う必要がある。これは、修正

された巨視的モデルが、従来の巨視的モデルに比べて多尐計算負荷が大きいことを示しているが、

多くのレイヤー数を持つサブレイヤーモデルの計算負荷に比べれば、修正手法を適用した巨視的モ

デルの方が計算負荷に対する優位性を有することは明らかである。 

 続いて、  σpre と同様に塑性領域における過去の平均塑性化応力  pspre
の修正を行う。前項で

は、  σpre を式(5-79)のように定義したため、      


  2/1/2

1

dprepre
σs p を求めると、除荷

時の ps および sの値に矛盾が生じてしまう。この矛盾を回避するために  pspre を以下のように定

義する。 
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ここで w は次のように定義される。 
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 (5-82) 

ここに 2n は定数である。式(5-82)は式(5-81)と同様に 2/1 のとき、  2/1σv  、 p  のとき ps

となり、矛盾を回避することができる。ここで、除荷時の ps は既知であり、  2/1σ は、前述のよう

に別途計算する必要がある。本項では、過去の微視的応力および平均塑性化応力の方向に対しての

み修正方法を提案し、現在の値に対しては適用していない。これは、現在の値に対して修正方法を

適用すると、諸式が非常に複雑となり、陽な導出を行うことが困難なためである。本項における修

正方法の妥当性については 5.4.4 項における数値解析結果を通して検証する。 

 

５.４.３ 区分的な巨視的評価による修正方法 

 前項に引き続いて両モデルの差異を小さくするための巨視的モデルの修正方法の提案を行う。こ

こでは、微視的応力の方向の乱れを小さくするために区間毎に巨視的モデルを計算する手法を提案

する。5.2,5.3 節にて提案した巨視的モデルでは、全領域  2/12/1   において微視的変数が連続

であると仮定し、巨視的評価手法の提案を行っていたが、本項の修正方法では、Fig.5-19 に示すよ

うに微視的変数が区分的に連続的と考え、巨視的に評価する領域を複数に分割する。このとき、分

割数を N とすると、領域 k  Nk ~1 は、  kakb ,,   で表され、その中で、微視的変数は連続

であると仮定する。(Fig.5-19 では N=3)。 

 複数の領域に分割される巨視的モデルについて述べる。式(5-11)より全領域における巨視的応力 s

は、区分的に連続であることから次式のように表される。 
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ここに、 2/1,2/1 ,1,  Nba  であり、他の kbka ,, , は任意に決定される。また、Fig.5-19 に示す

ように  1~1,1,  Nkkbka  が成り立つものとする。領域 k  kakb ,,   における巨視的弾性

構成則として次式を定義する。 
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ここに、 k,pe は領域 k における巨視的塑性ひずみである。式(5-84),(5-85)を式(5-83)に代入すること

により全領域における巨視的弾性構成則は次式のように表される。 
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式(5-86)は、 領域 k  Nk ~1 の幅  kbka ,,   により各領域の巨視的応力 k,s が重みづけされている

ことを意味している。すなわち、領域 kの幅が大きいほど、 k,s の影響が大きくなることを意味して

いる。以上のように微視的変数を領域 k  1,1  Nk において連続と仮定するのが本項における修正

方法である。なお、本項において   k,* は、領域 k  kakb ,,   における巨視的変数を表すものとす

る。 

次に、領域 kにおける巨視的降伏応力を次のように定義する。 
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ここに、 kys , は塑性領域  kakp ,,   における微視的降伏応力の平均、 kys , は領域 k  kakb ,,  

における降伏応力の平均である。また、 kp, は領域 k における弾性領域と塑性領域の境界である。

式(5-87),(5-88)により kbkp ,,   となるにつれて、 kyky ss ,,  となることが分かる。ここで、変数

kys , , kys , の関係を示す変数 kpd , 、また、 kpkpd ,, , の関係を示す変数 kpD , を次のように定義する。 

  kykpky sds ,,, 1 , kpkpkpka dD ,,,, 1  (5-89),(5-90) 

ここに、 kpd , は、 kbkp ,,   となるにつれて 0 に近づく変数である。次に、巨視的降伏応力 kys , , kys ,

に対応するものとして以下の巨視的応力を定義する。 
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次に、過去の履歴について述べるが、基本的には、5.2.4 項の内容と同一である。なお、 kp, の導

出は、領域 k において式(5-33)を適用するだけであるので詳細は割愛する。続いて、 k,ps , k,s におい

て 5.2.4 項で定義した過去の履歴を考慮する。式(5-91)において σσσ  precur
eee  precur および

      ppp εεε
precur  であることを考慮すると、 k,ps は次式のように表される。 
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同様に k,s  は、次式のようになる。 
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続いて、巨視的な降伏関数を導出するために近似式を導入する。5.2 節の近似式(5-37)と同様に塑

性領域  kakp ,,   における微視的応力の方向に対して次の近似を導入する。 
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式(5-96)は、式(5-37)に比べて近似を適用している領域が小さいことから微視的応力の方向に対して

より精度の高い近似が可能であることが理解される。近似式(5-96)の両辺を塑性領域  kakp ,,  

で積分すると、巨視的な降伏条件式が次式のように導かれる。 

0:
2

3
,,,,  kykkkp sΦ pp ss  (5-97a) 

式(5-89),(5-92),(5-97a)より投影応力の降伏関数は次式のように導かれる。 

0:
2

3
,,,,  kykkk sΦ ss  (5-97b) 

さらに、巨視的な塑性流れ則の導出のために 5.2 節の近似式(5-40)と同様に領域 kの塑性散逸項に

対して以下の近似式を導入する。 
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式(5-97)および(5-98)よりラグランジアン kL, を次式のように定義する。 

kkykkkkkkpkk gsgΦL ,,,,,,,,,, :
2

3
: 














 pppp sses  (5-99) 

ここに、 kg,
 はラグランジュの未定定数である。式(5-99)を k,ps で偏微分し、最大塑性散逸の原理を

用いると次式が導かれる。 
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従って、流れ則が次式のようになる。 
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式(5-101)より kg , は領域 k における巨視的塑性進展パラメータであることが理解される。以上が区

分的に分割された巨視的諸量である。なお、本項の修正方法に対する妥当性の検証は次項にて検討

を行う。 

 

５.４.４ 修正方法の妥当性検証のための数値解析 

 5.4.2 項および 5.4.3 項で提案した巨視的モデルの修正方法の妥当性を検証するために数値解析を

おこなう。なお、修正方法を区別するために 5.4.2 項のものを修正方法 A、5.4.3 項のものを修正方

法 B とそれぞれ区別する。数値解析においてひずみ経路および材料特性は Case3 と同一のものを用

いる。 

＜修正方法 A＞ 

数値解析アルゴリズムについては、5.3.1 項と同一であるため割愛する。なお、式(5-79)(5-81)にて

定義した係数 ,1n 2n はそれぞれ 6.0 および 5.0 とする。Fig.5-20 は、サブレイヤーモデルと巨視的モ

デルの解析結果の比較であり、(a)は応力空間上、(b),(c)は各成分における偏差応力ひずみ関係、(d)

は p ―ステップ関係である。また、Fig.5-21 は、ステップ毎の誤差を示している。これらより、修

正方法 A を適用した巨視的モデルは修正前のものに比べ、改善されていることが理解される。従っ

て、修正方法 A の妥当性が検証されたと言える。 

<修正方法 B＞ 

数値解析アルゴリズムについては、5.3.1 項とほぼ同一であるため領域 k における塑性進展パラメ
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ータの増分のみを記す。 
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式(5-102)は式(5-66)に対応していることを参照されたい。また、領域 k における接線係数テンソル

k,
ep

K についても 5.3.2 項と同様に以下のように求められる。 
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次に、数値解析結果を示す。ここで、分割数を 2 とし、 5.01 a 305.0, 21  ab  , 5.02 b とす

る。 21 ab   の値は、        2/2/12/11 yyby   となるように設定している。これは、微視

的応力の方向の乱れが、微視的降伏応力の差により生じることから、この差を小さくする分割とな

るように意図している。Fig.5-20 は、両モデルの解析結果の比較であり、(a)は応力空間上、(b),(c)

は各成分における偏差応力ひずみ関係、(d)は p ―ステップ関係である。また、Fig.5-21 は、ステッ

プ毎の誤差を示している。これらより、修正方法 Bを適用した巨視的モデルは修正前のものに比べ、

大きく改善されていることが理解される。従って、修正方法 B の妥当性が検証されたと言える。ま

た、分割数を最低である 2 としてもその分割位置を適切に設定することにより誤差を著しく低減可

能であることを示した。 

 本項では、二つの修正方法に対する妥当性を数値解析を通して検証した。その結果、両手法と

もサブレイヤーモデルとの差異が改善されることが明らかとなった。特に、修正方法 B は、A に比

べ、著しい改善効果が見られた。従って、巨視的モデルの修正方法の妥当性が検証されたと言える。

しかしながら、修正方法 A においては係数 ,1n 2n の決定が試行錯誤的に行われており、また、修正

方法 B においては分割数および分割位置が試行錯誤的に決定されている。これらの合理的かつ最適

な決定方法については、今後の課題の一つとする。 
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５.５ Bounding surface モデルと巨視的モデルの類似性 

Bounding surface モデルは、計算負荷が小さいという利点から多くの研究者によって様々な定式化

が提案されている。例えば、藤本(1985),中込(2002)のモデルは、Loading surfaceおよび Bounding surface

の他に、中間曲面を想定することによって一軸応力状態に対して実験結果と良い対応を示している。

また、田中(1991)、水野(1993,1994)のモデルでは、Masing のルールを満足させるために、仮想境界

線を導入しており、一軸および二軸応力状態に対する実験結果との比較し、良い対応を示している。

さらに、吉田(2002)は、応力空間上に非硬化領域の概念を想定し、これを Bounding surface モデルに

適用することによりスプリングバック解析に対して高い再現性を有している。一方、Bounding 

surface モデルと他の力学モデルとの関連性については既にいくつかの研究が報告されている。

Krieg(1975)は Bounding surface モデルにおいて Loading surface が塑性化の進展によって Bounding 

surface に近づく過程が Multi-surface モデルにおける各曲面の逐次的な降伏に対応しているとし、両

モデルの直観的な類似性について述べている。また、Chaboche(1983(a),(b))は Mroz が提案した

Loading surfaceの変化率がArmstrong-Fredrickの移動硬化則と類似性を有していることを指摘してい

る。さらに、元結(2003,2007)、白(2003,2004,2005)、鵜飼(2003)により一軸応力状態に対してサブレ

イヤーモデルを巨視的に評価したモデル(巨視的モデル)の変化率がBounding surfaceモデルの変化率

と類似性を有していることが確認されている。しかしながら、Bounding surface モデルと他の力学モ

デルの関連性に関する研究は、まだ十分とは言えない。そこで、本章では、Bounding surface モデル

と巨視的モデルの類似性について検討する。 

 

５.５.１ Bounding surface モデルの概要と分類 

 Bounding surface モデルとは、Fig.5-22 に示すように応力空間上に Loading surface および Bounding 

surface といった曲面を想定する力学モデルである。Bounding surface モデルでは、Loading surface 上

に応力が常に存在すると考える。また、Loading surface の中心から応力へのテンソルと平行に原点

から Bounding surface に投影した応力を投影応力として定義している。Bounding surface モデルは

Loading surface モデルの半径の変化という観点から、 

(1) 半径が塑性化に応じて変化する Radial mapping モデル 

(2) 半径が常に一定である Two surface モデル 

に分類することができる。5 章で誘導した巨視的モデルは、Loading surface の半径が変化することか

ら Radial mapping モデルと類似性を有していると言える。また、Bounding surface モデルでは、Loading 
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surface の中心の変化率が以下のように多数提案されている(Fig.5-23 参照)。 

(3) Loading surface の直交方向即ち塑性ひずみ増分の方向（Prager’s kinematic rule） 

(4) 応力テンソルの増分方向（Phillip’s kinematic rule） 

 (5) 投影応力テンソルから応力テンソルを除して表されるテンソルの方向への増分（Mroz’s  

kinematic rule） 

(5)に関しては、Chaboche(1983(a),(b))により既に Armstrong-Frederik の移動硬化則と類似性を有して

いることが報告されている。本章では、(3),(4)の変化率を持つ Bounding surface モデルと巨視的モデ

ルの類似性を検討する。 

 

５.５.２ 巨視的モデルの投影応力方向の再定義 

5.2 節で定式化した硬化則を考慮しない巨視的モデルにおいて投影応力の方向を再定義すること

により多種の巨視的モデルの提案を行う。なお、微視的変数は 5.2.1 項において定義した変数を用い、

また、巨視的変数 e , pe , ys , ys , pp Dd , , s , ps についても 5.2.2,5.2.3 項で定義した変数を用いる。5.2

節において投影応力は ps と同一の方向とし ys で規定される曲面に投影されるものと定義した。しか

しながら、投影応力の方向は任意の方向に決定可能と考えられる。ここで、投影応力の方向を係数

21, を用いて次式のように再定義する。 
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ここに、 11  および 02  ならば、5.2 節で提案した巨視的モデルに一致する。また、 ps~ の第二

項は ecur に関する項となっている。これは、非処女載荷時においても ecur が除荷後、緩やかに増加

することから、 ps~ の急激な変化を抑制し、Bounding surface 外に応力が出ることを防ぐためである。

Bounding surface モデルにおいて曲面外の応力の存在条件については McDowell(1989)により提案さ

れているが、本章では、5.5.6 節の数値解析結果を通して示す。また、巨視的な変数は全て、 ee  cur

および pe を用いて表現されることから、式(5-109)のように ps~ を定義し、 ecur の項および係数 21,

を新たに設けることによって、5.5.5 項に示すように巨視的モデルにおいて多種の変化率を表現可能

となる。 



128 

 

５.５.３ 巨視的降伏条件式および巨視的塑性流れ則の再定義 

 5.2 節で述べたように、塑性領域における微視的応力の大きさは既知であるが、方向は不明である

ため、近似式が必要になる。ここでは、式(5-37)の代わりに次のような近似式の導入を行う。 
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式(5-110)より微視的な降伏条件式は次式のように導出される。 
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また、式(5-111)の両辺を塑性領域で積分すると、巨視的降伏条件式が次式のように導かれる。 

0~:~

2

3
 yp sΦ pp ss  (5-112) 

式(5-112)を式(5-50)と比べると、 ps が ps~ に変化しただけであることが分かる。従って、式(5-112)は

Loading surface を表しており、Loading surface の中心の応力 asは式(5-48)と同様に次式で定義される

ことが分かる。 

pa sss ~  (5-113) 

また、式(5-108),(5-113)および   ypy sds  1 を用いると、投影応力による巨視的降伏条件式が、次式

のように導出されることが分かる。 

0:
2

3
 ysΦ ss  (5-114) 

従って、式(5-112)および式(5-114)が新たな巨視的降伏条件式であることが理解される。また、式

(5-111)の微視的降伏条件式を用いて式(5-112),(5-114)の巨視的降伏条件式が導出されたことから本

章での巨視的モデルが Masing のルールを満足することを示唆している。 

 続いて、巨視的な塑性流れ則について述べる。はじめに、式(5-40)と同様に塑性散逸項に対して以

下の近似式を導入する。 
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d
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 (5-115) 
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式(5-115)は式(5-108)を用いて次式のように表すことができる。 

pes : ,   pp ee 
pd 1  (5-116),(5-117) 

続いて、最大塑性散逸の原理を導入して、塑性流れ則を誘導する。式(5-112),(5-114),(5-115),(5-116)

を用いると、ラグランジアン Lは次のようになる。 
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ここに、 g , g はラグランジュの未定定数である。式(5-118a,b)をそれぞれ ps ~ および s で偏微分し、

最大塑性散逸の原理を用いると次式が導かれる。 
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式(5-119)より、流れ則が次式のように導かれる。 
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従って、式(5-120)が新たな塑性流れ則である。続いて、過去の履歴を考慮し、巨視的変数を表す。

過去の履歴については、5.2.4 項において詳述しているので参照されたい。 ps~ は、過去の履歴を考

慮すると、次式のように表される。 
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同様に、 s は次式のようになる。 
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５.５.４ 巨視的変数の変化率 

 各巨視的変数の変化率を求める。はじめに、巨視的応力 sの変化率は次式のように表される。 

 pees   G2  (5-124) 

式(5-121)より ps ~ の変化率は次式のようになる。 
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ここに、 ee  cur および ppp eεε   
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を用いている。 s の変化率は式(5-123)より次のよ

うになる。 








































 pees 

p

p

pd

G






2

12

1

1

2 1
21  (5-126) 

また、Loading surface の中心を表す asの変化率は次のようになる。 
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式(5-127)より as は係数 1 , 2 により様々な変化率を取ることが分かる。次節にて係数 1 , 2 を変化

させた場合の as について考察を行う。 

 

５.５.５ Loading surface の中心の変化率に関する考察 

ここでは、係数 1 , 2 に対する考察を行う。 

＜ pa es   の場合＞ 

はじめに、Dafalias(1976)により提案された Loading surface の中心の変化率が塑性ひずみ増分と比
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例的である場合(Prager’s kinematic rule)、即ち pa es   の場合を想定する。このとき、 as は pe に対す

る比例定数を  0kk とすると次式のように表すことができる。 

pa es  k  (5-128) 

式(5-127)と式(5-128)において係数を比較すると次式が導かれる。 
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式(5-129),(5-130)より次式が導かれる。 
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式(5-131),(5-132)より、
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とすると、 11  , 02  となり 5.2 節で提案した巨視的

モデルと一致する。従って、5.2 節の巨視的モデルは Prager 型の Bounding surface モデルと類似性を

有していることが分かる。 

＜ ssa
  の場合＞ 

 次に、Dafalias(1976)により提案された Loading surface の中心テンソルの変化率が応力増分と比例

的(Phillip’s kinematic rule)である、即ち ssa
  の場合を想定する。このとき、 as は sに対する比例定

数を  0kk とすると次式のように表すことができる。 

 pa eess   Gkk 2  (5-133) 

式(5-127)と式(5-133)において係数を比較すると次式が導かれる。 
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従って、式(5-134),(5-135)より次式が導出される。 
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ここで、
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 とすると、 11  となる。また、
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である。 

＜ as ps の場合＞( 0k ) 

続いて、 asが ps と比例的である場合を想定する。このとき、 as は sに対する比例定数を  0kk

とすると次式のように表すことができる。  
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式(5-127)と式(5-137)において係数を比較すると次式が導かれる。 
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式(5-138),(5-139)を整理すると、 
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となり、 1 を恣意的な値とすることができる。従って、 11  とすると、 
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＜ as sの場合＞ 

asが s と比例的である場合を想定する。このとき、 as は sに対する比例定数を  0kk とすると

次式のように表すことができる。  
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式(5-127)と式(5-142)において係数を比較すると次式が導かれる 
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式(5-142),(5-143)より 
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従って、 11  とすると、 2 p
2

1
となる。 

 最後に、Table5-2 に係数毎の各巨視的モデルをまとめて記す。 

 

５.５.６ 数値解析例 

 ここでは、本節で提案した巨視的モデルの数値解析例を示す。なお、数値解析アルゴリズムにつ

いては、5.3.1 項で示したものとほぼ同一となるため割愛する。ひずみ履歴、降伏応力分布および材

料特性は、5.3.2 項の Case1 と同一のものを用いる。Fig.5-24 は、サブレイヤーモデルおよび係数毎

の巨視的モデルにおける応力の挙動を偏差応力空間において示したものである。これを見ると、

pa ss   型、 ssa
  型、 ssa

  型巨視的モデルは 5 章で提案した pa es   型巨視的モデルに比べて、

応力経路が原点寄りを通る傾向がある。特に、 ssa
  型巨視的モデルは、ほぼ直線的に動くことが

分かる。Fig.5-25 は、式(5-78)で表される誤差とステップの関係を示したものであり、 pa es   型巨

視的モデル以外は処女載荷時から誤差が生じていることが分かる。近似式(5-110)による両モデルの

差異は、処女載荷時には生じないので、近似式(5-115)が原因であると考えられる。Fig.5-26 は、サ

ブレイヤーモデルにおいて式(5-115)の左辺(点線)および右辺の結果を示したものであり、 pa es   型

巨視的モデルでは処女載荷時には一致し、非処女載荷時にも両辺の差異は小さいことが理解される。

一方、他の巨視的モデルは、処女載荷時から式(5-115)の両辺に大きな差異が生じていることから、

これが、前述した処女載荷時における pa es   型以外に生じている誤差の原因であると考えられる。

Fig.5-25 を再び見ると、ステップ数によっては、 ssa
  型巨視的モデルの誤差が pa es   型巨視的モ

デルより小さい箇所も存在するが、これは、誤差が誤差を偶然打ち消している状況であり、全体的

な挙動を見ると、 pa es   型巨視的モデルが最もサブレイヤーモデルと近い値を示しているといえる

だろう。また、2 章および 3 章においてサブレイヤーモデルが金属系材料の実現象と良い対応を示

していることから pa es   型巨視的モデルが金属系材料に対しては最も有効な巨視的モデルである

と言える。しかしながら、Bounding surface モデルがコンクリート (Voyiadjis(1994))や地盤

(Dafalias(1986))の材料構成則に用いられていることを考えれば、ひび割れを示すための損傷変数等

を考慮することにより他の巨視的モデルが金属系材料以外の材料構成則として適用可能であるとも

考えられる。これらの材料に対する適用性の検証については今後の検討課題の一つとする。 
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５.６ まとめ 

多軸応力状態において無限個の完全弾塑性体から成るレイヤーを持つサブレイヤーモデルを巨視

的に評価することによって、サブレイヤーモデルの欠点である多大な計算負荷を克服可能な巨視的

モデルを構築した。得られた結論を以下に示す。 

(1)  硬化則を考慮していない巨視的モデルの定式化を行った。その中で、巨視的モデルの降伏条

件式および塑性流れ則を提案する際、直観的に有効と考えられる 2 つの近似式を用いた。また、巨

視的モデルの定式化の際、熱力学の第二法則と最大塑性散逸の原理のみを用いており、巨視的モデ

ルの理論的完成度の高さを示した。 

(2) 実用性という観点から有限要素法への実装を考慮し、巨視的モデルにおいて増分形に整合性が

ある接線係数テンソルの誘導を行った。 

(3) 近似式の妥当性を検証するためにサブレイヤーモデルと巨視的モデルの数値解析結果の比較

を行った。その中で、極端なひずみの変化が生じる場合は、両モデルにおいて大きな差異が生じる

ことが明らかとなった。 

(4) (3)で明らかとなった両モデルの差異の原因を詳細に検討し、修正方法の提案を行った。その中

で、過去の微視的応力の方向近似に対する修正方法と区分的な巨視的評価による修正方法の提案を

行った。これらの修正方法は、数値解析を実施することにより妥当性の検証を行った。しかしなが

ら、各修正方法には未だ改良の余地があるためそれらについては今後の課題の一つとする。 

(5) 巨視的モデルと Bounding surface モデルの類似性を詳細に検討するために巨視的モデルにおけ

る投影応力の方向を二つの係数を用いて再定義した。 

(6) 巨視的モデルの各変化率を導出し、各種 Bounding surface モデルとの類似性の検討を行った。

その結果、巨視的モデルがいくつかの Bounding surface model と類似性を有していることを明らかに

した 

(7) (5)で提案した巨視的モデルの数値解析例を示し、係数毎に得られた巨視的モデルの結果をそれ

ぞれ比較し、実現象の再現という観点から、(1)で提案した巨視的モデルが金属材料に対しては、最

も有用であることを確認した。しかしながら、他の巨視的モデルについても、金属以外の材料構成

則に対して有用である可能性があるため、今後の課題の一つとする。 
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Fig.5-1 Conceptual diagram of the microscopic model and the macroscopic model 
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Fig.5-2 Conceptual diagram of the microscopic model for the stress field 

(b) Allowable stress space for the virtual coordinate (a) Yield surface of each layer for the deviatoric stress field 
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: Yield surface of the virtual layer 
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Fig.5-9 Macroscopic variables for the deviatoric stress field (Case1) 
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 Fig.5-14 Comparison between the sub-layer model and the macroscopic model (Case3) 
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Fig.5-17 Stress behavior of the sub-layer model for deviatoric stress field 
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(b) Microscopic stress for each layer 

Fig. 5-18 Behavior of microscopic stress (Case3) 
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６.１ はじめに 

  建築構造分野では、従来より、構造実験を行い、部材および接合部等の塑性変形挙動の解明お

よび塑性変形性能に対する検討が行われている。また、近年、E-ディフェンスでの震動実験に代表

されるように実大構造物の大規模実験が実施されてきている。これらの実験において、構造物の各

部には、複雑な多軸応力場が形成されるため、構造物の挙動を精確に追跡するには、多軸応力状態

に対して硬化現象を再現可能な材料構成則が必要不可欠である。また、その中で、建築構造におい

て用いられる部材の多くは薄肉断面であることから有限要素法では、シェル要素が多用されている。

一方、金属材料の多軸応力状態における特性を把握することを目的とした要素実験では、従来より、

薄肉円筒試験片に軸力とねじりを作用させることによって試験片中央部に近似的に軸応力およびせ

ん断応力のみが生じる応力状態を作り出す試験が多数行われている。この試験方法によって、応力

振幅の飽和現象、ラチェッティングおよび後続降伏曲面のゆがみなどの多軸応力状態における様々

な実現象が報告されている。このような観点から、有限要素法において、シェル要素に適用可能な

平面応力場への縮約および軸およびせん断のみが生じる応力状態への縮約は、材料構成則の実用性

および適用性を考える上で重要であると言える。 

これらを踏まえて、本章では、3 章で提案した多軸応力状態に対する修正サブレイヤーモデルを

巨視的に評価し、硬化則を考慮した巨視的モデルの提案を行う。また、巨視的モデルにおいて特殊

な応力状態への縮約を行う。以下にその内容を示す。 

(1) 6.2 節では、3 章で提案した修正サブレイヤーモデルを巨視的に評価し、硬化則を考慮した巨視

的モデルの提案を行う。このとき、3 章と同様に塑性ひずみ球の導入を行う。 

(2) また、5.4 節で提案した硬化則を考慮していない巨視的モデルの修正方法を硬化則を考慮した

巨視的モデルに拡張する。 

(3) 6.3 節では、巨視的モデルを軸応力とせん断応力のみが生じる特殊な応力場に対して縮約を行

う。同時に、有限要素法への実装を鑑み増分形に整合性を有する接線係数テンソルの導出を行う。 

(4) また、第 4 章で提案した一軸応力状態の巨視的モデルと(3)で提案した巨視的モデルを比較する

ことにより巨視的モデルの理論的整合性について検討するとともに、3 章で提案した実現象を表現

可能な修正サブレイヤーモデルと巨視的モデルの結果を比較することにより巨視的モデルの定式化

の妥当性および実現象に対する再現性を検証する。さらに、(2)で提案した修正方法の妥当性につい

ても検証する。 
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６.２ 硬化則を考慮した巨視的モデルの定式化 

６.２.１ 各レイヤーの特性 

 3 章で提案した多軸応力状態における修正サブレイヤーモデルにおいてレイヤー数を無限と想定

し、巨視的評価を行い、硬化則を考慮した巨視的モデルの構築を行う。はじめに、各レイヤーの特

性を示す。5.2 節と同様に、各レイヤーの位置を仮想座標系  2/12/1   により認識すると、各

レイヤーの特性は次のようになる。 

弾性構成則：        pεεσ  G2  (6-1) 

等方硬化則：     gp c
I    , 
















ee

e

ss

s





:
:

:
11 opp  (6-2) 

移動硬化則：     
 

   




pp

p

εε

ε
σ






:3

2 IK gK   (6-3) 

降伏条件式：                  0:
2

3
  I

y
KK

σσσσ  (6-4) 

塑性流れ則：  
   
   

 



 

I
y 




K

p

σσ
ε

2

3
 (6-5) 

塑性条件：     0   ,     0  ,   0   (6-6) 

ここに、G はせん断弾性係数、εはひずみテンソル、 pε は塑性ひずみテンソル、σは応力テンソル、

I は等方硬化則により生じる弾性領域の変化(等方硬化応力とよぶ)、 K
σ は、弾性領域の中心テン

ソル(移動硬化応力テンソルとよぶ)、 y は初期降伏応力(一定)、 は塑性進展パラメータである。 y

は 上で連続、かつ単調減少とし、具体的には式(2-85)を参照されたい。 op , c , K は定数であり、

は変数である。等方硬化則および移動硬化則の詳細については、2 章および 3 章を参照されたい。

なお、 s , e , gについては後に述べる。また、5 章と同様に各レイヤーの諸量を微視的変数と呼ぶこ

ととする。  * ,  * は、それぞれ変数  * の偏差成分および変化率を表す。 

 

６.２.２ 巨視的応力および巨視的硬化則 

 巨視的な弾性構成則および巨視的応力 s ,巨視的ひずみ e ,巨視的塑性ひずみ pe ,巨視的降伏応力

ys , ys については 5.2 節における定義と同一であるため説明は割愛し、式のみを示す。 
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    epp eeeεes 













 


GGdG 222 2

1

2

1
  (6-7) 

  eε  constant ,  pe eee  ,    d


 2

1

2

1 pp εe  (6-8),(6-9),(6-10) 

    




dsds yyy

p

y
p








 2

1

2

1
2

1

,

2

1

1
　  (6-11),(6-12) 

ここに、 p は塑性領域  2/1 p と弾性領域  p  2/1 の境界値である。続いて、式

(6-2),(6-3)を用いて、巨視的な等方硬化則および移動硬化則を次のように定義する。 

 
c

I

cpcp
I

p

I
p

s
gpds

p 
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1

2

1

2

1

2

1

2

1

1
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1

 (6-13) 

  gpds c
II    
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1

2

1
,  (6-14) 
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1
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1
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pK
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ε
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  (6-15) 
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1
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1
2

1

2

1
:3

2





 dgKd IK

pp

pK

εε

ε
σs




  (6-16) 

ここに、 I
ps ,

K
ps はそれぞれ微視的等方硬化応力および移動硬化応力の塑性領域における平均であり、

Is ,
K

s は、全領域  2/12/1   における平均である。続いて、 I
ps , ys , ys の間を関係づける変数

として pd を次式のように定義する。 

  I
pyp

I
py ssdss  1  (6-17) 

式(6-11),(6-12)より I
py ss  は、その定義から塑性領域が全領域に広がる  2/1p につれて I

py ss 

に等しくなることが分かる。従って、式(6-17)より塑性領域が全領域に広がるにつれて pd は 0 に近

づく関数であることが理解される。さらに、 pd , p 間の関係を表す変数 pD を次のように定義する。 

pPp dD 1
2

1
  (6-18) 
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続いて、巨視的な応力として ps , s を以下のように定義する。 

  



 2

1

2

1

1

p

d

p

p






σs ,  K
pp

K
p ssss 






I
py

I
py

ss

ss
 (6-19),(6-20) 

ps は塑性領域での微視的な応力の平均であり、平均塑性応力とよぶ。また、 K
pss  は K

pp ss  を

I
py ss  で形成される曲面に投影する応力テンソルであることから s を投影応力と呼ぶこととする。

また、式(6-17),(6-20)より K
pp ss  と K

pss  間において次の関係が誘導される。 

pd




1

K
ppK

p

ss
ss  (6-21) 

式(6-21)と pd の性質から、塑性領域が全領域に広がるにつれて、 K
pp ss  と K

pss  は一致すること

が分かる。 

 

６.２.３ 過去の履歴の取り扱い 

 5.2.4 項と同様に過去の履歴について述べる。基本的には、硬化則を考慮していない場合と同様で

あるので詳細は割愛し、変数のみを記す。弾性領域と塑性領域の境界を表す微視的応力  pfs を次

式のように定義する。 

   p
precur

p G  σes f
 2  (6-22) 

他の変数についても除荷時の値を  pre
と表す。また、  cur

は除荷時の値を基準とした現載荷時の

値である。従って、      precur
 と定義することができる。また、  p では式(6-4),(6-6)より次

式を満たさなければならないことは明らかである。 

                 0:
2

3
 p

I
pyp

K
pp

K
pp  σsσs ff  (6-23) 

式(6-23)を解くことによって p を決定する。次に、過去の履歴を考慮した各巨視的応力を示す。 ps

は、次式のように表される。 

      pp s
e

eσεes 






 
pre

pp

p
cur

curpre
p

curcur

p

dD

G
GdG

p 1

2
22

2

1

1
2

1






 (6-24) 
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d
dD p

pre

pp

p
pre

 


 2

1

1

1
σs p  (6-25) 

同様に、 s は次式のようになる。 

K
p

K
pp

p
sss

e
es 



















 pre

pp

cur

cur

p dD

G
G

d 1

2
2

1

1
 (6-26) 

 

６.２.４ 近似式の導入による巨視的降伏条件式および巨視的塑性流れ則の提案 

 5.2.5 項および 5.2.6 項と同様に近似式を導入することにより巨視的降伏条件式および巨視的塑性

流れ則を提案する。はじめに、巨視的降伏条件式を導出する。巨視的モデルでは、サブレイヤーモ

デルと異なり、微視的変数を積分した巨視的応力を用いて計算を行うため微視的変数の挙動は不明

である。そこで、塑性領域における     K
σσ  に対して以下のような近似式を導入する。 

   
   

     I
y 






3

2

: K
pp

K
pp

K
ppK

ssss

ss
σσ  








 p

2

1
 (6-27) 

塑性領域における           KK
σσσσ  : は、式(6-4)より      I

y 
3

2
で表されるが、

方向は不明である。そこで、近似式(6-27)では方向を K
pp ss  と近似している。 K

pp ss  の方向は、

塑性領域における     K
σσ  の平均の方向であるので、 K

pp ss  を用いることは妥当であると考

えられる。式(6-27)の両辺を積分し、    K
pp

K
pp ssss  : を計算すると、次式が導出される。 

     I
py ss 

3

2
: K

pp
K

pp ssss  (6-28) 

式(6-28)より巨視的な降伏関数が次のように導かれる。 

      0,0:
2

3
 p

I
pyp ΦssΦ 　K

pp
K

pp ssss  (6-29a) 

また、式(6-29a)に式(6-17),(6-21)を用いると、次式が導かれる。 

      0,0:
2

3
 ΦssΦ I

py


　K
p

K
p ssss   (6-29b) 

従って、式(6-29)を巨視的モデルの降伏条件式として扱う。続いて、巨視的な塑性流れ則について考

える。巨視的塑性流れ則の提案にあたって、巨視的散逸項 Λを次式のように定義する。 
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  0:  p
K

pp ess Λ  (6-30) 

式(6-30)は、式(6-21)を用いて以下のように表すこともできる。 

  p
K

p ess :Λ ,   pp ee 
pd 1  (6-31),(6-32) 

従って、 pe , pe に対する熱力学的力がそれぞれ
K

pp ss  , K
pss  であることが理解される。これは、

式(6-29)の降伏条件式の妥当性を示唆している。続いて、式(6-29),(6-30),(6-31)よりラグラジアンは次

式のようになる。 

        gssgΦΛL I
pyp















 K

pp
K

ppp
K

pp ssssess :
2

3
:  (6-33a) 

        gssgΦΛL I
py















 K

p
K

pp
K

p ssssess :
2

3
:  (6-33b)  

ここに、 g , g はラグランジュの未定定数である。最大塑性散逸の原理を用い、また、ラグラジアン

をそれぞれ ps , s で偏微分すると次式のようになる。 

   
0

2

3

:2

3















g

ss
g

L
I
py


K

pp

p
K

pp
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pp

K
pp
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 (6-34a) 
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L
I
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p
K
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K
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ss
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 (6-34b) 

従って、巨視的塑性流れ則は、 

g
ss I

py







K
pp

p

ss
e

2

3
, g

ss I
py







K
p

p

ss
e

2

3
 (6-35a),(6-35b)  

 gdg p
  1  (6-36) 

となる。従って、式(6-35)より g , g は巨視的塑性進展パラメータであり、これらを用いると、巨視

的な塑性負荷条件は次式のように書くことができる。 

0,0,0  ggΦΦΦ ppp
 　　  (6-37a) 

0,0,0  ggΦΦΦ 
　　  (6-37b) 

また、式(6-5),(6-27),(6-35)より微視的塑性ひずみ増分の方向は全て、 K
pss  および pe の方向と同一
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であることが導かれるので、微視的移動硬化則および巨視的移動硬化則は次式のようになることが

分かる。 

    
pp

p

ee

e
σ






:3

2
 IK gK   (6-38) 

   
I
py

I
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I
p

ss
sgKsgK






K
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e
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2
 (6-39) 

   
I
py

II

ss
sgKsgK






K
p

pp

pK
ss

ee

e
s 






:3

2
 (6-40) 

6.2.4 項では、5.2 節と同様に巨視的降伏条件式、巨視的塑性散逸項を導出するにあたって近似式を

用いた。しかし、導入した近似式は、5.2 節と同様に二つであり、また 5.2 節の近似式と非常に類似

した式で表されている。これらの近似式の妥当性は、6.3.7 項の数値解析結果を通して検証する。以

上より、硬化則を考慮した巨視的モデルの基礎式が求められた。なお、巨視的モデルにおける塑性

ひずみ球に関しては、3 章で提案したサブレイヤーモデルにおける塑性ひずみ球が平均塑性ひずみ

により形成される空間で定義されていることから、巨視的モデルにおいても全く同一のものを用い

るので詳細は割愛する(詳細は 3 章を参照されたい)。 

最後に、巨視的モデルにおける諸量を以下にまとめて記す。 

＜微視的諸量＞ 

弾性構成則：      pεeσ  G2  (6-41) 

等方硬化則：       icoc
I gpgp    , 















ee

e

ss

s





:
:

:
11 opp  (6-42) 

移動硬化則：     
pp

p

ee

e
σ






:3

2
 IK gK   (6-43) 

降伏条件式：                  0:
2

3
  I

y
KK

σσσσ     (6-44) 

＜巨視的モデルの諸量＞ 

弾性構成則：  pees  G2  (6-45) 
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平均塑性化応力： pp s
e

es 


 pre

pp

p
cur

cur

dD

G
G

1

2
2  (6-46) 

投影応力：
K

p
K

pp

p
sss

e
es 



















 pre

pp

cur
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p dD

G
G

d 1

2
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1

1
 (6-47) 

巨視的降伏条件式：       0:
2

3
 I

pyp ssΦ K
pp

K
pp ssss  (6-48a) 

      0:
2

3
 I

py ssΦ K
p

K
p ssss   (6-48b) 

等方硬化則： icoc
I gpgps    , 

c

I
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I
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s
s

























2

1

2

1
 (6-49)(6-50) 

移動硬化則：  
I
py

I

ss
sgK






K
pK

ss
s  ,  

I
py

I
p

ss
sgK






K
pK

p

ss
s              (6-51),(6-52) 

塑性流れ則： g
ss

g
ss I

py
I
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K
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ssss
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 (6-53)  

＜塑性ひずみ球の諸量＞ 

塑性ひずみ球：     0:
3

2
 re eΦ cpcp eeee  (6-54) 

塑性ひずみ球の半径： i
c

o
c

r g
F

p
g

F

p
e  





 , 






























ee
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ss
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:
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:
11 1FFF o  (6-55) 

塑性ひずみ球の中心： i
c

o
c g

F

p
g

F

p
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ee
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ee

e
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3























 (6-56) 

ここに、 re は塑性ひずみ球の半径、 ce は塑性ひずみ球の中心表すテンソルである。また、 1,, FFo

は、定数であり、その意味については、2 および 3 章を参照されたい。また、塑性ひずみ球のルー

ルを以下のように定義する。 

0eΦ の場合： 0, I
r se  , pc ee    

0eΦ の場合： 0, ser
 , pc ee    

また、球上で生じる変数は、  
o 、球内で生じる変数は  

iとし、      
io  が成り立つものと

する。式(6-42)は塑性ひずみ球を考慮した場合の等方硬化則であり、詳細は 3 章および式(3-47)を参
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照されたい。また、式(6-49)は、式(6-42)および式(6-13)に基づき導出された巨視的な等方硬化則であ

る。 

 

６.２.５ 硬化則を考慮した巨視的モデルにおける修正方法 

 5.4 節では、硬化則を考慮していない巨視的モデルとサブレイヤーモデルの差異の主原因が微視的

応力の方向の乱れであることを明らかにしたうえで、2 種類の修正方法の提案を行った。一つは、

過去の微視的応力および平均塑性化応力の方向に対して微視的な諸量を別途計算し、バラつきを持

たせる方法、二つ目は、微視的な諸量が区分的に連続的であると仮定し、区分的に巨視的評価を行

う方法である。前者を修正方法 A、後者を修正方法 B とし、本項では、これらの修正方法を硬化則

を考慮した巨視的モデルに拡張することを試みる。 

＜修正方法 A＞ 

 過去の微視的応力および平均塑性化応力の方向を微視的な諸量により近似する方法について説明

するが、基本的には、5.4.2 項に硬化則に関する項を付与したものとなっている。また、5.4.2 項と同

様、式の煩雑化を防ぐために現在の諸量には、6.2.1-6.2.4 項にて定義した諸式を用い、過去の諸量

についてのみ再定義を行う。式(6-27)で定義したように、塑性領域における     K
σσ  の方向は、

全て除荷時の K
pp ss  の方向へと近似される。しかしながら、載荷パターンによっては、塑性領域

における     K
σσ  の方向が著しく乱れる可能性がある。そこで、過去の微視的応力の方向に対

して次式のような近似を与える。 

         I
y

prepre 





3

2

: vv

v
σσ

K
 (6-57) 
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1
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1

1   (6-58) 

ここに、 1n は定数である。式(6-57),(6-58)により過去の微視的応力の方向にバラつきを持たせること

が可能となるが、     2/12/1 K
σσ  および     2/12/1  K

σσ は、巨視的モデルにおいては本来、

不明の諸量であるので別途計算が必要である。次に、  σ pre と同様に塑性領域における過去の平

均塑性化応力  pspre
の修正を行う。前項では、  σpre を式 (6-57)のように定義したため、

     


  2/1/2

1

dprepre
σs p を求めると、除荷時の ps および sの値に矛盾が生じてしまう。こ
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の矛盾を回避するために  pspre を以下のように定義する。 

         I
py

prepre ss 





3

2

: ww

w
ss

K
pp  (6-59) 
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 (6-60) 

ここに 2n は定数であり、式(6-60)により     K
pp ss  prepre の方向にバラつきを持たせつつ矛盾を回

避することができる。ここで、 K
pp ss  は既知であり、  2/1σ は、前述のように別途計算する必要

がある。 

＜修正方法 B＞ 

5.4.3 項では区分的に微視的諸量が連続的であると仮定して区分的な巨視的評価を行い、近似式

(5-37)の精度を向上させる修正方法の提案を行った。ここでは、前項において提案した硬化則を考慮

した巨視的モデルに対してその修正方法を適用する。5.4.3 項と同様に全領域  2/12/1   を N

個に分割し、 軸上の上から k番目の領域を領域 k  kakb ,,   と定義する(Fig.5-19 参照)。次に、

領域 k における各巨視的変数について述べる。なお、微視的な諸量は、6.2.1 項のものを用いるので

参考にされたい。全領域における巨視的応力 s、領域 k における巨視的応力 k,s ,巨視的塑性ひずみ

k,pe ,巨視的降伏応力 kys , , kys , については 5.4.3 項における定義と同一であるため詳細は割愛し、式

のみを示す。 
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kbkak
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,,, ss  (6-61) 
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　  (6-64),(6-65) 

ここに、 kp, は、領域 kにおける弾性領域  kpkb ,,   と塑性領域  kakp ,,   の境界である。
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なお、領域 k における変数を   k,* で表すものとする。続いて、領域 k における巨視的な等方硬化則

および移動硬化則は式(6-13),(6-14),式(6-39),(6-40)より次式のように定義される。 
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 (6-66) 
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 (6-69) 
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k

kbkakgg
1

,,,   (6-70) 

ここに、 I
kps ,

 ,
K

ps k,
 はそれぞれ塑性領域  kakp ,,   における I ,

K
σ  の平均であり、 I

ks,
 ,

K
s k,
 は領

域 k  kakb ,,   における平均である。また、gは全領域における塑性進展パラメータであり、 kg ,

は領域ｋにおける塑性進展パラメータである。 kg , については後に詳述する。なお、等方硬化則お

よび移動硬化則が、 gの関数であることに注意されたい。 

続いて、 I
kps , , kys , , kys , の間を関係づける変数として kpd , および kpd , , kp, 間の関係を表す変数

kpD , を次のように定義する。 

  I
kpkykp

I
kpky ssdss ,,,,, 1   (6-71) 

kpkpkpka dD ,,,, 1  (6-72) 

式(6-71)より I
kpky ss ,,  は、 kbkp ,,   となるにつれて I

kpky ss ,,  に等しくなることが分かる。従っ

て、式(6-71)より kbkp ,,   のとき 0, kpd となる関数であることが理解される。続いて、領域 k

における巨視的な応力として kp,s , k,s  を以下のように定義する。 
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ssss  (6-73),(6-74) 

k,ps は領域 k における平均塑性化応力、 k,s  は投影応力である。式 (6-74)と kpd , の性質から、

kbkp ,,   となるにつれて K
pp ss kk ,,
 と K

pss kk ,,
 は一致することが分かる。ここで、式(6-73)と(6-74)
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において過去の履歴を考慮すると、 kp,s , k,s  は次式のように表される。 
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次に、近似式を導入することによって巨視的な降伏条件式および塑性流れ則の導出を行う。はじ

めに、式(6-27)と同様に、領域 k 内の塑性領域での微視的応力の方向を以下のように近似する。 
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kk
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: ,,,,
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pp
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ppK

ssss

ss
σσ   kakp ,,    (6-78) 

式(6-78)の両辺を塑性領域において積分し、    K
pp

K
pp ssss kkkk ,,,, :  を求めると巨視的な降伏条件

式が次式のように導かれる。 

      0:
2

3
,,,,,,,  I
kpkykkkkkp ssΦ K

pp
K

pp ssss  (6-79a) 

また、式(6-75),(6-71)より式(6-79a)は次式のようにも書ける。 

      0:
2

3
,,,,,,,  I
kpkykkkkk ssΦ K

p
K

p ssss  (6-79b) 

式(6-79)は、巨視的変数により構成されていることから巨視的な降伏条件式であると言える。次に、

式(6-30)と同様、領域 kにおける巨視的な塑性流れ則の導出のために塑性散逸項を以下のように定義

する。 

  0: ,,,,  kkkkΛ p
K

pp ess   (6-80) 

式(6-79)および(6-80)よりラグラジアン kL, を次式のように定義する。 

kkpkk gΦΛL ,,,,
  (6-81) 

ここに、 kg ,
 はラグランジュの未定定数である。式(6-81)と最大塑性散逸の原理から次式が導かれる。 
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従って、式(6-82)より領域 kにおける巨視的塑性流れ則が次のように導出される。 
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e   (6-83) 

従って、 kg , は領域 k における塑性進展パラメータであることが理解される。以上より領域 kにおけ

る巨視的な諸量が求められた。塑性ひずみ球に関しては、式(6-54)-(6-56)と同一であるため記述は割

愛する。本項では、5.4 節にて提案した硬化則を考慮していない巨視的モデルに対する二つの修正方

法を硬化則を考慮した巨視的モデルに拡張した。これらの修正方法の妥当性については、6.3.7 項に

おいて数値解析結果を通して検証する。 
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６.３ 特殊な応力場に対する巨視的モデルの縮約 

 建築構造物の塑性変形挙動を詳細にシミュレーションする際には、部材が主に薄肉断面で構成さ

れていることからシェル要素が多用される。また、多軸応力状態における要素実験を実施する際に

は、その簡便さから円筒試験片にねじりおよび軸力を作用させ、試験片中央部において近似的にせ

ん断応力および軸応力のみが生じる応力状態(本章では軸・せん断応力状態とよぶ)を想定すること

が多い。従って、材料構成則を平面応力状態および軸・せん断応力状態へ縮約することは、実用的

な観点およびモデルの妥当性を検証するために重要な意味を持つ。本節では、6.2 節で提案した硬化

則を考慮した巨視的モデルの軸・せん断応力状態への縮約について述べる。なお、平面応力状態へ

の縮約は、軸・せん断応力状態への縮約と類似しているため Appendix3 にて述べる。 

 

６.３.１ 縮約の条件に基づく各レイヤーの特性 

6.2.1-6.2.4 項で提案した硬化則を考慮した巨視的モデルの軸・せん断応力状態への縮約を行う。

本節で用いる変数は、6.2.1-6.2.4 項と同一の記号を用いる。微視的応力および微視的塑性ひずみに

対して軸・せん断応力状態の条件は次のように表される。 

                01323332213233322   KKKK
 (6-84a) 

2/113322 ppp     (6-84b) 

式(6-84b)の導出には、体積一定条件を用いている。本項では、  * を二次の正方行列、  * は二次の

ベクトルを表すものとする。例えば、微視的な弾性構成則は式(6-84)より次式のように表される。 
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(6-85)  
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eD  (6-86) 

また、本節では式(6-85)に示すように、ひずみを表すベクトルは、12 成分に 2 を乗ずるものとする。

式(6-84)を考慮すると、6.2.1 項における各レイヤーの特性は以下のように表される。 

等方硬化則：     gp c
I     (6-87) 
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移動硬化則：
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 (6-88) 

降伏条件式：                  02
3

2

2

3 2

1212

2

1111   I
y
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 (6-89) 

塑性流れ則：
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 (6-90) 

塑性負荷条件：     0   ,     0  ,   0   (6-91) 

式(6-89)の導出には、       2/113322   および     1111 3/2 を用いている。 

 

６.３.２ 巨視的弾性構成則、巨視的応力および巨視的硬化則 

軸・せん断応力状態に対する巨視的変数について述べる。巨視的応力 ijs および巨視的塑性ひずみ

pije は、式 (6-7),(6-10)および式(6-85)を積分することによって次式のように表される。 
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ここに、サブレイヤーモデルの性質より各レイヤーのひずみ   ijij e constant となることを用い

ている。続いて、平均塑性化応力は式(6-19),(6-24)より次式のようになる。 
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ここに、        11111111
pre

p
curcureE  および        12121212 2 pre

p
curcureG  を用い

ている。投影応力 ijs は式(6-20)より次式のようになる。 
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式(6-13),(6-14),(6-39),(6-40)より巨視的移動硬化則および巨視的等方硬化則は次式のようになる。 
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gps c
I     (6-96) 
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６.３.３ 巨視的降伏条件および巨視的塑性流れ則 

巨視的降伏条件式および巨視的塑性流れ則について述べる。軸・せん断応力状態において巨視的

降伏条件式は式(6-29)より次式のようになる。 
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ここに、 3/2 1111 pp ss  , 3/2 1111 ss  , 2/113322 ppp sss  , 2/113322 sss  , 1212 pp ss  , 1212 ss  を用

いている。続いて、巨視的な塑性流れ則は、式(6-35)より次式のようになる。 
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 (6-101) 

ここに、 gは巨視的塑性進展パラメータである。次に、数値解析アルゴリズム構築の関係上、巨視

的降伏条件式を次式のように書きなおす。 

       0
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p ssΦ K
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       0
3

1

2

1ˆ 2
 I

py

T
ssΦ K

p
K
p ssPss  (6-102b) 

ここに、 pΦ̂ ,Φ
ˆ
は、 pΦ ,Φ と区別を行うための記号であるが、これらは、本質的には同一である。
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式(6-102)を用いると、巨視的塑性流れ則
 

g
Φ

tttt

 ˆ
ˆ

K
p

p
ss

e






は次式のように表される。 
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従って、式(6-101),(6-103)より ĝと gの関係は次のように導出される。 
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さらに、式(6-104)を用いると、巨視的移動硬化則および巨視的等方硬化則は以下のように書き直さ

れる。 
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以上により、軸・せん断応力状態に対する巨視的モデルの基礎式が求められた。なお、塑性ひずみ

球に関しては、6.2.4 項の各諸量のまとめを参照されたい。 

 

６.３.４ 数値解析アルゴリズム 

前項で誘導した軸・せん断応力状態に対する巨視的モデルの基礎式を用いて数値解析アルゴリズ

ムを構築する。時刻 t の諸量および 1211, ee tttt  は既知とし、時刻 tt  における他の諸量を算定す

る手順を示す。ここで、時刻 t における諸量は  t
と表し、      

 ttt
とする。また、過去の

諸量  pre
についても既知であるとする。基本的な考え方は、Return mapping rule に準じている。降

伏応力分布によって異なる ys , ys , pD , pd の求め方は、Appendix2 に記す。 

変数 p
tt  の算出：変数 p

tt  の算出は、式(6-23)を p
tt  に対して解くことにより行われる。この

とき、5.3.1 項で述べたのと同様、過去の微視的応力 σpre を参照点毎に記憶するものとする。 
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弾性予測子：増分区間において、塑性化が進展しないもの  pp ee
ttrial  として各諸量の試行値  trial

を計算する。 s
trial

, ps
trial

, s
trial は式(6-92),(6-93),(6-94)より次式のように表される。 
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 (6-113) 

弾塑性判定：降伏条件式の試行値 Φtrial ˆ を用いて弾塑性判定を行う。 

      2
3

1

2

1ˆ I
p

t
y

ttrialTttrialtrial ssΦ  K
p

K
p ssPss  (6-114) 

0
ˆ
Φtrial

のとき、弾性状態であるので試行値を正解として終了。 

0
ˆ
Φtrial

のとき、塑性変形が生じているので塑性修正子を実行する。 

塑性修正子：増分区間で塑性化が進展していることが明らかとなったので、塑性化を考慮した真の

巨視的応力を求める。時刻 tt  における各諸量は、次式のように表される。 

         pepe eDseeDs   trialtttttt
 (6-115) 
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式(6-105)-(6-110)より巨視的等方硬化則および移動硬化則は次式のように表される。 
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   (6-118),(6-119) 

     gtttt ˆ
1   K

p
K
p ssRs ,      gtttt ˆ

2   K
p

K
ssRs  (6-120),(6-121) 

式(6-103)より塑性流れ則は次式のように表される 

     gtttt ˆ  K
pp ssPe  (6-122) 

式(6-117),(6-120)より  K
pss

tttt   が次のように得られる。 
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式(6-123)を整理すると次式が導かれる。 
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 (6-124) 
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ここに、  I は二階の単位行列である。  A を展開すると次のようになる。 
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従って、式(6-101)より  A の各成分は次式のように表される。 
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                                    (6-128a),(6-128b) 

式(6-124)を用いると、時刻 tt  の降伏条件式 Φtt ˆ は次式のようになる。 
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p

K
p ssAPAss   (6-129) 

       K
p

K
p ssAPAss

ttrialTTttrial    (6-130) 

式(6-130)を展開すると、次式のようになる。 
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K
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式(6-131)に式(6-128a),(6-128b)を代入すると、 
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次に、Newton-Raphson 法を用いて、式(6-129)を ĝ について解くことを考える。まず、 Φtt ˆ を一

次の微係数を用いて線形化すると次式のようになる。 
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式(6-133)より次式が導かれる。 
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式(6-134)により ĝ を求めて、各値を更新する。 

ggg ˆˆˆ    (6-135) 

式(6-134),(6-135)により ĝ を更新する。続いて、
gd
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を具体的に求める。
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は式(6-129)よ

り次式のようになる。 
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は式(6-132)より 
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式(6-133)-(6-1137)を用いて繰返し計算を実施し、 ĝ および g を求める。 

塑性ひずみ球の判定式：ここで、 ggi  と仮定し、 i
tt

ce
 および ri

tt e を求め、

ri
tt

ci
tt

p
tt

e
tt eeeΦ   により p

tt e が塑性領域内外どちらに位置するかを判定する。   

0
e

tt Φ のとき、 ggi  , 0 og である。 

0
e

tt Φ のとき、 0 og であるので、 ig および og の真値を求める必要がある。従って、次

式が成り立つ必要がある。 

        0:
3

2
 

orr
t

o
tttt

o
ttt

e
tt geeggΦ ccpccp eeeeee  (6-138) 

ce , re は og の関数であるので、式(6-138)を Newton-Raphson 法を用いて解く。得られた og , ig

を基に各諸量を更新する。 

  

６.３.５ 接線係数テンソル 

増分形に整合性のある接線係数テンソルの導出を行う。式(6-115),(6-122)より巨視的応力の微分を

とると次式のようになる。 

            gdgddd tttttrialtt ˆˆ  
bPDbPDss ee  (6-139) 

   K
pssb 

 (6-140) 

ここで、降伏条件式の微分とると次式のようになる。 

       I
p
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p
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y

ttTtttt sdssdΦd  
3

2ˆ
bPb  (6-141) 

式(6-124)の微分をとると次式のようになる。 

          gdgddd tttttrialtt ˆˆ  
bBbBbb  (6-142) 
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式(6-142)より  b
ttd  が次式のように導かれる。 

        gddd tttrialtt ˆ 
bBbAb  (6-143) 

また、 I
p

tt sd  は、式(6-118)より次式のようになる。 
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 (6-144) 

式(6-144)を整理すると、 
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式(6-142)に式(6-143), (6-145)を代入すると、 
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2
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  gQdssgddΦd I
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bBbAPb  (6-147) 

式(6-147)より gd ˆ が次のように求まる。 
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h  (6-149) 

式(6-143)に式(6-148)を代入すると、次式のようになる。 

           bhbBbAb
trialTtttrialtt ddd    (6-150) 

式(6-139)に式(6-150)を代入すると次式が導出される。 

                      bhbPDbhbBbAPDss ee
trialTtttrialTtttrialtrialtt dgdddd   ˆ  (6-151)  
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ここで、式(6-111),(6-113)より s
triald , b

triald は次式のように表される。 
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式(6-152),(6-153)を式(6-139)に代入すると次式が導かれる。 
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(6-154)  

 本節では、これまでに軸・せん断応力状態に対する巨視的モデルの縮約の定式化を行い、数値解

析アルゴリズムおよび接線係数テンソルの導出を行った。なお、6.2.5 項にて提案した修正方法を適

用した巨視的モデルについても同様に本節での手順により縮約および数値解析アルゴリズムの構築

が可能であるが、それらは非常に類似しているため詳細については割愛する。 

 

６.３.６ 一軸応力状態に対する巨視的モデルとの比較による理論的整合性の検証 

 本節で得られた軸・せん断応力状態に対する巨視的モデルの理論的整合性の検証のために 4 章で

提案した一軸応力状態に対する巨視的モデルとの比較を行う。ひずみ経路は、Fig.2-12(a),(b)に示す

漸増載荷および漸減載荷とする。材料特性は、Table2-1 に示す。また、 y は式(2-85)、  Is は式(2-86)

を用いる。Fig.6-1(a),(b)が数値解析結果であり両者が完全に一致していることが分かる。また、詳細

は割愛するが、本節での定式化は、   012  とすることによって解析的にも 4 章での巨視的モデ

ルと一致する。このことから本節で行った定式化の理論的整合性が示されたといえる。 

 

６.３.７ サブレイヤーモデルとの比較による妥当性検証 

 3 章で提案した修正サブレイヤーモデル(200 レイヤー)との比較を行うことにより、硬化則を考慮

した巨視的モデルの妥当性の検証を行うとともに、硬化則を考慮した巨視的モデルの修正方法 A,B

の有効性を検証するために修正前後の巨視的モデルとの比較を行う。なお、修正方法 A において、

係数 21,nn はそれぞれ 4.0,2.0 としている。また、修正方法 B については、分割数を 2 と 3 の場合に

ついての計算を行い、分割数 2 の場合は 5.01 a 305.0, 21  ab  , 5.02 b とし、分割数 3 の場

合は 5.01 a 1.0, 21  ab  , 305.032  ab  , 5.03 b とする。ひずみ経路は、Fig.6-2 に示すよ
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うに四角経路とし、振幅 Me をパラメータとして解析を実行する。なお、このひずみ経路は、5.3.3

項の Case3 と同様に両モデルの差異が大きくなることを意図している。Table6-1 に解析ケースの一

覧を示す。材料特性を Table6-2 に示す。また、 y は式(2-85)、  Is は式(2-86)を用いる。 

Fig.6-3,6-4,6-5 は、それぞれの解析ケース S-1,S-2,S-3 の結果を応力空間上で表したものである。な

お、各図の(a)は修正サブレイヤーモデル、(b)は巨視的モデル、(c)は修正方法 A を適用した巨視的

モデル、(d)は修正方法 B(分割数 2)を適用した巨視的モデル、(e)は修正方法 B(分割数 3)を適用した

巨視的モデルの結果である。また、Fig.6-6 は、次式で表される誤差とステップの関係を表したもの

である。 
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 (6-155) 

ここに  sub* および  macro* はそれぞれサブレイヤーモデルおよび巨視的モデルの変数を表す。さら

に、Table6-3 は、各巨視的モデルの誤差の最大値をまとめたものである。これらを見ると、修正方

法を適用した巨視的モデルは、修正前のものに比べて誤差を低減していることが理解される。また、

全体的な傾向として、5.4.4 項での結果と同様に修正方法 B が A に比べ、誤差を大きく低減してい

ることが窺える。しかし、修正方法 B(分割数 2)の巨視的モデルでは、5.4.4 項のような著しい改善

が見られない。これは、硬化則を考慮した巨視的モデルでは、式(6-2),(6-4)に示すように、塑性化が

進展すると等方硬化応力が生じるため一つ目のレイヤーの降伏応力と最後のレイヤーの降伏応力の

差が大きくなり、微視的な応力の方向の乱れがより顕著になるためであると推測される。なお、修

正方法 A では、式(6-57)よりこの影響を受けないことは明らかであるため 5.4.4 項と同程度の誤差が

生じていると思われる。しかし、修正方法 B においても分割数を 3 にすることによって誤差に対し

て著しい改善が見られることから、有効性が検証されたと言える。なお、今回、分割数および分割

位置は直感的および試行錯誤的に決定されている側面を有する。これらの最適化に関しては今後の

検討課題の一つとする。 
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６.４ まとめ 

本章では、3 章で提案した修正サブレイヤーモデルを巨視的に評価し、硬化則を考慮した巨視的

モデルの提案を行った。さらに、実用性を鑑み、巨視的モデルの軸・せん断応力状態への縮約を行

った。本章で得られた知見を以下にまとめる。 

(1) 硬化則を考慮した巨視的モデルの定式化を行った。その中で、硬化則のない巨視的モデルと同

様、降伏条件式および塑性流れ則を提案する際、直観的に有効と考えられる 2 つの近似式を用いた。

また、巨視的モデルに 3 章で提案した塑性ひずみ球を導入した。 

(2) 5.4 節で提案した硬化則を考慮していない巨視的モデルに対する修正方法を硬化則を考慮した

巨視的モデルへと拡張した。 

(3) 多軸応力状態に対する実験結果との比較を行うために(1)で構築した硬化則を考慮した巨視的

モデルの基礎式を基に軸・せん断応力状態に対する巨視的モデルの提案を行った。 

(4) 巨視的モデルの実用性を鑑み、増分形に整合性を有する接線係数テンソルを構築した。 

(5) 4 章で提案した一軸応力状態に対する巨視的モデルと軸・せん断応力状態に縮約した巨視的モ

デルの結果を比較することにより巨視的モデルの理論的整合性を示した。 

(6) 3 章で提案した修正サブレイヤーモデルとの比較により、軸・せん断応力状態に対する巨視的

モデルの妥当性を検証するとともに、(2)で提案した修正方法の有効性について示した。しかし、5

章で述べたように各修正方法には、未だ改善の余地があるためそれらについては今後の検討課題の

一つとする。 
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(b) Gradual decrease loading 

(a) Gradual increase loading 

(White: Macroscopic model (chapter four), Gray: Macroscopic model (chapter six)) 

 

Fig.6-1 Comparison between the macroscopic model formulated in chapter six and the 

one formulated in chapter four 

(White: Macroscopic model (chapter four), Gray: Macroscopic model (chapter six)) 
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Table6-1 Numerical cases  

Numerical case 2/Me  Number of cycle 

S-1 0.2 20 

S-2 0.4 20 

S-3 0.6 20 

 

Table6-2 Material properties 
 

][N/mm2E  v  ][N/mm2K  ][N/mm2
oF  ][N/mm2

1F  ][N/mm2
op    

c  Q  Islim  

205000 0.3 6000.0 8000.0 100.0 30.0 0.0 0.5 4.0 300.0 

 

A  ]N/mm[ 2B  ]N/mm[ 2C  

0.65 140.0 0.0 

 

Fig.6-2 Strain path 

A 

B 

O 

2/Me

11e

3/2 12e

C 

D E 

Loading path: O-A-B-C-D-E-B-C-D… 



185 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

-600.0 -400.0 -200.0 0.0 200.0 400.0 600.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

-600.0 -400.0 -200.0 0.0 200.0 400.0 600.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

-600.0 -400.0 -200.0 0.0 200.0 400.0 600.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

-600.0 -400.0 -200.0 0.0 200.0 400.0 600.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

-600.0 -400.0 -200.0 0.0 200.0 400.0 600.0

(a) Sub-layer model 

]N/mm[ 2
11　s ]N/mm[ 2

11　s

]N/mm[ 2
11　s

B 

 
C 

 

D 

 

E 

 

B 

 

C 

 

D 

 

E 

 

B 

 
C 

 

D 

 

E 

 

]N/mm[3 2
12　s

]N/mm[3 2
12　s ]N/mm[3 2

12　s

]N/mm[ 2
11　s

B 

 

C 

 

D 

 

E 

 

]N/mm[3 2
12　s

(b) Conventional macroscopic model 

(d) Modified macroscopic mode l(typeB: 

number of partitions is 2) 

Fig.6-3 Comparison between the sub-layer model and macroscopic models for stress field (Case: S-1) 

(e) Modified macroscopic model (typeB: 

number of partitions is 3) 

(c) Modified macroscopic model(typeA) 
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Fig.6-5 Comparison between the sub-layer model and macroscopic models for stress field (Case: S-3)  
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(Thick dotted line: Conventional macroscopic model, Thin dotted line: Modified macroscopic model (typeA), 
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 Thick solid line: Modified macroscopic model (typeB: number of partitions is 3)) 

 

 
Fig.6-6 Error-step relation (S-1,S-2,S-3) 

(a) Case: S-1 
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Table6-3 Maximum error 

Case Conventional TypeA TypeB: 2 partitions TypeB: 3 partitions 

S-1 28.9[%] 16.9[%] 21.6[%] 6.7[%] 

S-2 40.2[%] 21.2[%] 14.2[%] 5.5[%] 

S-3 34.5[%] 25.8[%] 12.3[%] 5.0[%] 
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本論文では、一軸応力状態および多軸応力状態における金属系材料の実現象を再現するため材料構成

則として修正サブレイヤーモデルの提案を行うとともにサブレイヤーモデルの欠点である多大な計算負

荷を克服するためにその巨視的評価手法の提案を行った。本研究によって得られた結論および今後の課

題を以下に示す。 

 

＜結論＞ 

 

1. 一軸応力状態に対して実現象を表現可能な修正サブレイヤーモデルの提案を行った。はじめに、一軸

応力状態に対して古典的サブレイヤーモデルの欠点を指摘し、その欠点を克服可能な硬化則の提案を行

った。また、実現象を表現するためには、新たな硬化則のみでは不十分であることから非硬化領域の概

念をサブレイヤーモデルに適用した。その中で、非硬化領域の概念を定式化の際に諸式の単純化を図る

ために微係数間の関係を定義した。以上により構築された修正サブレイヤーモデルが、一軸応力状態に

て一組のパラメータにより複数の実現象を再現可能であることを実験結果との比較を通して検証した。(2

章) 

 

2. 一軸応力状態において提案したサブレイヤーモデルの多軸応力状態への拡張および改善を行った。そ

の中で、多軸応力状態に対する拡張は、スカラー量をテンソル量として定義することにより実行可能で

あることを示し、一軸応力状態に対するサブレイヤーモデルと理論的整合性を有することを示した。ま

た、一軸から多軸応力状態かへの単純な拡張では、多軸応力状態での実現象の再現には不十分であるこ

とから、修正サブレイヤーモデルの改善案を示した。さらに、修正サブレイヤーモデルと多軸応力状態

における実験結果との比較を通してモデルの妥当性を検証した。(3章) 

 

3. 一軸応力状態に対して修正サブレイヤーモデルの巨視的評価手法を提案した。本手法は、無限のレイ

ヤーを有するサブレイヤーモデルを想定し、その微視的変数を積分し、巨視的変数として取り扱うこと

により、サブレイヤーモデルの欠点である多大な計算負荷を低減させる手法である。その結果として、

一軸応力状態に対する巨視的定式化では、巨視的モデルとサブレイヤーモデルの結果が一致することを

示し、解析的に巨視的定式化が可能であることを示した。(4章) 

 

4. 多軸応力状態に対してサブレイヤーモデルの巨視的評価手法の提案を行った。定式化に際して、一軸
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応力状態に対する巨視的定式化とは異なり、解析的に定式化が不可能な箇所が存在することから二つの

近似式を導入することにより多軸応力状態に対する巨視的モデルを構築した。その際に、熱力学の第二

法則と最大塑性散逸の原理といった普遍的な仮説のみを用いて定式化を行い、巨視的モデルの理論的完

成度の高さを証明した。二つの近似式の妥当性を巨視的モデルとサブレイヤーモデルとの比較により検

証し、ひずみ経路によっては、巨視的モデルとサブレイヤーモデルに大きな差異が生じることを明らか

にした。(5章,6章) 

 

5. 巨視的モデルの近似式の精度について検討し、巨視的モデルの修正手法を提案した。その中で、巨視

的定式化の際に用いた微視的諸量に対する近似式が両モデルの差異の原因であるを明らかにし、その近

似式の精度を高める手法の提案を行った。本手法の妥当性はサブレイヤーモデルとの比較により検証し

た。(5章,6章) 

 

6. 巨視的モデルの実用性を考慮し、増分形に整合性を有する接線係数テンソルの導出を行った。また、

シェル要素への適用および多軸応力状態に対する実験結果との比較のために巨視的モデルを平面応力状

態および軸・せん断応力状態へと縮約した。(5,6章) 

 

7. 巨視的モデルを再定式化することによって Bounding surfaceモデルとの類似性を検討した。その中

で、巨視的モデルの二つの係数を導入し、投影応力の方向を再定義することを提案した。係数毎に巨視

的モデルの変化率を検討することによって、巨視的モデルがPrager型Bounding surfaceモデルとPhilip

型 Bounding surfaceモデルと類似性を有していることを明らかにした。さらに、それらをサブレイヤー

モデルと比較することにより金属系材料の実現象の表現には、Prager 型 Bounding surface モデルと類

似した巨視的モデルが最適であることを示した。(5章) 
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＜今後の課題＞ 

 

1. 本論文にて提案された修正サブレイヤーモデルにおいて、材料定数の決定が試行錯誤的に行われてい

ることから、実用性の観点から材料定数を決定する合理的な手法についての検討が必要である。(2 章,3

章) 

 

2. 本論文にて提案された修正サブレイヤーモデルは、一軸および多軸応力状態にて応力振幅の飽和現象

の再現について高精度な再現性を有するが、降伏棚、ラチェッティング、リラクゼーションおよび後続

降伏曲面の変化等を表現することができない。従って、これらの実現象の再現性に対しては、実験結果

の整備も含めて検討が必要である。(2章,3章) 

 

3. 材料構成則は金属系材料以外にもコンクリートや地盤材料等にも適用されていることから金属系材

料以外の巨視的モデルの適用性に対する検討が必要である。(5章) 

 

4. 本論文にて提案された巨視的モデルの修正方法に対する有効性は、数値解析結果を通して検証された

ものの最適であるとは言えず、未だ改良の余地がある。(5章,6章) 
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pp.460-463, Sendai, Miyagi, 2014.4 

 

国内学会・シンポジウム等における発表(査読なし) 

(5) 完全弾塑性体から成るサブレイヤーモデルの多軸応力状態における巨視的評価手法 その１ 

巨視的モデルの定式化 
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Appendix1 サブレイヤーモデルの数値解析結果に対するレイヤー数の影響度 

サブレイヤーモデルの数値解析結果はレイヤーの数に依存する。ここでは、サブレイヤーモデルの

レイヤー数をパラメータとした数値解析結果を実行し、レイヤー数の数値解析結果に対する影響度を

検証する。仮想の座標系 に対する降伏応力分布は、   CABy   / で表されるものとし、各定

数は、A=0.56,B=80 ,C=0と固定するものとする。Fig.A1-1 はレイヤー数をそれぞれ 5,10,20,50,200,1000

としたときの応力ひずみ関係であり、レイヤー数が多くなるにつれて弾塑性遷移過程が滑らかになる

ことが理解され、レイヤー数が 50程度であれば弾塑性遷移過程を滑らかに表現可能であることが分か

る。従って、本論文では、実験結果とサブレイヤーモデルの結果を比較する際には、レイヤー数を 50

と設定している。また、レイヤー数が多くなるにつれて、全レイヤーが降伏するときの応力がある値

に漸近していることが分かる。これは、Fig.A1-2 に示すように、サブレイヤーモデルとしての降伏応

力は全レイヤーの降伏応力の平均として表されるためである。また、定数を適宜、調整することによ

り、全レイヤーが降伏するときの応力を調整することが可能であるが、先に述べたように本付録では

議論の単純化のために定数 A,B ,Cは固定して計算している。さらに、この結果を見ると、200 レイヤ

ー以降はほぼ結果に差異がないことが分かる。従って、サブレイヤーモデルにおけるレイヤー数を 200

とすれば、レイヤー数をほぼ無限と近似可能であるとことが明らかである。以上のことから本論文に

おいて巨視的モデルとサブレイヤーモデルの結果の比較時には、200 レイヤーを持つサブレイヤーモデ

ルを用いている。 
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Appendix2 降伏応力分布関数および他の諸量について 

巨視的モデルにおいて用いる変数 ys , ys , pd を求める。降伏応力分布関数は、仮想の座標系 軸上に

おいて分数関数で表されるものとする。すなわち、降伏応力分布は次のように定義される。 
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B
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  (A2-1) 

ここに CBA ,, は定数である。また、定数C は降伏応力分布の全レイヤー一律の増加を表している。こ

のとき、 ys , ys はその定義から次のように導出される。 
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次に、変数 pd を求める。   I
pyp

I
py ssdss  1 を用いると、 pd は以下のように求められる。 
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なお、 2/1p の時は、式(A2-4)は、分母および分子はともに 0 となるためロピタルの定理を用いる

と、次式のように表される。 
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Appendix3 巨視的モデルの平面応力状態への縮約 

＜各レイヤーの特性＞ 

 ここでは、6章で提案した硬化則を有する巨視的モデルの平面応力状態への縮約を行う。本節で用い

る変数は、6 章にて定義した変数と同一の記号を用いる。平面応力状態の条件は次のように表される。 

            0132333132333   KKK
 (A3-1) 

本項では、  * を三次の正方行列、  * は三次のベクトルを表すものとする。例えば、弾性構成則は式

(A3-1)を用いると、次式のように表される。 

  
 
 
 

   
   
   

        













 pe εεDσ 





























































1212

2222

1111

2

12

22

11

22
2

1
00

01

01

1
p

p

p

v
v

v

v

E
 (A3-2)  

 






















2

1
00

01

01

1 2
v

v

v

v

E
eD  (A3-3) 

本項では、式(A3-2)で示すようにひずみベクトルは、12 成分に 2を乗ずるものとする。式(A3-1)を考慮

すると、6.2.1 項における各レイヤーの特性は以下のように表される。 

等方硬化則：     gp c
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降伏条件式：                  0:
2

3
  I

y
KK

σσσσ  (A3-6) 

塑性流れ則：
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 (A3-7) 

塑性負荷条件：     0   ,     0  ,   0   (A3-8) 

＜巨視的弾性構成則、巨視的応力および巨視的硬化則＞ 

平面応力状態に対する巨視的変数について述べる。巨視的な弾性構成則は、式(A3-2)を全領域におい

て積分すると、巨視的応力 ijs および巨視的塑性ひずみ pije により次式のように表される。 
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ここに、サブレイヤーモデルの性質より   ijij e constant を用いている。続いて、式(6-19)より平均

塑性化応力 
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σs p は次式のようになる。 
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ここに、              σεeDσ pe
precurcur  、 ppp dD 1

2

1
 を用いている。投影応力 ijs は式

(6-21)より次式のようになる。 
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式(6-49)-(6-52)より巨視的移動硬化則および巨視的等方硬化則は次式のようになる。 
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＜巨視的降伏条件および巨視的塑性流れ則＞ 

巨視的降伏条件式および巨視的塑性流れ則について述べる。巨視的降伏条件式および巨視的塑性流

れ則は式(6-48),(6-53)より次式のようになる。 
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ここで、数値解析アルゴリズム構築の関係上、巨視的降伏条件式を次式のように書きなおす。 
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ここに、 pΦ̂ ,Φ
ˆ
は、 pΦ ,Φ と区別を行うための記号であるが、本質的に両者は同一である。さらに、

式(A3-20)を用いると、巨視的塑性流れ則は次式のようになる。 
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ここに ĝ は pΦ̂ ,Φ
ˆ
における巨視的塑性進展パラメータである。従って、式(A3-18),(A3-21)より ĝ と gの

関係は次式のようになる。 
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さらに、式(A3-22)を用いると、巨視的移動硬化則および巨視的等方硬化則は次のように書きなおされ

る。 
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＜数値解析アルゴリズム＞ 

前項で誘導した平面応力状態に対する巨視的モデルの基礎式を用いて数値計算アルゴリズムを構築

する。時刻 t の諸量および 122211 ,, eee tttttt  は既知であり、時刻 tt  における他の諸量を算定する

手順を示す。ここで、時刻 t における諸量は  t
と表し、      

 ttt
とする。また、過去の諸量  pre

についても既知であるとする。基本的な考え方は、Return mapping rule に準じている。降伏応力分布に

よって異なる ys , ys , pD , pd の求め方は、Appendix2 に記す。 

変数 p
tt  の算出：変数 p

tt  の算出は、式(6-23)を p に対して解くことにより行われる。このとき、

過去の微視的応力 σpre を参照点毎に記憶するものとする。 

弾性予測子：増分区間において、塑性化が進展しないもの  pp ee
ttrial  として各巨視的応力の試行値

 trial
を計算する。 s

trial
, ps

trial
, s

trial は次のようになる。 
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 (A3-29) 
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 (A3-31) 

弾塑性判定：降伏条件式の試行値 Φtrial ˆ を用いて弾塑性判定を行う。 

      2
3

1

2

1ˆ It
y

ttrialTttrialtrial ssΦ  K
p

K
p ssPss  (A3-32) 
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0
ˆ
Φtrial

のとき、弾性状態であるので試行値を正解として終了。 

0
ˆ
Φtrial

のとき、塑性変形が生じているので塑性修正子を実行する。 

塑性修正子：増分区間で塑性化が進展していることが明らかとなったので、塑性化を考慮した真の巨

視的応力を求める。時刻 tt  における各巨視的応力は、次式のように表される。 

         p
trial

p
tttttt

eDseeDs ee  
 (A3-33) 
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 (A3-35) 

式(A3-23)-(A3-27)より等方硬化則および移動硬化則は次式のように表される。 
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   (A3-36),(A3-37) 

     gtttt ˆ
1   K

p
K
p ssRs ,      gtttt ˆ

2   K
p

K
ssRs  (A3-38),(A3-39) 

式(A3-21)より塑性流れ則は次式のように表される 

     gtttt ˆ  K
pp ssPe  (A3-40) 

式(A3-38),(A3-40)より K
pss

tttt   が次のように導出される。 
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(A3-41) 

式(A3-41)を整理すると次式が導かれる。 

    K
p

K
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ttrialtttt  
 (A3-42) 

       1ˆ 
 gBIA  (A3-43) 
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p
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  (A3-44) 

ここで、      1,, RPDe の固有ベクトルを求めると次式のようになる。 
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式(A3-45)を用いると      1,, RPDe は次のように直交化できる。 
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従って、式(A3-46)-(A3-48)を用いると、  A は次式のように表される。 
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ここに、  I は三次の単位行列である。  A を展開すると次のようになる。 
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 *A を展開すると次式のようになる。 
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従って、式(A3-52)より  *A の各成分は次式のように表される。 
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式(A3-20)より、時刻 tt  の降伏条件式 Φtt ˆ は次式のようになる。 
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 を展開すると次式が導かれる。 
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(A3-58) 

従って、Newton-Raphson法により、式(A3-55)を ĝ について解き、収斂するまで計算を行う。なお、

微係数についての詳細は割愛する。 

塑 性 ひ ず み 球 の 判 定式 ： こ こ で 、 ggi  と 仮 定 し 、 i
tt

ce
 お よ び ri

tt e を 求 め 、
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ri
tt

ci
tt

p
tt

e
tt eeeΦ   により p

tt e が塑性領域内外どちらに位置するかを判定する。     

0
e

tt Φ のとき、 ggi  , 0 og である。 

0
e

tt Φ のとき、 0 og であるので、 ig および og の真値を求める必要がある。従って、次式

が成り立つ必要がある。 

    0:
3

2
  Itttttttttt

e
tt

e
tt eΦΦ K

p
K

p eeee  (A3-59) 

Ke11 ,
Ke12 ,

Ie は og の関数であるので、式(A3-58)を Newton-Raphson 法を用いて解く。得られた

og , ig を基に各諸量を更新する。 

 以上により、平面応力状態に対する巨視的モデルの定式化が示された。なお、接線係数テンソルに

ついては、軸・せん断応力状態の場合(6.3.5 項参照)と同一であるので詳細は割愛する。 

 

 

 

 

 

 


