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第 1章

序論

この章では複雑ネットワークの研究背景や，本研究に関連する研究の背景および，本研
究の目的と論文の構成について述べる．

1.1 複雑ネットワーク研究の背景
多くの要素から構成される系全体の振る舞いは，要素単独の振る舞いを考慮するだけで
は理解できない場合が多い．近年，要素間の複雑な相互作用を記述し，系全体の振る舞い
や現象を理解しようとする試みとして，複雑ネットワークの分野 [1–6]が注目を集めてい
る．こうした要素 (ノード)と，要素間の相互作用 (リンク)からシステムが構成され，現
象を複雑ネットワークとして捉えることができるものとしてはWWW [7]，インターネッ
ト [8]，代謝物質の反応 [9]，タンパク質の反応 [10]，性的接触 [11]，論文の共著者 [12]，
航空網 [13]，食物網 [14]，携帯電話の通話 [15]など，自然界から社会まで多岐にわたる．
こうして要素間の関係性に注目した，複雑ネットワークを代表する性質の一つとして，1

つのノードが持つリンク数 (次数) の分布がベキ分布に従うという，スケールフリー性が
知られている．

Barabásiと Albertはこのスケールフリー性を生み出す原因が，ノードが新たにリンクを
獲得する確率は次数に比例するという，優先的接続性にあると仮定し BAモデル [16, 17]

を考案した．BAモデルはネットワークにノードを追加し続ける成長モデルである．しか
しノードの素過程として，生成だけではなくノードの消滅やノード同士の結合など，様々
な振る舞いがネットワーク上で実際には観測される．

BAモデル以降，多くのスケールフリー性を持つ複雑ネットワーク生成モデル [17–27]

が考案された．次節でこれらのモデルについて，簡単に紹介を行う．

1.2 優先的成長モデルの数理的背景
BA モデルは，ネットワークの成長と優先的接続という 2 つの効果によって，ネット
ワークのスケールフリー性を生み出すモデルである．BAモデル [16]のアルゴリズムは次



6 第 1章 序論

のようなものである．
BAモデルのアルゴリズム� �

1. 初期状態として，m0 個のノードを用意する．ノード間のリンクの状態は任意
であるが，各ノードは次数 1以上 (ki ≥ 1)を持つ．

2. 各ステップにおいて，リンクを m本持つノードを 1つネットワークに追加す
る．リンクの接続先は，ノード iへ接続する確率を Π(ki) = ki/

∑
j k j とし，m

個のノードを確率的に決定する．
3. ノード数が目的のサイズに達するまで，ステップ (2)を繰り返す．� �

この簡単なモデルにより，次数分布のベキ指数が 3のスケールフリーネットワークが生成
される．上記の BAモデルの特徴としては，まずネットワークにノードを追加し続ける，
成長モデルであるという点である．次に，新たなリンクの接続先をノード iの次数 ki に比
例した確率

Π(ki) =
ki∑
j k j

(1.1)

で決める，優先的接続という概念を用いた点である．
BAモデルはシンプルでありながら，ベキ指数が 3のスケールフリーネットワークしか
生成できないなど，現実のネットワークからかけ離れた点も多かったため，それ以降多く
の複雑ネットワーク生成モデルが考案された．それらのモデルは，ネットワークが成長す
るモデル [17–22, 25–27]と，成長しないモデル [23, 24]に大別することができる．成長す
るモデルとはノード数が変化し (ほとんどの場合単調増加である)，次数分布が定常状態に
達するモデルである．成長しないモデルとは，ノード数が初期状態から変化せず，リンク
数とその状態だけが変化していくモデルである．任意の次数分布に従うネットワークを生
成するコンフィグモデル [23]や，あらかじめノードに割り当てた重みに従って，ノード間
にリンクを張る Gohモデル [24]などが，成長しないモデルの中に含まれる．次項では複
雑ネットワークの成長モデルについて述べていく．

1.2.1 複雑ネットワークの成長モデル

最初の成長モデルである BAモデルは，次数分布のベキ指数が 3のネットワークしか生
成できないモデルであったため，以降考案されたモデルはそのほとんどがベキ指数を変化
させることができる．もちろんこれらのモデルはそれぞれの現象に着目し，現象に即して
考案されたわけであるが，ここではモデルの数理面のみに焦点を当てる．次数分布のベキ
指数をコントロールするために，(i)各事象の生起確率でコントロールするモデルと，(ii)

優先的接続の確率を工夫することでコントロールするモデルが存在する．

各事象の生起確率が変化したモデル
(i) のタイプに属するのは，Albert と Barabási ら自身による拡張 BA モデル [17] であ
る．彼らは次のように BAモデルを拡張した．
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拡張 BAモデルのアルゴリズム� �
1. 初期状態として，m0 個のノードを用意する．ノード間のリンクの状態は任意
である．

2. 各ステップにおいて，次のどれかの操作を行う．
（a）確率 p で m 本 (m ≤ m0) の新しいリンクを追加する．リンクの片方の接

続先のノードはランダムに選び，もう片方の接続先はノード iへ接続する
確率を Π(ki) = (ki + 1)/

∑
j(k j + 1)として，優先的接続を行う．

（b）確率 qで m本のリンクを付け替える．ランダムにノード iとリンク li j を
選択し，そのリンクを取り除く．ノード j′ を優先的接続の確率 Π(k j′ )を
用いて決め，リンク li j′ として付け替える．

（c）確率 1 − p − qで新しいノードを追加し，m本のリンクの接続先を優先的
接続の確率 Π(ki)を用いて決める．

3. 目的のサイズに達するまでステップ (2)を繰り返す．� �
この拡張 BAモデルでは，既存の BAモデルで考慮されているノードの生成以外にも，リ
ンクの生成，リンクの付け替えという事象を考慮し，これらのバランスで次数分布のベキ
指数を変化させることができるようになっている．この拡張 BAモデルでは，次数分布の
ベキ指数は 3 − 2q + (1 − p − q)/m (≥ 2)で決まる．
引用ネットワークのモデル (GNRモデル) [22]では，ネットワーク内に新規に生成した
ノードが確率 1 − r で，ランダムに接続先のノードを選択しリンクを張る．しかし確率 r

で，ランダムに選択したノードではなく，その隣接ノードを選ぶ．これは引用しようと
した論文の，参考文献の論文を引用することに対応している．あるノードが次数 k とな
る確率分布を P(k) とする (これを次数分布と呼ぶ) とき，その隣接ノードの次数分布は
kP(k)/〈k〉で表される．これにより次数 k に比例した事実上の優先的接続を行い，次数分
布のベキ指数を 1 + 1/rと変化させている．
以上のモデルはネットワークにノードを追加し続ける成長モデルである．しかし現実
のネットワークでは，引用ネットワーク [28, 29] における論文数のようにノードが増加
するばかりではなく，WWW [16, 18]でウェブページが削除されるように，ノードが減少
することも考えられる．そこで Mooreらはノードの生成に加え，ノードが消滅するモデ
ル [27]を考案した．

Mooreモデルのアルゴリズム� �
1. 初期状態として，m0 個のノードを用意する．
2. 各ステップで，ネットワークに 1つの新規ノードを追加し，m本のリンクの接
続先を優先的接続 Π(ki) = ki/

∑
j k j によって選択する．

3. ノードの追加と同時に，確率 r (0 ≤ r ≤ 1) でノードを取り除く．取り除く際
には，そのノードが持つリンクも全て取り除く．� �

Mooreらはこのモデルのシミュレーションを行なっただけではなく，マスター方程式を立
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て次数分布の理論解を求めた．
ある時刻 t においてノード数を N，次数 k となるノードの確率分布を P(k, t)とおくと，
次数 kのノード数は NP(k, t)である．1ステップで次数 kのノード数の変化について考慮
すると，

(N + 1 − r)P(k, t + 1) − NP(k, t) = m
(

k − 1
N〈k〉NP(k − 1, t) − k

N〈k〉NP(k, t)
)
+ δk,m

+ r(k + 1)P(k + 1, t) − rkP(k, t) − rP(k, t)
(1.2)

となる．ここで，
∑

j k j = N〈k〉としている．1ステップでノード数 N は，確率 1 − r で 1

つ増加する．右辺一行目の初項は，新規ノードからリンクを接続され k − 1 → k となる
ノード数を表し，第二項は k → k + 1となるノード数，最後の項は次数 mの新規ノードの
増加を表す．右辺二行目の初項は，隣接ノードが消滅し k + 1→ kとなるノード数，第二
項は k → k − 1となるノード数，最後の項は確率 r で選択され除去されるノードをそれぞ
れ表す．式 (1.2)において，r = 0の場合は BAモデルに一致する．また平均次数 〈k〉は時
刻 tで，リンク数の 2倍をノード数で割ることにより，

〈k〉 = 2
(m − r〈k〉)t

(1 − r)t
(1.3)

となり，
〈k〉 = 2m

1 + r
(1.4)

と求まる．
定常状態においては，P(k, t + 1) = P(k, t) = P(k) である．母関数変換を用いて式 (1.2)

のマスター方程式を解くと k → ∞で，

P(k) ∼
 k−(3−r)/(1−r) (r < 1)

k−3/4e−2
√

k (r = 1)
(1.5)

となる．ノードの生成が消滅よりも起こる場合 (r < 1)に次数分布はベキ分布に従い，そ
のベキ指数は (3 − r)(1 − r) (≥ 3)となる．すなわち当然ではあるが，ノードの消滅が起こ
らず生成のみが起こる場合 (r = 0)は，BAモデルと同じくベキ指数が 3に従う次数分布
のネットワークが生成される．しかし，r = 1でノードの生成と消滅が等しく起こる場合
には，ベキ指数は発散し次数分布は拡張指数分布に従う．

Moore らのモデルでは，次数分布のベキ指数は 3 以上の値となる．これはノードの消
滅時に，そのノードが持つリンクが全て消滅し，リンクのもう一方の接続先のハブのリ
ンクが取り除かれやすいからである．したがってノードの消滅を考慮すると，ハブと大
多数のノードの次数の差は広がりにくく，次数分布のベキ指数は大きな値となる．しか
し現実のネットワークでは，次数分布のベキ指数が 3 未満のネットワークも多数存在す
る [7–9, 11, 13, 14]．
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優先的接続の確率が変化したモデル
優先的接続の確率を変えることにより次数分布のベキ指数を変化させるモデルとして
は，Dorogovtsev，Mendes，Samukhinによる DMSモデル [20]が知られている．彼らは
BA モデルの優先的接続の確率を一般化し，Π(ki) = (ki + A)/

∑
j(k j + A) とした．ここで

Aは各ノードの次数に依存しない魅力 (attractiveness)を表し，次数の小さいノードでも新
たなリンクをある程度獲得できるようにしている．このモデルにおいて新規ノードをリ
ンク数 m で生成する場合，ネットワークの次数分布のベキ指数は 3 + A/m で表される．
−m ≤ A < ∞ で調整することで，ベキ指数が 2 以上のネットワークを生成することがで
きる．

Krapivskyらは，優先的接続の確率を Π(ki) ∼ kλ とした，非線形な優先的接続を行う成
長モデルを考案した [19]．当時，優先的接続というのは現実のネットワークから確認され
たわけではなく，成長モデル上の概念に過ぎなかった．それ以降，優先的接続性が確認さ
れた現実のネットワークでも，優先的接続の確率の指数 λ = 1とは限らない．後の章でも
述べるが，現実のネットワークから推定される優先的接続の確率の指数は，論文の共著関
係や俳優の共演関係のネットワークで 0.8 [30]，ニューヨークの服飾業の取引関係ネット
ワークで 1.2 [31]と，λ = 1ではないネットワークもあり様々である．Krapivskyらはモ
デルのマスター方程式を解くことで，次数分布の振る舞いを理論的に解析し，次数分布が
λ < 1で拡張指数分布，k → ∞で漸近的に λ = 1となる場合に指数が 2以上のベキ分布，
λ > 1でほぼ全てのリンクを独占するハブとなるノードが現れることを示した．彼らはこ
れをゾル–ゲル転移になぞらえて，ゲルノードと呼んでいる．
その他の優先的接続の確率が変化したモデルとしては，適応度という概念を導入した適
応度モデル [21]がある．WWWのウェブページや論文の被引用回数など，後から登場し
次数の小さなノードでも，短時間で多くのリンクを獲得することがある．適応度モデルで
はこうした特徴を適応度 ηi という量で表し，新たにリンクを獲得する優先的接続の確率
を，Π(ki) = ηiki/

∑
j η jk j とおく．すなわち新たにリンクを獲得する確率は，ノードの次数

と適応度の積に比例する．適応度モデルでは，次数分布は各ノードに与えられる適応度 ηi

の分布に依存し，必ずしもスケールフリーネットワークが生成されるとは限らない．

1.3 凝集現象の数理的背景
本節ではモデルの構築に必要な凝集現象の数理と，その研究背景について述べる．ベキ
分布が観測される現象や，その背景に潜むメカニズムと数理構造について述べる．

1.3.1 粒子の注入・凝集現象

ベキ分布が観測される現象は多数知られているが，そのうちの一つに凝集現象 [32–37]

がある．ミルクをかき混ぜるとやがてクリームになるように，粒子同士が凝集してサイズ
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の大きなクラスターになる凝集現象の研究は，天体物理学 [38]や雲の物理 [39]，高分子
重合 [40]など様々な分野で行われてきた．凝集現象ではクラスターの形状のフラクタル
性などとともに，クラスターのサイズ分布について議論される．ここで言うサイズとは，
クラスターの質量のことである．特にサイズ iとサイズ jのクラスター同士が凝集する確
率 K(i, j)と，サイズ分布の関係性について議論され，コロイドやエアロゾルの粒子が凝集
して作るクラスターのサイズ分布はベキ分布に従うことが多い．

スモルコフスキー方程式
スモルコフスキー方程式 [41] は非可逆な凝集現象を表すのに使われる方程式である．
もちろんクラスターの分裂という逆反応が起こることもあるが，ここで議論するのはこの
ような逆反応が無視できるタイムスケールにおいてである．サイズ k (k = 1, 2, . . . ) の粒
子の濃度を ck(t)とするとき，最も基本的な場合のスモルコフスキー方程式は

ċk(t) =
1
2

∑
i+ j=k

K(i, j)ci(t)c j(t) − ck(t)
∞∑
j=1

K(k, j)c j(t) (1.6)

と記述される．K(i, j)はサイズ iのクラスターと，サイズ jのクラスターが凝集する確率
を表す．ここで右辺の初項はサイズが kになるクラスター同士の凝集を表し，第二項はサ
イズが kのクラスターとの凝集を表す．
この方程式は空間座標が含まれておらず，平均場近似の式であり，空間的に一様な系に
対して適用される．空間的な阻害要素が存在する場合には通常，凝集確率 K(i, j) にこう
した要素が考慮されて組み込まれる [42]．系への注入や散逸，沈殿の有無などで，方程
式 (1.6)はまた変化し，注入項や散逸項などを伴う [43–45]．
既存の凝集現象でよく考慮される凝集確率 K(i, j)は，次のような性質を満たす [46,47]．

K(ai, a j) = aλK(i, j) = aλK( j, i), (1.7)

K(i, j) ' iµ jν + iν jµ ∼ iµ jν (i � j, λ = µ + ν). (1.8)

最初の性質はサイズ i, jに関して可換，かつ同次であるということである．次の性質は凝
集確率 K(i, j) が，サイズ i の µ 乗とサイズ j の ν 乗の積に比例するというものであり，
van Dongenら [46]は µの値によって µ > 0でクラス I，µ = 0でクラス II，µ < 0でクラ
ス IIIと凝集現象の分類を行なった．凝集過程はクラスター同士が反応するまでの時間が
支配的 (反応律速凝集)か，クラスターが拡散するまでの時間が支配的 (拡散律速凝集)か
で，その性質が異なる．クラス Iでは大きなサイズの粒子同士の凝集が支配的であり，高
分子重合などに代表される，反応律速凝集がこのクラスに含まれる．クラス IIIでは小さ
なサイズの粒子と大きなサイズの粒子の凝集が支配的であり，エアロゾルなどの拡散律速
凝集がこのクラスに含まれる．クラス IIでは，凝集する粒子のサイズは無相関である．
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空間構造を考慮した注入・凝集モデル
スモルコフスキー方程式は空間座標を含まない方程式である．そこで高安ら [48]は空
間座標を導入した注入・凝集のモデルを導入した．このモデルは

ci(t + 1) =
∑

j

wi j(t)c j(t) + I(i, t) (1.9)

で表され，時刻 t におけるサイト i の粒子の質量 ci(t) について考慮する．式 (1.9) の wi j

は，サイト jから iへと遷移する粒子の割合を表し，I(i, t)はサイト iへの注入を表す．数
理モデルのシミュレーションや理論解析などから，系への小さな粒子の注入とこれらの粒
子の凝集のバランスが釣り合うことで定常状態に達し，ベキ分布に従うサイズ分布が生成
される [48–52]ことがわかってきた．

1.3.2 指数分布と指数関数

凝集現象の他にベキ分布が観測される数理構造として，指数分布と指数関数の組み合わ
せが挙げられる．ある変数 xと yが，

P(≥ x) = e−αx (1.10)

y = y0eβx (1.11)

という関係にあるとする．すなわち変数 xは指数分布に従い，変数 yは xに対して指数関
数的に増加する．このとき 2 番目の式より x = 1

β
log

(
y
y0

)
は単調増加関数であるので，1

番目の式にこれを代入すると，

P(≥ y) = e
− αβ log

(
y

y0

)
=

(
y
y0

)− αβ
(1.12)

と変数 yはベキ分布に従う．つまり，指数分布に従う変数を変数変換することにより，ベ
キ分布に従う変数を作り出すことができる．

1.4 目的と構成
BAモデルやその他のネットワーク生成モデルは，そのほとんどがネットワークにノー
ドを追加し，ネットワークのノード数が単調増加するモデルである．またこれらのモデル
では，ノードの平均的な次数が時刻 t に対してベキ関数的に増加する [16, 17, 20, 21]こと
が知られており，ノードの次数が指数関数的に成長するような場合を再現することはでき
ない．Mooreのモデルでは，BAモデルのノードの生成に加えノードの消滅を考慮してお
り，ネットワークのノード数が単調増加するわけではない点で，BAモデルよりも応用範
囲が広い．しかしノードの生成，消滅だけでは次数分布のベキ指数が 3以上のネットワー
クしか生成されず，しかもベキ指数が 3のときはMooreモデルは BAモデルに一致する．
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また，これらのモデルでは次数に線形比例する優先的接続を行うが，現実のネットワーク
では優先的接続の指数が 1であるとは限らない．
本論文ではこのような背景を踏まえ，ノード数が変化し次数が指数関数的に成長する，
複雑ネットワークの成長モデルを構築する．成長モデル構築の際には，ノードの凝集をモ
デルに取り入れ，非線形な優先的接続を行うことで，複雑ネットワークの新しい一般的成
長モデルを提案する．構築した成長モデルのモンテカルロシミュレーションを行い，パラ
メータを変化させることでモデルの振る舞いを調べる．のみならず 1ステップでのノード
数の遷移確率を考え，マスター方程式を立てて解くことにより，モデルの振る舞いを定量
的に調べる．モデルのマスター方程式は，ノードの凝集について着目すると，凝集現象を
記述するスモルコフスキー方程式とみなすことができる．
また構築した複雑ネットワークの成長モデルを，現実のネットワークに応用する．モデ
ルを応用する対象として，日本企業約 100 万社から成る取引ネットワークを構築し，こ
のネットワークの統計的性質をデータ解析より得る．提案した成長モデルが，現実のネッ
トワークの統計的性質を再現できるか確認し，モデルの妥当性を検証する．本研究で構築
したモデルは物理的にミニマルなモデルであり，当然のことながらそのまま企業という現
実のネットワークに適用するには不十分である．現実の企業間取引ネットワークにはノー
ドの生成や消滅に留まらず，取引先の変更や分社化など様々な要素が混在し，そうした要
素もモデルを現実のネットワークに応用するには取り込んでいかなければならない．企業
間取引ネットワークでは直接の取引相手だけではなく，取引相手がさらにどこと取引を行
なっているかという，取引相手の取引相手も重要である．これはネットワークで言うと，
2リンクの関係に当たる．そこで企業間取引ネットワークの 2リンクの構造を解析し，観
測された性質を再現するために，構築したモデルの改良を行う．
本論文の構成は次のようになる．まず 2章で，ノードの凝集を考慮し，非線形な優先的
接続を用いた，複雑ネットワークの一般的成長モデルの構築を行う．2章では，このモデ
ルの線形な優先的接続を行う場合について，モデルのマスター方程式を導出し，その解を
求めシミュレーションを行うことで，モデルの統計的性質について詳しく調べる．3章で
は，成長モデルを現実のネットワークに応用することを試みる．応用例として，企業間取
引ネットワークに着目する．用いる企業データと企業間取引ネットワークについて説明
し，その統計的性質を調べる．その後に一般的成長モデルが，あるパラメータ下で観測さ
れた企業間取引ネットワークの統計的性質を，再現できることを確認する．またモデルの
再現度を高めるために，企業間取引ネットワークの 2リンク構造について解析を行い，2

リンク構造を再現するようなモデルの改良を行う．4章では本論文のまとめと今後の課題
について述べる．
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第 2章

ノードの凝集を考慮した一般的成長
モデルの構築

本章では，ノードの凝集効果を考慮し，非線形な優先的接続を用いた，複雑ネットワー
クの一般的な成長モデルの構築を行う．構築した成長モデルのシミュレーションを行い，
パラメータを変化させてモデルの性質について調べる．また成長モデルの 1ステップでの
次数の変化を考慮し，ノード数についてのマスター方程式を立てて解くことで，モデルの
性質を定量的に調べる．

2.1 ノードの凝集を考慮した一般的成長モデルの構築
本節では複雑ネットワークの成長モデルの構築を行う [53–56]．既存の BAモデルで考
慮されているノードの追加，Mooreモデルで考慮されているノードの消滅に加えて，本研
究ではノードの凝集を考慮して成長モデルを構築する．既存の成長モデルでは，ノードが
リンクを得る際に 1本ずつしか得ることができない．ある程度の数のリンクを一度にまと
めて得ることができるようにすることで，ノードの指数関数的な成長が可能になると考え
られる．また，優先的接続を次数に線形比例した確率で行うのではなく，非線形性を取り
入れることで，既存のモデルよりも様々な現象が観測されるようにする．
いま成長モデルを構成する素過程としてノードの消滅，追加，凝集について考慮する．
この概念図を図 2.1に示す．成長モデルのアルゴリズムを次のように導入し，モデルを構
築する．
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図 2.1 成長モデルを構成するノードの素過程．BAモデルで考慮されるノードの生成
(Creation)，Moore モデルで考慮されるノードの消滅 (Annihilation) に加え，本研究で
は新たにノードの凝集 (Coagulation)について考慮する．

提案する成長モデルのアルゴリズム� �
1. 初期状態として，N0 個のノードを用意する．このとき，ノード間のリンクの
状態は任意である．

2. 各ステップにおいて，次のどれかの操作を確率的に行う．
（a）確率 a でノードの消滅を行う．ランダムに選択したノードを 1 つ取り除

き，ノードに付随するリンクも全て取り除く．
（b）確率 bでノードの追加を行う．入出次数が 1(kin = kout = 1)の新規ノード

を 1つネットワークに追加し，新規ノードから出るリンクの接続先 (つま
り既存ノードは入るリンクを受け取る) を確率 Π(ki,in) で，新規ノードに
入るリンクの接続先 (既存ノードは出るリンクを受け取る)を確率 Π(ki,out)

で優先的に選択する．
（c）確率 c でノードの凝集を行う．ランダムに選択したノードを 1 つ取り除

き，付随するリンクは全て確率 Π(ki,in, ki,out)で優先的に選択したノードに
付け替える．リンクの付け替え先にリンクが既に存在し重複する場合に
は，2本をまとめて 1本のリンクとする．

3. ネットワークにおけるノードの平均次数 〈k〉が定常状態に達するまで，手順 2

を繰り返す．� �
ここで，Π(ki,in),Π(ki,out),Π(ki,in, ki,out)は次の式によってそれぞれ定義される，優先的接続
の確率である．

Πb(ki,in) =
ki,in

λb + A∑
j

(
k j,in

λb + A
) , (2.1)

Πb(ki,out) =
ki,out

λb + A∑
j

(
k j,out

λb + A
) , (2.2)

Πc(ki,in, ki,out) =
ki,in

λc + ki,out
λc + A∑

j

(
k j,in

λc + k j,out
λc + A

) . (2.3)

現実のネットワークでは，常に次数に線形比例した優先的接続の確率を持つ (すなわち
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図 2.2 成長モデルのフローチャート．

λb = λc = 1)とは限らないため，上式では非線形な優先的接続の確率を採用している．ま
たノードの生成時の優先的接続の確率の指数を λb，凝集時の優先的接続の確率の指数を
λc とし，ノードの生成時と凝集時で異なる指数を持つ．優先的接続の確率を +Aした値に
比例させているのは，ノードの消滅時にリンクを除去することにより，次数が 0のノード
も存在しうるからである．こうした次数 0のノードでも，次数に依存しない値 Aに比例
した確率で，リンクを得ることができるようにしている．
以上のアルゴリズムをフローチャートとして図 2.2に示す．この成長モデルにおいて，

1ステップでノードの消滅，生成，凝集のいずれかは行われることから a + b + c = 1であ
り，消滅時と凝集時にノード数は 1 つ減少し，生成時にノード数は 1 つ増加する．した
がって b = a+ c = 0.5の時に，ネットワークの平均ノード数が一定となる準定常状態が実
現される．それ以外の状態では b > 0.5でノード数は増加し続け，b < 0.5でノード数は減
少し続ける．
次に，この一般的成長モデルのマスター方程式を導出する．入次数についてマスター方
程式を立てるが，いまモデルの入出リンクに対して対称性があるため，出次数についても
全く同じ方程式となる．時刻 tで入次数が kとなる確率を P(k, t)とおき，時刻 tから t + 1

に変化する際の，入次数 kのノード数 NP(k, t)の変化について考える．モデルのマスター
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方程式は次のようになる．

(N + 2b − 1)P(k, t + 1) − NP(k, t) = a
[
k + 1

N
NP(k + 1, t) −

(
k
N
+

1
N

)
NP(k, t)

]
+ b

 (k − 1)λb + A∑
j

(
kλb

j + A
) NP(k − 1, t) − kλb + A∑

j

(
kλb

j + A
)NP(k, t) + δk,1


+ c

 k∑
k′=0

P(k − k′, t)
2k′λc + A∑
j

(
2kλc

j + A
)NP(k′, t) −

∞∑
k′=0

P(k, t)
2k′λc + A∑
j

(
2kλc

j + A
)NP(k′, t)

−
∞∑

k′=0

P(k′, t)
2kλc + A∑
j

(
2kλc

j + A
)NP(k, t)

 . (2.4)

ここで左辺は，入次数 kとなるノード数の変化を表す．確率 bのノードの生成時にノード
数は 1増え，それ以外でノード数は 1減る．時刻 tにおいてノード数が N とすると，1ス
テップでノード数は b− (1− b) = 2b− 1増えるので，時刻 t+ 1ではノード数が N + 2b− 1

となる．右辺はそれらの変化が，ノードの消滅 (第一項)，生成 (第二項)，凝集 (第三項)の
どの事象によってもたらされるか，次数の遷移確率を表している．それぞれの項について
説明していく．
ノードの消滅の際には，確率 1/N で次数 k のノードが倒産 (k → 0)，確率 k/N で隣接
ノードが倒産し次数が減る (k → k − 1)，確率 (k + 1)/N で隣接ノードが倒産し次数が減る
(k+1→ k)という 3つの場合が考えられる．ここでカッコ内はその際の次数の変化を表す．
ノードの生成の際には，優先的接続により確率

[
(k − 1)λb + A

]
/
∑

j

(
kλb

j + A
)
で新規ノード

からリンクを受け取る (k − 1 → k)，同じく優先的接続により確率
(
kλb + A

)
/
∑

j

(
kλb

j + A
)

で新規ノードからリンクを受け取る (k → k + 1)，新規ノードにより次数 1のノードが生
成されるという，こちらも 3 つの場合が考えられる．ノードの凝集の際には，次数 k の
ノードが消滅して次数 k′ のノードと凝集する，次数 k′ のノードが消滅して次数 kのノー
ドと凝集する，次数 k − k′ のノードと次数 k′ のノードが凝集するという，3 つの場合が
考えられる．凝集の際には総次数 (入次数と出次数の和)に比例した優先的接続を行うが，
これを入次数の 2倍に比例するものと仮定する．するとそれぞれの場合が起こる確率は，
P(k, t) 2k′λc+A∑

j

(
2kλcj +A

) , P(k′, t) 2kλc+A∑
j

(
2kλcj +A

) , P(k − k′, t) 2k′λc+A∑
j

(
2kλcj +A

) となる．
ノードの凝集でリンクを張り替える際に，リンクが重複する場合は 2本のリンクをまと
めて 1本とするが，ここではリンクをまとめる確率を無視してマスター方程式を立てる．
本来，和を取る際の k′ = 0や k′ = kでは，次数が変化しないので式の中に含まれないが，
ここでは計算の為に含めている．結局，項同士で相殺しているので，結果には影響ない．
ここで畳み込みの項がサイズが kになる粒子同士の凝集を表し，その他の和を取っている
項はサイズが k から外れる粒子の凝集を表す．したがって方程式 (2.4)は，粒子の凝集現
象を記述するのに使われるスモルコフスキー方程式と同等であり，スモルコフスキー方程
式にさらに系への注入，消滅 (ノードの生成，消滅)を考慮した方程式となっている．以上
が，構築した一般的な成長モデルのマスター方程式である．
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2.2 既存の成長モデルとの対応関係
前節で構築したモデルのパラメータを整理しておく．まずノード数の増減を決め，ネッ
トワークが成長するか衰退するかを決める，ノードの生成確率 bが存在する．次にノード
の凝集と消滅の割合を決める，ノードの凝集確率 cが存在する．生成確率 cと凝集確率 b

を決めることで，消滅確率 aは 1 − b − cで一意に決まる．また優先的接続の線形，非線
形性を決める指数 λb, λc が存在する．λb, λc = 0では接続先が次数に比例せずランダムに
なり，λb, λc が大きな値を取ることで，次数の大きなノードほど新たにリンクを受け取る
確率が高くなる，非線形性の強い優先的接続になる．優先的接続に関しては，次数に依存
しない値である，魅力度 Aというパラメータも存在する．そして，ネットワークのサイズ
に関わる，初期ノード数 N0 が存在する．
構築したモデルは，様々な場合を含む一般的な成長モデルであり，パラメータが特定の
値を取ることで，既存の成長モデルに一致する．すなわち b = λb = λc = 1, a = c = A = 0

で BA モデルに一致し，λb = λc = 1, c = A = 0 で Moore モデルに一致する．さらに
λb = λc = 0, a = c = 0ではランダムグラフに一致する．Mooreモデルではノードの生成
に対する消滅の割合が r として表されるので，本研究のモデルでは a/bが Mooreモデル
の rに相当する．
本章ではまず λb = λc = 1とした，線形な優先的接続を行う成長モデルの場合について，

BAモデル，Mooreモデルとの対応関係や，パラメータ N0, c, bの影響について調べる．

2.3 線形な優先的成長モデルの統計的性質
本節では一般的成長モデルのシミュレーションを，優先的接続の指数 λb, λc = 1として
固定し，それ以外の様々なパラメータの値を変化させて行う．まず成長モデルが特定のパ
ラメータ下で，既存の BAモデルと Mooreモデルに一致することを確認する．次に，平
均ノード数が一定の場合の時間発展について調べ，その後にパラメータ依存性について確
認する．成長モデルにおいて，入次数と出次数に対する操作は同じなので，入次数と出次
数は同じ挙動を示す．したがってどちらを観測しても問題なく，以降は主に入次数につい
て観測していく．

2.3.1 BAモデルに一致する場合 (b = 1, c = 0, A = 0)

まず b = 1, c = 0, A = 0として，ノードの生成のみが起こる場合について考え，本研究
の成長モデルが BAモデルに一致することを確認する．このときモデルのマスター方程式
は，式 (2.4)より次のようになる．

(N + 1)P(k, t + 1) − NP(k, t) =
k − 1∑

j k j
NP(k − 1, t) − k∑

j k j
NP(k, t) + δk,1. (2.5)
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図 2.3 モデルが BAモデルに一致する場合の累積入次数分布．

成長モデルでは，新規ノードの入出次数を 1(kin = kout = 1)としているので，
∑

j k j = 2N

となる．したがって定常状態においては，

P(k) ' k − 1
k + 2

P(k − 1)

∼ k−3
(2.6)

となり，指数 3のベキ分布に従う．
この結果を確認するために，初期ノード数 N0 = 5，シミュレーション時間 T = 2 × 105

として，モデルのシミュレーションを行う．このとき毎ステップで，ネットワークに新た
にノードが追加されるので，シミュレーション終了時のノード数 N は N = 2.0 × 105 と
なっている．図 2.3にシミュレーション結果の累積次数分布を示す．BAモデルでは指数
3の次数分布を持つので，累積では指数 2となり図 2.3のフィッティングのようになる．
前述のパラメータの成長モデルで，BAモデルの結果を再現出来ていることがわかる．

2.3.2 Mooreモデルに一致する場合 (c = 0, A = 0)

次に c = 0, A = 0として，ノードの生成，消滅が起こる場合について考え，本研究の成
長モデルが Mooreモデルに一致することを確認する．このときモデルのマスター方程式
は，式 (2.4)より次のようになる．

(N + 2b − 1)P(k, t + 1) − NP(k, t) = (1 − b)
[
k + 1

N
NP(k + 1, t) −

(
k
N
+

1
N

)
NP(k, t)

]
+ b

[
k − 1∑

j k j
NP(k − 1, t) − k∑

j k j
NP(k, t) + δk,1

]
.

(2.7)
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図 2.4 モデルがMooreモデルに一致する場合の入次数分布．フィッティングは式 (2.8)による．

式 (1.2)との右辺の比較により，(1− b)/bがMooreモデルの rに対応していることがわか
るので，このときの解は

P(k) ∼
 k−(4− 1

b )/(2− 1
b ) (b > 0.5)

k−3/4e−2
√

k (b = 0.5)
(2.8)

となる．b = 1のときは，前項の BAモデルに一致する．
次に成長モデルのシミュレーションを行い，この結果を確認する．シミュレーション時
間 T = 2 × 105 としてモデルのシミュレーションを行うが，ノードの生成確率 b(消滅確率
a)がパラメータごとに異なるので，シミュレーション終了時のノード数 N はそれぞれの
パラメータで異なる．ノード数 N は平均で，

N = N0 + (2b − 1)T (2.9)

に従う．初期ノード数 N0 は，ノードの生成確率 b = 1, 0.9, 0.8で N0 = 5，b = 0.7, 0.6で
N0 = 10，b = 0.5で N0 = 104 である．b = 0.5ではノードの生成と消滅が釣り合うので，
この場合の初期ノード数だけは多くしなければならない．生成確率 b > 0.5では，ノード
の生成回数が消滅回数を上回るので，ノード数は増加する．
シミュレーションによる次数分布を図 2.4に示す．b = 1では BAモデルに一致するの
で，前項と同じ次数分布を示す．ノードの消滅が生成に対して増加するとともに，隣接
ノードが除去されることでハブのリンクも除去されるので，ハブの次数は減少する．す
なわちベキ指数は増加していくことがわかる．また式 (2.8)によるフィッティングが，シ
ミュレーション結果と一致している．c = 0, A = 0 というパラメータでの成長モデルで，
Mooreモデルの結果を再現出来ていることがわかる．
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2.3.3 ノードの消滅と生成が起こる場合 (b = 0.5, c = 0, A = 1)

本項では，ノードの消滅と生成が起こる場合 (b = 0.5, c = 0, A = 1)について考慮する．
これはMooreモデルにおける b = 0.5の場合とほぼ同じであるが，成長モデルにおいて凝
集を考慮する場合の，前段階として重要である．
このパラメータでの成長モデルのマスター方程式は，式 (2.4)より次のようになる．

2N (P(k, t + 1) − P(k, t)) =
k + 1

N
NP(k + 1, t) −

(
k
N
+

1
N

)
NP(k, t)

+
k∑

j(k j + 1)
NP(k − 1, t) − k + 1∑

j(k j + 1)
NP(k, t) + δk,1.

(2.10)

式 (2.10)に，k j = 〈k〉 = 1を代入する *1．定常状態において，左辺の値は 0となる．以上
より式 (2.10)を整理すると，

kP(k − 1) − 3(k + 1)P(k) + 2(k + 1)P(k + 1) + 2δk,1 = 0. (2.11)

これを母関数変換 (φ(z) =
∑

k P(k)zk)を行うことにより解く．式 (2.11)の両辺に，zk をか
けて kについて和を取ると，(

z2 dφ
dz
+ zφ

)
− 3

(
z

dφ
dz
+ φ

)
+ 2

dφ
dz
+ 2z = 0, (2.12)

(1 − z)(2 − z)
dφ
dz
− (3 − z)φ + 2z = 0 (2.13)

となる．両辺に (1 − z)/(2 − z)2 をかけてこれを解くと，

φ(z) =
2(2 − z)
(1 − z)2

[
z − 3 +

2
2 − z

+ 3 log(2 − z)
]

(2.14)

と φ(z)を求めることができる．あとはこれをテイラー展開すれば良く，k ≥ 1で

P(k) = 6

(k + 2)
∞∑

m=k+1

2−m

m
− 2−k


∼ 2−k

k + 1

(2.15)

となる．
b = 0.5, c = 0, A = 1としてモデルのシミュレーションを行なった結果と，式 (2.15)の
解を，図 2.5に片対数プロットで示す．シミュレーションでは次数分布は指数関数的に減
衰するが，理論解でもそうなっていることがわかる．

*1 これについては「平均次数の時間発展」という項で説明する．
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図 2.5 モデルのシミュレーション結果 (青)とマスター方程式の理論解 (黒)．

2.3.4 ノードの凝集と生成が起こる場合 (b = c = 0.5, A = 1)

本項では，ノードの消滅と生成が起こる場合 (b = c = 0.5, A = 1)について考慮する．こ
のパラメータでの成長モデルのマスター方程式は，式 (2.4)より次のようになる．

2N (P(k, t + 1) − P(k, t)) =
k∑

j(k j + 1)
NP(k − 1, t) − k + 1∑

j(k j + 1)
NP(k, t) + δk,1

−
∞∑

k′=0

P(k, t)
2k′ + 1∑
j(2k j + 1)

NP(k′, t) −
∞∑

k′=0

P(k′, t)
2k + 1∑
j(2k j + 1)

NP(k, t)

+

k∑
k′=0

P(k − k′, t)
2k′ + 1∑
j(2k j + 1)

NP(k′, t).

(2.16)

k j = 〈k〉とし，k � 1として定常状態について考えると，

kP(k − 1) − (k + 1)P(k)
〈k〉 + 1

+
2

2〈k〉 + 1

 k∑
k′=0

k′P(k′)P(k − k′) −
∞∑

k′=0

(k + k′)P(k′)P(k)

 = 0 (2.17)

となる．スモルコフスキー方程式で理論解を得ることができるのは，凝集確率が
1, k1k2, k1 + k2 に線形比例する時のみなので，凝集項に関して次のように式の対称化
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を行う．

2

 k∑
k′=0

k′P(k′)P(k − k′) −
∞∑

k′=0

(k + k′)P(k′)P(k)


=

∑
k1+k2=k

k1P(k1)P(k2) +
∑

k1+k2=k

k2P(k1)P(k2) −
∞∑

k1=0

(k + k1)P(k1)P(k) −
∞∑

k2=0

(k + k2)P(k2)P(k)

=
∑

k1+k2=k

(k1 + k2)P(k1)P(k2) −
∞∑

k1=0

(k + k1)P(k1)P(k) −
∞∑

k2=0

(k + k2)P(k2)P(k)

(2.18)

さらに次数 kが k � 1で連続であるとみなすことにより，式 (2.17)は

kP(k − 1) − (k + 1)P(k)
〈k〉 + 1

+

∫ ∞

0
dk1dk2 [K(k1, k2)P(k1)P(k2)δ(k − k1 − k2)

−K(k1, k)P(k1)P(k)δ(k2 − k − k1) − K(k, k2)P(k)P(k2)δ(k1 − k2 − k)] = 0 (2.19)

と表せる．ただし，
K(k1, k2) =

k1 + k2

2〈k〉 + 1
(2.20)

であり，凝集確率を両クラスターの和に比例させている．
この式に P(k) = Ck−x を代入し，積分項の 2番目と 3番目の項に対して，それぞれ次の

Zakharov変換 [57]と呼ばれる変数変換を行う．

(k1, k2)→
(

kk′1
k′2
,

k2

k′2

)
, (2.21)

(k1, k2)→
(

k2

k′1
,

kk′2
k′1

)
. (2.22)

すると 2番目の積分項について式 (2.21)より，∫ ∞

0
dk1dk2K(k1, k)P(k)P(k1)δ(k2 − k − k1)

=C2
∫ ∞

0
dk1dk2K(k1, k2)

(
k
k2

)3−2x

(k1k2)−xδ(k − k1 − k2).
(2.23)

3番目の積分項について式 (2.22)より，∫ ∞

0
dk1dk2K(k, k2)P(k)P(k2)δ(k1 − k2 − k)

=C2
∫ ∞

0
dk1dk2K(k1, k2)

(
k
k1

)3−2x

(k1k2)−xδ(k − k1 − k2).
(2.24)

またノードの生成を表す項については，

kP(k − 1) − (k + 1)P(k) = C(x − 1)k−x (2.25)
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図 2.6 モデルのシミュレーション結果 (青)とマスター方程式の理論解 (黒)．

となる．したがって式 (2.19)は，

C(x − 1)k−x

〈k〉 + 1
+C2k3−2x

∫ ∞

0
dk1dk2K(k1, k2)(k1k2)−x

(
k2x−3 − k2x−3

1 − k2x−3
2

)
δ(k − k1 − k2) = 0

(2.26)

と計算できる．ここで式 (2.26)の積分は x = 2のときに値が 0になる．それと同時に kの
ベキ指数は，ノードの生成の項が 2，凝集の項が 1なので，凝集項が支配的であると言う
ことができる．
以上から P(k) ∼ k−2 であることがわかった．b = c = 0.5 としてモデルのシミュレー
ションを行なった結果と，解として得られた指数 2のベキ分布の累積分布関数 (累積では
指数が 1)を，図 2.6に両対数プロットで示す．累積次数分布は理論解と同じく，傾き 1の
ベキ分布に従うことがわかる．マスター方程式を解く際に，リンクをまとめる確率を考慮
しておらず，平均次数 〈k〉も与えていないが，次数分布のベキ指数はそれらの要素に依存
せず決まる．

2.3.5 平均ノード数が一定の場合 (b = 0.5, A = 1)

前項まで，ノードの消滅と生成が起こる場合 (b = 0.5, c = 0, A = 1)と，ノードの凝集と
生成が起こる場合 (b = c = 0.5, A = 1)について，理論的にマスター方程式を解き，シミュ
レーション結果を示した．これらはモデルの両極端な場合であり，ノードの消滅と凝集の
割合が変化することで，モデルは複雑な振る舞いを見せる．そこで本項では平均ノード数
が一定の場合 b = 0.5について考え，凝集確率 cを [0,0.5]で変化させることで，成長モデ
ルの振る舞いを調べる．
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図 2.7 ノードの初期状態．
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図 2.8 シミュレーション結果の時系列．(左) 平均入次数の時系列．孤立したノード
(青)と完全グラフ (赤)からシミュレーションを開始した結果を示す．(右)ノード数の
時系列．ここでは孤立したノード (青)の結果を示しているが，乱数が同じならば完全
グラフでも同一の結果を示す．

ノードの消滅，生成，凝集が起こる場合 (b = 0.5, c = 0.3, A = 1)

まず，ノードの凝集を考慮した線形な優先的成長モデルの振る舞いを一例として知る
ために，ノードの消滅確率 a = 0.2，生成確率 b = 0.5，凝集確率 c = 0.3，初期ノード数
N0 = 105，シミュレーション時間 T = 107 として，成長モデルのシミュレーションを行
なった結果を示す．いま，ノードの初期状態としては図 2.7の孤立したノードの状態と，
完全グラフを用意した．
まず平均入次数の時系列とノード数の時系列を，図 2.8 に示す．平均次数の時系列は
孤立したノードでは 0 から増加して，完全グラフでは初期ノード数が 105 なので 105 か
ら減少して，同一値に収束する．収束値の大きさに関しては，本項で後ほど議論する．
ノード数 N の時系列は，いまノード数が増加・減少する確率がどちらも 0.5 なので単純
ランダムウォークに従う．しかし，初期ノード数 N0 がシミュレーション時間 T に対して
N0 �

√
T なので，N はシミュレーションを通じてほぼ一定となる．ノード数の時系列は

シミュレーション時に乱数を固定すれば，リンクの初期状態には依存しない．
図 2.9はネットワークのノードの年齡分布である．ノードの年齡 τi は，ノードがネット
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図 2.9 ノードの累積年齡分布．
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図 2.10 ノードの年齡と平均入次数 (青)，平均出次数 (赤)の関係．点線のフィッティ
ングは指数 2.3 × 10−6 の指数関数を示す．

ワークに追加された時刻を ti とすると，

τi = T − ti (2.27)

で定義される．ノード数の時系列同様，ノードの年齡分布はリンクの初期状態に依存しな
い．Mooreモデルや本研究の成長モデルでは，ノードの消滅を次数に関係なくランダムに
行なっているので，年齡分布は指数分布に従う．この指数分布の指数についても本項で，
後ほど定量的に求める．
次にノードの年齡と次数の関係を図 2.10に片対数プロットで示す．これは年齡が同じ
ノードに対して平均次数を計算したものであり，平均次数は年齡に対して指数関数的に増
加する．また入次数と出次数の成長率について，ほとんどその差異は見られない．指数関
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図 2.11 孤立ノードからシミュレーションを開始した入次数分布．それぞれ t =
105(青)，t = 5 × 105(赤)，t = 106(緑)，t = 5 × 106(水色)，t = 107(紫)での累積入次数分
布を示す．点線は累積で指数が 1.3のベキ分布．
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図 2.12 完全グラフからシミュレーションを開始した入次数分布．それぞれ t =
106(青)，t = 1.5 × 106(赤)，t = 2 × 106(緑)，t = 3 × 106(水色)，t = 107(紫)での累積入
次数分布を示す．点線は累積で指数が 1.3のベキ分布．

数でプロットをフィッティングすると指数が 2.32 × 10−6 となるので，10,000ステップ後
に次数はおよそ 1.02倍になる．
最後に孤立したノードからシミュレーションを開始した入次数分布と，完全グラフから
シミュレーションを開始した入次数分布を，それぞれ図 2.11と図 2.12に示す．どちらも
累積で指数 1.3のベキ分布に収束するが，定常状態に至るまでの過程が異なる．孤立した
ノードからシミュレーションを開始すると，ベキ分布のテイルが伸びていき，ハブが成長
することでスケールフリーネットワークが達成される．一方，完全グラフからシミュレー
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図 2.13 凝集確率 c を変化させた場合のシミュレーション結果．(左上) 平均入次数
の時系列．(右上) ノードの年齡分布．(左下) ノードの年齡と平均入次数の関係．(右
下) ノードの累積入次数分布．c = 0.5(青)，c = 0.4(赤)，c = 0.3(緑)，c = 0.2(水色)，
c = 0.1(紫)，c = 0(朱色)の場合について示し，全て N0 = 105,T = 107 である．

ションを開始した場合，最初は全てのノードが入次数 N0 − 1を持つハブである．そこか
らノードの消滅によりハブが取り除かれ，個数が減少する．同時に隣接ノードがリンクを
失うことで，ハブの次数は減少していく．またノードの生成により，ネットワークに次数
の小さなノードが追加され，それらの新規ノードが成長していく．すなわち，次数分布は
次数の小さな領域と，大きな領域の両側からベキ分布に漸近していく．以上がパラメータ
b = 0.5, c = 0.3, A = 1の場合のシミュレーション結果である．

凝集確率 cに対するパラメータ依存性
次にノードの凝集確率 c を変化させてシミュレーションを行う．ノードの生成確率を

b = 0.5で固定しているので，凝集確率 c = 0.5 − aを変化させるということは，ノードの
消滅と凝集の割合を変化させるということである．
凝集確率を c = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5(このときそれぞれ a = 0.5, 0.4, 0.3, 0.2, 0.1, 0) と
変化させたときのシミュレーション結果を図 2.13に示す．まず平均次数について，ノー
ドの消滅と凝集の割合が異なると収束値が異なる．ノードの凝集時には，リンクの付け替
えでリンクが重複しない限り，リンク数は変化しない．凝集の割合が増加するとノードの
消滅の割合が減少するので，リンクの除去数も減少し平均次数は増加する．
年齡分布については，ノードの凝集と消滅時にノードが 1つ減少するので，両者の割合
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が変化してもノード数は変化しない．したがって年齡分布もまた，消滅と凝集の割合によ
らず同じ分布を示す．年齡と次数の関係は，凝集確率が高いほどリンクをまとめて得る確
率が高く，次数の成長が速い．次数の成長を指数関数的に増加させるために，成長モデル
に凝集効果を取り入れたので，これはほぼ自明である．一方，凝集確率 c = 0の場合 (こ
のとき消滅確率 a = 0.5，生成確率 b = 0.5)は，次数は年齡に対して成長せず一定のまま
である．新規ノードがネットワークに生成され，リンクが接続されることによる次数の増
加と，隣接ノードが消滅しリンクが 1 本消えることによる次数の減少が，ちょうど釣り
合っている．
最後に次数分布を図 2.13 の右下に示す．凝集確率が 0.5 から減少していくことで，次
数分布はベキ分布から指数分布へと変化していく．またノードの凝集でリンクを付け替え
る際に，リンクが重複した場合には 1本にまとめているため，凝集確率が大きい場合には
リンクをまとめる回数も多くなる．したがって次数分布にはカットオフが生まれ，次数が
一定以上の大きさのノードは生成しにくいという効果を生み出している．
図 2.13の右下の図から，次数分布がベキ分布に従う場合に，ベキ指数は凝集確率 cに
依存していることがわかる．ある物理量がベキ分布に従うとき，ベキ指数は最尤法や最小
二乗法を用いて推定されるが，ベキ指数はベキ分布に従う領域の下限値をいくつに設定す
るかに大きく依存する．真の値よりも低くベキ分布の下限値を見積もると，ベキ指数は実
際の値よりも小さくなり，高く見積もるとベキ分布に従うデータ数が少なくなり，指数推
定の精度が低くなる．ベキ指数を推定する場合には，ベキ指数とベキ分布の下限値を同時
に推定しなければならない．このベキ指数とベキ分布の下限値を同時に推定する方法はい
くつか知られている [58–61]が，ここでは Clementiら [58]の方法を用いてベキ指数の推
定を行う．この方法はブートストラップ法を用いて最尤法でベキ指数を推定し，ベキ指数
の平均二乗誤差が最も小さくなる値をベキ分布の下限値として採用する方法である．
いま凝集確率 cを [0, 0.5]で変化させてシミュレーションを行い，得られた入次数分布
に対してブートストラップの回数を 10,000としてベキ分布の下限値を求め，その際のベ
キ指数 γ を推定する．この結果を図 2.14に示す．cが 0に近い領域ではそもそも次数分
布は指数分布に従うので，この方法で得られたベキ指数は参考にならない．しかし c > 0.2

ではベキ指数は 2から減少し，c→ 0.5で γ → 1に収束していくことがわかる．ここでは
累積分布の指数を推定しているので，実際の密度関数 P(k)のベキ指数はこのとき，3から
2へと変化する．

平均次数の時間発展
平均入次数 〈kin〉の時間発展について，1ステップでのリンク数の増減を考慮することに
より求める．ネットワークのリンク数は，ノード数 N と平均入次数 〈kin〉を用いて，N〈kin〉
と表すことができる．ノードの消滅時 (確率 a)にリンクは 〈kin〉 + 〈kout〉 = 2〈kin〉本だけ消
滅する．またノードの生成時 (確率 b)に kin = kout = 1のノードをネットワークに追加す
るので，リンクは 2本生成される．ノードの凝集時 (確率 c)には 〈kin〉 + 〈kout〉 = 2〈kin〉本
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図 2.14 凝集確率 cと入次数分布のベキ指数 γの関係．エラーバーはベキ指数 γの標
準偏差を表す．

図 2.15 リンクが重複する場合の概念図．いまノードの凝集時に，最初にランダムに
選択したノードを l，優先的接続で選択したノードを iとする．この際にリンク l jl をリ
ンク l ji に付け替えるが，既にリンク l ji が存在し重複する場合にはまとめて 1 本とす
る．リンクをまとめる確率 pn(k)とはすなわち，入次数 kのノード iと出次数 k j のノー
ド j間にリンクが存在する確率である．

のリンクを優先的接続により確率 ki,in+ki,out+1∑
j(k j,in+k j,out+1) '

2k+1∑
j(2 j+1) で入次数 k のノードに付け替え

るが，このうち重複してリンクをまとめる確率を pn(k)とする．以上より，1ステップで
のリンク数の増減は次のようになる．

N
d〈kin〉

dt
= −2a〈kin〉 + 2b − 2c〈kin〉

∑
k

pn(k)
2k + 1∑
j(2 j + 1)

NP(k). (2.28)

ここで NP(k)は次数 kとなるノードの数である．
リンクを付け替える際に重複したリンクをまとめる確率 pn(k)とは，出次数 k j と入次数

kのノード間に，リンクが存在する確率と解釈することができる．この考え方を図 2.15に
示す．リンクをまとめる確率 pn(k)は，リンク数が N〈kin〉なので，

pn(k) =
kk j

N〈kin〉
(2.29)

と考えられる．式 (2.29)を確かめるために，c = 0.3,N0 = 105,T = 107 としてモデルのシ
ミュレーションを行い，ネットワークを生成する．生成したネットワークから，出次数 k j
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図 2.16 出次数 k j と入次数 k のノード間にリンクが存在する確率 pn(k)． k j = 1(青)，
k j = 5(赤)，k j = 10(緑)の場合について示す．点線のフィッティングは式 (2.29)による．

と入次数 kのノード間にリンクが張られている確率 pn(k)を測定し，この結果を図 2.16に
示す．実線がシミュレーション結果，点線が式 (2.29)によるフィッティングである．隣接
ノードの出次数 k j が比較的小さな値ならば，式 (2.29)による近似は有効である．しかし
例えば k j = N − 1でノード jが全てのノードと接続しているような場合，pn(k)は kの値
によらず 1となるはずである．このように k j が大きな値の場合は，式 (2.29)は pn(k) > 1

となってしまい，近似が成り立たない．
k j = 〈kin〉とし，式 (2.29)を微分方程式 (2.28)に代入し，b = 1/2, a = 1/2 − cとして整
理すると，

N
d〈kin〉

dt
= −(1 − 2c)〈kin〉 + 1 − 2c〈kin〉

2〈k2
in〉 + 〈kin〉

(2〈kin〉 + 1)N
(2.30)

となる．これは 〈k2
in〉について不明なため，解くことができない．

いまノードの凝集時にリンクをまとめる確率 pn(k)を無視し，t = 0で 〈kin〉 = 0 (孤立し
たノードの状態)として方程式 (2.30)を解くと，

〈kin〉(t) =
1

1 − 2c

[
1 − exp

(
−1 − 2c

N
t
)]

(2.31)

となり，1/(1 − 2c)という値に収束することがわかる．すなわち定常状態においてネット
ワークの平均次数は凝集確率 cにのみ依存し，ノード数 N には依存しない．ノード数が
大きいと，平均次数が収束するまでの時間が長くなる．
平均入次数 〈kin〉の時系列を図 2.17に，凝集パラメータ cを変化させた時の平均入次数
〈kin〉と 1/(1− 2c)を図 2.18に示す．図 2.17では，実線でシミュレーション結果を，点線
で式 (2.31)による解を c = 0.4まで表示している．また図 2.18では，シミュレーションで
得られた平均入次数 〈kin〉を青で，理論値 1/(1 − 2c)を黒の点線で示している．これらの
図より c > 0.3の領域では，ノードの凝集時にリンクをまとめる確率 pn(k)が無視できな
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図 2.18 凝集確率 cと平均入次数 〈kin〉(青)，理論値 1/(1 − 2c)(黒)の関係．

くなり，〈kin〉は理論値よりも小さな値を取るということがわかる．

ノードの年齡分布
ノードの年齡 (ネットワークに追加されてからの経過時間)を τとおく．いまノードは，
消滅 (確率 a)か凝集 (確率 c)時に 1つランダムに選ばれて消滅し，それ以外の場合には τ
が 1増加する．したがって年齡の確率分布 P(τ)は，

P(τ) =
a + c

N

(
1 − a + c

N

)τ−1
(2.32)
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図 2.19 ノード数 N と指数分布でフィッティングした年齡分布の指数の関係．

に従う．ここで a+ c = 1− bでもある．上式よりノード数が十分に大きい時，ノードの年
齡分布は指数 (a + c)/N の指数分布となる．

P(τ) ∼ e−
a+c
N τ. (2.33)

例えばノードの生成確率 b = 0.5，ノード数 N = 105 ならば，年齡分布の指数は 5 × 10−6

となり，図 2.9の指数と一致する．誤差は t = T でのノード数 N が，初期ノード数 N0 と
は異なることによるものである．
平均ノード数が一定の場合 b = a+ c = 0.5となるので，年齡分布の指数はノード数の逆
数に比例する．図 2.19はノード数を変えてシミュレーションを行い，年齡分布を指数分
布でフィッティングした時の指数を，ノード数に対してプロットしたものである．いま指
数は 0.5/N におおよそ従い，式 (2.33)の結果は正しい．

マスター方程式の数値計算解
今までと同様に，式 (2.4)よりマスター方程式は，

P(k, t + 1) − P(k, t) = a
[
k + 1

N
P(k + 1, t) −

(
k
N
+

1
N

)
P(k, t)

]
+ b

[
(k − 1) + 1∑

j(k j + 1)
P(k − 1, t) − k + 1∑

j(k j + 1)
P(k, t) +

δk,1

N

]

+ c

 k∑
k′=0

P(k − k′, t)
2k′ + 1∑
j(2k j + 1)

P(k′, t) −
∞∑

k′=0

P(k, t)
2k′ + 1∑
j(2k j + 1)

P(k′, t)

−
∞∑

k′=0

P(k′, t)
2k + 1∑
j(2k j + 1)

P(k, t)

 .
(2.34)
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図 2.20 モデルのシミュレーション結果 (実線)とマスター方程式の数値計算解 (点線)
による累積入次数分布． シミュレーションは N0 = 104, T = 106 として行なった 10
回のアンサンブル平均であり，c = 0.5(青)，c = 0.4(赤)，c = 0.3(緑)，c = 0.2(水色)，
c = 0.1(紫)，c = 0(朱色)である．

既存研究でも粒子の注入，凝集，消滅を同時に考慮したスモルコフスキー方程式は理論的
に解かれていない．そこで式 (2.34)を数値的に解くことを考える．
このマスター方程式に b = 1/2, a = 1/2 − c, k j = 〈k〉を代入して整理する．定常状態に
おいて，

(1 − 2c)(k + 1) (P(k + 1) − P(k)) +
kP(k − 1) − (k + 1)P(k)

〈k〉 + 1
+ δk,1

+
2c

2〈k〉 + 1

 k∑
k′=0

(2k′ + 1)P(k − k′)P(k′) − 2(k + 〈k〉 + 1)P(k)

 = 0 (2.35)

ここで平均次数 〈k〉 は式 (2.31) から求まるが，この式はノードの凝集時にリンクをま
とめる確率 pn を全く考慮していないので，c の値が大きいと適用することができな
い．いま 〈k〉 と最大次数 kmax を，モデルのシミュレーション結果から得る．境界条件と
して P (kmax + 1) = 0 とし，シミュレーションから得た 〈k〉 を用いて，方程式 (2.35) を
{P(0), P(1), . . . , P (kmax)}について連立させて解く．
初期状態を P(0) = 1(孤立したノードの状態) とし，平均次数 〈k〉 を初期ノード数

N0 = 104，シミュレーション時間 T = 106 として求めた時の数値計算解を，10回のアンサ
ンブル平均として図 2.20に示す．これはやはり前項のときと同様，マスター方程式におけ
るノードの凝集で，リンクをまとめる確率を全く考慮していない．しかし P (kmax + 1) = 0

という境界条件を与えることで，マスター方程式の数値計算解は実際のシミュレーション
結果を再現できることがわかる．
結局のところ，ノードの凝集時にリンクをまとめるという行為は，次数分布のベキ指数
には影響しない．ただ重複したリンクをまとめることで，ある一定以上の次数のノードが
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生まれにくくなり，次数分布にはカットオフが生じる．本項ではこのリンクをまとめるこ
とによるカットオフの効果を，最大次数 kmax を用い P (kmax + 1) = 0という境界条件とし
て，別の形で取り入れている．

2.3.6 その他のパラメータ依存性

本項では，パラメータを様々な値に設定してシミュレーションを行い，モデルの特性に
ついて調べる．まず生成するネットワークの平均ノード数を一定 b = 0.5とした上で，初
期ノード数 N0 依存性について調べる．次に，ノード数が増加しネットワークが成長する
場合 (b > 0.5) と，ノード数が減少しネットワークが衰退する場合 (b < 0.5) について調
べる．

初期ノード数 N0 に対するパラメータ依存性
成長モデルで生成するネットワークのサイズと，そのネットワークの性質の関係を知り
たい場合，ノード数 N を変化させてネットワークの性質を観測するのが妥当である．し
かしいま，ノード数 N は単純ランダムウォークに従うため，コントロールするのが難し
い．そこで初期ノード数 N0 を変化させてシミュレーションを行う．その他のパラメータ
は b = 0.5, c = 0.3 である．全てのシミュレーションにおいて T = 106 としているため，
ノード数の揺らぎとしては N ' N0 ± 103 程度である．
初期ノード数を N0 = 3 × 103, 5 × 103, 104, 5 × 104 と変化させたときのシミュレーショ
ン結果を図 2.21に示す．平均次数の時系列は，シミュレーションの開始時点では乱数の
影響を受けやすい．しかしノード数に依存せず同じ値に収束し，異なるのは収束するまで
のステップ数 (時間) である．初期ノード数が多くなるほど，シミュレーションが収束す
るまでの時間がかかる．
年齡分布と，年齡と次数の関係は，初期ノード数 N0 によって大きく異なる．ネット
ワークのノード数が増加すると，あるノードがランダムに選択され消滅する確率 1/N は低
くなるが，逆にリンクを新たに得る確率も低くなる．そのため年齡分布の指数はノード数
に対して減少し，年齡に対する次数の増加も遅くなる．図 2.21の左下の図で，N = 3000

や N = 5000で年齡の長いノードは数が少ないため，年齡と次数の関係のプロットはその
右端の領域で揺らぎが大きい．
最後に次数分布を図 2.21 の右下に示す．次数分布は全て同じ指数 1.3 のベキ分布に従
い，サイズが増加するとベキ分布のテイルが伸びる．実はモデルにおいてノード数 N を
変化させても，次数分布 P(k)に影響はなく，時間 t が異なるだけである．式 (2.34)の簡
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図 2.21 初期ノード数 N0 を変化させた場合のシミュレーション結果．(左上) 平均入
次数の時系列．(右上) ノードの年齡分布．(左下) ノードの年齡と平均入次数の関係．
(右下)ノードの累積入次数分布．フィッティングは累積で指数 1.3のベキ分布を表す．
N0 = 3 × 103(青)，N0 = 5 × 103(赤)，N0 = 104(緑)，N0 = 5 × 104(水色)の場合について
示し，全て c = 0.3, T = 106 である．

単な変形により，

NṖ(k) = a(k + 1)(P(k + 1) − P(k)) + b
[

k
〈k〉 + 1

P(k − 1) − k + 1
〈k〉 + 1

P(k) + δk,1

]
+ c

 k∑
k′=0

P(k − k′)
2k′ + 1
2〈k〉 + 1

P(k′) −
∞∑

k′=0

P(k)
2k′ + 1
2〈k〉 + 1

P(k′)

−
∞∑

k′=0

P(k′)
2k + 1

2〈k〉 + 1
P(k)

 .
(2.36)

となり，システムサイズに関する変数であるノード数 N は左辺にしか現れない．そこで
t → Nt という変数変換を行うことにより，マスター方程式から N を消去することができ
る．すなわちノード数 N はシミュレーション時間にしか影響せず，次数分布には影響を
与えない．ノード数 N は式 (2.9)によって決まるため，初期ノード数 N0，ノードの生成
確率 bを変化させることによってノード数 N は変化するが，それらは次数分布には影響
しない．そのため，初期ノード数 N0，ノードの生成確率 bの値を変化させてシミュレー
ションを行なっても，同じような結果が得られる．
初期ノード数 N0 やノード数 N は，どこまで小さな値でシミュレーションをできるだ
ろうか．さらに N0 = 500, 600, 700, 800, 900, 1000の場合について T = 106 のシミュレー
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図 2.22 ノード数 N が小さい場合のシミュレーション結果．(左)ノード数 N と次数分
布のベキ指数 (累積) の関係．値はおよそ 1.3 を取るはずであるが，その付近に分布し
ていることがわかる．(右)各ノード数における次数分布．

ションを行い，シミュレーション終了後のノード数 N を記録する．また前述の Clementi

ら [58]の方法を用いて，生成したネットワーク次数分布のベキ指数を測定する．このノー
ド数に対するベキ指数の値を，図 2.22に示す．b = 0.5, c = 0.3のとき，次数分布が累積
でおよそ 1.3 のベキ分布に従うことを既に確認した．図 2.22 の左を見ると，ノード数が
いくつであっても，およそ 1.3の付近でベキ指数が分布していることがわかる．また右図
より，そのとき次数分布が実際にノード数によらず，ベキ分布に従うことがわかる．ノー
ド数が 100程度のネットワークであっても，その次数分布はベキ分布に従う．

生成確率 bを変化させた場合
次に，ノードの生成確率 b を変化させてシミュレーションを行う．初期ノード数

N0 = 105，シミュレーション時間 T = 2 × 106 とし，この間のノード数の増減が N − N0 =

−5× 104,−2× 104, 0, 2× 104, 5× 104 となるように設定してシミュレーションをおこなう．
式 (2.9) より，それぞれ b = 0.4875, 0.495, 0.5, 0.505, 0.5125 となる．また消滅確率 a と
凝集確率 cは，ベキ指数が累積で 1.3のスケールフリーネットワークを生成するように，
a : c = 2 : 3として決める．
まずネットワークのノード数と，平均入次数の時系列を図 2.23に示す．ノード数の時
系列から，シミュレーション時間 T の間に，N − N0 が設定した通りに ±2 × 104,±5 × 104

だけ変化していることがわかる．一方，平均次数の時系列はノードの生成確率を変化させ
てもほぼ変化しない．
次に年齡分布と年齡と次数の関係を図 2.24 に示す．年齡分布では b > 0.5 で成長する
ネットワークだと，b = 0.5の平均ノード数一定のネットワークよりも，ノードの年齡が
長くなる．これはノード数が増加し，ノードの消滅確率が低下していることに由来する．
逆に b < 0.5で衰退するネットワークだとノードの年齡は短くなる．一方，年齡と次数の
関係では b > 0.5だと新たにリンクを得る確率が低くなるので，次数の成長は遅くなる．
b < 0.5だとノード数は減少し続けるので，新たにリンクを得る確率は高くなり，次数の
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図 2.24 生成確率 bを変化させた場合の (左)累積年齡分布と (右)年齡と平均入次数の
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の場合についてそれぞれ示す．

成長が速くなる．
最後に，入次数の累積分布を図 2.25に示す．次数分布はどのネットワークでもノード
の生成確率に依存せず，累積で指数 1.3のベキ分布に従う．生成確率 bを変化させること
で，ノード数が増加，減少し続ける．この場合のシミュレーション結果は，初期ノード数
N0 を変化させた場合のシミュレーション結果とほぼ同じである．
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フィッティングは累積で指数 1.3のベキ分布を表す．
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第 3章

複雑ネットワークの成長モデルの
応用

この章では，本研究で構築した複雑ネットワークの成長モデルを，現実のネットワーク
に応用することを考える．企業間取引ネットワークをその一例として挙げ，2章で構築し
たモデルのシミュレーション結果を，企業間取引ネットワークの統計的性質と比較する．
本章ではまず企業間取引ネットワークの既存研究について簡単に紹介する．企業間取引
ネットワークは日本企業約 100万社の仕入・販売先データを用いて構築し，構築したネッ
トワークの性質について解析を行い，得られた結果について示す．また現実の企業間取引
ネットワークにおいて優先的接続の確率の指数の測定を行う．

2 章で構築したモデルを企業間取引ネットワークに応用するには，不十分な面が多い．
隣接ノードにあたる取引先企業だけではなく，2リンク先の企業との関係性についても解
析を行う．企業間取引ネットワークの 2リンク構造の性質を成長モデルで再現することを
試み，モデルの再現度を高める．

3.1 企業間取引ネットワークの既存研究
企業間取引ネットワークではノードが企業，リンクが企業間の取引によるお金の流れを
表し，とりわけ東京商工リサーチ社調査の企業データを用いて，これまでも様々な研究が
なされてきた [62–72]．企業間取引ネットワークを研究することにより，複雑ネットワー
クの構造や統計的性質だけではなく，マクロな経済現象をミクロなリンク構造から理解
できる．Matteoら [62]は，労働生産性と資本生産性の分布がイタリアとフランスでベキ
分布に従っていることを観測した．彼らはこの性質を再現するために，企業間取引ネッ
トワーク上でイノベーションが伝搬するという輸送モデルを導入し，ネットワークがス
ケールフリーであるとき，生産性の分布がベキ分布に従うことを発見した．実際に企業
間取引ネットワークはスケールフリーネットワークであることが高安ら [64]によって確
認されている．齋藤ら [63]は企業の売上と入次数が線形比例しないことを発見した．飯
野ら [68]は企業間取引ネットワークのコミュニティ分析を行い，貪欲法などを用いてモ
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図 3.1 モチーフ解析で考慮される 3ノードから構成される部分グラフ．

ジュラリティの最適化を行なった．抽出されたコミュニティを分子動力学の方法を用いて
表示することにより，業種や地域などで同じコミュニティがクラスターとして近くに配置
されやすいことを確認している．藤原と青山 [69]は連鎖倒産の影響を考慮し，その連鎖
倒産するクラスターのサイズを，企業間取引ネットワーク上で連鎖倒産のシミュレーショ
ンを行い，また理論から示した．渡邉ら [71]は，企業同士の取引によるお金のやり取りを
考慮し，企業間取引ネットワーク上でのお金の輸送により企業の売上を再現することを試
みた．田村ら [70]によってその後，企業間の取引金額は両社の売上の積に非線形比例す
ることがわかり，この複雑ネットワーク上の輸送モデルは拡張されようとしている．

3.1.1 モチーフ解析

大西ら [67]は企業間取引ネットワークのミクロな構造を調べるために，ネットワーク
のモチーフ解析 [73, 74]を行なった．モチーフ解析とは，無向ネットワークにおけるクラ
スター係数を有向ネットワークで一般化したものであり，ネットワークにどのような三
角形のリンク構造が出現しやすいかを測定するものである．ここで考慮する三角形のリ
ンク構造とは図 3.1 に示すようなものである．重要なモチーフを検出するために，各モ
チーフの出現回数はランダマイズしたネットワーク [75]と比較される．ランダマイズし
たネットワークとは，ネットワークの次数分布を保存しながらリンクをランダムに抽出
し，A→ B,C → Dという 2本のリンクがある時に，A→ D,C → Bというリンクの付け
替えを繰り返したものである．
各モチーフの統計的有意性を評価するために，ランダマイズしたネットワークを多数用
意し，次の Zスコアを計算する．

Zi =
Ni − 〈Nrand

i 〉√〈(
Nrand

i − 〈Nrand
i 〉

)2
〉 . (3.1)

ここで Ni はモチーフ iの出現回数，Nrand
i は次数分布を保存してランダマイズしたネット

ワークでのモチーフ iの出現回数である．分母はランダマイズしたネットワークにおける
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と所得の単位は百万円．

モチーフ iの出現回数の標準偏差であり，Zスコアは観測対象のネットワークでモチーフ
iが有意に多く出現するかどうかを評価する値である．
前述の大西らは，図 3.1の 1-3の V字型のモチーフと 13のクリーク (完全グラフ)が，
企業間取引ネットワークに有意に多く出現することを発見した．一方 6 や 7 のループ構
造は観測されず，お金が 3社で循環するループ構造よりも，V字型やクリーク構造が企業
間取引ネットワークでは構築されやすいと結論づけている．
以上のようにモチーフ解析を含め，企業間取引ネットワークについてそのネットワーク
の構造や，ネットワーク上で起こる現象について様々な議論がなされているが，ネット
ワークのスケールフリー性を説明するモデルや理論は存在しない．そこで 2章で構築した
成長モデルを企業間取引ネットワークに応用し，スケールフリー性などの性質を説明する
ことをこの章では目的とする．

3.2 解析に用いるデータの説明
本研究で用いるデータは，経済産業研究所によって提供された，東京商工リサーチ社の

2000年から 2005年の調査による企業データである．このデータは企業の売上や利益，資
本金，従業員数，工場数，事業所数，業種，取り扱い品目など約 100項目が記載され，日
本企業のほぼ全ての主要企業を含む．しかしデータに外国企業や金融機関，政府機関など
は含まれていない．このデータにおいて企業の規模を示す，売上や所得，従業員数などは
ベキ分布に従うことが知られており [64, 66]，これを図 3.2に示す．企業の売上は累積で
指数が 1の，従業員数は累積で指数が 1.3のベキ分布に従い，米国や英国で観測されてい
る結果 [76, 77]とも一致する．
本研究で用いたのは，財務情報を示すデータではなく，日本企業 961,318社の取引関係
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図 3.3 佐賀県内の取引から構成される企業間取引ネットワーク．

データ (仕入・販売)である．これは調査対象の企業に，主な仕入先と販売先を 24社まで
挙げてもらったものであり，各企業がどの企業からお金をもらい，どの企業にお金を払う
取引をしているかということがわかる．東京商工リサーチ社の取引関係データには，各企
業が仕入先と販売先して挙げられる企業数に 24社という上限がある．しかし，自社が販
売先として挙げなくても，取引先の企業が仕入先として挙げることはあり，逆もまた同じ
である．したがって，仕入と販売関係データの 2つを組み合わせることで 24社という上
限を撤廃することができ，日本企業のお金の流れを見た取引関係ネットワークが構築可
能となる．このネットワークでは企業をノードとし，ある企業から別の企業にお金の流
れる取引をリンクとする．取引関係データに取引金額は記載されていないので，リンク
に重みは存在しない．この企業間取引ネットワークはノード数 N = 961, 318，リンク数
L = 3, 783, 711の大規模な有向ネットワークである．
この企業間取引ネットワークの部分グラフとして，佐賀県内の企業間取引から構成され
るネットワークを図 3.3に示す．簡単のために，リンクの方向はここでは示していない．
この佐賀県企業間取引ネットワークはノード数 (企業数)2,760，リンク数 (取引数)5,183で
あり，これだけでも十分に複雑なリンク構造を持つ．
日本全体の企業間取引ネットワークの特徴を抽出するために，各企業の販売先の企業
数 (入次数)と，仕入先の企業数 (出次数)について着目する．販売先との取引は，自分の
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図 3.4 企業間取引ネットワークの累積次数分布．入次数 (青)と出次数 (赤)について
示す．ベキ指数は入次数について 1.33，出次数について 1.28という結果になる．

ノードにお金を流すリンクを表し，仕入先との取引は，自分のノードからお金が流れるリ
ンクを表す．企業間取引ネットワークにおける入次数と出次数の分布は，次の図 3.4のよ
うになる．入出次数の平均は 3.9，二乗平均は入次数について 8.2 × 102，出次数について
9.9× 102 となり，平均と二乗平均で大きく異なる値を持つ．累積次数分布はベキ分布に従
い，企業間取引ネットワークは既存研究 [64]で知られている通り，スケールフリーネット
ワークであるということがわかる．累積分布でベキ指数が 1.3なので，確率密度関数では
ベキ指数が 2.3ということになる．次節以降ではこの企業間取引ネットワークの特性につ
いて調べていく．

3.3 企業間取引ネットワークの解析
この節では前節で構築した企業間取引ネットワークの詳細なデータ解析を行い，ネット
ワークの統計的性質を得る．企業の年齡分布，年齡と次数の関係を観測し，優先的接続の
確率の指数を測定する．

3.3.1 企業の年齡分布

本研究ではノードの消滅の効果について考慮するために，まず企業の年齡分布の解析を
行なった．ネットワーク内に登場する各企業は，創業年の項目を持つ．データが 2005年
のデータであるので，2005−(創業年)を企業の年齡 τとして計算した．年齡 τの累積分布
P>(τ)を，図 3.5に片対数プロットで示す．創業年のデータは明治元年 (1868年)からしか
存在しないので，データの年齡分布には 137年でカットオフが生じる．40年から 120年
の領域はよく指数分布に従い，この領域で指数 τは 5.32 × 10−2，すなわち時定数は 18.8

年となる．
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図 3.5 企業の累積年齡分布．フィッティングは傾き 5.32 × 10−2 の指数分布を表す．

信頼性工学によれば，寿命の分布は指数分布以外にも，ガンマ分布やワイブル分布が代
表的なものとして知られている．特にワイブル分布はパラメータによって故障率を変化さ
せることができ，初期故障期 (m < 1)，偶発故障期 (m = 1)，摩耗故障期 (m > 1)の全てを
再現することができる分布である．そこで，年齡分布をワイブル分布でもフィッティング
することを試みる．
ワイブル分布では年齡が τより大きくなる確率 (信頼度)が，

P>(τ) = exp
(
−τ

m

τ0

)
(3.2)

で表され，これを変形すると

ln ln
1

P>(τ)
= m ln τ − ln τ0 (3.3)

となるので，この関係を利用して最小二乗法により m, τ0 を求める．結果 m = 1.88, τ0 =

1.14 × 103 という値が得られ，いま m > 1 なので特性寿命として η = τ1/m
0 = 42.1 年と

なる．年齡分布 P(τ)をワイブル分布でフィッティングした結果を図 3.6に示す．青のプ
ロットが実データ，黒の点線がフィッティングしたワイブル分布である．ワイブル分布で
は，あまり分布の裾の方で合わないということがわかる．

3.3.2 企業の年齡と次数の関係

BAモデルなど既存の成長モデルでは，ノードの年齡に対して次数はベキ関数的に成長
する．企業ネットワークにおいて，企業の取引数はどれぐらいのスピードで成長する (も
しくは成長しない) のであろうか．本項では，企業の年齡と次数の関係について求めた．
各年齢に区切って，平均次数を求めた関係を図 3.7に示す．年齡が 20年以上の領域では，
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図 3.7 企業の年齡と入次数 (青)，出次数 (赤) の関係． 指数は入次数について 1.66 ×
10−2，出次数について 1.84 × 10−2 となる．

次数は年齡に対して指数関数的に増加し，その指数は入次数について 1.66× 10−2，出次数
について 1.84 × 10−2 である．すなわち入出次数ともに，1年で 1.02倍の成長を見せる．
あくまで各年齢での平均次数を観測しているだけなので，揺らぎも大きい．年齢ごと
の次数もまたベキ分布に従い，それぞれの平均次数で規格化することで図 3.8のようにな
る．ここでは 20年ごとの入出次数の分布を表示しているが，年齡が経過するに連れてベ
キ指数が小さくなっていくことがわかる．したがって年齡とともに平均次数も増加するわ
けだが，指数関数的に増加するというのは自明ではない．
図 3.7の 0-20年では，年齡とともに平均次数が増加ではなく減少している．そこで年
齡が 0-20年の企業について，もう少し詳しく調べる．4年ごとに区切った 0-20年の入次
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図 3.8 20年ごとに区切り，各年齢の平均次数で規格化した年齢別累積次数分布． (左)
入次数，(右)出次数を表し，黒点線は全体の次数分布を表す．
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図 3.9 4年ごとの区切りで観測した年齢別入次数分布．フィッティングは累積で指数
1.3のベキ分布．

数分布を図 3.9に示す．すると，0-3年の入次数分布のベキ指数が一番値が小さく，そこ
からベキ指数が増加していき指数分布に漸近するという現象が観測される．ここから，な
ぜ新規企業の次数分布がベキ分布に従うのか，新規企業で次数の大きな企業はどのような
企業なのか，という疑問が生まれる．
図 3.9のテイルに位置するような，新規企業で次数の大きな企業はそのほとんどが営業
譲渡，分社化，組織再編，経営統合，合弁などによる企業である．すなわち創業年が新し
いだけで，新規に市場に参入したような企業はほとんど存在しない．いま，2004年以降
に創業した企業は 1478社存在し，このうち入次数が 10以上なのは 88社である．各企業
の創業理由を調べ，先程述べたような理由で創業した企業を取り除くと，真の新規企業は
88 社中 24 社しか存在しない．この 2004 年以降に創業した企業の次数分布を図 3.10 に
示す．合弁や経営統合，名称変更などをした企業を除去する前の次数分布はベキ分布に従
う．一方，こうした既存の企業を除去した後の次数分布は指数分布に従い，その平均次数
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図 3.10 新規参入企業の累積次数分布． (左)企業の除去前 (青)，除去後 (赤)の累積次
数分布の両対数プロット．(右) 除去後の累積次数分布 (青) と傾き 1/2.17 の指数分布
(黒)の片対数プロット．

は 2.17である．
東京商工リサーチ社調査のデータには，創業の経緯などに相当する項目は記載されてい
ない．そのため年齡が小さな企業でも，企業間取引ネットワークに元々存在していて創業
年が最近の企業なのか，それとも新たにネットワークに加わった企業なのかを区別するの
は難しい．しかし個別企業に対して創業の経緯を調べ，次数分布を観測すると図 3.10の
ように指数分布に従うことから，企業の次数分布は年齡とともに指数分布からベキ分布に
変化し，ベキ指数もまた減少しテイルが広くなっていくと考えられる．図 3.7に示す年齡
と平均次数の関係も，0-20年では年齡に対して平均次数は減少するが，こうしたことを考
慮すると全領域で平均次数は指数関数的に単調増加すると推測される．

3.3.3 優先的接続の確率の推定

本項では，企業間取引ネットワークの優先的接続の確率を計算し，その指数を推定す
る．優先的接続の確率は，次のように計算される．
優先的接続の確率の計算法� �

1. ネットワークのノードを，ネットワークに新しく追加されたノードと，それ以
外のノードから構成されるネットワークの 2つに分ける．

2. 新しいノードがネットワークに追加される時に，ネットワークのどのノードと
リンクを張るか，接続先のノードの次数を測定する．

3. これを全ての新規ノードに対して行い，接続先の次数の確率分布 Q(k)を測定
する．

4. Q(k)を次数 kのノード数 N(k)で割り，優先的接続の確率 Π(ki)を得る．� �
以上である．Q(k)の確率分布は，次数 kのノード集合に接続する確率である．次数が 1の
ノードが大きければ Q(1)の値は大きくなるし，逆にハブはリンクを集めやすいがハブと
なるノード数は少ないので，Q(k)の値自体は大きくならない．1つのノードが新たにリン
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図 3.11 優先的接続の累積確率 κ(k)． 2004 年以降に創業した企業を新規参入企業と
し，優先的接続の確率を計算した．入次数 (青) と出次数 (赤) について示し，フィッ
ティングは指数 2のベキ乗を表す．

クを得る確率を計算するには，次数 kのノード数 N(k)で割るという手順 4が必要となる．
優先的接続の確率を求める手順としてはこれで十分であるが，次数の大きなノードは数
が少ないため，実際にこの確率を計算すると値の大きな領域でプロットが揺らぐ．そこで
ここでは揺らぎを減らすために，Jeongら [30]が導入した次の累積関数を計算する．

κ(k) =
∫ k

0
Π(k)dk ∼ kλ+1 (3.4)

つまり Π(ki)が kλ に比例すると考え，その積分した値の指数 (真の値 +1)を見積もること
で，優先的接続の確率の指数を推定する．
いま企業間取引ネットワークのデータは 2005年のものなので，2004年以降に創業した
企業を新しい企業とし，ネットワークをそれ以前のネットワークと新しい企業の集合にわ
ける．そうして上式の κ(k)を計算した図を，図 3.11として示す．優先的接続の累積確率
κ(k)は次数に比例する．指数は入次数に対して λin = 1.09, λout = 1.05となり，ほぼ次数に
線形比例した優先的接続が行われているということがわかる．

3.4 企業間取引ネットワークへの成長モデルの応用
本節では企業間取引ネットワークと 2 章で構築した成長モデルの比較を行う．本研究
の成長モデルではノードの消滅，生成，凝集について考慮している．これらは企業間取引
ネットワークにおける企業の倒産，新規参入，合併・統合といった事象に対応している．
企業間取引ネットワークでは年齡分布は指数分布に従うので，単純に考えると企業は年齡
に依存せず倒産しているとすることができる．成長モデルでもノードの年齡に依存せず，
ノードの消滅時にノードをランダムに選択し除去している．またノードの生成・凝集時に
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図 3.12 企業間取引ネットワークと成長モデルの統計的性質． (a,b)企業間取引ネット
ワーク (a)と成長モデル (b)の年齡分布．(c,d)企業間取引ネットワーク (c)と成長モデ
ル (d) の年齡と次数の関係．各年齡に区切って平均次数を計算している．(e,f) 企業間
取引ネットワーク (e)と成長モデル (f)の累積次数分布．成長モデルの方では孤立した
ノードと完全グラフの初期状態から開始した結果を表示している．

優先的接続で選択したノードにリンクを張るというのは，企業間取引ネットワークで観測
された優先的接続とも矛盾がない．つまり構築した成長モデルは，企業間取引ネットワー
クの統計的性質を考慮した素過程を含む，最も単純化したモデルとなっている．
そこで凝集確率 b = 0.5, c = 0.3, λb = λc = 1, A = 1として成長モデルのシミュレーショ
ンを行い，企業間取引ネットワークに成長モデルを応用した結果を，図 3.12として示す．
年齡分布はどちらも指数分布に従う．企業間取引ネットワークと成長モデルのシミュレー
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ション結果で年齡分布が一致すると考えると，両者の分布の指数の比較よりモデルにおけ
る 10,600ステップが 1年に対応している．また年齡に対して次数はどちらも指数関数的
に増加する．最後に成長モデルにおいて次数分布は，凝集：倒産の割合が 3:2の時に指数
が累積で 1.3のベキ分布となり，現実のネットワークと一致するベキ指数を持つ．このよ
うに構築した成長モデルは，いま企業間取引ネットワークの性質をおおよそ再現すること
ができる．しかしこの成長モデルは企業の分社化やその他の現実の企業活動を考慮してい
るわけではなく，ミニマルでマクロな性質を再現するモデルであるため，企業間取引ネッ
トワークを再現できない部分も多い．その点について次節以降で説明する．

3.5 企業間取引ネットワークと成長モデルの改良
本節では，成長モデルを企業間取引ネットワークに応用する上で足りない点として，
ネットワークの 2リンク構造に着目する．企業間取引ネットワークでは，自社の直接の取
引先だけではなく，取引先の取引先も重要である．そうした点を鑑み，2リンク構造の統
計的性質として HITSアルゴリズムに着目し，この性質を再現できるように成長モデルを
改良する．

3.5.1 HITSアルゴリズム

複雑ネットワークのリンク構造から重要なノードを見つけたいことがある．重要な
ノードを定量的に評価する方法として，中心性という指標が知られており，次数中心性
や媒介中心性など様々な指標 [78–80] が提案されている．ここでは有向ネットワークで
重要なノードを抽出する HITSアルゴリズムに注目する．HITS (Hypertext Induced Topic

Search)アルゴリズムは，Kleinberg [80]によって考案され，Googleなどで用いられてい
る PageRank [79] と同様，WWW のリンク構造のみから重要なページを抽出する検索ア
ルゴリズムである．HITSアルゴリズムは，ウェブページから検索クエリに関連するペー
ジを抽出する段階と，抽出したページ間のハイパーリンクの構造から有用なページを見つ
け出す段階の 2段階にわけられる．本研究で用いるのは後者のみであり，ネットワークの
リンク構造から重要なノードを見つけ出すアルゴリズムを，本論文では HITSと呼ぶ．

Kleinbergはウェブページから検索クエリに関連するページを抽出した際に，その中で
有用なページの集合は入次数が大きいだけではなく，同じようなページの集合からリンク
を受け取っていることを発見した．多くの有用なページにリンクを張っているページ自体
には求める情報は存在しないが，どのページを参照すれば良いかを示すという点で，こう
したリンク集のページも重要である．そこで彼は有用なページの集合をオーソリティ，こ
うしたオーソリティのページにリンクを多数張るページの集合をハブとして，同時に見
つけ出すアルゴリズムを考案した．HITSは再帰的なアルゴリズムであり，ネットワーク
のリンク構造において，良いハブから沢山リンクが張られているページが良いオーソリ
ティ，良いオーソリティに沢山リンクを張っているページが良いハブとする．
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具体的なアルゴリズムについて説明する．有向ネットワークでノード iからノード jへ
のリンクが存在する場合に Ai j = 1とし，それ以外では値を 0とする隣接行列 Ai j を考え
る．また，i番目のノードのオーソリティ度を ai，ハブ度を hi とする．

HITSアルゴリズム� �
1. 初期状態として，全てのノードのオーソリティ度，ハブ度を 1 とする (ai =

hi = 1)．
2. 全てのノードに対してオーソリティ度 ai を計算する．

ai =

N∑
j=1

A jih j (3.5)

3. 計算されたオーソリティ度を用いて，次にハブ度 hi を計算する．

hi =

N∑
j=1

Ai ja j (3.6)

4. 値の規格化を
∑N

i=1 a2
i =

∑N
i=1 h2

i = 1で行う．
5. 2.から 4.を値が収束するまで繰り返す．� �

上記のアルゴリズムにより，オーソリティ度 ai が大きなノードが良いオーソリティ，ハブ
度 hi が大きいノードが良いハブとして抽出される．
式 (3.5) と式 (3.6) からオーソリティ度，ハブ度は次のように別々の式で表すことがで
きる．

a = ATAa, (3.7)

h = AATh. (3.8)

この式において，ATAと AAT はそれぞれ共引用行列と書誌結合行列 [4]として知られて
いる．共引用行列でノード i, j 間のリンク li j は，ノード i と j へのリンクを張っている
共通のノード数であり，これは論文 i, jを同時に引用している論文数に対応している．一
方，書誌結合行列でノード i, j間のリンク li j は，ノード iと jから共通してリンクを張る
ノード数であり，これは論文 i, jに同時に引用されている論文数に対応している．両行列
はどちらもリンク li j が 0から N − 2までの値を取りうる (対角成分は無視する)対称行列
であり，リンクに重みがある無向ネットワークを表す．オーソリティ度とハブ度は，共引
用行列と書誌結合行列の第一固有ベクトルとして得られる．
実用上はほとんど問題ないことであるが，ネットワークの構造によってはオーソリティ
度とハブ度が初期状態に依存し，解が一意に求まらないという問題が Farahat ら [81] に
よって指摘されている．彼らはこの問題の解決法として，

eA − E ' A +
A2

2
(3.9)

に対して HITSアルゴリズムを適用することを提案しているが，大規模ネットワークの場
合これを計算することは不可能に近い．大西ら [66]はこの問題に対し，ネットワークの
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図 3.13 最大強連結成分の次数分布． 入次数 (青)，出次数 (赤) について示す．また
フィッティングは累積で指数 1.3のべき分布を示す．

隣接行列を (1 − ε)A + ε/N と PageRankの計算におけるランダムジャンプの項を導入し，
ネットワークを弱く連結させることでこの問題に対処した．本研究では複雑ネットワーク
の最大強連結成分を抽出し，これに対して HITSアルゴリズムを適用することで，オーソ
リティ度とハブ度を求める．
強連結成分 [82]とは，ネットワークのリンクを辿って，お互いに到達可能なノードの集
合である．つまり任意の 2ノード間に，両方向に到達可能なリンクが存在している．この
強連結成分の最大のクラスターが最大強連結成分であり，この部分ネットワークに対して
オーソリティ度，ハブ度は一意に求まる．

3.5.2 HITSアルゴリズムの計算結果

いま企業間取引ネットワークの最大強連結成分は，ノード数 426,602，リンク数 2,583,620

であり，この次数分布を図 3.13に示す．最大強連結成分の次数分布もまた累積で指数 1.3

のベキ分布に従い，元のネットワークとほぼ変わっていないということがわかる．この最
大強連結成分に対して HITSアルゴリズムを適用する．

HITSアルゴリズムにより求めたオーソリティ度，ハブ度の累積分布を図 3.14に示す．
次数分布が入次数と出次数で同じベキ分布に従うのに対し，オーソリティ度，ハブ度の分
布は全く異なる分布となる．オーソリティ度の分布は指数分布的な減衰を見せるのに対
し，ハブ度の分布はテイルが広い分布となる．参考までに PageRank の分布も図 3.15 に
示す．これは全体のネットワークに対して，ランダムジャンプの確率を 0.15として計算
したものである．PageRankの分布はオーソリティ・ハブ度の分布と異なり，およそ次数
と同じ値のベキ指数を持つ，綺麗なベキ分布に従うことがわかる．
また全体のネットワークに対して，ランダムジャンプの項を導入し HITS アルゴリズ
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図 3.14 オーソリティ度 (青)，ハブ度 (赤)の累積分布．
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図 3.15 PageRankの累積分布．フィッティングは累積で指数 1.3のベキ分布を表す．
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図 3.16 ランダムジャンプの項を導入して計算した HITSの結果． (左)オーソリティ
度の累積分布，(右)ハブ度の累積分布．最大強連結成分での結果を黒点線で示す．
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図 3.17 ランダマイズした企業間取引ネットワークでのオーソリティ度 (青)，ハブ度
(赤)の累積分布．

ムを計算した結果を，図 3.16 に示す．これは隣接行列 A に対して A′ = (1 − e)A + e/N

とし，A′ という新たな隣接行列に対して HITS を計算したものである．図 3.16 では
10−12 ≤ e ≤ 10−6 としている．全ノード数がおよそ 106 なので，e = 10−6 では全ノードか
ら計 1本のリンクを相互に張っている計算になる．e ≤ 10−9 ではほとんど分布は変化しな
い．この時，最大強連結成分 (LSCC)の結果ともほぼ同じ分布となり，オーソリティ度と
ハブ度の分布は計算の手法にはよらないことがわかる．
次に企業間取引ネットワークのリンクをランダマイズして HITSアルゴリズムの計算を
おこなう．ランダマイズの方法としては，ネットワークのリンクを 2 本ランダムに抽出
し，A→ B,C → Dというリンクを A→ D,C → Bと付け替えることをリンク数 ×100回
繰り返した．この時ノードの次数は保存され，全く変化しない．ランダマイズしたネット
ワークの最大強連結成分に対して，HITSアルゴリズムを計算した結果を図 3.17に示す．
この場合図 3.14 とは異なり，オーソリティ度とハブ度の分布はほぼ同一の分布を示す．
リンクのつなぎ替えを行なったネットワークではオーソリティ度とハブ度の分布の非対称
性が見られないということは，この非対称性は企業間取引ネットワークに特有の性質であ
るということができる．
表 3.1と表 3.2に，それぞれオーソリティ度，ハブ度の高い 10企業を，所属する業種
名で載せる．オーソリティ度の高い企業には様々な業種の企業が含まれている．この中に
は総合商社 (各種商品卸売業) のように入次数が多く，かつオーソリティ度の高い企業も
あれば，建設下請け企業のように入次数は少ないがハブ度の高い企業と取引をおこない，
オーソリティ度の高い企業も存在する．一方，ハブ度の高い企業は全て総合工事業に属す
る企業である．いまハブ度を平方和が 1となるように規格化しているので，表 3.2の 10

企業だけでハブ度の大部分を占有していることがわかる．
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表 3.1 オーソリティ度の高いトップ 10企業 (入次数，出次数，オーソリティ度，ハブ度)

順位 オーソリティ度の高い企業

1 物品賃貸業 (312, 186, 2.89 × 10−2, 1.91 × 10−3)

2 設備工事業 (144, 1390, 2.59 × 10−2, 1.51 × 10−2)

3 各種商品卸売業 (5336, 4044, 2.56 × 10−2, 1.86 × 10−2)

4 金属製品製造業 (1524, 515, 2.55 × 10−2, 4.51 × 10−3)

5 建築材料，鉱物・金属材料等卸売業 (152, 139, 2.52 × 10−2, 3.05 × 10−3)

6 その他の事業サービス業 (11, 3, 2.42 × 10−2, 1.15 × 10−4)

7 廃棄物処理業 (20, 11, 2.41 × 10−2, 3.0 × 10−5)

8 職別工事業 (13, 8, 2.40 × 10−2, 2.74 × 10−4)

9 廃棄物処理業 (16, 8, 2.38 × 10−2, 1.59 × 10−4)

10 職別工事業 (24, 36, 2.38 × 10−2, 6.92 × 10−4)

表 3.2 ハブ度の高いトップ 10企業 (入次数，出次数，オーソリティ度，ハブ度)

順位 ハブ度の高い企業

1 総合工事業 (172, 5553, 6.03 × 10−3, 0.494)

2 総合工事業 (163, 5191, 2.88 × 10−3, 0.458)

3 総合工事業 (165, 5056, 5.84 × 10−3, 0.449)

4 総合工事業 (138, 4347, 5.67 × 10−3, 0.383)

5 総合工事業 (121, 3129, 3.12 × 10−3, 0.260)

6 総合工事業 (51, 2135, 1.12 × 10−3, 0.162)

7 総合工事業 (64, 2085, 1.52 × 10−3, 0.141)

8 総合工事業 (67, 2030, 4.23 × 10−3, 0.105)

9 総合工事業 (44, 1425, 8.03 × 10−4, 9.34 × 10−2)

10 総合工事業 (63, 1408, 1.35 × 10−3, 8.56 × 10−2)

3.5.3 企業間取引ネットワークの 2リンク構造

オーソリティのノードはハブのノードを介して相互作用し，ハブのノードはオーソリ
ティのノードを介して相互作用する．この様子を図 3.18 に示す．図 3.18 で点線で表さ
れている相互作用の強さは，2 ノードを仲介するノード数に比例し，相互作用が強くな
ればなるほどノード同士のオーソリティ度，ハブ度は大きくなる．この関係は式 (3.7)と
式 (3.8)の，共引用行列 C と書誌結合行列 Bで表され，それぞれ

Ci j =

N∑
k=1

akiak j, (3.10)
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図 3.18 オーソリティ同士 (青いノード)，ハブ同士 (赤いノード)の相互作用の概念図
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図 3.19 2リンク構造ネットワークの (左)累積次数分布と (右)リンクの重みの累積分
布．オーソリティネットワーク (青)，ハブネットワーク (赤)について示す．

Bi j =

N∑
k=1

aika jk (3.11)

となる．したがってオーソリティ度，ハブ度の構造を探るためには，共引用行列，書誌結
合行列を隣接行列とする 2リンク構造ネットワークの解析を行えば良い．いま，共引用行
列を隣接行列として構成されるネットワークをオーソリティネットワーク，書誌結合行列
を隣接行列として構成されるネットワークをハブネットワークと呼ぶ．このネットワーク
はリンクの重みが 0から N − 2の無向ネットワークである．ただし，対角成分は 0として
自己ループは存在しないものとする．2リンク構造のネットワークを解析することは，モ
チーフ解析の項で紹介した V字型構造の詳細を調べることとも関連している．
企業間取引ネットワークの最大強連結成分に対して，共引用行列と書誌結合行列を
計算した．元々のネットワークはノード数に対してリンク数が少なく疎行列であるが，
2 リンク構造のオーソリティネットワークとハブネットワークはリンク数がそれぞれ
248,741,138本と 159,414,273本となり，元の隣接行列よりも密な行列となる．図 3.19に
次数分布と各リンクの重みの分布を示す．次数分布は 103 以下程度まではほぼ同じ分布で
あるが，値の大きな領域ではオーソリティネットワークの方がハブネットワークよりも次
数が大きい．これは両ネットワークのリンク数からも理解できる結果となる．一方，各リ
ンクの重みの分布を見ると，ハブネットワークの方がベキ指数の値が小さな分布となる．
すなわちオーソリティネットワークとハブネットワークを比較すると，ハブネットワーク
の方はオーソリティネットワークよりリンク数や次数が小さいが，各リンクの重みは大き
な値を取る．
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図 3.20 (a)オーソリティネットワークと (b)ハブネットワーク．それぞれ度数の高い
上位 30社から構成されており，建設業 (緑)とその他の業種 (赤)で区別している．また
ノードの幅は入次数の対数，高さは出次数の対数に比例させている．リンクの太さはそ
れぞれの隣接行列の重みに比例している．

HITSの計算結果において，ハブ度の高い企業は全て総合工事業，いわゆるゼネコン企
業であった．そこで以降は建設業の企業に注目して解析を行う．オーソリティ度，ハブ
度の高い上位 30 社から構成される，オーソリティネットワーク，ハブネットワークを
図 3.20 に示す．図 3.20 においてリンクの太さは，対応する隣接行列の値に比例してお
り，建設業の企業を緑で，その他の業種を赤のノードとして示している．またノードの幅
と高さは，入次数と出次数に比例させている．オーソリティネットワークはリンクの重み
がほぼ一様で，その多くが中小企業から構成されるネットワークである．一方，ハブネッ
トワークでは建設業の大きな企業同士が，太いリンクで結ばれている．これらの大きな建
設企業は，オーソリティとなる多くの中小下請け企業を仲介して，強く結びついている．
つまり図 3.18の右側のような構造が，これらの大企業間では共通の下請け企業を仲介す
ることで，よく観測される．
逆にオーソリティ度の高い企業は，こうした建設大企業と取引をすることでオーソリ
ティ度を高めている．図 3.21に全体のオーソリティ度と，ハブ度最大の企業と取引をし
ている企業のオーソリティ度を，順位プロットで示す．図 3.21からハブ度最大企業の隣
接ノードだけで，全体のオーソリティ度分布をほぼ再現できることがわかる．2リンク構
造ネットワークでは建設の大企業が強く結びつき，それと同時に多数の中小企業がこれら
大企業からお金をもらう取引をしている．この構造がハブ度のテイルの広い分布，オーソ
リティ度の指数分布の原因となっている．
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図 3.21 オーソリティ度の順位プロット．全体のオーソリティ度 (青)とハブ度最大の
企業の隣接企業のオーソリティ度 (赤)について示す．

3.5.4 企業間取引ネットワークと成長モデルの改良

本項では前項で観測された性質を，成長モデルで再現することを試みる．表 3.1で観測
されたように，ハブ度の高い建設企業は入次数が少なく出次数が大きい．このことから新
規下請け企業がリンクを張る際に，建設業の企業からお金を払ってもらう取引を行う確率
は，他の業種よりも高いと推測される．そこで新たに優先的接続の確率を，下記の方法に
より建設業の企業に限定して測定する．

業種を限定した優先的接続の確率
業種を限定した優先的接続の確率の計算法� �

1. ネットワークのノードを，ネットワークに新しく追加されたノードと，それ以
外のノードから構成されるネットワークの 2つに分ける．

2. 新しいノードがネットワークに追加され，ある業種のノードとリンクを張る際
に，接続先のノードの次数 kcon を測定する．

3. これを全ての新規ノードに対して行い，接続先の次数の確率分布 Qcon(k)を測
定する．

4. Qcon(k)を次数 kのノード数 N(k)で割り，優先的接続の確率 Πcon(ki)を得る．� �
建設業の出次数に対して，この業種別の優先的接続の確率，及び式 (3.4)による κ(k)を
測定する．この確率が意味するものは，新規ノードが建設業の企業からお金をもらう取引
を開始する確率が，その出次数の何乗に比例するかということである．
図 3.22に建設業の出次数について測定した優先的接続の確率を示す．企業間取引ネッ
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図 3.22 優先的接続の累積確率 κ(k)．全体の入次数 (青)，全体の出次数 (赤)，建設業
の出次数 (緑)について示す．全体の入出次数の優先的接続の確率に関しては，図 3.11
と同じである．カッコ内は確率分布 Q(k)を構成する企業数である．

トワーク全体ではほぼ次数に線形比例する優先的接続の確率を示すのに対し，建設業に限
定すると出次数の 1.39乗に比例した強い優先的接続を行なっていることがわかる．した
がって建設業においては，大企業が中小の新規下請け企業からリンクを張られるバイアス
が通常よりも強い．

成長モデルによる 2リンク構造ネットワークの再現
成長モデルのシミュレーションで，HITSアルゴリズムの計算結果を再現することを試
みる．建設業の大企業がハブネットワークにおいて，中小の下請け企業を仲介して強く結
びついているという点と，建設業の出次数では優先的接続の確率の指数が全体のネット
ワークよりも大きいという点を考慮し，2章で構築した成長モデルを次のように改良する．
改良した成長モデルのアルゴリズム� �
2.(b) 確率 bでノードの追加を行う．

確率 pcon で入次数が 2(kin = 2)の新規ノードを 1つネットワークに追加し，新
規ノードに入るリンクの接続先を確率 Π(ki,out) = (k1.39

i,out + 1)/
∑

j(k1.39
j,out + 1)で優

先的に選択する．
確率 1 − pcon で入出次数が 1(kin = kout = 1) の新規ノードを 1 つネットワー
クに追加し，新規ノードから出るリンクの接続先を確率 Π(ki,in) = (ki,in +

1)/
∑

j(k j,in + 1)で，新規ノードに入るリンクの接続先を確率 Π(ki,out) = (ki,out +

1)/
∑

j(k j,out + 1)で優先的に選択する．� �
改良した成長モデルでは，2章で構築した成長モデルのノードの生成の事象を，上記のよ
うに変更する．ここで確率 pcon で生成するノードは中小下請け企業を想定しており，こ
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図 3.24 改良した成長モデルによるオーソリティ度 (青)，ハブ度 (赤)の累積分布．各
回のシミュレーション結果を示す．

のノードが強い優先的接続によりハブとなるノードと接続するようにしている．
優先的接続の確率の測定で，新規ノードがリンクを接続する次数の確率分布 Q(k)を構
成するノード数は，全体の入次数が 6,599，全体の出次数が 8,067，建設業の出次数が 1,058

であった．そこでこの観測された企業数から，pcon =
1058

6599+8067 = 0.0721, c = 0.3,N0 =

105,T = 107 として，改良した成長モデルのシミュレーションを行う．
この改良モデルのシミュレーションから生成されたネットワークの最大強連結成分を抽
出し，HITSアルゴリズムを計算する．得られたオーソリティ度，ハブ度の分布を 10回の
アンサンブル平均として図 3.23に示す．ハブ度の方がオーソリティ度よりもテイルの広
い分布となり，観測結果を再現できている．また各回のシミュレーション結果を図 3.24

に示す．各回のシミュレーション結果を見ると，必ずしも現実のネットワークのオーソリ
ティ度，ハブ度の分布とは一致しない．これはいま確率 pcon で生成するノードを入次数
が 2と限定してしまっているため，生成したネットワークには大きなハブ度を持つノード
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が 2つしか存在せず，確率 pcon で生成したノードはほぼ全てこの 2つのハブノードに接
続されているからである．
現実の企業間取引ネットワークには，ハブ度の高い企業が 2つだけではなく多数存在す
る．シミュレーションではアンサンブル平均を取ることで，ハブ度の高いノードを多数作
り出し現実の統計性を再現しているが，新規に生成する優先的接続の強いノードのリンク
数を柔軟に変化させることで，アンサンブルではなく各試行から計算されるオーソリティ
度，ハブ度の分布を再現できると思われる．
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結論

本章では本論文のまとめ及び，更なる解析が必要な項目や，今後の研究の発展の方向性
について簡潔に述べる．

4.1 本論文のまとめ
本論文では，既存の複雑ネットワークの成長モデルに新たにノードの凝集という概念を
導入し，構築したモデルのシミュレーションと理論解析から，既存の成長モデルでは再
現できない性質を観測した．また構築した成長モデルの応用例として企業間取引ネット
ワークに着目し，このネットワークの統計的性質を成長モデルを用いて説明することを試
みた．
まず 1 章では先行研究について述べ，先行研究で考察されていない部分をいくつか挙
げ，本研究の方向性を示した．次に 2章では，先行研究で考慮されていなかった凝集現象
の物理に着目し，複雑ネットワークの成長モデルに新たにノードの凝集を導入した．こ
の新たに追加した効果の影響を，構築したモデルのシミュレーションを行い調べた．ま
た同時に，1ステップでの次数の遷移確率を考慮してマスター方程式を導出し，これを理
論的・数値的に解き，シミュレーション結果と一致することを確かめた．モデルのネット
ワークのサイズ依存性，シミュレーション時間依存性について調べ，またノードの消滅と
凝集の割合を変化させることで，次数分布がどのように変わるかを調べた．ノードの消滅
に対して凝集の割合が増加することで，次数分布が指数分布からベキ分布へと変化するこ
とを見出した．

3章では構築した成長モデルの，企業間取引ネットワークへの応用を行なった．日本企
業約 100万社から構成される企業間取引ネットワークを構築し，このネットワークの解析
を行い統計的性質を示した．またモデルのシミュレーション結果と現実のネットワークの
比較を行い，ミニマルな成長モデルで現実のネットワークの性質をおおよそ再現できるこ
とを確認した．さらに HITSアルゴリズムによるオーソリティ度，ハブ度の分布を示し，
V字型構造に着目した 2リンク構造ネットワークの解析を行なった．ハブの大企業同士の
強いつながりが，中小の下請け企業を介して生成されていることを確認し，この性質を成
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長モデルにわずかな改良を加えることで再現した．

4.2 今後の展望
本研究は凝集現象を考慮した成長モデルの構築を行なった．またこのモデルで企業間取
引ネットワークに応用し，ネットワークのスケールフリー性を説明できることを示した．
しかしモデルの素過程がノードの消滅，生成，凝集という最小限の要素しか含まないた
め，現実のネットワークを再現するには至らない点も多い．本研究を企業間取引ネット
ワークに応用するためには次のような研究が必要であると考えられる．

企業間取引ネットワークの更なる解析とモデルの複雑化
いま成長モデルの数理的な構造は理解できているが，モデルの応用性という点では不十
分である．実際の企業活動では，倒産一つをとっても販売不振，放漫経営，赤字累積，過
小資本，偶発的原因，在庫状況悪化，設備投資過大，他社倒産の余波，売掛金等回収難，
金融機関・取引先の打ち切りなど様々な理由が存在する [83, 84]．いま本研究で構築した
成長モデルでは，ノードを 1つランダムに選択しこのノードと付随するリンクを全て取り
除くとしているが，これでは現実のネットワークを再現するモデルとしては不十分なのは
明らかである．創業からの年数や，サイズ，業種，地域など様々な要因が変数として存在
し，またリンクも全て除去されるとは限らない．
ノードの生成や凝集においても同じようなことが言える．特にノードの凝集時に，優先
的接続の確率の指数を新規参入時と同じく 1としているが，これはデータから観測された
事実ではなく仮定である．東京商工リサーチ社のデータには合併などに値するデータが存
在しないので，この合併時の優先的接続の確率の指数を確認することはできなかったが，
帝国データバンク社の調査データなど別のデータを用いて確認していく必要がある．また
本研究で構築した成長モデルが，これら別の企業データでも応用できるのか更なるデータ
の解析が必要である．
このような解析が十分になされ，成長モデルの改良の後には，次のような研究の発展が
可能になると考えられる．

成長モデルの企業間取引ネットワークへの更なる応用
成長モデルによって企業間取引ネットワークの成長の再現性が増加することで，様々な
企業間取引ネットワークの現象が説明できるようになる．一例として企業間取引ネット
ワークのストレステストが可能となる．ネットワークからどれだけ企業や取引を取り除く
と，ネットワークが崩壊するかや，災害などによって企業が多数倒産した場合，元の企業
数に戻るまでどれだけの時間がかかるかなどが推定できる．特にいま，成長モデルのシ
ミュレーション時間と現実のネットワークの経過年数は理論的に対応付けられており，現
実に則した年数で説明することが可能である．
ネットワークからノードやリンクを取り除いていき，ネットワークが崩壊する現象を調
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べることは，物理ではパーコレーション [85]として知られている．次数分布のベキ指数
を変化させたネットワークを多数成長モデルにより生成することで，こうしたパーコレー
ションの研究にも応用することができる．

成長モデルと輸送モデルの融合
本研究で構築した成長モデルは，ネットワークの生成過程を再現するモデルであり，
ネットワーク上で起こる現象については説明できない．企業間取引ネットワーク上で起こ
る現象としては，渡邉ら [71]や田村ら [70]によるお金の輸送現象が挙げられる．企業間
取引ネットワーク上では企業同士の取引によるお金の流れが存在する．彼らはこの流れ
を，リンク両端のノードのサイズに非線形比例することを見出し，輸送モデルを構築する
ことで説明した．しかしこれらのモデルは静的なネットワークでのみ説明され，現実の企
業間取引ネットワークのように常に構造が変化し続ける状況においては，何も理解が進ん
でいない．
本研究で構築した成長モデルとこれらの輸送モデルを組み合わせることで，ネットワー
クの成長が輸送に与える影響と，輸送がネットワークの成長に与える影響が同時に理解で
きるようになる．前者の成長が輸送に与える影響は，キャッシュを多く持つ企業と取引が
開始されるような現象を表し，後者の輸送が成長に与える影響は収入の少ない企業は倒産
してネットワークから消滅するような現象を表す．これらの成長モデルと輸送モデルを同
時に考慮することにより，複雑ネットワークの理解が進むだけでなく，企業間取引ネット
ワークで起こる経済現象の理解も進むと考えられる．
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