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ⅵ 

 

記号表 

 

本論文で用いる主要な記号は以下の通りである。 

 

CD  ：ロータ中心間距離 

f1 ： ( )t T I N NF F M F0
2

1 / / / / ξ  

f2  ： ( )t T I N NF F M F0
2

2 / / / / ξ  

f3 ： ( )t T I N NM F M F0
2

2
2/ / / / ξ  

IF  ：雌ロータ慣性モーメント 

IM  ：雄ロータ慣性モーメント 

kF   ：歯溝を仕切る雌ロータ断面形状上の２つのシール点を結んだ直線の垂直２等分線と雌

ロータ中心の距離 

kM   ：歯溝を仕切る雄ロータ断面形状上の２つのシール点を結んだ直線の垂直２等分線と雄

ロータ中心の距離 

L  ：ロータ長さ 

lF ：歯溝を仕切る雌ロータ断面形状上の２つのシール点の距離 

lM  ：歯溝を仕切る雄ロータ断面形状上の２つのシール点の距離 

NF  ：雌ロータの歯数 

NM  ：雄ロータの歯数 

P( )φ  ：φに対する歯溝圧力 

PS  ：吸込圧力 

PD  ：吐出圧力 

PDI  ：吐出直前の歯溝における圧力 

R  ：ロータ同士の反発係数 

rF ：雌ロータピッチ円半径 

rM  ：雄ロータピッチ円半径 
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( )TF φ  ：雌ロータのトルク係数 

( )TM φ  ：雄ロータのトルク係数 

TFC  ：歯溝断面Ⅳにおける lF Fk の積分値 

TMC  ：歯溝断面Ⅳにおける lM Mk の積分値 

TF ：雌ロータに作用するトルク 

TF1  ：雌ロータに作用するトルクの平均値 

TF2  ：雌ロータに作用するトルクの片振幅 

TM  ：雄ロータに作用するトルク 

TM1 ：雄ロータに作用するトルクの平均値 

TM2  ：雄ロータに作用するトルクの片振幅 

t0  ：トルクの変動周期 

V( )φ  ：φに対する歯溝体積 

VS ：吸込過程終了位置における歯溝体積 

VD  ：吐出直前位置における歯溝体積 

α  ：反回転方向への回転角度 

κ  ：ガスの比熱比 

δ ：ロータ間隙間 

ΦM  ：雄ロータのねじれ角 

φ ：歯溝体積が最大となるロータ位置からの雄ロータ回転角 

Dφ  ：歯溝体積がVDとなる雄ロータ回転角 

Eφ  ：歯溝体積が０となる雄ロータ回転角 

ξ  ：δ / rM  

µ  ： ( )I I N NM F m f/ / / 2   

ω ：雄ロータの回転角速度 (rad/s) 

 



 

 

 

第１章  

緒論 

 

１．１ 緒言 

 

スクリュ圧縮機の基本原理は１９０５年に Alf Lysholm により発明され、１９３４年にスウ

ェーデンのメーカーにより本格的な研究開発が開始された。現在、スクリュ圧縮機は、ターボ

圧縮機より少流量の、小、中型機種として一般用空気圧縮機、冷凍機や工業用ガス圧縮機に利

用されている。 

スクリュ圧縮機における最も重要な開発要素の一つはスクリュ歯形の形状である。歯形形状

は、圧縮機の性能、振動、ロータの加工性等に大きな影響を及ぼす。現在最も多く使われてい

るスクリュ歯形の特許は前記メーカーが保有している。このメーカーは自らは圧縮機を製造せ

ず、幾つかの製造メーカーにその歯形を使用した圧縮機の製造や販売のライセンスを与えてい

る。従って、各製造メーカーの間では基本歯形の研究や改良は行わず、製造技術の改良や周辺

機器のデザインに多くの努力を費やしてきた。 

しかし、スクリュ圧縮機の用途が拡大するに従い、前記メーカーの基本歯形では適用できな

くなるケースが増えてきた。そこで、スクリュ圧縮機の製造メーカーや研究者は、スクリュ歯

形や圧縮機のデザインに関して本格的な研究を始めた。これらの研究の多くはスクリュ圧縮機

の性能に関するもので、スクリュロータに関するパラメータの体積、断熱効率に対する影響が、

解析モデル、コンピュータシミュレーション、実験により評価された。最近では環境問題から

圧縮機の振動、騒音の研究も増加している。 

 

 

1 
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１．２ スクリュ圧縮機の機能および構造 

 

本研究の内容はスクリュ圧縮機特有の基本構造と密接な関係があるため、最初にスクリュ圧

縮機の機能、構造について述べる。 

スクリュ圧縮機には、大きくシングルスクリュ圧縮機と２軸スクリュ圧縮機の２種類のタイ

プがある。本研究では２軸スクリュ圧縮機を対象とする。以降、スクリュ圧縮機という言葉は

２軸スクリュ圧縮機を意味する。 

 

 

１．２．１ スクリュロータ形状 
 

スクリュ圧縮機はねじれた圧縮室を持つ容積型回転式圧縮機である。雄ロータ、雌ロータ、

及びそれらを囲むケーシングが圧縮室を形成する部品である。それぞれのロータは歯数の少な

いはすば歯車に似ており、ガス圧縮と動力伝達の両方の機能を持っている。 

雄ロータと雌ロータが噛み合った状態を図１．１に示す。このようにスクリュロータは互い

に反対方向にねじれて噛み合っている。歯数の少ないロータが雄ロータ、歯数の多いロータが

雌ロータである。破線はケーシングを表しており、２つのロータを囲むように設けられている。 

ガスは雄ロータ、雌ロータ、及びケーシングの間のねじれた空間に閉じこめられる。そして、

ロータが回転することによりねじれた空間の体積が減少し、歯溝内のガスが圧縮される。 

スクリュロータ、及びケーシングの軸直角断面の形状を図１．２に示す。このロータ断面形

状を歯形形状と呼ぶ。一点鎖線はロータの中心線、及びピッチ円である。歯数の組み合わせは

圧力条件や圧縮機構造により異なるが、雄ロータ歯数が４枚、雌ロータ歯数が６枚の組み合わ

せが多い。ロータ径は５０～５００mm、ロータ長さはロータ径の１．１～１．６５倍である。 

 

 

１．２．２ ロータに作用するトルク 
 

図１．２において、実線で示すように雄ロータは時計方向に、雌ロータは反時計方向に回転

する。通常、雄ロータと雌ロータには圧縮ガスの圧力により破線で示すように回転方向と反対 
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方向にトルクが作用する。駆動機で雄ロータを駆動するため、雄ロータが雌ロータを駆動する

ときに接触する側の歯面を雄ロータの駆動側歯面、雌ロータの駆動側歯面と呼ぶ。また、駆動

側と反対側の歯面を雄ロータの反駆動側歯面、雌ロータの反駆動側歯面と呼ぶ。なお、本論文

において、ロータが回転する方向を回転方向（図１．２における実線の矢印方向）、この回転

方向に対して反対に回転する方向を反回転方向（図１．２における破線の矢印方向）と呼ぶこ

とにする。 

 

 

１．２．３ 雌ロータの駆動方法 
 

スクリュ圧縮機は大きく油冷式圧縮機とオイルフリー圧縮機の２種類がある。これは雌ロー

タの駆動方法の違いである。 

油冷式圧縮機の場合、圧縮中の歯溝に油を注入し、油の潤滑性により雄ロータが雌ロータを

直接駆動する構造を採用している。前に述べたようにロータには反回転方向にトルクが作用す

るため、通常は駆動側歯面が接触しながら回転する。その接触点は、図１．３で示すロータ断

面位置においてピッチ円上の点Ａである。矢印はロータの回転方向である。 

オイルフリー圧縮機は歯溝に油を注入しないため、ロータ同士が接触すると損傷を起こす。

そのため、別途タイミングギヤを設けてロータ同士が接触しないようにしている。いずれのタ

イプも雄ロータから雌ロータへの伝達動力は小さく、圧縮機入力動力の５％～１０％程度であ

る。本研究は、雄ロータと雌ロータが接触しながら回転する油冷式圧縮機に関するものである。 

 

 

１．２．４ ガス圧縮メカニズム 
 

スクリュ圧縮機におけるガス圧縮メカニズムについて、図１．４をもとに説明する。図１．

４は斜線の歯溝に注目して（ａ）→（ｂ）→（ｃ）→（ｄ）とロータが矢印方向に回転する場

合の歯溝位置の変化を示してある。 

これらの図のおいて、手前のロータ端面を吸込端面、反対側を吐出端面と呼ぶ。基本的には

ケーシングは雄ロータと雌ロータ外周全周を囲んでいるが、図中における歯筋Ａに対応するケ

ーシング位置から吸込端面側の部分ではケーシング壁がなく、その空間は吸込ポートと連通し 
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ている。また、歯筋Ｂに対応するケーシング位置から吐出端面側の部分ではケーシング壁がな

く、その空間は吐出ポートと連通している。以下の記述は斜線の歯溝に関するものである。 

（ａ）は吸込過程の歯溝を表している。この歯溝は吸込端面とロータの間の空間で形成されて

おり、吸込ポートと連通している。ロータが回転して（ａ）→（ｂ）になると、体積が増大す

ると同時に歯溝が吐出端面方向に移動する。この過程において歯溝は常に吸込ポートと連通し

ており、吸込圧力のガスが歯溝に吸い込まれる。 

（ｂ）は吸込過程の終了を示す。この歯溝位置は体積が最大となる位置で、吸込ポートと歯溝

が隔離される。そして、（ｂ）→（ｃ）に従い、体積が減少しガスが圧縮される。 

（ｃ）は吐出直前の状態を示している。この状態からロータがさらに回転すると、歯溝は吐出

端面方向に移動し、吐出ポートと連通する。 

（ｄ）は吐出過程を示している。ロータが回転すると歯溝体積は減少し、吐出ポートからガス

が吐出される。 

 

 

１．２．５ ロータに作用する変動圧力 
 

歯溝体積と歯溝位置の関係は幾何学的に決まっており、ケーシングの吐出ポートの位置によ

りガスの圧縮比が決定される。歯溝の最大体積、つまり図１．４（ｂ）で示す吸込過程終了位

置における歯溝体積を VS、（ｃ）で示す吐出直前位置における歯溝体積を VDとする。また、

圧縮機吸込圧力（吸込ポート圧力）をPS、吐出圧力（吐出ポート圧力）をPD、ガスの比熱比

を κとする。吐出直前の歯溝における圧力PDIはガスが断熱圧縮をすると仮定すると、次式で

表される。 

( )P P V VDI S S D= / κ                （１．１） 

この式に PDが含まれていないため、PDIはPDに無関係であることがわかる。通常P PDI D=

となるように圧縮機をデザインするが、実際は仕様と異なる圧力条件で運転することがある。

その場合、吐出直前の歯溝圧力PDIと吐出圧力PDは異なる。 

P PDI D< の場合、吐出直前の歯溝圧力は吐出ポート部の圧力よりも低いため、吐出ポートに

歯溝が通じた瞬間にガスが吐出ポートから歯溝に逆流する。また、P PDI D> の場合は、歯溝圧

力が吐出ポート部の圧力よりも高いため、吐出ポートに歯溝が通じた瞬間にガスが歯溝から吐 
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出ポート部に急速に流出する。いずれの場合も歯溝圧力が急変する。この急激な圧力変動がス

クリュロータに作用するトルク変動の原因となる。 

この変動周期 t0 (s)は、雄ロータの回転角速度をω(rad/s)、雄ロータの歯数をNMとする

と、次式で表される。 

t
NM

0
2= π

ω
                        （１．２）  

この特性はスクリュ圧縮機特有のものである。 

 

 

１．２．６ スクリュ圧縮機の構造 
 

スクリュ圧縮機の主な構成部品は、以下の通りである。 

１．雄、雌ロータ 

２．ケーシング 

３．軸受 

４．カップリング 

５．駆動機 

スクリュ圧縮機の構造は駆動機と雄ロータの結合方法により大きく２種類に分かれる。 

１つはハーメチック構造である。この構造を図１．５に示す。駆動機として電動機を使用し

ており、雄ロータの軸を延ばして電動機の回転子が軸に直接取り付けてられている。この構造

は回転部分がケーシング（斜線部）に囲まれ外部に全くでないため、回転部からの油洩れによ

るトラブルがない。しかし、回転子が片持ち構造となるため大型圧縮機には適用できない。雄

ロータ、及び雌ロータはそれぞれ軸受で支持されている。 

もう１つはカップリング構造である。この構造を図１．６に示す。雄ロータの軸と駆動機の

軸はカップリングを介して接続されている。従って、雄ロータ軸はケーシング（斜線部）を貫

通して外部に出ている。そのため、雄ロータの軸には圧縮機中の油が外部に流出しないように

メカニカルシールを設けている。その他の構造はハーメチック構造と同じである。 

この２種類の構造の力学的な違いは雄ロータの慣性モーメントの大きさと拘束条件である。

ハーメチック構造は雄ロータの軸に電動機の回転子が直接取り付けられている。雄ロータの慣

性モーメントは回転子の慣性モーメントを加えたものとなるが、回転子の慣性モーメントは雄 
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ロータの慣性モーメントに比べて大きいため、雄ロータ単独の慣性モーメントに比べてかなり

大きな値となる。また、電動機の固定子巻線によって作り出される回転磁界により回転子は一

定回転数で回転するよう拘束されているため、雄ロータも一定回転数で回転すると考えられる。 

一方、カップリング構造は雄ロータと駆動機がカップリングにより接続されている。カップ

リングは軸を拘束しないことを目的とするため、剛性は小さい。従って、雄ロータ慣性モーメ

ントは雄ロータそのものの慣性モーメントと考えられ、ハーメチック構造に比べて小さい。ま

た、ハーメチック構造のように駆動機による拘束がない。この違いにより２種類の構造の振動

特性は大きく異なるものと考えられる。 

 

 

１．３ 動機 

 

ロータは通常図１．７（ａ）の模式図で示すように駆動側歯面のピッチ円上の点が接触しな

がら回転する。矢印は回転方向である。Ｍは雄ロータ、Ｆは雌ロータである。しかし、あるロ

ータサイズ、ある運転条件において、駆動側歯面が離れて反駆動側歯面が接触することがある。

この場合、図１．７（ｂ）の模式図で示すように反駆動側歯面で接触を起こす。この接触は圧

縮機デザイン時は考慮されていない現象であり異常接触と呼ぶ。また、駆動側歯面が離れるこ

とを歯面分離と呼ぶ。 

反駆動側が接触した場合、スクリュ圧縮機の振動騒音、ロータに以下の現象が現れる。 

１）ロータの反駆動側歯面のピッチ点付近にスコーリングが見られる。そのときの雄ロータ反

駆動側歯面の写真を図１．８に示す。この写真からわかるように、反駆動側接触歯面には

軸方向に一直線上にロータ同士が接触したスポット状の接触跡が見られる。この接触跡は

反駆動側歯面が式（１．２）で示した時間間隔 t0で接触したとき生じる接触跡に一致する。

このような接触跡を残すロータ挙動の一例として図１．９のような挙動が考えられる。横

軸は時間 tm、縦軸は xで駆動側歯面隙間を表している。ロータ間隙間を δとしたとき、

x = 0は駆動側歯面、 x = δは反駆動側歯面の接触を意味する。図のように時間間隔 t0で反

駆動側歯面が接触する衝突振動である。 

２）圧縮機の音色が急変し、音が大きくなる。この音を異常音と呼ぶ。この運転を維持した状

態、つまりトルク波形が変化しない状態でも、正常音と異常音が交互に繰り返される場合

がある。この場合も音色が急変する。異常音や正常音の持続時間は不規則である。 
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３）従来、歯面分離を起こす原因として、回転方向に雌ロータのトルクが作用することが考え

られている。しかし、雌ロータにトルクが常に反回転方向に作用していても異常接触、つ

まり歯面分離を起こすことがある。また、１）の現象も、この考え方では説明がつかない。 

 

 ここで、歯面分離現象、異常接触、異常音の原因となる振動を異常振動と呼ぶことにする。 

先ほど述べたように、スクリュ歯形のデザインにおいて反駆動側歯面が接触することは考慮

されていない。そのため、反駆動側歯面が接触を繰り返すとロータが摩耗し、圧縮機性能、騒

音、振動に悪影響を及ぼす。 

従って、信頼性のある機械を製作するため異常振動を防止する必要がある。そこで、ロータ

同士の衝突振動解析を行い、その振動に影響するパラメータの効果を理解することにより、異

常振動を防止する方法を確立することができる。これが本研究に対する動機である。 

 

 

１．４ 従来の研究 

 

文献調査は大きく４つの部分に分けられる。最初はスクリュ圧縮機の振動、騒音に関する研

究で、歯溝の圧力変動が圧縮機の振動、騒音に与える影響について解析、実験を行っている。

スクリュロータの振動はギヤの振動と類似しているため、ギヤの振動に関する研究も含める。 

２番目はスクリュロータの歯形形状に関する研究である。これらは歯形形状の計算方法に関

するものである。 

３番目は、圧縮機の性能に与えるスクリュ歯形の影響を調査した文献である。圧縮機の性能

やガスの流れの特性を解析するため、圧縮過程の熱力学モデルを研究した文献も含まれる。 

４番目は、スクリュロータの振動はロータ同士の衝突振動と考えられるため、衝突振動に関

する研究について述べる。 

 

 

１．４．１ 圧縮機、歯車の振動、騒音に関する研究 
 

このセクションでは、スクリュ圧縮機の振動、騒音に関する研究の調査結果を示す。圧縮機 
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の振動、騒音は大きく２つの分野からなる。１つは吐出流量の変動による吐出ポート部での騒

音である。もう一つはロータに作用する変動トルクによるロータ振動である。また、スクリュ

ロータの振動は歯車の振動と類似しているため、歯車の振動に関する研究も取り上げる。  

 

（スクリュ圧縮機のガス脈動による騒音、振動に関する研究） 

スクリュ圧縮機におけるガス脈動の問題は Kwang-lu Koai と Werner Soedel[1][2]により提

案された。吐出ポート室形状をモデル化し、実験結果と解析結果が比較された。 

長尾ら[3][4]、および丸田ら[5]は圧力条件と吐出脈動の関係について実験的に求めた。そ

の結果、吐出圧力を PD、吐出直前の歯溝における圧力 PDIとしたとき、脈動の根本原因は

P PDI D≠ であるが確認された。 

スクリュロータ振動に関する研究も騒音の研究と同様に、 PDI、 PDと振動の関係について

詳しく調べられている。藤原ら[6]、G.P. Adams ら[7]、田中ら[8]は、圧力条件とロータに作

用する変動荷重、振動についての関係を実験的に求めた。その結果、P PDI D= の場合は振動が

最も小さく、P PDI D≠ の場合、雌ロータに回転方向のトルクが作用しロータの噛み合いが不安

定になる可能性があり、実験的に歯面分離の現象が観測された。特に、藤原ら[9]は、部分負

荷運転時の異常音と歯面分離現象の相関を調べるための実験を行った。その結果、P PDI D≠ の

場合でも必ずしも歯面分離を行うとは限らず、歯面分離が起きたり起きなかったりすることが

確認された。また、異常音と歯面分離は一致することがわかった。 

歯面分離防止に関する研究としては、静的荷重を作用させることによる防止方法、変動力を

減少させる方法の研究がある。本家ら[10]は、ロータに作用するトルクだけでなくスラスト力

に注目し、ロータの軸方向、及び回転方向の連成振動について理論的に解析した。解析の結果、

歯面分離を防止するためには雌ロータの反回転方向に作用する平均トルクを大きくすること

により防止できることが明らかになった。また、H. Kameya ら[11]は、永久磁石をロータに取

り付け磁石の吸引力によりロータ振動を防止する実験を行った。 

 

（歯車の振動に関する研究） 

雄ロータから雌ロータへの動力伝達機構は動力伝達用歯車の構造に類似している。そこで歯

車において、特に歯面分離を扱った研究について述べる。 

Wang[12][13]は軽荷重における平歯車の数学モデル、シミュレーション、実験を行った。駆 
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動、従動歯車の歯を両方とも剛体と見なし、歯車の偏芯による伝達誤差がある場合の歯面分離

に関するシミュレーションと実験が行われた。佐藤ら[14]～[16]は歯車系を周期係数を有する

非線形微分方程式で表し、パラメータ変化に伴う分岐現象、カオス現象についてポアンカレ写

像を用いて考察を行った。林ら[17]は歯車のかみあい伝達誤差を測定するため、平均応答法を

用いた試験装置を開発した。静的かみあい誤差をもつ歯車の回転数を上げた場合、歯面分離を

起こすことが実験的、理論的に確認された。蔡ら[18][19]ははすば歯車において、歯面分離を

考慮した非線形振動方程式を立てた。そして歯面誤差がある場合の歯車対の回転方向のシミュ

レーションを行い実験と比較した。八幡ら[20]はトランスミッションアイドル騒音を予測する

シミュレーションプログラムを作成した。騒音はトルク変動による歯車歯面分離が原因であり、

クラッチのねじり特性の最適化を行った。 

スクリュ圧縮機の振動、騒音の原因は、1.2.5 で述べたようなスクリュ圧縮機特有のガス脈

動、トルク変動によるものとして解析、実験が行われている。従来の研究ではロータの歯面分

離現象は、雌ロータに作用するトルクが回転方向に作用するためであると考えられていた。 

ところが、この考え方では以下の現象が説明できない。 

・雌ロータトルクが常に反回転方向に作用しても歯面分離を起こす場合がある。 

・1.3、および文献[9]で述べているように、ロータに作用するトルクが変化しない状態でもロ

ータの歯面分離が起きたり起きなかったりする場合がある。 

一方、歯車振動に関しては歯面分離現象に注目して実験、解析を行った研究は数多くあるが、

機械自体が発生するトルク変動を原因として歯面分離の解析を行った研究は少ない。 

これらの現象はスクリュ圧縮機特有の変動トルクによるロータ同士の衝突による非線形振

動特有の現象と考えられる。そこで、変動トルクが作用する場合のロータ同士の衝突振動に注

目した研究を行う必要がある。 

 

 

１．４．２ スクリュ歯形形状に関する研究 
 

このセクションは歯形形状に関する研究である。歯形形状は機械の性能と信頼性を決定する

キーファクターであり、スクリュ圧縮機のデザインの中で最も重要でかつ難しい。高効率のス

クリュ圧縮機を開発する上で、効率的に歯形形状を計算し性能を評価する方法の研究が重要で

ある。 
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Neil Sundt[21]、は歯形開発と解析に対するコンピュータ支援システムを示した。スクリュ

歯形の表面形状をスプラインにより補間し、最小隙間、圧力角等をコンピュータにより計算し

た。Faydor L.Litvin ら[22]は、ある特定の形状をもった歯形において製作誤差がロータ隙間

に与える影響を調べた。そして、最小ロータ隙間の計算を行いロータ同士が干渉するか検討を

行った。Pawan J. Singh ら[23]はロータ表面を三次元で定義する方法を示した。田村ら[24]

は、機構学的立場から歯形に関して検討を加えた。その結果、歯形形状によっては、雌ロータ

に作用するトルクがロータの回転方向に作用し反駆動側歯面が接触する可能性があることが

明らかになった。 

スクリュ歯形形状は任意の関数が使用でき、自由度が大きいことが特徴である。しかし、従

来の歯形の研究は、歯形関数として主に楕円、サイクロイドといった基本関数を使用している。

また歯形形状と性能、振動に関するパラメータの関係が把握できていないため、コンピュータ

の計算結果を見て、試行錯誤しながら歯形形状を決定するのが現状である。任意の歯形関数に

適用でき、定性的に歯形形状と性能、振動に関するパラメータの関係が把握できる方法の開発

により、適用関数の拡大、歯形開発期間の大幅な短縮が可能となる。 

 

 

１．４．３ スクリュ圧縮機性能解析、実験に関する研究 
 

このセクションは、圧縮機の性能に対するロータ形状の影響を計算する方法に関する文献で

ある。 

藤原ら[25]～[27]はスクリュ圧縮機の性能予測のためコンピュータプログラムを開発した。

歯溝間の洩れが性能低下の支配的ファクターであると仮定してシミュレーションが行われた。

Jack Sauls[27]はスクリュ圧縮機の圧縮過程全体の数学モデルとコンピュータシミュレーショ

ンを開発した。三吉ら[29]は、油冷式圧縮機の歯溝圧力を測定しシミュレーション結果と比較

した。雌ロータに圧電型小型圧力センサーを埋め込みスリップリングにより信号を取り出して

歯溝圧力を測定した。松井[30]は、油冷式圧縮機において油による油シール効果を向上させる

ため、シール部における歯形の曲率半径を大きくした歯形を開発した。B. Sangfors[31][32]

は吸込、吐出過程での動的効果を含んだ性能シミュレーションを行った。 

スクリュ圧縮機は圧縮性能が重要であるため、歯形形状と圧縮機性能の関係を扱ったシミュ

レーション、実験は数多くある。しかし、歯形形状とロータ挙動の関係を定量的に扱った研究 
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はほとんどない。異常振動防止方法を考える場合、スクリュ歯形の変更は、製造コスト、他の

構成部品形状に影響を及ぼさないため、歯形の改良が最善の方法である。従って、歯形形状の

特性を考慮してロータの挙動解析をすることが防止方法を考える上で重要である。 

 

１．４．４ 衝突振動に関する研究 
 

スクリュロータの異常接触はロータ同士の衝突振動と考えられる。このセクションでは、衝

突振動に関する研究について述べる。 

衝突振動を利用した機械として振動フィーダに関する研究が古くから行われている。Inoue

ら[33]は上下、および水平方向に振動する振動板上に質点がある場合の、質点の周期衝突振動

解、および解の安定領域を計算した。Holmes [34]、Bapat ら[35]は振動板の速度が衝突速度に

比べて小さく無視できるとして質点の運動方程式を導出し、周期振動解、安定領域を求めた。 

振動フィーダは重力による質点と板との衝突振動であったが、スクリュロータの異常接触は

駆動側歯面と反駆動側歯面が交互に衝突する振動により生じたものと考えられる。このような

振動をモデル化した研究として以下のようなものがある。Dubowsky ら[36][37]は隙間のある機

械における動的解析として、ピンの接続部において隙間がある構造を選んだ。物体が正弦波形

で振動する場合の定常振動の解析を行った。Show ら[38][39][40]は、振り子、および倒立振り

子の両側に壁があり、振り子を正弦加振した場合の衝突振動に関する理論解析、および実験を

行った。小寺[41]は配管サポートにがたがある系をはりとばねの衝突振動でモデル化し、過渡

現象の計算方法、および周期解の求め方を示した。 

衝突振動に関する振動モデルとして比較的単純な系、加振力を仮定しており、実際の機械に

適用した例は少ない。実際の機械では、外力波形は機械の特性により異なる。またその防止方

法を考える場合でも、機械の構造を把握する必要である。従って、衝突振動を解析し防止方法

を考える場合、衝突振動を起こす要素（部品）だけでなく機械全体の機能、構造を考慮しなが

ら研究を進める必要がある。 

 

 

１．５ 本研究の目的と概要 

 



1.5 本研究の目的と概要                                   12 

 

ここでは、以上に述べた従来の研究をふまえて本研究の目的と概要について述べる。 

 

 

１．５．１ 本研究の目的 
 

スクリュロータの異常振動は、ロータに変動トルクが作用するために生じるロータ同士の衝

突振動が原因と考えられる。そこで、ロータ同士の衝突振動解析を行い、その防止方法につい

て考察する。 

本研究の目的は、大きく以下の４項目である。 

１）歯形形状変更により異常振動を防止するため、ロータに作用するトルクに対する歯形形状

の影響が把握できるトルクの計算方法を考案する。そして、衝突振動解析に適用するため、

トルク波形をモデル化する。 

２）スクリュロータをモデル化し、衝突振動解析を行う。周期的にロータ同士が衝突する周期

振動が異常振動であると考えられ、周期振動の安定領域の解析から異常振動を防止する振

動パラメータの条件を見い出す。 

３）周期振動の安定領域計算結果をもとに、異常振動が発生しない歯形関数の条件を見い出し、

歯形形状をデザインする。 

４）スクリュロータを製作、運転し、異常振動が生じないことを確認する。 

 

 

１．５．２ 本研究の概要 
 

本論文は６章からなる。ここで各章の概要を述べる。 

 

第２章では、ロータに作用するトルクの導出方法について述べる。トルクは歯溝圧力と歯形

形状により決定される。トルクを計算する方法は幾つかあるが、ここでは、トルクに与える歯

形形状の影響が把握できるように、ロータに作用するトルクを歯形形状に依存する係数と歯溝

圧力の積として表す。そして、衝突振動解析に適用するため、トルク波形をモデル化する。 

 

第３章では、ハーメチック構造スクリュ圧縮機を対象にして、「雄ロータは雌ロータとの衝 
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突の影響を受けず一定の回転数で回転する。」の仮定のもとに雌ロータの衝突振動解析を行う。

異常振動の原因は周期振動であると考えられ、周期振動解の安定領域とロータに作用するトル

クの関係をしらべる。そして、周期振動の安定領域を避けるための振動パラメータの条件を導

き出す。また、従来の考え方では説明のできなかった現象について、解析結果をもとに説明す

る。 

 

第４章では、カップリング構造スクリュ圧縮機を対象にして、雄ロータと雌ロータの両方の

運動を考慮した衝突振動解析を行う。解析方法は第３章と同じ方法を用いる。周期振動の安定

領域を避けるための振動パラメータの条件を導き出す。また、ハーメチック構造スクリュ圧縮

機との振動特性の違いについて述べる。 

 

第５章では、カップリング構造スクリュ圧縮機の異常振動を防止するための歯形関数の条件

を第４章の結果をもとに見い出し、歯形形状をデザインする。この歯形を採用した圧縮機を製

作、運転し、異常振動の有無について確認する。 

 

 第６章では、結論と今後の課題を述べる。 

 



図１．１ スクリュロータ形状 
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図１．２ スクリュロータ軸直角断面形状 
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図１．３ 駆動側歯面接触点 
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図１．５ ハーメチック構造スクリュ圧縮機 

図１．６ カップリング構造スクリュ圧縮機 
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接触跡 

図１．８ 異常接触歯面写真 
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図１．７ ロータ接触位置 
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図１．９ 異常接触を起こすロータ挙動の一例 



 
 

 

第２章  

ロータに作用するトルクの導出 
 
２．１ 緒言 
 

異常振動は、ロータに作用する変動トルクが原因と考えられる。本章ではロータに作用する

トルクの計算方法とその特性について述べる。 

本章の目的は大きく以下の２つある。 

１） 異常振動の原因と考えられる変動トルクと歯形形状には密接な関係がある。第５章で歯形

形状変更による異常振動防止方法について検討する。そのため、トルク導出過程において、

トルクと歯形形状の関係を明らかにする。 

２） 第３章、第４章で行うロータの衝突振動解析に適用するため、トルク波形をモデル化する。 

 

2.2 においてトルクを計算する全体の流れを示す。トルクを計算する上で必要な歯溝圧力に

ついては一般的な手法があり、2.3 で簡単に述べる。 

2.4～2.6 では歯溝圧力から歯形形状を考慮してトルクを計算する手順を示す。その中で歯形

形状とトルクを結びつけるトルク係数という歯形パラメータを導出する。第５章において、こ

のパラメータを利用して歯形形状によるトルク特性の改善方法を検討する。 

2.7 ではロータの衝突振動解析に適用するため、2.6 で導出された計算式により計算される

トルク波形をモデル化する。 

 

 

２．２ ロータに作用するトルクの計算手順 
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スクリュロータの歯溝は吸込過程、圧縮過程、吐出過程の歯溝からなる。ロータに作用する

トルクは、１歯溝により発生したトルクを各歯溝について計算し、それらの値を合計すること

により得られる。また、１歯溝により発生するトルクは歯溝圧力、および歯溝形状により計算

される。 

図２．１に従い、トルクの計算手順を以下に示す。図２．１は図１．４で示したロータと同

じ図で、スクリュロータの外観図である。 

 

１）歯溝体積が最大となる歯溝位置（吸込完了）から雄ロータが角度φ(deg)回転した歯溝Ａの

圧力を計算する。 

２）歯溝Ａを軸直角平面で微小厚さに切断し、その歯溝片により発生するトルクを計算する。 

３）そのトルクを軸方向に積分し、歯溝Ａにより発生するトルクを計算する。ここで、歯溝内

の圧力は一様と考える。 

４）各歯溝で発生したトルクを合計してロータに作用するトルクを計算する。 

 

  

２．３ 歯溝圧力の計算 
 

歯溝体積が最大になった歯溝位置から雄ロータが角度φ(deg)回転した場合の歯溝圧力を計

算する。歯溝圧力の計算は一般的手法[25]があり、簡単に述べる。 

 

 

２．３．１ 体積曲線 
 

1.2.4 で述べたように、ロータが回転することにより歯溝体積が変化する。雄ロータの回転

角に対する歯溝の体積の変化曲線を体積曲線と呼び、図２．２のような曲線で表される。横軸

は雄ロータ回転角φ、縦軸は歯溝体積 ( )V φ である。雄ロータ回転角に対して歯溝体積は単調

増加し、ある回転角で最大となる。その後単調減少し０となる。ここで、歯溝体積が最大とな

る雄ロータの回転角φを０とする。また、歯溝体積が減少し０となる雄ロータの回転角φをφE

とする。 

最大の歯溝体積をVSとすると 
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( )V VS = 0           （２．１） 

で表される。 

歯溝体積は単調増加しているときは吸込過程であり、歯溝と吸込ポートが連通している。歯

溝体積が最大のとき吸込ポートと歯溝が隔離され、吸込過程が終了する。 

吸込ポートと歯溝が隔離される位置はケーシング切欠位置により決まる（付録Ａ）。 

 

 

２．３．２ 吐出直前歯溝体積 
 

圧縮過程において、歯溝体積がある体積VDとなったとき、歯溝と吐出ポートが連通して吐

出過程に入る。VDを吐出直前歯溝体積と呼ぶ。 

図２．２において、歯溝体積がVDとなる雄ロータ回転角をφDとする。VDは吸込ポートと

同様にケーシング切欠位置により決定される。従って、この体積はケーシング固有の値である。 

 

 

２．３．３ 歯溝圧力 
 

吸込圧力をPS、吐出圧力をPDとする。図２．２において、φ< 0では歯溝は常に吸込ポー

トと連通している。従って、歯溝圧力はPSとなる。 0 ≤ <φ φDでは歯溝は、吸込ポートにも

吐出ポートにも連通していない。この範囲ではガスが圧縮される。圧縮過程において、ガスは

断熱圧縮すると仮定する。φ φD ≤ では歯溝は常に吐出ポートと連通しており、歯溝圧力はPD

となる。ガスの比熱比を κ とすると、歯溝圧力Pは以下の式で表される。 
P PS=   ( )φ< 0         （２．２） 

( )P P V
VS

S=






φ

κ

 ( )0 ≤ <φ φD        （２．３） 

P PD=   ( )φ φD ≤        （２．４） 

（歯溝圧力の不連続について） 

ここで、トルク変動の原因となる歯溝圧力の急変について述べる。 
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吐出直前の歯溝圧力PDIは式（２．３）から次式で表される。 

P P V
VDI S

S
D

=








κ
         （２．５） 

この式の右辺にはPDの項は入っていないため、PDIはPDと無関係な値となる。吐出過程 

における歯溝圧力はPDであるため、VDが次式を満足する場合、P PDI D= となり、吐出ポー

ト開口時歯溝圧力の急変はない。 

P P V
VD S

S
D

=








κ
         （２．６） 

VDは前述したように機械的構造により決定される。しかし、PS、PDは任意に設定できる

ため、実際の運転ではP PDI D≠ となることが多い。この場合、以下の２つのことが考えられる。 

（１）P PDI D< の場合 

   歯溝が吐出ポートとつながった瞬間に、ガスが吐出ポートから歯溝に逆流する。 

（２）P PDI D> の場合 

   歯溝が吐出ポートとつながった瞬間に、歯溝から吐出ポートにガスが急激に流出する。 

いずれの場合も歯溝圧力が急変する。 

PDIとPDの大小関係により歯溝圧力がどのように変化するか図２．３により説明する。(ａ）

はP PDI D> 、（ｂ）はP PDI D= 、（ｃ）はP PDI D< の場合である。横軸は雄ロータ回転角

φで 0 ≤ φの範囲を示してある。縦軸は歯溝圧力Pである。この図からわかるようにP PDI D≠

の場合、吐出ポート開口時（φ φ= D）歯溝圧力が急変する。 

このような歯溝圧力の不連続性がトルク変動の原因となる。この現象はスクリュ圧縮機特有

のものである。 

 

 

２．４ 微小厚さの歯溝片によりロータに作用するトルク 
 

１歯溝によりロータに作用するトルクを計算するに際して、まず図２．１のように歯溝を軸

直角平面で微小厚さに切断する。そして、微小厚さの歯溝片によりロータに作用するトルクを

計算する。この値を軸方向に積分することにより、１歯溝によりロータに作用するトルクが計 
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算できる。 

 

 

２．４．１ 歯溝形状と歯溝断面形状の関係 
 

トルクの計算において、歯溝形状と歯溝を軸直角平面で切断した歯溝断面形状の関係を把握

することが重要である。そこで歯溝形状と歯溝断面形状の関係について調べる。 

 

（１） 歯溝形状 

図２．４（ａ）はロータ、および歯溝形状を示している。矢印はロータの回転方向である。

この図は図１．４で示したロータと同じ図でロータの噛み合った状態を示している。歯数はい

ろいろな組み合わせがあるが、ここでは、雄ロータ歯数４枚、雌ロータ歯数６枚の歯数の組み

合わせで説明する。 

ロータの手前の端面は吸込端面、反対側は吐出端面である。軸方向の座標を zとする。z = 0

が吸込端面で、ロータ長さを Lとすると z L= が吐出端面である。図１．４では１つの歯溝に

注目してロータを回転させた状態について説明したが、ここではロータ位置を固定した状態で、

Ⓐ～Ⓕの歯溝について考える。 

 

（２） 一定間隔で切断したロータ、および歯溝断面形状 

図２．４（ｂ）はロータ、および歯溝を一定間隔の軸直角平面で切断した形状を示している。

①における矢印は回転方向である。断面①～⑪は（ａ）で示した切断平面①～⑪で切断した断

面に対応しており、吸込端面から順に①～⑪としている。また歯溝断面Ⓐ～Ⓕは（ａ）で示し

た歯溝の記号Ⓐ～Ⓕに対応する。 

切断平面の間隔を雄ロータのねじれが３０deg に相当する間隔とする。雄ロータのねじれ角

（吸込端面から吐出端面に至る間に雄ロータがねじれる角度）をΦM (deg)とすると、平面の

間隔は 30L M/ Φ となる。ΦMは普通 300deg 程度である。 

吸込端面①から吐出端面⑪に順に見ていくと、雄ロータ断面が反回転方向に３０deg づつ回転

しているように見える。また、同時に１つの歯溝断面に注目した場合、その歯溝断面も３０deg

づつ回転しているように見える。このように、歯溝を固定して吸込端面から吐出端面に歯溝断

面を見ていくと、歯溝断面は反回転方向に回転するように見える。 
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なお、断面⑪では雄ロータ歯溝Ⓑと雌ロータ歯溝Ⓐが融合する。ここでは便宜的に雄ロータ

のケーシングを延ばして｛（ｂ）⑪の一点鎖線｝、この歯溝断面を歯溝Ⓐと歯溝Ⓑに分ける。 

 

（３） 歯溝断面形状 

ここで図２．５に示すような歯溝断面形状を考える。雄ロータ中心をO、雌ロータ中心を ′O

とする。また矢印は回転方向である。雄ロータ先端ＱとOを結んだ線とロータ中心を結んだ線

のなす角度を α とする。ここで、α をロータ断面角度と呼ぶ。また、斜線を施した歯溝断面を

角度 α の歯溝断面と呼ぶ。 

ある歯溝断面に対してdα回転した歯溝断面は、次式で示す距離 dzだけ吐出端面方向に移動

した切断平面により切断された歯溝断面となる。 

dz L d
M

=
Φ

α           （２．７） 

 

（４） シール点 

ロータ断面形状が回転した場合の歯溝断面形状の変化を図２．６に示す。雄ロータ中心をO、

雌ロータ中心を ′O とする。また矢印は回転方向である。α が（ａ）から（ｄ）に従い、順に大

きくなっている。この図において、斜線を施した歯溝断面に注目する。これらの歯溝断面はロ

ータ同士の接触点、またはロータとケーシングの接触点により他の歯溝断面と仕切られている。

これらの接触点をシール点（図では△で示している）と呼ぶ。特にロータ同士のシール点をロ

ータ間シール点、ロータとケーシングのシール点をチップシール点と呼ぶ。 

図において、ロータ間シール点をCR1、CR2で表す。また、雌ロータとケーシングのチップ

シール点をCFT1、CFT2、雄ロータとケーシングのチップシール点をCMT1、CMT2で表す。 

このシール点位置はトルク計算に使用される。ロータ間シール点は歯形形状の影響を強く受

けるため、トルクも同様に歯形形状の影響を強く受ける。この影響については第５章で詳しく

述べる。 

 

 

２．４．２ ロータに作用するトルク 
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図２．６における斜線を施した歯溝断面形状で微小厚さdzである歯溝片によりロータに作用

するトルクを計算する。 

 

（１） 歯溝圧力により発生する力の大きさ、および作用方向 

斜線を施した歯溝の圧力をPとする。図２．６からわかるように、雌ロータ、および雄ロー

タのロータ表面において、斜線を施した歯溝と他の歯溝を仕切るシール点は２つある。例えば

（ｂ）において、雌ロータ表面にはCFT1とCR2、雄ロータ表面にはCMT1とCR2の２つのシ

ール点がある。 

歯溝圧力により雌ロータに作用する力の大きさ、作用方向は次のようになる（付録Ｂ）。歯

溝を仕切る雌ロータ表面の２つのシール点を結んだ線分の長さを l Fとすると、力の大きさは

P dzFl である。また力の作用方向は２つのシール点を結んだ線分の垂直二等分線方向
r
PFであ

る。 

雄ロータも同様にロータ表面の２つのシール点を結んだ線分の長さを lMとすると、力の大

きさはP dzMl 、作用方向は
r
PMである。 

 

（２） トルクの大きさ 

雌ロータの中心 ′O と FP
r
の距離を kFとすると、雌ロータに作用するトルクはP k dzF Fl で表

される。 

同様に雄ロータ中心 Oと
r
PMとの距離を kMとすると、雄ロータに作用するトルクは

P k dzM Ml で表される。 

図２．６（ａ）～（ｄ）は各ロータ断面角度における l F、lM、kF、kMおよび
r
PF、

r
PMを

示している。なお、（ｃ）以降の図では力の作用方向
r
PF、

r
PMのみを示している。 

 

（３） トルクの作用方向 

ところで、図２．６（ａ）において、ロータの回転方向に対して雄ロータに作用するトルク

の方向と雌ロータに作用するトルクの方向は異なる。雌ロータには回転方向に、雄ロータには

反回転方向にトルクが作用する。そこで、回転方向にトルクが作用する場合を正、反回転方向

にトルクが作用する場合を負とする。それは力の作用力方向とロータ中心の距離 kの符号によ

り区別する。従って、図２．６（ａ）において、 kF1の符号は正、 kM1の符号は負となる。 

なお、一般には反回転方向に働くトルクを正としている。しかし、ロータ同士の衝突振動を 
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扱う場合、回転方向にトルクが作用する場合を正とするほうが理解しやすいため、本論文では

この符号を採用する。 

 

 

２．５ １歯溝によりロータに作用するトルク 
 

2.4 により微小厚さの歯溝によりロータに作用するトルクが導かれた。このトルクを１歯溝

について軸方向に積分することにより、１つの歯溝により作用するトルクが計算できる。ここ

では、歯溝体積が最大となる位置から雄ロータが角度φ回転したときの歯溝により発生するト

ルクを計算する。 

まず、１歯溝に注目した場合、軸方向にトルクの値がどのように変化するか調べる。 

 

 

２．５．１ l F Fk 、 lM Mk 曲線 
 

雌ロータに作用するトルクは 2.4.2 (2)で述べたように、P k dzF Fl で表される。この式にお

いてPは１歯溝内では一定であるが、 l F Fk は歯溝断面位置により変化し、 α （ z）の関数と

なる。この値は歯形形状のみによって決定される値である。そこで、Pと l F Fk を分離して考

える。 

α に対する l F Fk 、 lM Mk の値の変化を図２．７に示す。（ａ）は l F Fk 、（ｂ）は lM Mk

である。横軸は α 、縦軸はそれぞれ l F Fk 、 lM Mk である。 

なお、図２．６（ｃ）のように雌、雄ロータ歯溝断面を仕切るシール点が２つのチップシー

ル点となる最小ロータ断面角度をそれぞれ α FT、 α MTとする。このような歯溝断面では２つ

のチップシール点の垂直２等分線はロータ中心を通るため、 kM、 kFの大きさは０となる。 

ここで 0 ≤ <α α FTである雌ロータ歯溝断面、 0 ≤ <α α MTである雄ロータ歯溝断面を歯溝断

面Ⅰと呼ぶ。 

 

 

２．５．２ 歯溝の存在範囲 
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歯溝内では圧力Pは一定であるため、１歯溝の l F Fk 、lM Mk 値を積分し、Pをかけた値が

発生するトルクとなる。そこで、歯溝が図２．７のどの範囲のロータ断面角度α（積分範囲）

で存在するか調べる必要がある。 

歯溝は吸込端面から吐出端面まで全ての位置で存在するのでなく、歯溝の位置により存在す

る範囲が異なる。例えば、図２．４（ｂ）において、①から⑪までの全ての断面で存在する歯

溝はⒶ～Ⓒである。その他の歯溝については、歯溝Ⓓは断面④から吐出側、歯溝Ⓔは断面⑦か

ら吐出側、歯溝Ⓕは断面⑩から吐出側で存在する。 

歯溝Ⓒは吸込端面（ z＝０）でロータ断面角度 α = 0の歯溝断面となる歯溝である。そして吐

出端面（ z＝L）方向に行くに従いαが大きくなり、吐出端面では α = ΦMとなる。従って、α

に対する歯溝Ⓒの l F Fk 曲線は、図２．７において、 α = 0と α = ΦMの間の範囲である。歯溝

Ⓒのロータの軸方向に対する l F Fk 曲線は図２．８（ｃ）で表される。縦軸は l F Fk 、横軸は z

で、 z = 0は吸込端面、 z L= は吐出端面を表している。 

同様にして各歯溝の l F Fk 曲線は図２．８（ａ）～（ｆ）のようになる。歯溝Ⓐ～Ⓕは図２．

４に対応している。この l F Fk 曲線を吸込端面と吐出端面の間で積分すれば、各歯溝における

l F Fk の積分値となる。 lM Mk 曲線も同様である。 

 

 

２．５．３ ロータ回転による l F Fk 曲線の変化 
 

2.5.2 で述べた l F Fk 曲線はロータを固定して各歯溝に対するものであったが、今度は１つ

の歯溝に注目して、ロータが回転した場合を考える。 

図２．４（ａ）の歯溝Ⓐに注目する。雄ロータが矢印方向に９０deg 回転すると、この歯溝

は歯溝Ⓑの位置に移動する。歯溝の吐出端面方向への移動距離は雄ロータねじれ角において９

０deg 分の距離で 90L M/ Φ である。従って、図２．８（ａ）～（ｆ）は１つの歯溝に注目して

ロータが９０deg づつ回転した場合の l F Fk 曲線と見ることができる。また、これらの図から

l F Fk 曲線が吐出端面方向に 90L M/ Φ づつ移動していることがわかる。 

このように雄ロータが角度 φ回転すると l F Fk 曲線は吐出端面方向に φL M/ Φ 移動する。

lM Mk 曲線も同様である。 
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２．５．４ l F Fk 、 lM Mk 曲線の積分値 
 

l F Fk 、lM Mk の積分値を求める。計算を簡単にするため、l F Fk 、lM Mk 曲線を固定して

吸込端面、吐出端面位置を移動させる。図２．９は吸込端面において α = 0の歯溝断面である歯

溝の lF Fk 、 lM Mk 曲線である。縦軸は lF Fk 、 lM Mk 、横軸はL Mα / Φ でこの座標を zとす

る。 

体積が最大となる歯溝（ 0=φ ）の吸込端面におけるロータ断面角度を α Sとする。すると

0=φ における歯溝の吸込端面、吐出端面位置はそれぞれ z L S M= α / Φ 、 z L LS M= +α / Φ で

ある。 

雄ロータが回転方向に φ回転すると吸込端面の位置は ( )z L S M= −α φ / Φ 、吐出端面の位置は

( )z L LS M= − +α φ / Φ となる。 

１歯溝の lF Fk 、 lM Mk の積分値は次式で表される。 

( )
( )

( )
T

C L L
z k

L
z dzF

D
F

M
F

M
L

L L

S M

S M
φ

α φ

α φ
= 









−

− +

∫1
2

l
Φ Φ

Φ

Φ

/

/
     （２．８） 

( )
( )

( )
T

C L L
z k

L
z dzM

D
M

M
M

M
L

L L

S M

S M
φ

α φ

α φ
= 









−

− +

∫1
2

l
Φ Φ

Φ

Φ

/

/
     （２．９） 

( )TF φ 、 ( )TM φ をトルク係数と呼ぶ。ここで、CDはロータ中心間距離である。C LD
2 で無次元

化することにより、ロータサイズ、ロータ長さに依存しない値となる。 

 

 

２．５．５ トルク係数 
 

トルク係数はΦMを一定とした場合、歯形形状固有の値であるため、歯形形状によりトルク

特性を比較する上で重要なパラメータである。なおΦMは性能上の問題でほぼ一定の値である。 

( )TF φ 、 ( )TM φ のグラフを図２．１０に示す。横軸は φ、縦軸は ( )TF φ 、 ( )TM φ である。こ

れらのトルク係数は、圧縮、吐出過程（φ≥ 0）範囲のみを示してある。 

このグラフにおいて、φに対してトルク係数が変化しない部分がある。これは図２．８（ｃ）

～（ｅ）の歯溝のように歯溝断面Ⅰの lF Fk 、 lM Mk だけが存在する歯溝である。雌、雄ロー 



2.6  全歯溝によりロータに作用するトルク                                              28 

 

タにおけるこの部分のトルク係数の値をそれぞれ TFC、TMCとすると、これらの値はそれぞれ

次式で表される。 

T
C L L

z k
L

z dzFC
D

F
M

L
F

MFT M
= 









∫1

2 0
l

Φ ΦΦα /
     （２．１０） 

T
C L L

z k
L

z dzMC
D

M
M

L
M

MMT M
= 









∫1

2 0
l

Φ ΦΦα /
    （２．１１） 

なお、 α FT、 α MTは図２．７で示した角度である。 

 

 

２．５．６ トルク計算結果 
 

歯溝 iにより発生する雌ロータトルクTFi、雄ロータトルクTMiはそれぞれ次式で表される。 

( ) ( )T P C LTFi i D F i= φ φ2         （２．１２） 

( ) ( )T P C LTMi i D M i= φ φ2         （２．１３） 

ここで、 φiは歯溝 iの位置となる雄ロータ回転角 φである。 

 

 

２．６ 全歯溝によりロータに作用するトルク 
 

2.5.6 により計算される各歯溝により発生したトルクを足し合わせることにより、ロータに

作用したトルクを計算する。 

 

 

２．６．１ 圧縮、吐出過程の歯溝によりトルクを計算する方法 
 

吸込、圧縮、吐出過程の歯溝が存在するが、トルク計算を簡単にするため、圧縮、吐出過程

の歯溝のみによりトルクを計算する方法を導く。 

吸込過程の歯溝をＳ、圧縮、吐出過程の歯溝をＣとする。すると、雌ロータに作用するトル

クTFは次式で表される。 
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( ) ( ) ( )T C L P T P TF D S F S
S

C F C
C

= +











∑ ∑2 φ φ φ      （２．１４） 

なお、φS、 φCは歯溝Ｓ、歯溝Ｃの各歯溝位置に相当する雄ロータ回転角である。 

ここで、ガスを圧縮していない状態を考える。この場合、各歯溝圧力は全てPSで、ロータに

作用するトルクは０である。従って 

( ) ( )P T P TS F S
S

S F C
C

φ φ∑ ∑+ = 0            （２．１５） 

式（２．１４）、（２．１５）から、 ( )TF
S

S∑ φ の項を消去すると、雌ロータに作用するト

ルクは次式で表される。 

( ){ } ( )T C L P P TF D C S F C
C

= −∑2 φ φ                （２．１６） 

同様に雄ロータに作用するトルクは次式で表される。 

( ){ } ( )T C L P P TM D C S M C
C

= −∑2 φ φ               （２．１７） 

以上から圧縮、吐出過程（φ≥ 0）範囲のみのトルク係数でトルクが計算できる。 

 

 

２．６．２ 圧縮、吐出過程の歯溝位置 
 

ロータの回転角に対する雌ロータに作用するトルクの計算方法について図２．１１を用いて

説明する。（ａ）は雄ロータ回転角φに対する歯溝圧力Pを示す。φ≥ 0の範囲のみを示してい

る。横軸は φ、縦軸はPである。 φDは吐出ポート開口時の雄ロータ回転角、φEは吐出完了時

の雄ロータ回転角である。（ｂ）は雌ロータのトルク係数 TFである。縦軸は TFで横軸は（ａ）

に対応している。 

図中の縦の一点鎖線は、ロータをある回転角に固定した場合に存在する圧縮、吐出過程の歯

溝位置を示している。圧縮過程において一番歯溝圧力の低い歯溝の雄ロータ回転角をφ τ= とす

る。その他の歯溝位置は 360 / NM (deg)間隔で存在する。ここで、NMは雄ロータ歯数である。 
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２．６．３ トルク計算結果 
 

図２．１１において、各圧縮、吐出過程の歯溝の雄ロータ回転角はそれぞれ

φ τ τ= +, / ,360 NM  τ τ+ × +2 360 360/ /N m NM ML で あ る 。 こ こ で 、 m は 整 数 で

τ φ+ ≤360m NM E/ を満足する最大値である。 

雌ロータに作用するトルク ( )TF τ は、各歯溝のトルクを足しあわせたもので、次式で表される。 

( ) ( ){ } ( )T C L P i N P T i NF D M S F M
i

m
τ τ τ= + − +

=
∑2

0

360 360/ /         （２．１８） 

なお、 0 360≤ <τ / NMである。 

同様に雄ロータに作用するトルク ( )TM τ は次式で表される。 

( ) ( ){ } ( )T C L P i N P T i NM D M S M M
i

m
τ τ τ= + − +

=
∑2

0

360 360/ /      （２．１９） 

 

 

２．６．４ トルクの変動周期 
 

図２．１１の歯溝位置から雄ロータが 360 / NM (deg)回転すると、φ τ= の歯溝は雄ロータ回

転角φ τ= + 360 / NMの位置に来る。そして、この歯溝の１つ前の吸込側の歯溝は、圧縮過程の

歯溝となり、雄ロータ回転角φ τ= の位置に来る。この状態における圧縮、吐出過程の歯溝位置

は 360 / NM (deg)回転する前の圧縮、吐出過程の歯溝位置と全く同じであり、ロータに作用す

るトルクも同じである。従って、トルクの変動周期は 360 / NM (deg)となる。 

トルク変動周期 t0 (s)は、雄ロータの回転角速度をω(rad/s)とすると、次式で表される。 

t
NM

0
2= π

ω
         （２．２０） 

 

 

２．７ 衝突振動解析のためのトルク波形モデル化 
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３章，４章で行うスクリュロータの衝突振動解析に式（２．１８）、（２．１９）で表され

たトルクを使用する。衝突振動解析に適用するため、P PDI D≠ の場合のトルク波形をモデル化

する。 

 

 

２．７．１ ロータに作用するトルク波形 
 

式（２．１８）、（２．１９）で計算したロータに作用するトルクの一例を図２．１２に示

す。横軸は時間 tm、縦軸はトルク TM、 TFである。（ａ）はP PDI D> 、（ｂ）はP PDI D= 、

（ｃ）はP PDI D< の場合のトルク波形である。これらのグラフからわかるように、（ｂ）は比

較的トルク変動が小さいが、（ａ）（ｃ）はトルク変動が大きく、概略のこぎり波状のトルク

波形となる。この波形が衝突振動の原因となると考えられる。 

 

 

２．７．２ トルク波形の近似式 
 

衝突振動の原因となるP PDI D≠ の場合のトルク波形の近似式を作成する。 

 

（１） 近似波形 

図２．１２（ａ）、（ｃ）のようなP PDI D≠ の場合のトルク波形を図２．１３のようにのこ

ぎり波状の波形で近似する。横軸は時間 tである。 tは変動トルク１周期の間の時間を表し、

0 0≤ <t t とする。トルクの不連続変化点での時間を t = 0とする。 t t= 0は次のトルクの変動周

期の起点 t = 0を意味する。縦軸はトルクである。 

雌ロータに作用するトルクの平均値をTF1、片振幅をTF2、雄ロータに作用するトルクの平

均値をTM1、片振幅をTM2とする。ここで、片振幅として図２．１２（ａ）のようにトルクの

不連続変化点において、トルクが増加する場合を正で定義する。従って、（ｃ）のようにトル

クが減少する場合は負である。 
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（２） 吐出ポート開口時におけるトルク変動量 

図２．１３で示したトルクの不連続な立ち上がり（立ち下り）は、吐出ポート開口時におい

て PDIと PDが異なるためである。つまり、図２．１１において歯溝が φ φ= Dの位置にきた場

合、その歯溝圧力が不連続的に変化する。 

ここで、圧力が不連続となる部分のトルクについて考える。 

φ τD Mi N= + 360 /         （２．２１） 

となる τを τD、 iを iDとする。 φ φ= Dの歯溝以外の歯溝により雌ロータに作用するトルク

をTFAとすると、TFAは次式で表される。 

( ){ } ( )

( ) ( )

T C L P i N P T i N

P P T i N

FA D D M S F D M
i

i

D S F D M
i i

m

D

D

= + − +








+ − +








=

−

= +

∑

∑

2

0

1

1

360 360

360

τ τ

τ

/ /

/

     （２．２２） 

この値は φ φ= Dの歯溝圧力がPDI、PDどちらになってもほとんど変化しない。 

通常、吐出時の歯溝（ φ φ= D）におけるトルク係数は、トルク係数が一定となる部分、つま

り TFCとなることが多い。そこで、φ φ= Dの歯溝圧力が吐出直前の圧力PDIである場合、雌ロ

ータに作用するトルクTFDIは次式で表される。 

( )T T C L P P TFDI FA D DI S FC= + −2       （２．２３） 

同様に φ φ= Dの歯溝が吐出ポートと連通した直後の圧力 PDである場合、雌ロータに作用す

るトルクTFDは次式で表される。 

( )T T C L P P TFD FA D D S FC= + −2       （２．２４） 

φ φ= Dの歯溝圧力がPDI、およびPDの雄ロータに作用するトルクTMDI、TMDも同様にそ

れぞれ次式で表される。 

( )T T C L P P TMDI MA D DI S MC= + −2       （２．２５） 

( )T T C L P P TMD MA D D S MC= + −2       （２．２６） 

なお、図２．１２（ａ）、（ｃ）にTFDI、TFD、TMDI、TMDの位置を示してある。 
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（３） 近似式 

図２．１３のグラフは、平均トルク、片振幅を用いて、次式で表すことができる。 

T T T t tF F F= + −1 2 01 2( / )   ( )0 0≤ <t t       （２.２７） 

T T T t tM M M= + −1 2 01 2( / )  ( )0 0≤ <t t       （２.２８） 

ここで、TF1、TF2は、式（２．２３）、（２．２４）により求めたトルクの最大、最小値

を用いて次式で近似する。 

T T T T C LT P P P
F

FD FDI
FA D FC

D DI S
1

2
2

2
2

=
+

= +
+ −

        （２.２９） 

2
PPTLC

2
TTT DID

FC
2

D
FDIFD

2F
−

=
−

=           （２.３０） 

同様にTM1、TM2は以下の式で近似できる。 

T T C LT P P P
M MA D MC

D DI S
1

2 2
2

= +
+ −

         （２.３１） 

2
PPTLCT DID

MC
2

D2M
−

=            （２.３２） 

ロータに作用する平均トルクは反回転方向に作用する。従って、 0T 1F < 、 0T 1M < である。

また、本論文では DDI PP > 、つまり図２．１２（ａ）に示すトルクがロータに作用する場合の

振動解析を行う。従って、 0T 2F > 、 0T 2M > とする。 

 

 

２．８ まとめ 
 

スクリュロータの衝突振動は、ロータに作用するトルク変動によるものと考えられる。衝突

振動解析に必要なスクリュロータに作用するトルクの計算方法を導出した。トルクを計算する

方法は幾つかあるが、歯形形状の影響が把握できるように歯形形状そのものに依存するトルク

係数を考案した。本係数を用いて、第５章にて異常振動防止のための歯形形状を検討する。 

吐出ポート開口直前の圧力をPDI、吐出圧力をPDとすると、P PDI D= の場合は、トルク変

動はほとんどないが、P PDI D≠ の場合は時間に対して概略のこぎり波状のトルク波形となるこ

とがわかった。そこで、この場合のトルク波形をのこぎり波状の波形で近似し、平均トルク値

と片振幅値の２つのパラメータで表した。この近似波形を衝突振動解析に用いる。 



図２．２ 体積曲線 
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図２．３ PDとPDIの大小関係と歯溝圧力変化曲線 
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図２．４ 歯溝形状と歯溝断面形状の関係 
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図２．５ 歯溝断面形状 
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図２．７ lF Fk 、 lM Mk 曲線 
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図２．９ トルク係数の計算方法 
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図２．１１ ロータに作用するトルクの計算方法 
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図２．１２ ロータに作用するトルク 
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図２．１３ ロータに作用するトルクのモデル化 
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第３章 

ハーメチック構造圧縮機ロータ系の 

衝突振動解析 
 
 
３．１ 緒言 
 

スクリュロータ同士の衝突振動はロータに作用する変動トルクが原因と考えられる。第２章

で導出したトルクがスクリュロータに作用する場合の、ロータ同士の衝突振動解析を行う。 

スクリュ圧縮機の構造は 1.2.6 で述べたように、大きくハーメチック構造とカップリング構

造の２つにわけることができる。この違いは雄ロータとモータの結合方法の違いである。この

ため、雄ロータの振動特性が大きく異なると考えられる。 

本章ではハーメチック構造圧縮機のロータ同士の衝突振動解析を行い、周期的にロータ同士

が衝突する周期振動の安定条件を求める。その結果をもとに、1.3 で述べたロータの異常振動

の現象を解明するとともに、その防止について考察する。 

 

 

３．２ スクリュロータ振動系の運動方程式 
 

スクリュロータ振動系の運動方程式を導き、衝突振動現象が理解しやすいようにその等価モ

デルを作成する。 
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３．２．１ 圧縮機構造の特徴 
 

図１．５で示したハーメチック構造を再び図３．１に示す。この構造は雄ロータと電動機の

回転子が一体構造となっている。回転部を全て圧縮機ケーシング内に納めることにより回転部

が外部に全く現れない構造としたものである。 

ハーメチック構造では電動機の回転子が雄ロータ軸に直接取り付けられている。電動機の回

転子は慣性モーメントが大きく、また電動機の固定子巻線によって作り出される回転磁界によ

り回転子は一定回転数で回転するよう拘束されている。そのため、雄ロータは雌ロータとの衝

にもかかわらず一定回転数で回転すると近似できる。 

 

 

３．２．２ スクリュロータ振動系の仮定 
 

ここで、ハーメチック構造圧縮機のロータ系を以下の仮定によりモデル化する。 

１）雄ロータは雌ロータとの衝突によらず、一定回転数で回転する。 

２）ロータは剛体である。 

３）ロータの運動は回転方向のみを考え、軸方向の運動は無視する。 

４）ロータ同士の衝突時の速度変化は反発係数を用いて表現される。反発係数は一定とする。 

５）雌ロータに作用するトルクは式（２．２７）で表される。 

以上の仮定により、雄ロータは雌ロータとの衝突によらず一定回転するとして、雌ロータの

運動を調べる。 

 

 

３．２．３ 運動方程式の導出 
 

雌ロータと雄ロータが歯面分離した場合、およびロータ同士が衝突した場合の雌ロータに関

する運動方程式を導く。 

 

（１） 雌ロータに作用するトルク 
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雌ロータに図３．２で示したトルクが作用する場合の運動方程式を導出する。ここで、図３．

２は図２．１３の雌ロータに作用するトルクTFを取り出したものである。横軸は時間 tである。 

雌ロータに作用するトルクは次式で表される。この式は式（２．２７）を再掲している。 

T T T t tF F F= + −1 2 01 2( / )   ( )0 0≤ <t t       （３．１） 

 

（２） 雌ロータの変動回転角 

雌ロータと雄ロータの歯数が異なるため、以下の解析では雌ロータの回転角として雄ロータ

の歯数における回転角に換算した値を使用する。 

雄ロータが雌ロータとの衝突によらず一定回転角速度ωで回転しているとする。雄ロータと

雌ロータの駆動側歯面が常に接触している場合、雌ロータの回転角を θ ωF t0 + で表す。 tは

0 0≤ <t t の範囲であり、 θF0は t = 0のときの雌ロータ回転角である。 

一方、ロータ同士が衝突振動を起こして雄ロータと雌ロータが歯面分離を起こした場合、雌

ロータの回転角は θ ω θF Ft0 + + となる。ここで θFは歯面分離のために雌ロータが回転した角

度で、変動回転角と呼ぶ。この角度は雄ロータの歯数における回転角に換算した値で、実際の

回転角は ( )N N tM F F F/ × + +θ ω θ0 である。ここで、NMは雄ロータ歯数、NFは雌ロータ歯

数である。 

以下の解析はこの θFに関して行う。 

 

（３） 変動回転角の範囲 

雌ロータが歯面分離して回転できる角度はロータ間隙間 δの範囲である。このロータ間隙間

を雄ロータの回転角度に変換した値を ξとする。ロータ同士はピッチ円上で接触するため、雄

ロータのピッチ円半径を rMとすると、 ξは次式で表される。 

ξ δ= / rM                                                                 （３．

２） 

すると変動回転角 θFは 0 ≤ ≤θ ξF の範囲の値となる。θF = 0は雄ロータと雌ロータの駆動側

歯面が接触することを意味する。また、 θ ξF = は反駆動側歯面が接触することを意味する。 

 

（４） 歯面分離時の運動方程式 

歯面分離時の雌ロータの運動方程式は次式で表される。 
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( ) ( )N
N

I d
dt

t T T t tM
F

F F F F F
2

2 0 1 2 01 2θ ω θ+ + = + − /  ( )0 00≤ < ≤ ≤t t F, θ ξ     （３．３） 

従って、 

( )N
N

I d
dt

T T t tM
F

F
F

F F
2

2 1 2 01 2
θ

= + − /     ( )0 00≤ < ≤ ≤t t F, θ ξ        （３．４） 

ここで、 

θF  ：雌ロータ変動回転角（雄ロータの歯数における回転角に換算） 

IF  ：雌ロータ慣性モーメント 

TF1  ：雌ロータに作用する平均トルク 

TF2  ：雌ロータに作用するトルク片振幅 

t0  ：トルクの変動周期 

δ ：ロータ間隙間 

rM  ：雄ロータピッチ円半径 

ξ  ： δ / rM  

 

（５） ロータ衝突時の回転角速度変化 

ロータ衝突時の雌ロータ回転角速度変化について述べる。雌ロータと雄ロータが衝突する直

前の雄ロータに対する雌ロータの接触点での相対速度を uF、衝突直後の雄ロータに対する雌

ロータの接触点での相対速度を vFとする。雄ロータは雌ロータとの衝突によらず、一定回転

数で回転すると仮定しているため、ロータ同士の反発係数を Rとすると、次式の関係がある。 

v RuF F= −           （３．５） 

衝突直前の変動回転角を θFBとすると uFは 

u r d
dt

r r d
dtF M

FB
M M

FB= +





− =ω
θ

ω
θ

       （３．６） 

同様に、衝突直後の変動回転角を θFAとすると vFは、 

v r d
dtF M
FA=

θ
         （３．７） 

式（３．５）に式（３．６）、（３．７）を代入すると、 

d
dt

R d
dt

FA FBθ θ
= −          （３．８） 
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（６） 運動方程式の無次元化 

ここで、各変数、パラメータを以下のように無次元化する。 

x F F= θ ξ/  

t t t= / 0 

( )f t T I N NF F M F1 0
2

1= / / / / ξ   

( )f t T I N NF F M F2 0
2

2= / / / / ξ   

すると、雌ロータの運動方程式（３．４）は、次式で表される。 

( )d x
dt

f f tF
2

2 1 2 1 2= + −  ( )0 1 0 1≤ < ≤ ≤t x F,               

（３．１０） 

この式において、xF = 0は雄ロータと雌ロータの駆動側歯面が接触することを意味する。ま

た、 x F = 1は反駆動側歯面が接触することを意味する。 

ロータ衝突時の雌ロータ角速度変化式（３．８）は、 x FB FB= θ ξ/ 、 x FA FA= θ ξ/ とする

と、次式で表される。 

dx
dt

R dx
dt

FA FB= −         （３．１１） 

なお、2.7.2 (3)で述べたようにTF1 0< であり、また本論文ではTF2 0> の場合を扱うため、

f1 0< 、 f2 0> である。 

 

（７） ロータ衝突振動系の等価モデル 

式（３．１０）、（３．１１）で表される系の挙動は図３．３のように１質点の１方向への

挙動とみなすことができる。上下に間隔１の壁があり、その間に質量１の質点がある。その質

点に xF方向（上方向）の外力 ( )f f f t= + −1 2 1 2 が作用する場合の質点の挙動である。 

下壁は xF = 0の位置にあり、上壁は x F = 1の位置にある。質点と下壁の衝突は駆動側歯面の

衝突、質点と上壁の衝突は反駆動側歯面の衝突に相当する。 

以下の記述は、理解しやすいように図３．３の振動系で表現する。従って、「雌ロータの変

動回転角」は「質点の位置」、「雌ロータの変動回転角速度」は「質点の速度」、「駆動側歯

面の衝突」は「質点と下壁の衝突」、「反駆動側の衝突」は「質点と上壁の衝突」で表現する。 

 

 

（３．９）
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３．３ 周期振動 
 

図１．８の写真で見られるような異常接触は、トルクの変動周期に同期したロータ同士の衝

突振動により生じたものと考えられる。このように変動周期に同期した衝突振動を周期振動と

呼ぶ。 

異常振動を防止するため、周期振動が発生する条件を調べる。 

 

 

３．３．１ 周期振動波形 
 

式（３．１０）、（３．１１）の数値計算の結果、周期振動には図３．４で示すような振動

波形があることがわかった。図３．４は時間に対する質点の位置を示している。横軸は外力周

期 t0で無次元化された時間 t、縦軸は xFである。t = 0は外力の不連続変化点を表している。t = 1

は次の外力不連続変化点の起点 t = 0を意味する。 

図１．８の写真で見られるような反駆動側歯面のスポット状接触跡は（ａ）（ｂ）のように

反駆動側歯面が周期的に衝突する振動により生じたものと考えられる。なお、駆動側歯面にス

ポット状接触跡が生じない理由は、駆動側と反駆動側の接触形態の違いによるものと考えられ

る。（ｃ）（ｄ）では反駆動側歯面の接触跡は生じないが、圧縮機の異常音の原因となるもの

と考えられる。 

 

 

３．３．２ 周期振動波形の表現方法 
 

図３．４で示した周期振動波形を(J,K,L,M)振動で表現する。Ｊ、Ｋ、Ｌ、Ｍは０または正

の整数でそれぞれ次のことを意味する。 

Ｊ ：外力周期数 

Ｋ ：質点と下壁の衝突回数 

Ｌ ：質点と上壁の衝突回数 

Ｍ ：周期振動の分岐数 

 (J,K,L,M)振動は、外力Ｊ周期の間に下壁にＫ回、上壁にＬ回質点が衝突する振動で分岐数 
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がＭの振動である。ここで、分岐数とは、異なった振動波形が交互に現れる場合の振動波形の

種類の数である。 

図３．４（ａ）、（ｂ）は下壁、上壁両方に質点が衝突する振動である。（ａ）は外力１周

期の間に下壁に 1 回、上壁に 1 回衝突し、振動波形が 1 種類であるので(1,1,1,1)振動、（ｂ）

は外力１周期の間に下壁にＫ回 ( )K ≥ 2 、上壁に１回衝突し、振動波形が１種類であるので

(1,K,1,1)振動である。（ｃ）、（ｄ）は下壁のみに質点が衝突する振動である。（ｃ）は外

力２周期の間に下壁に１回、上壁に０回衝突し、振動波形が１種類であるので(2,1,0,1)振動

である。（ｄ）は外力２周期の間に下壁に１回、上壁に０回衝突し、形の異なった振動波形が

２種類交互に現れるため(2,1,0,2)振動である。 

（分岐数） 

分岐数については 3.7.1 で述べるが、Ｍ＝２、４、８‥‥２n（n：整数）の分岐数が存在す

る。また、（ａ）、（ｂ）のように下壁、上壁両方に質点が衝突する周期振動においても同様

の振動が存在する。 

（振動モード） 

(1,K,1,M)振動 ( )K ≥ 2 については図３．５のように２つの振動モードが存在する。これらの

振動は衝突時間と外力不連続変化点の関係が異なる。 

横軸、縦軸は図３．４と同じである。上壁に衝突する時間を tq、その直前に下壁に衝突する

時間を tp、 tpの前に下壁に衝突する時間を trK−1とする。mode A は tpと tqの間に外力不連続

変化点がある周期振動、 mode Bは trK−1と tpの間に外力不連続変化点がある周期振動である。 

 

 

３．４ 駆動側歯面のみが衝突する周期振動 
 

図３．４（ｃ）のように、質点と下壁のみが衝突する(J,1,0,1)振動の周期振動解、ならび

に解の安定条件を求める。この振動は、異常接触は起こさないが、歯面分離を起こし異常音の

原因となる振動である。 

 

 

３．４．１ 周期振動解の導出 
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（１） 質点の動き 

図３．６は質点の動きを表している。横軸は時間 tで、縦線は外力不連続変化点を表してい

る。外力不連続変化点と次の外力不連続変化点の間を区間と呼ぶ。各区間において外力周期 t0

で無次元化された始めの時間は０、終わりの時間は１となる。縦軸は x Fである。 x F = 0は下

壁の位置である。質点が i番目に下壁に衝突する時間を tpi、衝突直前の質点の速度を uFpi−1、

衝突直後の質点の速度を vFpiとする。 

外力Ｊ周期毎に下壁に衝突するため、 J − 1周期下壁に衝突しない区間がある。その区間を

bj ( )j J= −1 1～ とする。i番目の衝突から区間 b1までの部分をai、区間 bJ−1から i + 1番目の衝

突までの部分を ciとする。区間 bjと bj+1の境界における質点の位置を xFoj+1、速度をwFoj+1と

する。 

 

（２） 各変数の関係 

i番目の衝突後の状態変数 ( )v tFpi pi, と i + 1番目の衝突後の状態変数 ( )v tFpi pi+ +1 1, の関係

を求める。 

i番目から i + 1番目の衝突の間はai、 b1‥‥ bJ−1、 ciの各部分、区間からなる。質点が下

壁に衝突する前後の速度、および各部分、区間の両境界における質点の位置、速度は次式で表

される。 

〔部分ai〕 

( )( ) ( )w f f t f t vFo pi pi Fpi1 1 2 2
21 1= + − − − +         （３．１２） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t f t t v tFo pi pi pi Fpi pi1 1 2
2

2
2

1 2 1 1 2 3 1= + − − − + + −/ /    （３．１３） 

〔区間 bj〕 ( )j J= −1 1～  

w f wFoj Foj+ = +1 1         （３．１４） 

x f f w xFoj Foj Foj+ = + + +1 1 22 6/ /          （３．１５） 

〔部分 ci〕 

( )u f f t f t wFpi pi pi FoJ= + − ++ +1 2 1 2 1
2          （３．１６） 

( )0 2 31 2 1
2

2 1
3

1= + − + ++ + +f f t f t w t xpi pi FoJ pi FoJ/ /         （３．１７） 
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また、 i + 1番目の衝突直後の速度 vFpi+1は衝突直前の速度 uFpiを用いて次式で表される。 

v RuFpi Fpi+ = −1            （３．１８） 

 

（３） 周期振動解 

 (J,1,0,1)振動は i番目と i +1番目の状態変数が等しくなる。従って、 

t t tpi pi p+ = =1           （３．１９） 

v v vFpi Fpi Fp+ = =1           （３．２０） 

として、式（３．１２）～（３．１８）から tp、 vFpを求める。 

すると、周期振動解は次式で表される。 

t J R
R

f
fp = ± − −

+


















1
2

1 1
3

2 1 2
1

1

2
 ( )0 1≤ <tp         （３．２１） 

v R
R

JfFp = −
+ 1 1         （３．２２） 

（周期振動解とならない場合） 

基本的には式（３．２１）、（３．２２）を満足する場合、(J,1,0,1)振動となる。しかし、

図３．６において、質点が上壁に衝突した場合は(J,1,0,1)振動にはならない。従って、初期

値 x F = 0、t tp= 、dx dt vF Fp/ = として式（３．１０）により質点の軌跡を計算したとき、x F

が１以上となる場合は (J,1,0,1)振動とはならない。 

 

 

３．４．２ 周期振動解の安定性 
 

（１） 解が安定である条件 

式（３．１２）～（３．１８）は ( )v tFpi pi, から ( )v tFpi pi+ +1 1, への二次元写像である。こ

の写像のヤコビアンを [ ]Ji とすると、 [ ]Ji は次式で表される。 
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[ ]J

v
v

v
t

t
v

t
t

i

Fpi

Fpi

Fpi

pi

pi

Fpi

pi

pi

=























+ +

+ +

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

1 1

1 1
       （３．２３） 

[ ]Ji が Schur の定理[33]により次式を満たすとき解は安定となる。 

[ ]det Ji <1         （３．２４） 

[ ] [ ]tr J Ji i< +1 det            （３．２５） 

 

（２） ヤコビアン 

( )v tFpi pi, から ( )v tFpi pi+ +1 1, への写像は ( )v tFpi pi, から ( )w xFo Fo1 1, への写像、

( )w xFo Fo1 1, から ( )w xFoJ FoJ, への写像、 ( )w xFoJ FoJ, から ( )v tFpi pi+ +1 1, への写像、の３つ

の写像の組み合わせである。これらの写像のヤコビアンをそれぞれ [ ]Jai 、 [ ]Jbi 、 [ ]Jci とする

（付録Ｃ）。 

すると、 [ ]Ji は次式で表される。 

[ ] [ ] [ ] [ ]J J J Ji ci bi ai=               （３．２６） 

 

（３） 周期振動解の安定条件 

式（３．２６）を式（３．２４）に代入すると、左辺は次式で表される。 

[ ] [ ] [ ] [ ]det det det detJ J J J Ri ci bi ai= ⋅ ⋅ = 2          （３．２７） 

R <1であるから式（３．２４）の条件を満たす。また [ ]tr Ji は次式で表される。 

[ ] ( )tr J R f
f

t f
f

Ri pi= − + − +





















+













1 2 1 22 2

1

2

1
       （３．２８） 

式（３．２５）から次式を満足するとき解は安定となる。 

( ) [ ]− + < < +1 12 2R tr J Ri          （３．２９） 

この式を整理すると、周期振動解の安定条件は次式で表される。 

( )
( )

2 1

1

1
3

2 1 2
1

0
2

2
1

2

1

2

+

+
< ± − −

+






<
R

R
f
f

J R
R

f
f

      （３．３０） 
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３．４．３ 計算結果 
 

式（３．３０）で示した安定領域の計算結果を図３．７に示す。横軸はR、縦軸は f f1 2/ で

ある。ここでは J = 1 3～ の安定領域を示してある。斜線部分が安定領域である。この図から J ≥ 2

の安定領域は J = 1の安定領域に含まれることがわかる。従って J = 1の周期振動が防止できれ

ば、 J ≥ 2の周期振動も防止できる。 

 

 

３．５ 両歯面が衝突する周期振動 
 

図３．４（ａ）、（ｂ）のように、質点と両壁が衝突する周期振動の周期振動解、ならびに

解の安定条件を求める。この振動は、異常接触の原因となる振動である。 

 

 

３．５．１ (1,1,1,1)振動の周期振動解および解の安定条件 
 

（１） 質点の動き 

図３．８は(1,1,1,1)振動の質点の動きを表している。横軸は t、縦軸は x Fである。x F = 0

は下壁の位置、 x F = 1は上壁の位置である。縦実線は外力不連続変化点を表している。 

質点が i番目に下壁に衝突する時間を tpi、衝突直前の質点の速度を u Fpi−1、衝突直後の質

点の速度を vFpiとする。下壁に衝突した後の外力不連続変化点 t = 1 0( )における質点の位置を

x Fo、速度をwFoとする。 

その後、上壁に衝突する時間を tq、衝突直前の質点の速度を u Fq、衝突直後の質点の速度

を vFqとする。 

つぎに下壁に衝突する時間を tpi+1、衝突直前の質点の速度を u Fpi、衝突直後の質点の速度

を vFpi+1とする。 

 

（２） 各変数の関係 
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i番目の衝突後の状態変数 ( )v tFpi pi, と i + 1番目の衝突後の状態変数 ( )v tFpi pi+ +1 1, の関係

を求める。 i番目と i + 1番目の衝突の間に、質点と壁の衝突時、および外力不連続点における

質点の状態変数は、 ( ) ( ) ( ) ( )v t w x u t v tFpi pi Fo Fo Fq q Fpi pi, , , ,→ → → + +1 1 と変化する。これら

の状態変数の関係は次式で表される。 

・ ( ) ( )v t w xFpi pi Fo Fo, ,→  

( )( ) ( )w f f t f t vFo pi pi Fpi= + − − − +1 2 2
21 1         （３．３１） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t f t t v tFo pi pi pi Fpi pi= + − − − + + −1 2
2

2
2

1 2 1 1 2 3 1/ /       （３．３２） 

・ ( ) ( )w x u tFo Fo Fq q, ,→  

( )u f f t f t wFq q q Fo= + − +1 2 2
2           （３．３３） 

( )1 2 31 2
2

2
3= + − + +f f t f t w t xq q Fo q Fo/ /         （３．３４） 

・ ( ) ( )u t v tFq q Fpi pi, ,→ + +1 1  

v RuFq Fq= −          （３．３５） 

( )( ) ( )u f f t t f t t vFpi pi q pi q Fq= + − − − ++ +1 2 1 2 1
2 2        （３．３６） 

v RuFpi Fpi+ = −1         （３．３７） 

( )( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 3 11 2 1
2

2 1
2

1 1= + − − − + + − ++ + + +f f t t f t t t t v t tpi q pi q pi q Fq pi q/ / （３．３８） 

 

（３） 周期振動解 

 (1,1,1,1)振動では i番目と i +1番目の状態変数が等しくなる。従って、 

t t tpi pi p+ = =1            （３．３９） 

v v vFpi Fpi Fp+ = =1           （３．４０） 

として、式（３．３１）～（３．３８）から tp、 vFpを求める。しかし、解析的に求めること

は困難であるため、数値計算により求める。 

 

（４） 周期振動解の安定条件 

 (1,1,1,1)振動の安定性について調べる。式（３．３１）～（３．３８）は ( )v tFpi pi, から 
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( )v tFpi pi+ +1 1, への二次元写像である。この写像のヤコビアンを [ ]Ji とする。 ( )v tFpi pi, か

ら ( )v tFpi pi+ +1 1, への写像は、( )v tFpi pi, から ( )w xFo Fo, への写像、( )w xFo Fo, から ( )u tFq q,

への写像、 ( )u tFq q, から ( )v tFpi pi+ +1 1, への写像の、３つの写像の組み合わせである。これら

の写像のヤコビアンをそれぞれ [ ]Jai 、 [ ]J bi 、 [ ]Jci とする（付録Ｃ）。 

すると、 [ ]Ji は次式で表される。 

[ ] [ ] [ ] [ ]J J J Ji ci bi ai=           （３．４１） 

(J,1,0,1)振動と同様に、 [ ]Ji が式（３．２４）、（３．２５）を満たすとき解は安定となる。 

 

 

３．５．２ (1,K,1,1)振動 ( )K ≥ 2 mode A の周期振動解および解の安定
条件 

  

(1,K,1,1)振動は mode A、mode B があり、両者とも同じ考え方をする。ここでは、mode A

の周期振動解、ならびに解の安定条件を求める。 

 

（１） 質点の動き 

図３．９は(1,K,1,1)振動 mode A の質点の動きを表している。横軸は t、縦軸は x Fである。

x F = 0は下壁の位置、 x F = 1は上壁の位置である。縦実線は外力不連続変化点を表している。 

この振動では質点は１周期にＫ回下壁に衝突するため、各周期の代表の状態変数として、質

点が上壁に衝突する直前に下壁との衝突する時間、および衝突後の速度を採用する。以下で記

述する i番目の下壁への衝突とはこの衝突を指す。 

質点が i番目に下壁に衝突する時間を tpi、衝突直前の質点の速度を u Fpi−1、衝突直後の質

点の速度を vFpiとする。下壁に衝突した後の外力不連続変化点 t = 1 0( )における質点の位置を

x Fo、速度をwFoとする。その後、上壁に衝突する時間を tq、衝突直前の質点の速度を u Fq、

衝突直後の質点の速度を vFqとする。 

つぎに下壁に衝突する時間を tr1、衝突直前の質点の速度を uFr1、衝突直後の質点の速度を

vFr1とする。その後、上記衝突も含めてK 回下壁への衝突を繰り返す。 j ( )1 1≤ ≤ −j K 回目の 
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衝突時間を trj、衝突直前の質点の速度を uFrj、衝突直後の質点の速度を vFrjとする。K 回目

の下壁への衝突は i +1番目の衝突を意味し、衝突時間を tpi+1、衝突直前の質点の速度を uFpi、

衝突直後の質点の速度を vFpi+1とする。 

 

（２） 各変数の関係 

i番目の衝突後の状態変数 ( )v tFpi pi, と i +1番目の衝突後の状態変数 ( )v tFpi pi+ +1 1, の関係

を求める。 i番目と i + 1番目の衝突の間、質点と壁の衝突時、および外力不連続点における質

点の状態変数は、 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v t w x u t v t v t v tFpi pi Fo Fo Fq q Fr r FrK rK Fpi pi, , , , , ,→ → → → → →− − + +1 1 1 1 1 1L

と変化する。これらの状態変数の関係は次式で表される。 

・ ( ) ( )v t w xFpi pi Fo Fo, ,→  

( )( ) ( )w f f t f t vFo pi pi Fpi= + − − − +1 2 2
21 1         （３．４２） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t f t t v tFo pi pi pi Fpi pi= + − − − + + −1 2
2

2
2

1 2 1 1 2 3 1/ /       （３．４３） 

・ ( ) ( )w x u tFo Fo Fq q, ,→  

( )u f f t f t wFq q q Fo= + − +1 2 2
2           （３．４４） 

( )1 2 31 2
2

2
3= + − + +f f t f t w t xq q Fo q Fo/ /         （３．４５） 

・ ( ) ( )u t v tFq q Fr r, ,→ 1 1  

( )( ) ( )u f f t t f t t RuFr r q r q Fq1 1 2 1 2 1
2 2= + − − − −           （３．４６） 

v RuFr Fr1 1= −                            （３．４７） 

( )( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 3 11 2 1
2

2
2

1 1 1= + − − − + + − +f f t t f tr t t t v t tr q q r q Fr r q/ /   （３．４８） 

M  

・ ( ) ( )v t v tFrj rj Frj rj− − →1 1, ,   ( )j K= −2 1～  

( )( ) ( )u f f t t f t t vFrj rj rj rj rj Frj= + − − − +− − −1 2 1 2
2

1
2

1        （３．４９） 

v RuFrj Frj= −           （３．５０） 
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( )( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 31 2 1
2

2 1
2

1 1 1= + − − − + + −− − − − −f f t t f t t t t v t trj rj rj rj rj rj Frj rj rj/ /   （３．５１） 

M  

・ ( ) ( )v t v tFrK rK Fpi pi j− − + +→1 1 1, ,  

( )( ) ( )u f f t t f t t vFpi pi rK pi rK FrK= + − − − ++ − + − −1 2 1 1 2 1
2

1
2

1      （３．５２） 

v RuFpi Fpi+ = −1          （３．５３） 

( )( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 31 2 1 1
2

2 1 1
2

1 1 1 1 1= + − − − + + −+ − + − + − − + −f f t t f t t t t v t tpi rK pi rK pi j rK FrK pi rK/ /  

           （３．５４） 

 

（３） 周期振動解 

(1,K,1,1)振動では i番目と i +1番目の状態変数が等しくなる。従って、 

t t tpi pi p+ = =1          （３．５５） 

v v vFpi Fpi Fp+ = =1           （３．５６） 

として、式（３．４２）～（３．５４）から tp、 vFpを求める。 

 

（４） 周期振動解の安定条件 

 (1,K,1,1)振動の安定性について調べる。式（３．４２）～（３．５４）は ( )v tFpi pi, から

( )v tFpi pi+ +1 1, への二次元写像である。この写像のヤコビアンを [ ]Ji とする。 

( )v tFpi pi, から ( )v tFpi pi+ +1 1, への写像は ( )v tFpi pi, から ( )w xFo Fo, への写像、( )w xFo Fo,

か ら ( )u tFq q, へ の 写 像 、 ( )u tFq q, か ら ( )v tFr r1 1, へ の 写 像 、 ( )v tFrj rj− −1 1, か ら

( )v tFrj rj, ( )j K= −2 1～ への写像、( )v tFrK rK− −1 1, から ( )v tFpi pi+ +1 1, への写像の組み合わせで

ある。これらの写像のヤコビアンをそれぞれ [ ]Jai 、 [ ]J bi 、 [ ]Jci 、 [ ]Jdij ( )j K= −2 1～ 、 [ ]Jei

とする（付録Ｃ）。 

すると、 [ ]Ji は次式で表される。 

[ ] [ ][ ] [ ][ ][ ][ ]J J J J J J Ji ei diK di ci bi ai= −1 2L            （３．５７） 

(J,1,0,1)振動と同様に、[ ]Ji が式（３．２４）、（３．２５）を満たすとき解は安定となる。 
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mode B も mode A と同様な方法で求めることができる。 

 

 

３．５．３ 計算結果 
 

 (1,K,1,1)振動（1 ≤ K ≤ 4）の周期振動安定領域の計算結果の一例を図３．１０に示す。こ

の図はR = 08. の場合である。横軸は f2、縦軸は f f1 2/ で実線、および破線により囲まれた部分

が安定領域である。(1,K,1,1)振動（2 ≤ K ≤ 4）において、実線は mode A、破線は mode B を示

している。 

（雌ロータにトルクが常に反回転方向に作用していても歯面分離を起こす理由） 

1.3 の 3)で述べたが、雌ロータのトルクが常に反回転方向に作用していても歯面分離を起こ

すことがある。従来、歯面分離の原因として「雌ロータに回転方向のトルクが作用する」と考

えられてきた。 

f f1 2 1/ < − の場合、式（３．１）、（３．９）からTF < 0であるため、雌ロータのトルクが

常に反回転方向に作用していることを示している。しかし、図３．７および図３．１０から

f f1 2 1/ < − の範囲に周期振動の安定領域がある。つまり雌ロータに作用するトルクが常に反回

転方向に作用していても歯面分離を起こす可能性があることがわかった。 

 

 

３．６ 衝突減衰振動 
 

歯面分離を起こす振動として周期振動の解析を行ったが、その他に周期的に衝突振動を起こ

す振動として衝突減衰振動がある。歯面分離は起こすが、周期振動に比べて衝突速度が小さく

正常な振動と考えられ、異常振動を防止する上で重要な振動である。本節ではこの衝突減衰振

動の解析を行う。 

 

 

３．６．１ 質点の動き 
 

衝突減衰振動における質点の動きを図３．１１に示す。横軸は時間 t、縦軸は xFである。外 
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力１周期の間に衝突振動を繰り返し、外力周期の終わり付近では質点が下壁に完全に接触して

歯面分離を起こさない。この振動は各外力周期で繰り返される。3.3 で述べた周期振動と違っ

て、質点が下壁と完全に接触する時間があるため、周期振動と区別して衝突減衰振動と呼ぶ。 

 

 

３．６．２ 各状態変数の関係 
 

図３．１２は衝突減衰振動における外力と質点の動きを示している。横軸は tで外力１周期

を表している。（ａ）は時間に対する外力 ( ){ }f f f t= + −1 2 1 2 、（ｂ）は xFを表している。この

図は t = 0における f が正、つまり f f1 2 1/ > − の場合を示している。 t = 0において f は正である

ため、質点は上方向の力を受け質点は下壁から離れて上方向に運動する。力 f は ( )t f f> +1 2 1 2/ /

で下方向の力になるため質点は下方向に運動し下壁と衝突する。そして衝突振動を繰り返しな

がら振幅が小さくなり、 t tE≥ において下壁と完全し接触し動かなくなる。そして、次の外力

周期の t = 0で再び下壁から離れる。 

i番目の下壁との衝突時間を tpi、衝突後の質点の速度を vFpiとする。すると ( )v tFpi pi− −1 1,

と ( )v tFpi pi, の関係は次式で表される。 

( )( ) ( )− = + − − − +− − −v R f f t t f t t vFpi pi pi pi pi Fpi/ 1 2 1 2
2

1
2

1     （３．５８） 

( )( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 31 2 1
2

2 1
2

1 1 1= + − − − + + −− − − − −f f t t f t t t t v t tpi pi pi pi pi pi Fpi pi pi/ /  

 （３．５９） 

t = 0における質点の速度は０であるため、初期値を 

vFp1 0= 、 tp1 0=         （３．６０） 

として tpiを計算する。 

 

 

３．６．３ 接触時間 
 

tpiが次式を満足する場合、 t tE ≤ < 1の範囲で質点と下壁が完全に接触した状態になる。 
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lim
i pi Et t
→∞

=  ( )tE < 1                   （３．６１） 

tEを接触時間と呼ぶ。この接触時間が小さいほど質点と下壁が完全に接触した時間が長くなる。 

（衝突減衰振動とならない条件） 

式（３．６１）において、 tE <1で収束しない場合、次の外力周期における質点の初期値が

式（３．６０）を満足しないため、衝突減衰振動とはならない。 

また、衝突減衰振動は上壁に衝突しない振動であるため、質点の位置が１以上になる場合は

上壁に衝突し、次の外力区間で異なった振動となる。 

 

 

３．６．４ 計算結果 
 

接触時間の計算結果を図３．１３に示す。横軸は f f1 2/ 、縦軸は tEでる。Rを一定とした場

合の f f1 2/ に対する tEを示している。計算は t tpi pi− <−
−

1
610 となった時点で計算を打ち切り、

このときの tpiの値を tEとした。この図において、 tE = 1となる f f1 2/ より大きい f f1 2/ では、

衝突減衰振動とはならない。例えば、R = 08. の場合、 f f1 2 0 76/ .> − では衝突減衰振動とはなら

ない。 

（歯面分離を起こさない条件） 

tE = 0の場合、 0 1≤ <t の範囲で質点と下壁が完全に接触した状態になるため、歯面分離を

起こさない。 tE = 0となるのは t = 0において f は０または負の場合、つまり、 f f1 2 1/ ≤ − の場

合である。本論文では、このように歯面分離を起こさない状態も衝突減衰振動の一部として表

現する。 

 

 

３．７ シミュレーション結果と考察 
 

本節では衝突振動シミュレーションを行うことにより、周期振動と衝突減衰振動の振動特性の

違いを把握する。そして、圧縮機の異常振動の原因となっている周期振動の防止方法について

考察する。 
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３．７．１ 周期振動の倍周期分岐 
 

周期振動において、振動パラメータによっては図３．４（ｄ）のように形の異なった振動波

形が交互に現れる振動が存在する。この波形の種類の数が分岐数Ｍである。振動パラメータが

変化したとき分岐数がＭ＝２、４、８‥‥２n（n：整数）と変化する場合がある。この現象は

倍周期分岐と呼ばれる。これらの振動も圧縮機の異常振動の原因となる可能性があるため、安

定領域をシミュレーションにより求める。 

 

（１） シミュレーション結果 

・(1,1,0,M)振動 

図３．１４はR = 08. の場合の(1,1,0,M)振動の倍周期分岐の様子を示している。横軸は f f1 2/ で

− ≤ ≤ −1 051 2f f/ . の範囲を示している。縦軸は衝突時間 tpiである。 f f1 2 0 69/ .> − では式（３．

３０）を満足しないため(1,1,0,1)振動は不安定となる。 

(1,1,0,1)振動が安定である場合は、下壁への衝突時間 tpiは常に同じであるため f f1 2/ に対す

る tpiは１つの線で表される。f f1 2/ が除々に大きくなって f f1 2 0 69/ .> − となったとき、まず f f1 2/

に対する tpiの線が２つに分かれる。これは異なる２つの衝突時間で質点と下壁が衝突するこ

とを意味し、振動波形が２種類になり(1,1,0,2)振動である。 f f1 2/ がさらに大きくなると４、

８‥と波形の種類が増加する。図はＭ＝８まで示しているが、Ｍ＝８の範囲は小さくて、図で

はほとんどわからない。 

なお、(1,1,0,M)振動が安定である下限 f f1 2/ より小さい f f1 2/ では、周期振動解が存在しな

いため、(1,1,0,M)振動が存在しなくなる。 

・(1,1,1,M)振動、(1,2,1,M)振動 

図３．１５は R = 08. 、 f f1 2 01 05 10/ . , . , .= − − − の場合の(1,1,1,M)振動の倍周期分岐の様子を

示している。横軸は f2、縦軸は下壁への衝突時間 tpiである。 

図３．１６はR = 08. 、 f f1 2 01 05 10/ . , . , .= − − − の場合の(1,2,1,M)振動の倍周期分岐の様子を示

している。横軸は f2、縦軸は下壁への衝突時間 tpiである。この振動は図３．５で示したよう

に mode A と mode B がある。衝突時間 tpiは質点が上壁に衝突する直前に下壁に衝突する時間

を表している。縦軸において、1(0)より下は、 tpi =085 1. ～ の範囲を示しており、mode A の衝突 
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時間である。図３．５（ａ）の tpからわかるようにこの範囲で衝突している。また、1(0)より

上は、 tpi = 0 015～ . の範囲を示しており、mode B の衝突時間である。図３．５（ｂ）の tpから

わかるようにこの範囲で衝突している。図はＭ＝８まで示している。 

 

（２） 考察 

シミュレーションの結果、M ≥ 4の振動の安定領域はM ≤ 2に比べて小さいため、スクリュ

ロータ衝突振動を防止する上でM ≤ 2の安定領域だけを考えれば十分である。 

 

 

３．７．２ 周期振動の安定領域および衝突減衰振動領域 
 

周期振動の安定領域と衝突減衰振動の領域の関係を調べる。 

 

（１） 計算結果 

図３．１７に振動パラメータに対する周期振動の安定領域、及び衝突減衰振動の領域を示す。

横軸は f2、縦軸は f f1 2/ でR = 08. の場合である。(1,1,1,M)振動と(1,K,1,M)振動（2 ≤ K ≤ 4、M=1,2）

mode A の安定領域は実線、(1,K,1,M)振動（2 ≤ K ≤ 4、M=1,2）mode B の安定領域は破線で示し

ている。Ｍ＝２の振動の安定領域はシミュレーションにより求めたものである。 

(1,1,0,1)振動の安定領域は一点鎖線で囲まれた部分で、式（３．３０）から求めたもので

ある。この式からわかるように安定領域は f f1 2/ に依存し f2には依存しない。しかし、 f2が大

きくなると振幅が大きくなり質点が上壁に衝突するため、(1,1,0,1)振動が存在しなくなる。 

(1,1,0,2)振動の安定領域はシミュレーションにより求めたものである。 

衝突減衰振動の起こる条件は図３．１３において tE <1である。R = 08. の場合は f f1 2 0 76/ .< −

の範囲である。従って、図３．１７において二点鎖線より小さい f f1 2/ （斜線）で衝突減衰振

動が存在する。 

なお、(J,1,0,1)振動（2 ≤ J）は 3.4.3 で述べたように(1,1,0,1)振動の安定領域の中に含ま

れるため省略している。衝突振動防止方法を考える上では(1,1,0,1)振動の安定領域を考慮す

れば十分である。 
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（２） 振動領域の分類 

図３．１８は、図３．１７における(1,K,1,M)振動の安定領域を実線、(1,1,0,M)振動の安定

領域を一点鎖線、衝突減衰振動の限界線を二点鎖線で表している。この図を以下の４つの領域

に分類する。 

 

領域Ⅰ：衝突減衰振動のみが存在する領域（縦線） 

この領域は f f1 2 0 76/ .< − でかつ周期振動が安定でない領域である。この領域では衝突

減衰振動しか起こさない。特に f f1 2 1/ ≤ − の領域では、歯面分離を起こさない。 

領域Ⅱ：周期振動と衝突減衰振動が同時に存在する領域（左下斜線） 

この領域は f f1 2 0 76/ .< − でかつ周期振動の安定領域がある領域である。この領域は周

期振動と衝突減衰振動の両方の振動を起こす可能性がある。 

領域Ⅲ：周期振動が安定であり、衝突減衰振動以外の領域（右下斜線） 

この領域は f f1 2 0 76/ .≥ − でかつ周期振動が安定である領域である。この領域は周期振

動とカオス振動等の不規則な振動を起こす可能性がある。 

領域Ⅳ：周期振動が安定でなく、衝突減衰振動以外の領域（横線） 

この領域は f f1 2 0 76/ .≥ − でかつ周期振動が安定でない領域である。この領域はカオス

振動等の不規則な振動を起こす。 

 

（３） 考察 

スクリュ圧縮機の場合、 f f1 2 08/ .< − の場合がほとんどである。従って、実際の運転状態は

領域Ⅰと領域Ⅱにある。異常振動は振動パラメータが領域Ⅱにある場合、異常接触は振動パラ

メータが領域Ⅱの(1,K,1,M)振動の安定領域内にある場合に発生すると考えられる。 

 

 

３．７．３ ロータ同士の衝突速度 
 

圧縮機の異常音はロータの衝突速度に依存すると考えられる。そこで各振動における衝突速

度を求める。 
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（１） シミュレーション結果 

各振動における衝突速度のシミュレーション結果を図３．１９に示す。R = 08. 、f2 193= . と

して f f1 2/ を変化させた場合の質点の下壁への衝突速度 upiを表している。図３．１８における

破線Ａ上の振動における衝突速度である。横軸は f f1 2/ 、縦軸は衝突速度の絶対値 upi である。 

図３．１８から領域Ⅰは f f1 2 3/ < − の範囲、領域Ⅱは − ≤ < −3 0 761 2f f/ . の範囲、領域Ⅲ

− ≤0 76 1 2. /f f  の範囲である。 

 

（２） 各領域の衝突速度 

領域Ⅰでは衝突減衰振動しか存在しない。3.6.4 で述べたように衝突減衰振動において

f f1 2 1/ ≤ − の範囲では歯面分離をおこさないため、衝突速度は０である。 

領域Ⅱでは衝突減衰振動と周期振動が存在する。周期振動は衝突減衰振動に比べて衝突速度

が大きく、異常音の原因となる。 

領域Ⅲでは周期振動とカオス振動等の不規則な振動が存在し、その振動は衝突速度も不規則

である。 

 

 

３．７．４ 周期振動への捕捉領域 
 

図３．１８の領域Ⅱでは、周期振動と衝突減衰振動の両方が実際に起こる可能性がある。衝

突減衰振動が起これば、異常振動が発生しないが、周期振動が起これば異常振動となる。そこ

で、どちらの振動が実際に起こるかシミュレーションを行なう。 

 

（１） シミュレーション方法 

領域Ⅱにおける振動パラメータ f f1 2/ 、 f2においてどの振動が起きるかは初期値により決定

される。そこで、初期値 x F1 0= 、 t tp1 1= 、dx dt vF Fp1 1/ = として、 tp1、 vFp1を変化させて

振動が定常になるまで計算する。そしてこの定常振動がどの定常振動（周期振動、あるいは衝

突減衰振動）に属するか調べる。 
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（２）  シミュレーション結果 
図３．２０は初期値 tp1、vFp1を変化させた場合の周期振動への捕捉領域を表している。（ａ）

は R = 08. 、 f f1 2 08/ .= − 、 f2 193= . （図３．１８における点Ｂ）における周期振動への捕捉領

域を表している。このパラメータでは(1,1,0,1)、(2,1,0,1)、(1,1,1,1)振動、および衝突減

衰振動が存在する。 (1,1,0,1)と(2,1,0,1)振動への捕捉領域は合わせて (J,1,0,1)振動とし

ている。横軸は tp1、縦軸は (1,1,1,1)振動の下壁への衝突後の速度 vFpを vFpとしたとき、vFp1

を vFpで除した値である。 tp1は 0.01 きざみで０から１まで、 vFp1は 4vFpを 100 等分して、

０から 4vFpまで変化させて計算している。 

各初期値において周期振動に捕捉されたとき図では黒で表している。(J,1,0,1)振動、およ

び(1,1,1,1)振動への捕捉領域を示した図において、共通して白い部分は衝突減衰振動への捕

捉領域である。 

（ｂ）は R = 08. 、 f f1 2 15/ .= − 、 f2 193= . の場合（図３．１８における点Ｃ）で、このパラ

メータでは(1,1,0,1) 、(1,1,1,1)振動、および衝突減衰振動が存在する。（ａ）同様に周期

振動への捕捉領域を表している。 

 

（３） 考 察 

図３．２０から初期値のわずかな違いによりにより捕捉される定常振動の種類が異なること

がわかる。例えば、図３．２０（ａ）の振動パラメータの場合、図３．２１のような４種類の

定常振動が存在する。（ｃ）は 1.3 の 1)で述べたように反駆動側歯面が接触する異常接触であ

る。また（ａ）、（ｂ）は反駆動側は接触しないが、異常音の原因となる。（ｄ）は衝突減衰

振動で異常音や異常接触は発生しない。 

（圧縮機音色急変の原因） 

図３．２０から 1.3 の 2)で述べた以下の現象が説明できる。 

「圧縮機の音色が急変し、音が大きくなる。この音を異常音と呼ぶ。この運転を維持した状

態、つまりトルク波形が変化しない状態でも、正常音と異常音が交互に繰り返される場合があ

る。この場合も音色が急変する。異常音や正常音の持続時間は不規則である。」 

この現象は、運転条件が変化しない状態、つまり f f1 2/ 、 f2が変わらなくても歯面分離が起

きる状態と起きない状態が繰り返される現象と考えられる。 

音色の急変は次のように説明できる。ロータがある定常振動で振動していたとする。この状 
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態においてロータへの注油等の外乱によりロータの運動状態がわずかに変化する。すると、初

期値が変化し異なった定常振動に捕捉される。そのため、ロータ同士の衝突速度が変化し、圧

縮機の音色が急変する。 

 

 

３．７．５ ロータの異常振動防止方法 
 

図３．１８において、領域Ⅰでは衝突減衰振動のみが起こる。この振動は周期振動に比べて

衝突速度が小さい。従って、この領域に振動パラメータを設定することにより、周期振動によ

る異常振動を防止することができる。 

特に周期振動の安定領域は f f1 2/ は０に近い部分しか存在せず、 f f1 2/ を周期振動の安定領

域が存在する f f1 2/ （ R = 08. の場合は、図３．１８より f f1 2 3/ ≤ − の範囲）より小さくするこ

とにより、 f2に無関係に歯面分離を起こさず、ロータの異常振動を防止することができる。 

 

 

３．８ まとめ 
 

ハーメチック構造スクリュ圧縮機のロータ同士の衝突振動解析を行った。この章における結

論は、以下の４点である。 

 

・変動トルクに同期して衝突振動を起こす周期振動が異常振動の原因であることがわかった。 

 

・従来、歯面分離の原因として雌ロータに作用するトルクが回転方向と同じ方向に作用するこ

とを挙げていた。しかし、周期振動安定領域の計算の結果、常に雌ロータに反回転方向のト

ルクが作用する場合でも歯面分離を起こす可能性があることがわかった。 

 

・ 定常振動には周期振動と衝突減衰振動があることがわかった。衝突減衰振動は周期振動に比

べて衝突速度が小さいため異常音がなくなるものと考えられる。周期振動と衝突減衰振動が

同時に存在する運転条件において、どちらに捕捉されるか初期値により決定される。運転条

件が変化しなくても、圧縮機の音色が急変する理由は、運転中に外乱により初期値が変化し、 
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異なる定常振動に捕捉されたものと考えられる。 

 

・ 衝突減衰振動が存在し、周期振動が安定でない領域に振動パラメータを設定することにより 

 圧縮機の異常振動を防止することができることがわかった。 

 

 



図３．１ ハーメチック構造スクリュ圧縮機 
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図３．２ 雌ロータに作用するトルク 

図３．３ スクリュロータの衝突振動モデル 

f f t1 2 1 2+ −( )  

 

x F = 0  

 

x F =1 

 

TF  

 
0  

TF1  

 TF2  

t  
 

t0 0( )  t0 0( )  t0 0( )  t0 0( )  

xF  

 

69                              第３章 ハーメチック構造圧縮機ロータ系の衝突振動



t  
 

x F  

 

(d) (2,1,0,2)振動 (c) (2,1,0,1)振動 

(b) (1,K,1,1)振動 (a) (1,1,1,1)振動 

 

1  

1 0( )  

1 0( )  1 0( )  1 0( )  1 0( )  1 0( )  1 0( )  1 0( )  

1 0( )  0  t  
 

x F  

 

K 
t  
 

x F  

 

図３．５ (1,K,1,M)振動の振動モード 

図３．４ 周期振動波形 
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図３．６ (J,1,0,1)振動における質点の運動 

図３．７ (J,1,0,1)振動の安定領域 
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図３．８ (1,1,1,1)振動における質点の運動 
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図３．９ (1,K,1,1)振動 mode A における質点の運動 
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図３．１１ 衝突減衰振動における質点の動き 

図３．１２ 衝突減衰振動の外力と質点の運動 
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図３．１３ 減衰時間 

 
 

0  
0  

1  

−10.  −05.  f f1 2/  

 

tE  

 

R=0.8 

R=0.6 

R=0.4 

R=0.2 

75                           第３章 ハーメチック構造圧縮機ロータ系の衝突振動解析 



tpi  

 

f
f
1

2
 −05.  −1 

0  

1 

図３．１４ (１,1,0,M)振動における倍周期分岐曲線 
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図３．１５ (1,1,1,M)振動におけるおける倍周期分岐曲線 
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図３．１６ (1,2,1,M)振動におけるおける倍周期分岐曲線 
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第４章  

カップリング構造圧縮機ロータ系の 

衝突振動解析 
 
４．１ 緒言 
 

第３章ではハーメチック構造圧縮機の振動特性について調べた。本章ではカップリング構造圧

縮機のロータ同士の衝突振動解析を行い、異常振動を防止する条件について調べる。 

 

 

４．２ スクリュロータ振動系の運動方程式 
 

スクリュロータ振動系の運動方程式を導き、衝突振動現象が理解しやすいようにその等価モデ

ルを作成する。 

 

 

４．２．１ ハーメチック構造圧縮機との構造の違い 
 

図１．６で示したカップリング構造を再び図４．１に示す。この構造とハーメチック型圧縮機

との違いは雄ロータと電動機の接続方法のみで、他の構造はハーメチック構造圧縮機と全く同じ

である。雄ロータと電動機はカップリングにより接続されている。カップリングは雄ロータ軸と 
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電動機軸のミスアライメントを吸収するため、両者の軸を拘束しないように柔軟な構造をしてい

る。カップリングは柔らかいバネ、および減衰要素として近似できる。 

 

 

４．２．２ スクリュロータ振動系の仮定 
 

ハーメチック構造圧縮機では、雄ロータと電動機は一体構造であるため「雄ロータは雌ロータ

との衝突によらず、一定回転数で回転する。」と仮定したが、本構造ではこの仮定は成り立たな

い。そこで、以下の仮定によりモデル化する。 

１）雄ロータの運動によらず、電動機は一定の回転数で回転する。 

２）カップリングは線形のバネ、減衰要素で表す。 

３）ロータは剛体である。 

４）ロータの運動は回転方向のみを考え、軸方向の運動は無視する。 

５）ロータ同士の衝突による運動は反発係数を用いて表現される。反発係数は一定とする。 

６）雌ロータ、雄ロータに作用するトルクはそれぞれ式（２.２７）、（２.２８）で表される。 

以上の仮定により、雌ロータ、雄ロータの運動を調べる。 

 

 

４．２．３ 運動方程式の導出 
 

雌ロータと雄ロータが歯面分離した場合、およびロータ同士が衝突した場合の雌ロータ、雄ロ

ータに関する運動方程式を導く。 

 

（１） ロータに作用するトルク 

雌ロータ、雄ロータに図４．２で示したトルクが作用する場合の運動方程式を導出する。ここ

で、図４．２は図２．２２と同じである。横軸は時間 tである。トルクの不連続変化点での時間

を t = 0とする。 t0はトルクの変動周期である。 t t= 0は次のトルクの変動周期の起点 t = 0を意味

する。雌ロータ、雄ロータに作用するトルクは次式で表される。この式は式（２.２７）、（２．

２８）を再掲している。 

T T T t tF F F= + −1 2 01 2( / )   ( )0 0≤ <t t       （４．１） 
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( )T T T t tM M M= + −1 2 01 2 /  ( )0 0≤ <t t       （４．２） 

 

（２） 各ロータ回転角、およびその拘束条件 

電動機が一定回転角速度ωで回転しているとする。また、雌ロータの回転角を θF、雄ロータの

回転角を θMとする。雌ロータの回転角は雄ロータの歯数における回転角に換算した値である。こ

こで、 θ θF M= の場合、ロータの駆動側が接触することを意味するように角度を定義する。 

電動機の回転角をθ ωD t+ で表す。ここで tは 0 0≤ <t t の範囲であり、θDは t = 0のときの電動

機回転角である。すると、カップリングのねじれ角は ( )θ θ ωM D t− + で表される。 

雌ロータ、雄ロータが歯面分離して回転できる角度は雌ロータと雄ロータの隙間 δの範囲であ

る。ロータ間の隙間を雄ロータの回転角度に変換すると ξである。ここで、 ξは式（３．２）と同

じである。従って、雌ロータ、雄ロータは 0 ≤ − ≤θ θ ξF M の範囲で運動する。 

θ θF M− = 0 は雄ロータと雌ロータの駆動側歯面が接触することを意味する。また、

θ θ ξF M− = は反駆動側歯面が接触することを意味する。 

 

（３） 歯面分離時の運動方程式 

歯面分離時の雌ロータと雄ロータの運動方程式は次式で表される。 

( )N
N

I d
dt

T T t tM
F

F
F

F F
2

2 1 2 01 2
θ

= + − /        （４．３） 

( ){ } ( )I d
dt

c d
dt

k t T T t tM
M M

M D M M
2

2 1 2 01 2θ θ ω θ θ ω+ −








 + − + = + − /    （４．４） 

       ( )0 00≤ < ≤ − ≤t t F M, θ θ ξ  

ここで、 

θF  ：雌ロータ回転角 

θM  ：雄ロータ回転角 

IF  ：雌ロータ慣性モーメント 

IM  ：雄ロータ慣性モーメント 

TF1  ：雌ロータに作用する平均トルク 

TF2  ：雌ロータに作用するトルク片振幅 
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TM1  ：雄ロータに作用する平均トルク 

TM2  ：雄ロータに作用するトルク片振幅 

NF  ：雌ロータ歯数 

NM  ：雄ロータ歯数 

c  ：カップリング減衰定数 

k  ：カップリングバネ定数 

t0  ：トルクの変動周期 

δ ：ロータ間隙間 

rM  ：雄ロータピッチ円半径 

ξ  ：δ / rM  

 

（４） 変動回転角 

カップリングには、平均トルクとして雄ロータと雌ロータの平均トルクの和T N N TM M F F1 1+ ×/

が作用する。雌ロータ、および雄ロータの回転角と、カップリングに平均トルクが作用した場合

の雄ロータの回転角との差を変動回転角と呼ぶ。 

雌ロータの変動回転角をθF、雄ロータの変動回転角をθMとすると、θF、θMは次式で表され

る。ここで、 tは 0 0≤ <t t の範囲であり、θDは t = 0のときの電動機回転角である。 

( ){ }θ θ θ ωF F D M M F Ft T N N T k= − + + + ×1 1/ /       （４．５） 

( ){ }θ θ θ ωM M D M M F Ft T N N T k= − + + + ×1 1/ /       （４．６） 

変動回転角に対する運動方程式は、式（４．５）、（４．６）を式（４．３）、（４．４）に

代入すると、 

( )I N
N

d
dt

T T t tF
M
F

F
F F

2

2 1 2 01 2
θ

= + − /        （４．７） 

( )I d
dt

c d
dt

k N N T T t tM
M M

M M F F M
2

2 1 2 01 2
θ θ

θ+ + = − × + −/ /     （４．８） 

                   ( )0 00≤ < ≤ − ≤t t F M, θ θ ξ  

 

（５） 運動方程式の無次元化 

ここで、各変数、パラメータを以下のように無次元化する。 
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t t t= / 0  

x F F= θ ξ/  

x M M= θ ξ/  

( )µ = I I N NM F M F/ / / 2  

ωn Mt k I= 0 /  

ς = c kIM/ /2  

( )f t T I N NF F M F1 0
2

1= / / / / ξ  

( )f t T I N NF F M F2 0
2

2= / / / / ξ  

( )f t T I N NM F M F3 0
2

2
2= / / / / ξ  

TF1 0< であり、また本論文ではTF2 0> 、TM2 0> の場合を扱うため、 f1 0< 、 f2 0> 、 f3 0> と

なる。すると、式（４．７）、（４．８）は次式で表される。 

( )d x
dt

f f tF
2

2 1 2 1 2= + −         （４．１０） 

( )µ µςω µω
d x

dt
dx

dt
x f f tM

n
M

n M
2

2
2

1 32 1 2+ + = − + −  ( )0 1 0 1≤ < ≤ − ≤t x xF M,  （４．１１） 

（もう１つの仮定） 

ここで、4.2.2 で述べた１）～６）の仮定の他にもう１つ次の仮定をする。式（４．１１）にお

いて本系はω πn << 2 、 ς <<1であるため、右辺に比べて 2µςωn
Mdx

dt
、 µωn Mx2 の項は小さく無

視できるとする。すると、式（４．１１）は次式で近似できる。 

( )µ
d x

dt
f f tM

2

2 1 3 1 2= − + −        （４．１２） 

 

（６） ロータ衝突振動系の等価モデル 

式（４．１０）、（４．１２）で表される系の挙動は図４．３に示すような振動系と等価であ

る。質量１の物体（質点）Ｆとその物体をはさむように上下に間隔１の壁をもった質量 µの物体

Ｍがある。物体Ｆに ( )f f t1 2 1 2+ − の外力、物体Ｍに ( )− + −f f t1 3 1 2 の外力が x方向（上方向）に

作用する場合の物体Ｆ、Ｍの挙動である。 

（４．９） 
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物体Ｆと物体Ｍの下壁の衝突は駆動側歯面の衝突、物体Ｆと物体Ｍの上壁の衝突は反駆動側歯

面の衝突に相当する。 

以下の記述はわかりやすいように図４．３の振動系で表現する。従って、「雌ロータの変動回

転角」は「物体Ｆの位置」、「雄ロータの変動回転角」は「物体Ｍの下壁の位置」、「雌ロータ

の変動回転角速度」は「物体Ｆの速度」、「雄ロータの変動回転角速度」は「物体Ｍの速度」、

「駆動側歯面の衝突」は「物体Ｆと物体Ｍ下壁の衝突」、「反駆動側の衝突」は「物体Ｆと物体

Ｍ上壁の衝突」で表現する。 

 

（７） 物体衝突時の速度変化 

ここで物体Ｆと物体Ｍが衝突する時の速度変化について述べる。 

（物体Ｆと物体Ｍ下壁の衝突） 

x xF M− = 0となる直前の物体Ｆの速度を u Fp、物体Ｍの速度を u Mp、衝突直後の物体Ｆの速

度を vFp、物体Ｍの速度を vMpとする。ロータ同士の反発係数をRとすると、これらの速度は次

式の関係がある。 

          （４．１３） 

( )( )v u R u uMp Mp Mp Fp= −
+

+ −1
1

1
µ

      （４．１４） 

（物体Ｆと物体Ｍ上壁の衝突） 

x xF M− =1となる直前の物体Ｆの速度を u Fq、物体Ｍの速度を u Mq、衝突直後の物体Ｆの速

度を vFq、物体Ｍの速度を vMqとする。これらの速度は次式の関係がある。 

( )( )v u R u uFq Fq Fq Mq= −
+

+ −µ
µ 1

1       （４．１５） 

( )( )v u R u uMq Mq Fq Mq= +
+

+ −1
1

1
µ

      （４．１６） 

 

 

４．３ 周期振動 
 

異常振動を防止するため、周期振動が発生する条件を調べる。 

( )( )FpMpFpFp uuRuv −+
+

+= 1
1µ

µ



87                                第４章 カップリング構造圧縮機ロータ系の衝突振動解析 

 

４．３．１ 周期振動波形の表現方法 
 

周期振動波形を 3.3.2 と同様に(J,K,L,M)振動で表現する。Ｊ、Ｋ、Ｌ、Ｍは０または正の整

数でそれぞれ次のことを意味する。 

Ｊ ：外力周期数 

Ｋ ：物体Ｆと物体Ｍの下壁の衝突回数 

Ｌ ：物体Ｆと物体Ｍの上壁の衝突回数 

Ｍ ：周期振動の分岐数 

 

 

４．３．２ 周期振動波形 
 

物体Ｆと物体Ｍが衝突する周期振動は図３．４と同様に図４．４で示すような振動波形がある。

縦軸は x、横軸は無次元化された時間 tである。 t = 0は外力の不連続変化点を表している。 t = 1

は次の外力の不連続変化点の起点 t = 0を意味する。 

x Fは物体Ｆの位置、x Mは物体Ｍ下壁の位置、 ′x Mは物体Ｍ上壁の位置を示している。 

（振動モード） 

 (1,１,1,M)振動において、図４．５のように２つの振動モードが存在する。横軸、縦軸は図４．

４と同じである。物体Ｆが物体Ｍ下壁に衝突する時間を tp、物体Ｆが物体Ｍ上壁に衝突する時間

を tqとする。mode A は下壁に衝突する時間 tpとその直後に上壁に衝突する時間 tqの間に外力の

不連続変化点がある周期振動、mode B は上壁に衝突する時間 tqとその直後に下壁に衝突する時間

tpの間に外力の不連続変化点がある周期振動である。 

 (1,K,1,M)振動については図４．６のように３つの振動モードが存在する。横軸、縦軸は図４．

４と同じである。物体Ｆが物体Ｍ上壁に衝突する時間を tq、その直前に下壁に衝突する時間を tp、

tpの直前に下壁に衝突する時間を trK−1、時間 tqに上壁に衝突した直後に下壁に衝突する時間を

tr1する（図４．６はＫ＝２であるため t tr rK1 1= − となる）。mode A は tpと tqの間に外力の不連

続変化点がある周期振動、 mode B は trK−1と tpの間に外力の不連続変化点がある周期振動、 

mode C は tpと tr1の間に外力の不連続変化点がある周期振動である。 
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４．４ 駆動側歯面のみが衝突する周期振動 
 

図４．４（ｃ）のように、物体Ｆと物体Ｍ下壁のみが衝突する(J,1,0,1)振動の振動解、および

解の安定条件を求める。この振動は、異常接触は起こさないが、歯面分離を起こし異常音の原因

となる振動である。 

 

 

４．４．１ 周期振動解の導出 
 

（１） 物体の動き 

図４．７は物体の動きを表している。 x Fは物体Ｆの位置、 x Mは物体Ｍ下壁の位置、 ′x Mは物

体Ｍ上壁の位置を示している。横軸は時間 tである。外力不連続変化点と次の外力不連続変化点を

区間と呼ぶ。各区間において外力周期 t0で無次元化された始めの時間は０、終わりの時間は１と

なる。縦軸は xである。 i番目に物体Ｆと物体Ｍ下壁が衝突する時間を tpi、衝突時の物体Ｆ、物

体Ｍ下壁の位置を x pi、衝突直前の物体Ｆの速度を uFpi−1、物体Ｍの速度を u Mpi−1、衝突直後

の物体Ｆの速度を vFpi、衝突直後の物体Ｍの速度を vMpiとする。 

外力Ｊ周期毎に物体Ｆと物体Ｍ下壁が衝突するため、 J − 1周期下壁に衝突しない区間がある。

その区間を bjとする。 i番目の衝突から区間 b1までの部分をai、区間 bJ−1から i + 1番目の衝突

までの部分を ciとする。区間 bjと bj+1の境界における物体Ｆの位置を xFoj+1、速度をwFoj+1、

物体Ｍ下壁の位置をx Moj+1、速度をwMoj+1とする。 

 

（２） 各変数の関係 

i 番目の衝突後の状態変数 ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , と i + 1 番目の衝突後の状態変数

( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , の関係を求める。 

(J,1,0,1)振動の i番目から i + 1番目の衝突の間はai、 b1‥‥ bJ−1、 ciの区間からなる。各区

間の両境界における物体Ｆ、物体Ｍ下壁の位置、速度、および物体Ｆが物体Ｍ下壁に衝突する前

後の速度の関係は以下の式で表される。 

〔ai部〕 
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( )( ) ( )w f f t f t vFo pi pi Fpi1 1 2 2
21 1= + − − − +      （４．１７） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t f t t v t xFo pi pi pi Fpi pi pi1 1 2
2

2
2

1 2 1 1 2 3 1= + − − − + + − +/ /   （４．１８） 

( )( ) ( )w f f t f t vMo pi pi Mpi1 3 1 3
21 1= − − − − +/ /µ µ        （４．１９） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t f t t v t xMo pi pi pi Mpi pi pi1 3 1
2

3
2

1 2 1 1 2 3 1= − − − − + + − +/ / / /µ µ  （４．２０） 

〔 bj部〕 ( )j J= −1 1～  

w f wFoj Foj+ = +1 1           （４．２１） 

x f f w xFoj Foj Foj+ = + + +1 1 22 6/ /            （４．２２） 

w f wMoj Moj+ = − +1 1             （４．２３） 

x f f w xMoj Moj Moj+ = − + + +1 1 32 6/ / / /µ µ        （４．２４） 

〔 ci部〕 

( )u f f t f t wFpi pi pi FoJ= + − ++ +1 2 1 2 1
2         （４．２５） 

( )x f f t f t w t xpi pi pi FoJ pi FoJ+ + + += + − + +1 1 2 1
2

2 1
3

12 3/ /       （４．２６） 

( )u f f t f t wMpi pi pi MoJ= − − ++ +3 1 1 3 1
2/ /µ µ        （４．２７） 

( )x f f t f t w t xpi pi pi MoJ pi MoJ+ + + += − − + +1 3 1 1
2

3 1
3

12 3/ / / /µ µ      （４．２８） 

( )( )v u R u uFpi Fpi Mpi Fpi+ = +
+

+ −1 1
1µ

µ
        （４．２９） 

( )( )v u R u uMpi Mpi Mpi Fpi+ = −
+

+ −1
1

1
1

µ
        （４．３０） 

 

（３） 周期振動解 

 (J,1,0,1)振動は i番目と i +1番目の状態変数が等しくなる。従って、 

t t tpi pi p+ = =1               （４．３１） 

x x xpi pi p+ = =1          （４．３２） 

v v vFpi Fpi Fp+ = =1           （４．３３） 

v v vMpi Mpi Mp+ = =1               （４．３４） 
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として、式（４．１７）～（４．３０）から tp、 vFp、 vMpを求めることにより周期振動解が

得られる。 

すると周期振動解は次式で表される。なお x pについては、本系はバネ要素を省略しているため、

任意の値を採ることができる。 

( )t J
f

f f
R
Rp = ± +

+
−

−
+



















1
2

1 1
3

2
1

1 2
1

1

3 2

µ
µ

       （４．３５） 

( ) ( )v Jf
f f

R
R

f f fFp =
− +

+ − +







1

3 2
2 2 31

1 1
2µ

µ       （４．３６） 

( )v Jf
f f

R
R

f f fMp =
− +

+ − +








1

3 2
3 2 31

1 1
2µ

µ
µ

      （４．３７） 

（周期振動解とならない場合） 

初期値 t tp= 、dx dt vF Fp/ = 、dx dt vM Mp/ = として式（４．１０）、（４．１２）により物

体の軌跡を計算したとき、 x xF M− の最大値が１以上となる場合は上壁に衝突するため周期振動

とはならない。 

 

 

４．４．２ 周期振動解の安定性 
 

（１） 解が安定である条件 

式（４．１７）～（４．３０）は ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , から ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , への四

次元写像である。このヤコビアンを [ ]Ji とすると、 [ ]Ji は次式で表される。 

[ ]J

dt
dt

dt
dx

dt
dv

dt
dv

dx
dt

dx
dx

dx
dv

dx
dv

dv
dt

dv
dx

dv
dv

dv
dv

dv
dt

dv
dx

dv
dv

dv
dv

i

pi

pi

pi

pi

pi

Fpi

pi

Mpi
pi

pi

pi

pi

pi

Fpi

pi

Mpi
Fpi

pi

Fpi

pi

Fpi

Fpi

Fpi

Mpi
Mpi

pi

Mpi

pi

Mpi

Fpi

Mpi

Mpi

=






























+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 


     （４．３８） 
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固有値を λとすると、特性方程式は次式で表される。 

λ I Ji− = 0          （４．３９） 

Iは単位行列である。次式を満足するとき周期振動解が安定となる。 

λ < 1         （４．４０） 

 

（２） ヤコビアン 

( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , から ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , への写像は以下の写像の組み合わせで

表される。 

・ ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo1 1 1 1, , ,  

・ ( )w x w xFo Fo Mo Mo1 1 1 1, , , → ( )w x w xFoJ FoJ MoJ MoJ, , ,  

・ ( )w x w xFoJ FoJ MoJ MoJ, , , → ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , ,  

・ ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , ,  

これらの写像のヤコビアンをそれぞれ [ ]Jai 、 [ ]Jbi 、 [ ]Jci 、 [ ]Jdi とする（付録Ｄ）。 

すると、 [ ]Ji は次式で表される。 

[ ] [ ][ ] [ ] [ ]J J J J Ji di ci bi ai=           （４．４１） 

 

（３） 周期振動解の安定条件 

式（４．４１）を式（４．３９）に代入して、式（４．４０）を満足する条件を求めると、次

式で表される。 

( )0 1 2 1 1 1 1
1

2

1

3

2

2
< − − −









 < + + −

+


















f
f

t f
f

R
Rp µ

µ
µ

     （４．４２） 

 

 

４．４．３ 周期振動が防止できる条件 
 

周期振動の安定領域外に各パラメータを設定すれば周期振動が防止できるが、カップリング構

造圧縮機の場合、µ = f f3 2/ とすることにより、他のパラメータの値にかかわらず周期振動が防止

できる。 
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µ = f f3 2/ の場合、式（４．４２）において、不等号で挟まれた項は０となり式（４．４２）が

満足されない。µ = f f3 2/ の場合は式（４．１０）、（４．１２）から物体Ｆと物体Ｍの質量比が

それぞれの物体に作用する外力の変動量の比に等しいことがわかる。この場合、物体Ｆと物体Ｍ

が同振幅、同位相で振動することを意味する。そのため、物体Ｆと物体Ｍは一定力 f1 で互いに押

しつけられながら一体となって振動する。この条件はハーメチック構造にはなかったものである。 

 

 

４．４．４ ハーメチック構造圧縮機との関係 
 

ハーメチック構造圧縮機とカップリング構造圧縮機の振動系の違いは、雄ロータが雌ロータと

の衝突によらず一定回転角速度で回転するか、衝突により回転角速度が変化するかである。 

カップリング構造圧縮機において雄ロータの慣性モーメントを雌ロータに比べて大きくすると

雌ロータとの衝突によらず一定回転角速度で回転するようになる。雌ロータの慣性モーメントに

対する雄ロータの慣性モーメントの比は µで表している。 µを無限大にすると、雄ロータは雌ロ

ータとの衝突によらず一定回転角速度で回転するため、ハーメチック構造圧縮機の周期振動解、

安定条件と一致するはずである。 

カップリング構造圧縮機の周期振動解式（４．３５）、（４．３６）および安定条件式（４．

４２）において µを無限大にするとハーメチック構造圧縮機の周期振動解式（３．２１）、（３．

２２）および安定条件式（３．３０）と一致する。 

 

 

４．４．５ 計算結果 
計算結果の一例としてR = 08. 、 f f3 2 10/ = の場合の(J,1,0,1)振動（ J = 1 3～ ）の安定領域の

計算結果を図４．８に示す。横軸はµ、縦軸は f f1 2/ である。(1,1,0,1)振動の安定領域の境界は

実線で表しており、実線で挟まれた部分が安定領域である。同様に(2,1,0,1)振動は一点鎖線、

(3,1,0,1)振動は破線で挟まれた部分が安定領域である。図４．８は f f3 2 10/ = の場合のグラフで

あるが、4.4.3 で述べたようにµ = 10において安定領域が存在しない。 
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４．５ 両歯面が衝突する周期振動 
 

図４．４（ａ）、（ｂ）のように、物体Ｆと物体Ｍ両壁が衝突する周期振動を扱う。この振動

は、異常接触の原因となる振動である。 

 

 

４．５．１ (1,1,1,1)振動 mode A 周期振動解および解の安定条件 
 

(1,1,1,1)振動は mode A、mode B があり、両者とも同じ考え方をする。ここでは、mode A の周

期振動解、ならびに解の安定条件を求める。 

 

（１） 物体の動き 

図４．９は(1,1,1,1)振動 mode A の物体の動きを表している。横軸は時間 t、縦軸は xである。

縦実線は外力不連続変化点を表している。 x Fは物体Ｆの位置、 x Mは物体Ｍ下壁の位置、 ′x Mは

物体Ｍ上壁の位置である。 

i番目に物体Ｆと物体Ｍ下壁が衝突する時間を tpi、衝突時の物体Ｆ、物体Ｍ下壁の位置を x pi、

衝突直前の物体Ｆの速度を u Fpi−1、物体Ｍの速度を uMpi−1、衝突直後の物体Ｆの速度を vFpi、

衝突直後の物体Ｍの速度を vMpiとする。物体Ｆが物体Ｍ下壁に衝突した後の外力不連続点におけ

る物体Ｆの位置を x Fo、物体Ｍ下壁の位置を x Mo、物体Ｆの速度wFoを、物体Ｍの速度をwMo

とする。 

その後、物体Ｆが物体Ｍ上壁に衝突する時間を tq、物体Ｆの位置、物体Ｍ上壁の位置を xq、

衝突直前の物体Ｆの速度を u Fq、物体Ｍの速度を uMq、衝突直後の物体Ｆの速度を vFq、物体

Ｍの速度を vMqとする。 

つぎに下壁に衝突する時間を tpi+1、衝突直前の物体Ｆの速度を u Fpi、物体Ｍの速度を uMpi、

衝突直後の物体Ｆの速度を vFpi+1、物体Ｍの速度を vMpi+1とする。 

 

（２） 各変数の関係 

i番目の衝突後の状態変数 ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , と i + 1番目の衝突後の状態変数 
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( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , の関係を求める。 i番目と i + 1番目の衝突の間に、質点と壁の衝突時、

および外力不連続点における質点の状態変数は、 

( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x u uq q Fq Mq, , , → ( )t x v vq q Fq Mq, , , →                  

( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , ,  

と変化する。これらの状態変数の関係は次式で表される。 

・ ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , ,  

( )( ) ( )w f f t f t vFo pi pi Fpi= + − − − +1 2 2
21 1             （４．４３） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t f t t v t xFo pi pi pi Fpi pi pi= + − − − + + − +1 2
2

2
2

1 2 1 1 2 3 1/ /    （４．４４） 

( )( ) ( )w f f t f t vMo pi pi Mpi= − − − − +3 1 3
21 1/ /µ µ           （４．４５） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t f t t v t xMo pi pi pi Mpi pi pi= − − − − + + − +3 1
2

3
2

1 2 1 1 2 3 1/ / / /µ µ    （４．４６） 

・ ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x u uq q Fq Mq, , ,  

( )u f f t f t wFq q q Fo= + − +1 2 2
2            （４．４７） 

( )x f f t f t w t xq q q Fo q Fo= + − + +1 2
2

2
32 3/ /           （４．４８） 

( )u f f t f t wMq q q Mo= − − +3 1 3
2/ /µ µ            （４．４９） 

( )x f f t f t w t xq q q Mo q Mo− = − − + +1 2 33 1
2

3
3/ / / /µ µ          （４．５０） 

・ ( )t x u uq q Fq Mq, , , → ( )t x v vq q Fq Mq, , ,  

( )( )v u R u uFq Fq Fq Mq= −
+

+ −µ
µ 1

1            （４．５１） 

( )( )v u R u uMq Mq Fq Mq= +
+

+ −1
1

1
µ

           （４．５２） 

・ ( )t x v vq q Fq Mq, , , → ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , ,  

( )( ) ( )u f f t t f t t vFpi pi q pi q Fq= + − − − ++ +1 2 1 2 1
2 2           （４．５３） 
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                                      （４．５４） 

( )( ) ( )u f f t t f t t vMpi pi q pi q Mq= − − − − ++ +3 1 1 3 1
2 2/ /µ µ          （４．５５） 

   

                                                                       （４．５６） 

・ ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , ,  

( )( )v u R u uFpi Fpi Mpi Fpi+ = +
+

+ −1 1
1µ

µ
        （４．５７） 

( )( )v u R u uMpi Mpi Mpi Fpi+ = −
+

+ −1
1

1
1

µ
        （４．５８） 

 

（３） 周期振動解 

 (1,1,1,1)振動は i番目と i +1番目の状態変数が等しくなる。従って、 

t t tpi pi p+ = =1                （４．５９） 

x x xpi pi p+ = =1          （４．６０） 

v v vFpi Fpi Fp+ = =1           （４．６１） 

v v vMpi Mpi Mp+ = =1               （４．６２） 

として、式（４．４３）～（４．５８）から tp、 vFp、 vMpを求めることにより周期振動解が

得られる。 

 

（４） 周期振動解の安定条件 

 (1,1,1,1) 振 動 の 安 定性について調べる。式（４．４３）～（４．５８）は

( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , から ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , への四次元写像である。このヤコビアンを

[ ]Ji とする。 

( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , から ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , への写像は以下の写像の組み合わせで

表される。 

・ ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , ,  

 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t t f t t t t v t t xpi pi q pi q pi q Mq pi q q+ + + + += − − − − + + − + −1 3 1 1
2

3 1
2

1 12 2 3 1/ / / /µ µ

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t t f t t t t v t t xpi pi q pi q pi q Fq pi q q+ + + + += + − − − + + − +1 1 2 1
2

2 1
2

1 12 2 3/ /
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・ ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x v vq q Fq Mq, , ,  

・ ( )t x v vq q Fq Mq, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , ,  

これらの写像のヤコビアンをそれぞれ [ ]Jai 、 [ ]Jbi 、 [ ]Jci とする（付録Ｄ）。 

すると、 [ ]Ji は次式で表される。 

[ ] [ ] [ ] [ ]J J J Ji ci bi ai=             （４．６３） 

(J,1,0,1)振動と同様に、 [ ]Ji を式（４．３９）に代入して、式（４．４０）を満足するとき解

は安定となる。図４．５（ｂ）で示された(1,1,1,1)振動 mode B も同様にして求めることができ

る。 

 

 

４．５．２ (1,K,1,1)振動 ( )K ≥ 2 mode A 周期振動解および解の安定条件 
 

(1,K,1,1)振動は mode A、mode B、mode C があり、これらの振動は全て同じ考え方をする。こ

こでは、mode A の周期振動解、ならびに解の安定条件を求める。 

 

（１） 物体の動き 

図４．１０は質点の動きを表している。横軸は時間 t、縦軸は xである。 x Fは物体Ｆの位置、

x Mは物体Ｍ下壁の位置、 ′x Mは物体Ｍ上壁の位置を示している。縦線は外力不連続変化点を表し

ている。 

3.5.2 (1)と同様に、各周期の代表の状態変数として、物体Ｆが物体Ｍ上壁に衝突する直前の

物体Ｆと物体Ｍ下壁の衝突した時間、および衝突後の速度を採用する。以下で記述する i番目の衝

突とはこの衝突を指す。 

i番目に物体Ｆと物体Ｍ下壁が衝突する時間を tpi、衝突時の物体Ｆ、物体Ｍ下壁の位置を x pi、

衝突直前の物体Ｆの速度を uFpi−1、物体Ｍの速度を u Mpi−1、衝突直後の物体Ｆの速度を vFpi、

衝突直後の物体Ｍの速度を vMpiとする。 

物体Ｆが物体Ｍ下壁に衝突した後の外力不連続点 t = 1 0( )における物体Ｆの位置を x Fo、物体Ｍ

下壁の位置をx Mo、物体Ｆの速度をwFo、物体Ｍの速度をwMoとする。 
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その後、物体Ｆが物体Ｍ上壁に衝突する時間を tq、物体Ｆ、物体Ｍ上壁の位置を xq、衝突直

前の物体Ｆの速度を u Fq、物体Ｍの速度をuMq、衝突直後の物体Ｆの速度を vFq、物体Ｍの速度

を vMqとする。 

つぎに物体Ｆと物体Ｍ下壁が衝突する。この衝突も含めて、その後K 回物体Ｆと物体Ｍ下壁が

衝突を繰り返す。 j ( )1 1≤ ≤ −j K 回目の衝突時間を trj、衝突時の物体Ｆ、物体Ｍ下壁の位置を

x rj、衝突直前の物体Ｆの速度を uFrj、物体Ｍの速度を u Mrj、衝突直後の物体Ｆの速度を vFrj、

物体Ｍの速度を vMrjとする。 

K 回目の物体Ｆと物体Ｍ下壁が衝突する衝突は i + 1番目の衝突を意味し、衝突時間を tpi+1、

衝突時の物体Ｆ、物体Ｍ下壁の位置を x pi+1、衝突直前の物体Ｆの速度を u Fpi、物体Ｍの速度を

u Mpi、衝突直後の物体Ｆの速度を vFpi+1、衝突直後の物体Ｍの速度を vMpi+1とする。 

 

（２） 各変数の関係 

i 番目の衝突後の状態変数 ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , と i + 1 番目の衝突後の状態変数

( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , の関係を求める。 i番目と i + 1番目の衝突の間に、質点と壁の衝突時、

および外力不連続点における質点の状態変数は、 

( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x u uq q Fq Mq, , , → ( )t x v vq q Fq Mq, , , →

( )t x u ur r Fr Mr1 1 1 1, , , → ( )t x v vr r Fr Mr1 1 1 1, , , → … → ( )t x v vrK rK FrK MrK− − − −1 1 1 1, , , →

( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , ,  

と変化する。これらの状態変数の関係は以下の式で表される。 

・ ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , ,  

( )( ) ( )w f f t f t vFo pi pi Fpi= + − − − +1 2 2
21 1           （４．６４） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t f t t v t xFo pi pi pi Fpi pi pi= + − − − + + − +1 2
2

2
2

1 2 1 1 2 3 1/ /      （４．６５） 

( )( ) ( )w f f t f t vMo pi pi Mpi= − − − − +3 1 3
21 1/ /µ µ         （４．６６） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t f t t v t xMo pi pi pi Mpi pi pi= − − − − + + − +3 1
2

3
2

1 2 1 1 2 3 1/ / / /µ µ    （４．６７） 
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・ ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x u uq q Fq Mq, , ,  

( )u f f t f t wFq q q Fo= + − +1 2 2
2                （４．６８） 

( )x f f t f t w t xq q q Fo q Fo= + − + +1 2
2

2
32 3/ /                      （４．６９） 

( )u f f t f t wMq q q Mo= − − +3 1 3
2/ /µ µ                    （４．７０） 

( )x f f t f t w t xq q q Mo q Mo− = − − + +1 2 33 1
2

3
3/ / / /µ µ             （４．７１） 

・ ( )t x u uq q Fq Mq, , , → ( )t x v vq q Fq Mq, , ,  

            （４．７２） 

                    （４．７３） 

・ ( )t x v vq q Fq Mq, , , → ( )t x u ur r Fr Mr1 1 1 1, , ,  

( )( ) ( )u f f t t f t t vFr r q r q Fq1 1 2 1 2 1
2 2= + − − − +                 （４．７４） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t t f t t t t v t t xr r q r q r q Fq r q q1 1 2 1
2

2 1
2

1 12 2 3= + − − − + + − +/ /      （４．７５） 

( )( ) ( )u f f t t f t t vMr r q r q Mq1 3 1 1 3 1
2 2= − − − − +/ /µ µ           （４．７６） 

( )( ) ( ) ( ) ( )x f f t t f t t t t v t t xr r q r q r q Mq r q q1 3 1 1
2

3 1
2

1 12 2 3 1= − − − − + + − + −/ / / /µ µ    （４．７７） 

・ ( )t x u ur r Fr Mr1 1 1 1, , , → ( )t x v vr r Fr Mr1 1 1 1, , ,  

              （４．７８） 

                     （４．７９） 

M  

・ ( )t x v vrj rj Frj Mrj− − − −1 1 1 1, , , → ( )t x u urj rj Frj Mrj, , ,  ( )j K= −2 1～  

( )( ) ( )u f f t t f t t vFrj rj rj rj rj Frj= + − − − +− − −1 2 1 2
2

1
2

1             （４．８０） 

( )( ) ( ) ( )
( )

x f f t t f t t t t

v t t x
rj rj rj rj rj rj rj

Fj rj rj rj

= + − − − +

+ − +

− − −

− − −

1 2 1
2

2 1
2

1

1 1 1

2 2 3/ /
      （４．８１） 

( )( )v u R u uFq Fq Fq Mq= −
+

+ −µ
µ 1

1

( )( )v u R u uMq Mq Fq Mq= +
+

+ −1
1

1
µ

( )( )v u R u uFr Fr Fr Mr1 1 1 11
1= −

+
+ −µ

µ

( )( )v u R u uMr Mr Fr Mr1 1 1 1
1

1
1= +

+
+ −

µ
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( )( ) ( )u f f t t f t t vMrj rj rj rj rj Mrj= − − − − +− − −3 1 1 3
2

1
2

1/ /µ µ       （４．８２） 

               （４．８３） 

・ ( )t x u urj rj Frj Mrj, , , → ( )t x v vrj rj Frj Mrj, , ,   

                 （４．８４） 

                    （４．８５） 

M  

・ ( )t x v vrK rK FrK MrK− − − −1 1 1 1, , , → ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , ,  

( )( ) ( )u f f t t f t t vFpi pi rK pi rK FrK= + − − − ++ − + − −1 2 1 1 2 1
2

1
2

1            （４．８６） 

  （４．８７） 

( )( ) ( )u f f t t f t t vMpi pi rK pi rK MrK= − − − − ++ − + − −3 1 1 1 3 1
2

1
2

1/ /µ µ    （４．８８） 

      （４．８９） 

・ ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , ,  

           （４．９０） 

                （４．９１） 

 

（３） 周期振動解 

 (1,K,1,1)振動は i番目と i +1番目の状態変数が等しくなる。従って、 

t t tpi pi p+ = =1                  （４．９２） 

x x xpi pi p+ = =1            （４．９３） 

v v vFpi Fpi Fp+ = =1                  （４．９４） 

( )( ) ( ) ( )
( )

x f f t t f t t t t

v t t x
rj rj rj rj rj rj rj

Mq rj rj rj

= − − − − +

+ − +

− − −

− −

3 1 1
2

3 1
2

1

1 1

2 2 3/ / / /µ µ

( )( )v u R u uFrj Frj Frj Mrj= −
+

+ −µ
µ 1

1

( )( )v u R u uMrj Mrj Frj Mrj= +
+

+ −1
1

1
µ

( )( ) ( ) ( )
( )

x f f t t f t t t t

v t t x
pi pi rK pi rK pi rK

Fj pi rK rK

+ + − + − + −

− + − −

= + − − − +

+ − +

1 1 2 1 1
2

2 1 1
2

1 1

1 1 1 1

2 2 3/ /

( )( ) ( ) ( )
( )

x f f t t f t t t t

v t t x
pi pi rK pi rK pi rK

Mq pi rK rj

+ + − + − + −

+ − −

= − − − − +

+ − +

1 3 1 1 1
2

3 1 1
2

1 1

1 1 1

2 2 3/ / / /µ µ

( )( )v u R u uFpi Fpi Mpi Fpi+ = +
+

+ −1 1
1µ

µ

( )( )v u R u uMpi Mpi Mpi Fpi+ = −
+

+ −1
1

1
1

µ
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v v vMpi Mpi Mp+ = =1               （４．９５） 

として、式（４．６４）～（４．９１）から tp、 vFp、 vMpを求める。 

 

（４） 周期振動解の安定条件 

 (1,K,1,1) 振 動 の 安 定 性 に つ い て 調 べ る 。 式 （ ４ ． ６ ４ ） ～ （ ４ ． ９ １ ） は

( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , から ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , への四次元写像である。この写像のヤコビアン

を [ ]Ji とする。 

( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , から ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , への写像は以下の写像の組み合わせで

表される。 

・ ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , ,  

・ ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x v vq q Fq Mq, , ,  

・ ( )t x v vq q Fq Mq, , , → ( )t x v vr r Fr Mr1 1 1 1, , ,  

         M  

・ ( )t x v vrj rj Frj Mrj− − − −1 1 1 1, , , → ( )t x v vrj rj Frj Mrj, , ,  

         M  

・ ( )t x v vrK rk FrK MrK− − − −1 1 1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , ,  

これらの写像のヤコビアンをそれぞれ [ ]Jai 、 [ ]J bi 、 [ ]Jci 、 [ ]Jdij ( )j K= −2 1～ 、 [ ]Jei とする

（付録Ｄ）。 

すると、 [ ]Ji は次式で表される。 

[ ] [ ][ ] [ ][ ][ ][ ]J J J J J J Ji ei diK di ci bi ai= −1 2L           （４．９６） 

(J,1,0,1)振動と同様に、 [ ]Ji を式（４．３９）に代入して、式（４．４０）を満足するとき解

は安定となる。図４．６（ｂ）で示された(1,K,1,1)振動 mode B、（ｃ）で示された(1,K,1,1)振

動 mode C も同様にして求めることができる。 

 

 

４．５．３ 計算結果 
 

周期振動の安定領域の計算結果を図４．１１に示す。この図は (1,1,1,1)振動、(1,2,1,1)振動の 
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安定領域を示す。線で囲まれた部分が安定領域である。R = 08. 、 f f3 2 10/ = で µの値を変化させ

ている。（ａ）はµ = 5、（ｂ）はµ = 9、（ｃ）はµ = 11、（ｄ）はµ = 25の場合である。横軸は

f2で 0～70 の範囲を示している。縦軸は f f1 2/ である。(1,K,1,1)振動において µ < f f3 2/ では

mode B、mode C が現れ、µ > f f3 2/ では mode A、mode B が現れる。なお、（ｂ）、（ｃ）におい

て、(1,2,1,1)振動は、 f2 70> の範囲で存在し、このグラフには現れない。 

4.4.3 (1)で述べた内容と同様に、 µ = f f3 2/ の条件を満足する場合、安定領域がなくなる。ま

たµを大きくするとハーメチック構造圧縮機の安定領域に近づく。 

 

 

４．６ 歯面分離限界 
 

3.6 で述べた衝突減衰振動が、カップリング構造スクリュ圧縮機にも同様に存在する。図４．１

２は衝突減衰振動の振動波形を示している。横軸は時間 t、縦軸は xである。 x Fは物体Ｆ、 x M

は物体Ｍの変位を表している。 

3.6 では衝突減衰振動の性質について調べたが、ここでは衝突減衰振動の中でも歯面分離が起き

ない条件を求める。この条件は、ハーメチック構造スクリュ圧縮機における f f1 2 1/ ≤ の条件に相

当する。 

物体Ｆと物体Ｍにおいて、いかなる時間においても次式を満足するとき、２つの物体は分離す

ることはない。 

d x
dt

d x
dt

F M
2

2

2

2
≤           （４．９７） 

従って、次の２つの式を同時に満足するとき場合歯面分離を起こさない。 

f
f

f
f

1

2

3

2
1 1≤ − − +

µ µ
           （４．９８） 

f
f

f
f

1

2

3

2
1 1≤ − −

µ µ
            （４．９９） 

 

 

４．７ 考察 
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本章では、ロータの異常振動防止のため、歯面分離を起こさない条件について考察する。 

 

 

４．７．１ 周期振動の安定領域および歯面分離限界 
 

図４．８で(J,1,0,1)振動の安定領域を示した。これらの安定領域において下限の f f1 2/ よりも

f f1 2/ を小さくすると、周期振動は存在しなくなる。また、上限の f f1 2/ よりも f f1 2/ を大きくす

ると、3.7.1 で述べた内容と同様に倍周期分岐を起こし、不規則な振動に移行する。従って、歯面

分離を防止するには、下限の f f1 2/ よりも f f1 2/ を小さくする必要がある。図４．８から、 J ≥ 2

の下限の f f1 2/ は J = 1の下限の f f1 2/ より大きいため、 J = 1の安定領域のみを考えればいい。 

図４．１３は図４．１１（ａ）で示した周期振動の安定領域に (1,1,0,1) 振動の安定領域、歯

面分離限界、およびシミュレーションにより求めた(1,1,1,2)、(1,2,1,2) 振動の安定領域を重ね

合わせたものである。横軸は f2、縦軸は f f1 2/ である。歯面分離限界より小さい f f1 2/ では歯面

分離を起こさない。 f f1 2/ が歯面分離限界より小さく、かつ周期振動の安定領域外の領域を領域

Ⅰとする。 

なお、ハーメチック構造圧縮機と同様に、M ≥ 4の振動の安定領域はM ≤ 2に比べて小さいため、

周期振動を防止する上でM ≤ 2の安定領域だけを考えれば十分である。 
 

 

４．７．２ ロータの異常振動の防止方法 
 

以下の２つの方法によりロータの異常振動を防止することができる。 

 

・領域Ⅰに振動パラメータを設定する。 

図４．１３において、領域Ⅰは周期振動の安定領域がなく、かつ歯面分離を起こさない。 

3.7.5 と同様に、周期振動の安定領域は f f1 2/ は０に近い部分しか存在せず、 f f1 2/ を周期振動

の安定領域が存在する f f1 2/ （図４．１３において f f1 2 125/ .≤ − ）より小さくすることにより、

f2に無関係に歯面分離を起こさない。 

 

・µと f f3 2/ の値を近づける。 
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図４．８、図４．１１からわかるように、 µと f f3 2/ の値を近づけることにより、周期振動の

安定領域が小さくなり、周期振動が起こりにくい。従って、異常振動が防止できる f f1 2/ 、 f2

のパラメータ範囲が広くなる。特に、µ = f f3 2/ の条件を満足する場合、周期振動の安定領域が

なくなり周期振動を防止ができる。 

 

 

４．８ まとめ 
 

カップリング構造スクリュ圧縮機のロータ同士の衝突振動解析を行った。この章における結論

は、以下の２点である。 

 

・ f f1 2/ が歯面分離限界より小さく、かつ周期振動の安定領域外の領域に振動パラメータを設定  

することにより圧縮機の異常振動を防止することができることがわかった。 

 

・ µと f f3 2/ の値を近づけることにより、周期振動の安定領域が小さくなり、周期振動が起こり

にくい。特に、µ = f f3 2/ の条件を満足する場合、周期振動の安定領域がなくなり周期振動を防

止ができることがわかった。 

 

 



図４．１ カップリング構造スクリュ圧縮機 
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図４．２ ロータに作用するトルク 

図４．３ スクリュロータの衝突振動モデル 
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図４．６ (1,K,1,M)振動の振動モード 

図４．５ (1,1,1,M)振動の振動モード 
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図４．１１  (1,K,1,1)振動の安定領域 
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 図４．１３ 歯面分離限界 

-2 

-1 

50 0 f2  

f
f
1

2
 

R f f= = =08 10 53 2. , / , µ  

歯面分離限界

(1,2,1,2) 

(1,2,1,1) 

(1,1,1,1) 

(1,1,1,2) 

(1,1,0,1) 

領域Ⅰ

 

x  
 

1 0( )
0 

t  
xM

xF  

図４．１２ 衝突減衰振動 

1 0( )  1 0( ) 1 0( ) 1 0( )

111                         第４章 カップリング構造圧縮機ロータ系の衝突振動解析



 
 

 

第５章  

歯形形状変更による異常振動の防止 

 

５．１ 緒言 

 

第３章、第４章において、スクリュロータの振動解析を行い、異常振動が周期振動に起因する

ことが分かった。周期振動が不安定でかつ衝突減衰振動が生じる領域に振動パラメータを設定す

ることにより異常振動が防止でき、そのパラメータが満足すべき条件を導き出した。 

本章では、その結果をもとに異常振動が防止できる特性をもった歯形形状を考案し、その運転

結果について述べる。なお、本章は第４章で述べたカップリング構造スクリュ圧縮機を対象とし

ている。 

 

 

５．２ 圧縮機構造を考慮した異常振動防止方法 

 

５．２．１ 異常振動防止のための振動パラメータの条件 

 

下記の項目は、第４章で述べた異常振動防止方法である。 

１） f f1 2/ が歯面分離限界より小さく、かつ周期振動の安定領域外の領域に振動パラメータ f2を

設定する。特に周期振動の安定領域は f f1 2/ は０に近い部分しか存在せず、 f f1 2/ を周期振

動の安定領域が存在する値より小さくすることにより、f2に無関係に異常振動を防止するこ

とができる。 

２）µと f f3 2/ の値を近づける。特に、µ = f f3 2/ の条件を満足する場合、周期振動の安定領 

112 
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               表５．１ 圧縮機パラメータと振動パラメータの関係 

振動パラメータ 
圧縮機パラメータ 

R  µ  f2  f f1 2/  f f3 2/  

I IM F,  × ○ ○ ○ ○ 

N NM F,  × ○ ○ ○ ○ 

ロータ長、 

歯形形状 

雄ロータ巻角 T TM F,  × × ○ ○ ○ 

t0  × × ○ × × 運転条件 

P PD DI,  × × ○ ○ × 

ξ  × × ○ × × その他 

ロータ材質 ○ × × × × 
 

域がなくなり周期振動を防止ができる。 

 

 

５．２．２ 振動パラメータと圧縮機パラメータの関係 

 

振動パラメータと圧縮機パラメータ（圧縮機の構造、運転条件により決まるパラメータ）の関

係を表５．１にまとめている。○は関係があるもの、×は関係のないものである。カップリング

構造スクリュ圧縮機の振動パラメータは、R、µ、 f2、 f f1 2/ 、 f f3 2/ である。圧縮機パラメー

タは大きく３種類に分けることができる。「ロータ長、歯形形状、雄ロータ巻角」に関するもの、

「運転条件」に関するもの、「その他」である。「運転条件」、および「その他」に属するパラ

メータは変更が困難である。従って、「ロータ長、歯形形状、雄ロータ巻角」に属するパラメー

タの変更による異常振動防止方法を考える。 

 

 

５．２．３ 歯形形状による異常振動防止条件 

 
5.2.1 1)において、 f2、 f f1 2/ のパラメータを変更する必要があるが、 f2は表５．１から「運

転条件」の影響を強く受けるため、 f2を変更することは困難である。 f f1 2/ も「運転条件」の影

響を受けるが f2ほど強くはなく、ある程度「ロータ長、歯形形状、雄ロータ巻角」の工夫により

改善することが可能である。 
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5.2.1 2)では µ = f f3 2/ とすることは構造上困難であるため、µと f f3 2/ の値をできるだけ近

づけるようにする。構造上 f f3 2/ はµよりも大きな値である。従って、f f3 2/ を小さく、またµを

大きくする。 

以上から、下記の３点が達成できるように歯形形状を工夫し、異常振動を防止する。 

１） f f1 2/ を周期振動の安定領域が存在する値より小さくする。 

２） f f3 2/ を小さくする。 

３）µを大きくする。 

なお、 f f1 2/ 、 f f3 2/ 、µはロータ長と無関係で、歯形形状、および、雄ロータ巻角に依存す

るパラメータとなる。 

 

 

５．３ 異常振動を防止する歯形形状の条件 

 

5.2.3 で述べた条件を満足するための歯形形状について述べる。ここで議論する内容は 2,4、

2.5 と密接な関係がある。 

 

 

５．３．１ f f1 2/ を小さくする歯形形状 

 

f f1 2/ と歯形形状は直接には結びつかないため、以下の手順に従って両者の関係を導く。 

 

（１） f f1 2/ において歯形形状に依存する項 

式（４．９）、（２，２９）、（２．３０）から f f1 2/ は次式で表される。 

( )
f
f

T
T

T
C LT P P

P P P
P P

F
F

FA

D FC D DI

D DI S
D DI

1

2

1

2 2 2

2= =
−

+ + −
−/

      （５．１） 

この式のなかで、ロータ形状に関係する項は次式である。 

T T
C LT

FB FA

D FC
=

2
                    （５．２） 

本論文ではP PD DI< を前提にしているので、 f f1 2/ を小さくするためには、TFBを大きくす 
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る必要がある。TFAは式（２．２２）で与えられる値で、圧縮、吐出過程にある歯溝のうち１つ

がφ φ= Dとなる歯溝位置において、φ φ= D以外の歯溝によりロータに作用するトルクである。 

図５．１は雌ロータに作用するトルクの計算方法を示した図である。（ａ）は雄ロータ回転角

φに対する歯溝圧力Pを示す。横軸はφ、縦軸はPである。φDは吐出ポート開口時の雄ロータ回

転角、φEは吐出完了時の雄ロータ回転角である。（ｂ）は雌ロータのトルク係数 TFである。縦

軸は TFで横軸は（ａ）に対応している。図中の縦の一点鎖線は、ロータをある回転角に固定し

た場合に存在する圧縮、吐出過程の歯溝位置を示している。各歯溝の TFと ( )P PS− の積を圧縮、

吐出過程の歯溝について足し合わせた値が雌ロータに作用するトルクとなる。①は吸込過程、②

はφ φ= D、③は吐出過程の歯溝である。TFAは歯溝①と③により発生するトルクである。 

TFBは式（２．２２）、（５．２）から次式のようになる。 

( ){ } ( )

( ) ( )

T P i N P
T i N

T

P P
T i N

T

FB D M S
F D M

FCi

i

D S
F D M

FCi i

m

D

D

= + −
+

+ −
+

=

−

= +

∑

∑

τ
τ

τ

360
360

360

0

1

1

/
/

/
          （５．３） 

 

（２） TFBを大きくするためのトルク係数の条件 

式（５．３）において、トルク係数 TF、 TFCは歯形形状と雄ロータ巻角に依存するが、雄ロ

ータ巻角ΦMは性能上の問題からほぼ一定であるため、トルク係数 TF、 TFCは歯形形状のみに

より決定されると考えていい。 

式（５．３）の右辺１項は圧縮過程にある歯溝（図５．１における①の歯溝）により発生する

トルクである。この範囲のトルク係数 TFはほぼ TFCに等しい。また、 φが小さい部分では

T TF FC< となるが、歯溝圧力が吸込圧力に近いため、( )P PS− の値が小さくなる。従って、右辺

第１項は歯形形状にはあまり影響されない。 

歯形形状がTFBに大きな影響を与える項は右辺第２項で、吐出過程にある歯溝（図５．１にお

ける③の歯溝）である。この範囲では TFは正負両方の値をとる可能性がある。 TFCは負の値で

あるため、TFBの値を大きくするためには、吐出過程にある歯溝の TFの値を小さくする（負の

値）必要がある。 
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なお、歯溝圧力は歯形形状の影響をほとんど受けない。 

 

（３） 吐出過程にある歯溝のTF 

TFは 2.5.4 で述べたように l F Fk の積分である。吐出過程の歯溝は図２．８（ｆ）に相当する。

従って、TFを小さくするには歯溝断面Ⅰの l F Fk を小さくする必要がある。 

 

（４） 歯溝断面Ⅰの l F Fk  

図５．２は図２．６（ａ）（ｂ）を抜き出した図で、歯溝断面Ⅰの kFを示している。雄ロー

タ中心を O、雄ロータ中心を O’とする。矢印は回転方向である。 

2.4.2 (3)で述べたように、トルクが回転方向に働く場合 kFの符号を正、反回転方向に働く場

合 kFの符号を負としている。したがって、（ａ）では kF1の符号は正、（ｂ）では kF2の符号

は負である。l F Fk を小さくするには kFの符号は負、つまり、反回転方向にトルクが働くように

すればいい。 

ところで、歯溝断面Ⅰは大きく２つの部分に分かれる。１つは歯溝を仕切る２つのシール点が

ロータ間シール点である場合で図５．２（ａ）の斜線の歯溝に相当する。もう１つはロータ間シ

ール点とチップシール点である場合で（ｂ）の斜線の歯溝に相当する。前者の歯溝断面をⅠ－１、

後者の歯溝断面をⅠ－２とする。 

歯溝断面Ⅰ－１は、２つのシール点が両方ともロータ間シール点CR1、CR2であるため、歯形

を構成する歯形関数の影響を強く受ける。一方、歯溝断面Ⅰ－２のシール点の１つはチップシー

ル点CFT1であり、雌ロータ先端とケーシングの接触点である。このシール点はロータ径、歯数

によりほぼ決定される。もう１つはロータ間シール点であるが、歯溝断面Ⅰ－１ほど歯形関数の

影響を受けない。 

そこで、歯形関数の影響を強く受ける歯溝断面Ⅰ－１において、 kFが負となるにはロータ間

シール点がどの位置にくればいいか考える。 

 

（５） k Fが負となるロータ間シール点位置 

図５．３は歯溝断面Ⅰ－１であり、図５．２（ａ）の拡大図である。雄ロータ中心を O、雄ロ

ータ中心を O’とする。矢印は回転方向である。 

△は現状歯形のシール点で図５．２（ａ）と同位置である。このシール点位置により作用す 



117                                            第５章 歯形形状変更による異常振動の防止 

 

る力の方向は
r
PF1であり、kF1は正の値である。このシール点位置CR1、CR2を変えることによ

り、この値を負の値にすることができる。 

α = 0のときのロータ間シール点は□の位置一点である。歯形が反回転方向に回転すると、シ

ール点が２つに別れてα1回転したとき図の位置にシール点がくる。α が 0から反回転方向に回転

したときのシール点は、歯形関数にあまり関係なく、それぞれ□の位置からほぼ①、②のような

軌跡を描く。 

kF1の値を負にするためには、定性的にはCR1をCR1
′の位置に、CR2をCR2

′の位置に移動す

ればいい。この場合力の方向は
r
PF1

′であり、 kF1
′は負の値となる。α に対するCR1の移動距離

を lR1、CR1
′の移動距離を l R1

′とする。両者を比較すると l R1
′が lR1より大きい。同様にCR2の

移動距離を l R2、CR2
′の移動距離を l R2

′とすると、 l R2
′が l R2より小さい。 

従って、 kFを負の値とする１つの方法として、歯形の反回転方向への回転角に対して、CR1の

移動距離を大きく、CR2の移動距離を小さくすればいい。 

 

（６） CR1、CR2を形成する歯形関数 

シール点位置は歯形関数と密接な関係があるため、CR1、 2RC が歯形のどの部分の関数により

形成されるか説明する。 

歯形を構成する関数は大きく４つに分けることができる。図５．４にスクリュ歯形の関数構成

を示す。わかりやすくするため、雄歯形と雌歯形の１歯分を示している。Oは雄歯形中心、 ′O は

雌歯形中心である。 

雄歯形は関数G、H、I、J、雌歯形は関数 g、h、 i、 jで構成されている。●は雄歯形の関

数の境界、○は雌歯形の関数の境界を示している。大文字の関数と小文字の関数は対応しており、

ロータ間シール点は同じ文字同士の関数が接触する。 

図５．５は歯形を反回転方向に回転させた場合で、歯溝断面Ⅰ－１を斜線で表している。この

図からわかるようにCR2は関数Gと gのシール点、CR1は関数Hと hのシール点である。ここ

では、関数 gとHを定義し、関数Gと hはその創成曲線とする。 

5.3.1 (5)で述べた条件から以下の条件を満足する関数がどのような関数か調べる。 

・歯形の反回転方向への回転角に対して、歯形関数 gとその創成曲線Gのシール点の移動距離が

小さい関数 g。 
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・歯形の反回転方向への回転角に対して、歯形関数Hとその創成曲線 hのシール点の移動距離が

大きい関数H。 

 

（７） ロータ間シール点位置を作図する方法 

ここで、歯形関数とそのシール点位置の関係を調べるため、歯形形状からシール点位置を作図

する方法を考案した。 

図５．６において、歯形Ａが矢印方向にα回転した場合、歯形Ａ上の関数K とその創成関数と

のシール点は下記の方法で作図できる（作図方法の導出については付録Ｅを参照のこと）。ここ

で、Oは歯形Ａ中心、 ′O は歯形Ｂ中心である。中心を結んだ線をX軸とする。一点鎖線の円は

ピッチ円である。 

１）歯形Ａ中心Oから矢印方向と反対方向にX軸に対して角度α 傾いた直線①を引き、歯形Ａの

ピッチ円との交点を点Tとする。 

２）点Tから関数K の縮閉線Keに接線②を引き、関数Ｋとの交点を ′C とする。 

３）点 ′C を歯形Ａ中心Oを中心に矢印方向に角度α回転させる。その位置をCとする。点Cがシ

ール点となる。 

 

（８） 歯形関数変更によるシール点位置変化 

5.3.1 (6)で述べた条件を満足するような歯形関数 gとHがどのような関数か調べる。 

（歯形関数 g） 
形状の異なった２種類の関数 gを考える。縮閉線は曲率半径に大きく依存するため、ここでは

半径の異なる２種類の円弧関数 gaと gbを比較する。 gaは半径の小さい関数、 gbは半径の大き

い関数である。 

図５．７はロータのピッチ円、中心線、および関数 ga、gbのみを示し、その他の歯形関数は

省略してある。Oは雄ロータ中心、 ′O は雌ロータ中心である。gea、gebはそれぞれ ga、gbの

縮閉線で円弧の中心である。矢印はロータの回転方向である。 

雌歯形が反回転方向にα F回転したときのそれぞれのシール点Cga、Cgbは 5.3.1 (7)で述べ

た方法により作図し、図５．７で示した位置になる。 

関数 gと関数Hは独立であるため、雌歯形が反回転方向にα F回転したときの関数Hと関数 h

のシール点位置をCHとし、関数 gaと gbの kFを比較する。 
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点C0は α F = 0のときのシール点位置である。雌歯形が反回転方向にα F回転したときのシー

ル点Cga、Cgbを比較すると、移動距離はCgbの方が小さい。従って関数 gbの方が 5.3.1 (6)で

述べた条件を満足する。 

C Cga H の垂直２等分線と ′O の距離を kga、C Cgb H の垂直２等分線と ′O の距離を kgbとする。

すると kgaは正、 kgbは負の値であり、関数 gbの方が kFの値が小さいことがわかる。 

以上から歯形関数 gの半径が大きいほど Fk が小さくなる。 

（歯形関数H） 
同様に半径の異なる２種類の円弧関数HaとHbを比較する。Haは半径の小さい関数、Hbは

半径の大きい関数である。 

図５．８はロータのピッチ円、中心線、および関数Ha、Hbのみを示し、その他の歯形関数

は省略してある。Oは雄ロータ中心、 ′O は雌ロータ中心である。Hea、HebはそれぞれHa、Hb

の縮閉線で円弧の中心である。矢印はロータの回転方向である。 

雄歯形が反回転方向にα M回転したときのそれぞれのシール点CHa、CHbは図５．８で示し

た位置になる。 

関数 gと関数Hは独立であるため、雄歯形が反回転方向にα M回転したときの関数 gと関数G

のシール点位置をCgとし、関数HaとHbの kFを比較する。 

点C0はα M = 0のときのシール点位置である。雄歯形が反回転方向にα M回転したときのシー

ル点CHa、CHbを比較するすると、移動距離はCHbの方が大きい。従って関数Hbの方が 5.3.1 

(6)で述べた条件を満足する。 

C Cg Ha の垂直２等分線と ′O の距離を kHa、C Cg Hb の垂直２等分線と ′O の距離を kHbとす

る。すると kHaは正、 kHbは負の値であり、関数Hbの方が kFの値が小さいことがわかる。 

以上から歯形関数Hの半径が大きいほど Fk が小さくなる。 

 

（９） f f1 2/ を小さくする歯形関数の条件 

以上から f f1 2/ を小さくする歯形関数の条件は、歯形関数を円弧とした場合、下記の２点であ

る 

・歯形関数 gの半径を大きくする。 

・ 歯形関数Hの半径を大きくする。 
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５．３．２ f f3 2/ を小さくする歯形形状 

 

一般に f f1 2/ を小さくすると、 f f3 2/ が小さくなる傾向がある（付録Ｆ）。従って、5.3.1 (9)

で述べた条件を満足すれば、 f f3 2/ を小さくすることができる。 

 

 

５．３．３ µを大きくする歯形形状 

 

µは次式で表される。 

( )µ = I I N NM F M F/ / / 2            （５．４） 

概略、この値は雄ロータと雌ロータの外径比、および歯数比により決まる。雄ロータと雌ロー

タの外径比は、加工上、性能上の問題から任意に決めることができず、歯数比によりほぼ決まる。 

ここで検討する圧縮機では、性能上の問題から歯数の組み合わせは、「雄ロータ４枚＋雌ロー

タ６」、または「雄ロータ５枚＋雌ロータ６枚」のどちらかである。 

図５．９は歯形形状を示す。「雄ロータ５枚＋雌ロータ６枚」の方が、雄ロータ外径が雌ロー

タ外径に比べて大きく、歯数比を考慮しても、µは「雄ロータ５枚＋雌ロータ６枚」が大きくな

る。 

従って、歯数の組み合わせを「雄ロータ５枚＋雌ロータ６枚」とすることにより、µの値を大

きくすることができる。 

 

 

５．４ 改良歯形形状 

 

5.2.3 で述べた条件を満足するように開発された歯形形状について述べる。 

 

 

５．４．１ 従来歯形形状およびロータ緒元 
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         表５．２ 従来歯形を用いた圧縮機ロータ、および歯形諸元 

項  目 記号 値 項  目 記

号 

値 

雄ロータ歯数 NM  4 ロータ隙間 δ 0.15 mm 

雌ロータ歯数 NF  6 雄ロータ慣性ﾓｰﾒﾝﾄ IM  264 kgmms2 

雄ロータ巻角 ΦM  300 deg 雌ロータ慣性ﾓｰﾒﾝﾄ IF  188 kgmms2 

ロータ中心間距離 CD  250 mm 雄ロータ回転角速度 ω 376.8 rad/s 

ロータ長さ L  530 mm V VS D/   3.65, 5 

雄ロータ外径 DM  321 mm g1、H1半径 R  60.5 mm 

雌ロータ外径 DF  321 mm g2半径  63 mm 

雄ロータピッチ円半径 rM  100 mm H2半径  1 mm 

雌ロータピッチ円半径 rF  150 mm    

 

           表５．３ 改良歯形を用いた圧縮機ロータ、および歯形諸元 

項  目 記号 値 項  目 記

号 

値 

雄ロータ歯数 NM  5 ロータ隙間 δ 0.15 mm 

雌ロータ歯数 NF  6 雄ロータ慣性ﾓｰﾒﾝﾄ IM  578 kgmms2 

雄ロータ巻角 ΦM  300 deg 雌ロータ慣性ﾓｰﾒﾝﾄ IF  176 kgmms2 

ロータ中心間距離 CD  248 mm 雄ロータ回転角速度 ω 376.8 rad/s 

ロータ長さ L  542 mm V VS D/   3.65, 5 

雄ロータ外径 DM  329 mm g1、H1半径 R  51.8 mm 

雌ロータ外径 DF  279 mm g2半径  80 mm 

雄ロータピッチ円半径 rM  112.7 mm H2半径  12 mm 

雌ロータピッチ円半径 rF  135.3 mm    
 

従来歯形の形状を図５．１０に、また歯形を構成する雌ロータ関数 g、雄ロータ関数Hの範囲

を図５．１１に示す。矢印は回転方向である。また、ロータ、および歯形の諸元を表５．２に示

す。 

関数 g ,および関数Ｈはそれぞれ２つの円弧で構成されている。まず、関数 gはg1と g2の２つ

の関数からなる。g1は中心線とピッチ円の交点 ′′O を中心とした円弧で半径をＲとする。g2は半

径６３ｍｍの円弧である。 
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g1とその創成関数は、歯形が少しでも反回転方向に回転すると離れ、シール点は g2とその創

成関数のシール点に移動する。従って、ロータに作用するトルクをシール点位置により推定する

場合、 g2についてのみ検討する。 

 

関数HはH1とH2の２つの関数からなる。H1は g1と同様に、中心線とピッチ円の交点 ′′O を

中心とした円弧である。H2は半径１ｍｍの円弧である。関数Hに関しても関数 gと同様に、H2

についてのみ検討する。 

 

 

５．４．２ 改良歯形形状およびロータ緒元 

 
改良歯形の形状を図５．１２に、また歯形を構成する雌ロータ関数 g、雄ロータ関数Hの範囲

を図５．１３に示す。矢印は回転方向である。また、ロータ、および歯形の諸元を表５．３に示

す。改良歯形における関数 g、Hも、従来歯形と同様にそれぞれ関数 g1、g2、関数H1、H2で

構成されている。 

（従来歯形からの主な変更点） 

・歯形関数 g2、H2の半径を大きくした。 

  g2の半径を１ｍｍから１２ｍｍ 

  H2の半径を６３ｍｍから８０ｍｍ 

・歯数を雄ロータ４枚、雌ロータ６枚から雄ロータ５枚、雌ロータ６枚に変更した。 

従来歯形と改良歯形の g2、H2の半径の比較において、歯数が異なっているため大小を議論す

ることは難しいが、概略それぞれのピッチ円半径に対する比で比較すればいい。 

 

 

５．５ 改良歯形と従来歯形の比較 

 

改良歯形と従来歯形の振動パラメータの比較をする。 
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５．５．１ f f1 2/  

 

改良歯形と従来歯形の f f1 2/ の比較をする。5.3.1 で述べたように、 f f1 2/ と歯形形状は直接

には結びつかないため、各段階での歯形特性を比較し、最終的に f f1 2/ の値を比較する。 

 

（１） 各歯溝断面で発生する力の作用方向 

5.3.1 (4)で述べたように、 f f1 2/ を小さくするには Fk の値を負にする必要がある。そこで、

従来歯形と改良歯形の歯溝断面Ⅰ－１で発生する作用力方向を比較する。 

図５．１４、５．１５はそれぞれ従来歯形、改良歯形歯の溝断面Ⅰ－１で発生する作用力方向

を示している。両図ともα＝５，１０，１５，２０deg のときの歯形位置、シール点および作用

力方向を示している。なお、αは図５．３で示した角度である。矢印は回転方向、●はシール点

を示している。①～④はそれぞれ歯形がα＝５，１０，１５，２０deg の場合の作用力方向であ

る。 

これらの図から従来歯形は作用力により発生するトルクが回転方向に働く（ kFが正）。一方、

改良歯形は作用力により発生するトルクが反回転方向に働く（ kFが負）。この図から定性的に

改良歯形の f f1 2/ が小さくなることがわかる。 

 

（２） kF Fl 値 

5.3.1 (3)で述べたように、 f f1 2/ を小さくするには歯溝断面Ⅰの l F Fk を小さくする必要があ

る。そこで、従来歯形と改良歯形の歯溝断面Ⅰにおける kF Fl 値の比較をする。 

図５．１６は従来歯形、および改良歯形の kF Fl 値を示す。横軸はα 、縦軸は kF Fl で歯溝断

面Ⅰの部分のみを示している。一点鎖線は従来歯形、実線は改良歯形である。このグラフからわ

かるように改良歯形の方が kF Fl の値が小さくなっていることがわかる。 

 

（３） トルク係数 

5.3.1 (2)で述べたように、 f f1 2/ を小さくするには吐出過程にある歯溝の TFの値を小さくす

る必要がある。そこで、従来歯形と改良歯形のトルク係数を比較する。 

図５．１７は従来歯形、および改良歯形のトルク係数である。横軸は歯溝体積が最大となる 
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位置からの雄ロータ回転角φ、縦軸はトルク係数である。一点鎖線は従来歯形、実線は改良歯形

である。（ａ）は雄ロータ、（ｂ）は雌ロータのトルク係数である。 

（ｂ）において、φ φ> Dの範囲が吐出過程にある歯溝の TFに対応し、このグラフから改良歯

形の方が小さくなっていることがわかる。 

 

（４） ロータに作用するトルクの一例 

f f1 2/ の値は、歯形形状だけでなく圧力条件によっても異なるため、ここで、一例として、吸

込圧力 0.4Mpa、吐出圧力 0.8Mpa、κ=1.4、内部容積比 5 の場合のトルク、および振動パラメー

タを比較する。 

図５．１８（ａ）は従来歯形のトルク波形、（ｂ）は改良歯形のトルク波形である。横軸は雄

ロータ回転角 τ m、縦軸はトルクである。 

従来歯形、および改良歯形の f f1 2/ の値を以下に示す。 

従来歯形 

f f1 2 143/ .= −  

改良歯形 

f f1 2 2 73/ .= −  

改良歯形のほうが f f1 2/ が小さくなっている。 

 

 

５．５．２ f f3 2/  

 

従来歯形、および改良歯形の f f3 2/ の値を以下に示す。 

従来歯形 

f f3 2 10 6/ .=  

改良歯形 

f f3 2 6 9/ .=  

改良歯形の f f3 2/ のほうが小さくなっている。 
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            表５．４ 従来歯形と改良歯形の振動パラメータ比較 

振動パラメータ 従来歯形 改良歯形 

µ  3.16 4.73 

f f3 2/  9.60 6.85 

f f1 2/  -1.43 -2.73 

 

５．５．３ µ  
 

従来歯形、および改良歯形のµの値を以下に示す。 

従来歯形 

µ = 32.  

改良歯形 

µ = 4 7.  

改良歯形の方がµが大きくなっている。 

以上の振動パラメータを表５．４をまとめた。この表から改良歯形が 5.2.3 で述べた条件を満

足することがわかる。 
 

５．６ 従来歯形と改良歯形の運転結果の比較 

 

５．６．１ 反発係数の推定 

 

衝突振動の安定領域を求める場合、反発係数が重要なパラメータとなる。しかし、運転中のロ

ータ同士の反発係数を測定することは不可能であるため、従来歯形における異常接触有無の実績

から反発係数を推定する。この値は改良歯形でも同じと考える。 

 

（１） 反発係数に対する周期振動の安定領域 

圧縮機運転後のロータを観察すると、図１．９に示したように反駆動側に接触傷（異常接触）

が生じる場合がある。この振動は(1,K,1,M)振動 ( )1 ≤ K と考えられる。 

従来歯形において、反発係数を変化させた場合の(1,K,1,M)振動 ( )1≤ K の安定領域を図５．１ 
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         表５．５ 従来歯形と改良歯形の運転結果 

運転条件 従来歯形 改良歯形 

Ps(MPa) Pd(Mpa) V VS D/  f2  f f1 2/  異常接触 f2  f f1 2/  異常接触 

0.1 0.4 5 0.30 -0.70 無 0.11 -5.57 無 

0.2 0.4 5 0.61 -1.43 無 0.38 -2.74 無 

0.3 0.4 5 0.96 -1.60 有 0.66 -2.19 無 

0.1 0.4 3.65 0.20 -0.56 無 0.05 -9.73 無 

0.2 0.4 3.65 0.30 -1.86 無 0.23 -3.29 無 

0.3 0.4 3.65 0.50 -2.01 無 0.42 -2.37 無 

0.2 0.8 5 0.60 -0.70 無 0.22 -5.63 無 

0.4 0.8 5 1.22 -1.43 有 0.75 -2.74 無 

0.4 1.6 5 1.21 -0.70 有 0.45 -5.50 無 

0.8 1.6 5 2.43 -1.43 有 1.51 -2.73 無 

0.8 3.2 5 2.40 -1.03 有 0.90 -5.47 無 
 

９に示す。横軸は f2、縦軸は f f1 2/ である。破線はR = 0 9. 、実線はR = 08. 、一点鎖線はR = 0 7. の

場合の(1,1,1,1)振動と(1,1,1,2)振動の安定領域を合わせたものである。なお、 4 ≤ Mの安定領

域は小さいため省略している。 

 

（２） 異常接触有無の実績 

図５．１９において、●印はロータに異常接触が起きなかった運転条件の振動パラメータ、×

はロータに異常接触が起きた運転条件の振動パラメータである。安定領域内に×、安定領域外に

●が存在する反発係数が実際の反発係数と考えられる。なお、ここで示した運転条件、および異

常接触の有無は表５．５に示してある。 

 

（３） 反発係数の値 

図５．１９からわかるように、R = 08. がほぼこの条件を満足しており、R = 08. をロータ同士

の反発係数とする。 

 

 

５．６．２ 周期振動の安定領域 
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5.6.1 (3)で決定した反発係数における従来歯形と改良歯形の周期振動の安定領域を比較する。 

振動パラメータは、R、µ、 f2、 f f1 2/ 、 f f3 2/ であるが、R、µ、 f f3 2/ のパラメータは、

歯形、材質固有の値であり、運転条件により左右されない。従って、歯形特性を比較する場合、

f2、 f f1 2/ に対する周期振動の安定領域を比較すると便利である。 

従来歯形と改良歯形の周期振動の安定領域を図５．２０（ａ）、（ｂ）に示す。横軸は f2、縦

軸は f f1 2/ である。実線内部は(1,1,1,M)振動(M = 1 2, )、一点鎖線内部は(1,1,0,1)振動（改良

歯形は２本の一点鎖線の間）の安定領域である。改良歯形のほうが f f3 2/ と µ の値が近いため、

周期振動の安定領域が小さいことがわかる。 

これらの図において、二点鎖線は 4.6 で述べた歯面分離限界を示している。周期振動が安定で

なく、かつ二点鎖線より小さい f f1 2/ （斜線部）では雌ロータと雄ロータはどのような初期値で

あっても歯面分離を起こさない。 

 

 

５．６．３ 運転結果 

 

従来歯形、および改良歯形を使用した圧縮機の異常接触の有無を比較する。 

 

（１） 圧縮機の運転条件、および異常接触の有無 

圧縮機の運転条件、 f2、 f f1 2/ 、および従来歯形、改良歯形における異常接触の有無を表５．

５に示す。この表から改良歯形では異常接触が発生していないことがわかる。 
 

（２） 改良歯形における周期振動安定領域と運転条件の比較 

改良歯形における周期振動の安定領域、歯面分離限界を図５．２１に示している。この図は図

５．２０（ｂ）と同じである。●は表５．５で示した運転条件における振動パラメータである。

なお振動パラメータが f f1 2 5/ < − である運転条件は省略している。 

図５．２１から改良歯形では振動パラメータがいずれも歯面分離を起こさない領域にあること

がわかる。実際、表５．５で示したように改良歯形では異常接触が発生していない。 

 

（３） 分解結果 

従来歯形と改良歯形を用いたロータにおける運転後の雄ロータの反駆動側歯面写真をそれぞ 
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れ図５．２２、図５．２３に示す。図５．２２は図１．９と同じものである。この写真から改良

歯形は従来歯形のようにスポット状に異常接触が発生していないことがわかる。また異常音を発

生せず、従来歯形に対して騒音値が３ｄＢ低下した。これらの運転結果から改良歯形の効果が実

証できた。 

 

 

５．７ まとめ 

 

カップリング構造スクリュ圧縮機において、歯形形状変更によるの異常振動の防止を試みた。

この章における結論は、以下の２点である。 

 

・ 第４章で導き出された異常振動防止方法とスクリュ歯形を構成する歯形関数の関係を調べた

結果、歯形関数の曲率が異常振動防止に重要な役割を果たすことがわかった。そして、異常振

動防止のための歯形関数が満足すべき条件を導き出した。 

 

・ 上記条件を満足する改良歯形をデザインし、その歯形を採用した圧縮機を製作、運転した。従

来歯形を採用した圧縮機と比較した結果、従来歯形のような異常音はなく騒音値が３ｄＢ低下

した。また、圧縮機分解の結果ロータに異常接触がないことが確認でき、本解析が有効である

ことがわかった。 

 



 

 

 

O  

′O  
α1  

l F1 

kF1  

CR2  

CR1  

 

O  

′O  

lF2  

kF2

CR2

CFT1

(ａ) 歯溝断面Ⅰ－１ 

α2

図５．２ 歯溝断面Ⅰの l F Fk  

(ｂ) 歯溝断面Ⅰ－２ 

129                                            第５章 歯形形状変更による異常振動の防止 

図５．１ 雌ロータに作用するトルクの計算方法 
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図５．４ スクリュ歯形の関数構成 
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図５．８ 関数Ｈと作用力方向の関係 
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 (a) 雄ロータ４枚＋雌ロータ６枚 

(b) 雄ロータ５枚＋雌ロータ６枚 

図５．９ 歯数組み合わせと歯形形状 
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図５．１０ 従来歯形形状 

図５．１１ 従来歯形の関数ｇ、Ｈ 
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図５．１２ 改良歯形形状 
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雄歯形 雌歯形 
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図５．１４ 従来歯形の作用力方向 
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図５．１７ 改良歯形、従来歯形のトルク係数 
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(a) 従来歯形 

図５．１８ ロータに作用するトルク 
             (Ps=0.4Mpa, Pd=0.8Mpa, Vi=5.0) 
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図５．２３ 改良歯形における運転後の雄ロータの歯当たり 

図５．２２ 従来歯形における運転後の雄ロータの歯当たり 

異常接触 
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第６章  

結論 

 

本論文は、スクリュ圧縮機ロータ系の異常振動防止方法を検討したものである。 

 

第２章「ロータに作用するトルクの導出」では、スクリュロータの衝突振動解析に使用するロ

ータに作用するトルクを導出し、振動解析に適用するため、得られた変動トルクをのこぎり波形

状で近似した。トルクの導出過程において、トルクに与える歯形形状の影響が把握できるように、

歯形形状のみに依存するトルク係数という歯形パラメータを考案した。 

 

第３章「ハーメチック構造圧縮機ロータ系の衝突振動解析」では、ハーメチック構造スクリュ

圧縮機を対象としており、「雄ロータは衝突の影響を受けず一定の回転数で回転している」とい

う仮定のもとに雌ロータの衝突振動解析を行った。その結果、圧縮機の異常振動は周期振動が原

因であり、周期振動の安定領域を避けることにより異常振動が防止できることがわかった。そし

て、異常振動防止のための振動パラメータの条件を導き出した。 

 

第４章「カップリング構造圧縮機ロータ系の衝突振動解析」では、カップリング構造スクリュ

圧縮機を対象としており、雄ロータと雌ロータの両方の運動を考慮した衝突振動解析を行った。

ハーメチック構造圧縮機では、周期振動の安定領域を避けることによる異常振動防止方法を導き

出したが、カップリング構造スクリュ圧縮機では、この方法以外にロータの慣性モーメントとト

ルクがある関係を満足するとき、周期振動領域がなくなり異常振動が防止できることがわかった。 

 

第５章「歯形形状変更による異常振動の防止」では、カップリング構造スクリュ圧縮機の異常

振動を防止するため、第４章で導き出された異常振動防止方法とスクリュ歯形を構成する歯 
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形関数の関係を調べた。その結果、歯形関数の曲率が異常振動防止に重要な役割を果たすことが

わかり、異常振動防止のため歯形が満足すべき条件を導き出した。 

この条件を満足する改良歯形をデザインし、その歯形を採用した圧縮機を製作、運転した。従

来歯形を採用した圧縮機と比較した結果、従来歯形のような異常音はなく騒音値が３ｄＢ低下し

た。また、圧縮機分解の結果ロータに異常接触がないことが確認でき、本解析が有効であること

がわかった。 

 

以上、変動トルクが作用するスクリュロータの衝突振動解析により、異常振動の防止方法を導

き出し、検証した。今後、さらに詳細な振動特性を得るためには、以下のような課題が重要であ

ると考えられる。 

 

１，本論文では、ロータには加工誤差がないと仮定している。しかし、実際には存在し、加工

誤差、特にリード誤差がある場合の解析が重要と思われる。周期振動の安定領域、周期振

動への捕捉領域がどのように変化するかが重要なポイントとなる。 

 

２，本論文では、回転方向の振動しか考慮していないが、実際には軸方向に振動する場合も考

えられ、軸方向との連成振動解析を行うことにより、さらに詳細な振動特性が得られる。 
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付録 Ａ 

吸込ポートと歯溝を隔離するケーシング

切欠位置の決定方法 
 

歯溝体積が最大となった時点で、吸込ポートと歯溝が隔離するように、ケーシング切欠位置を

決定する。 

図２．２で示したように、ロータ歯溝体積はロータが回転するに従い単調増加し、φ= 0で最大

体積となる。その後、単調減少する。図Ａ．１はケーシング切欠位置と歯溝の関係を示した模式

図である。この図は図２．５（ａ）のロータを真上から見た図である。ロータの左端面が吸込端

面、右端面が吐出端面を表している。斜めの太線はケーシング切欠線で、この線より吸込端面側

（縦線部）は吸込ポートと連通している。 

ここで横線を施した歯溝 に注目する。歯溝 の  吸込端面側歯筋を SL とする。 

（ａ）は歯溝 が最大体積となる歯溝位置（ φ= 0）である。この位置の SL とケーシング切欠

線が一致するよう、 ケーシング切欠線位置を決める。（ｂ）はφ< 0の場合である。このとき、

歯筋 SL は(a)の歯筋位置から吸込側にL mφ / Φ だけ移動している。この状態では歯溝と吸込ポー

トは連通しており、歯溝は吸込圧力である。（ｃ）はφ> 0の場合である。このとき、歯筋 SL は

(a)の歯筋位置から吐出側にL mφ / Φ だけ移動する。この歯溝は吸込ポートと隔離されているため、

歯溝の体積が減少すると共に歯溝内のガスが圧縮される。 

144 



145                     付録Ａ 吸込ポートと歯溝を隔離するケーシング切欠位置の決定方法 

 

図Ａ．１ ケーシング切欠位置と歯溝位置の関係 

(a)  φ = 0  (b)  φ < 0  

(c)  φ> 0  

ケーシング切欠線 

吐出端面 

  切欠 

（吸込ポート） 

雌ロータ 

吸込端面 

雄ロータ 

L mφ / Φ  

L mφ/ Φ  

 

  

SL SL 

SL 

ロータ噛み合い部 



 
 

 

付録 Ｂ 

歯溝圧力によりロータに作用する力の大

きさ、および作用方向 
 

軸方向の厚さが微小厚さdzである歯溝により発生する力、およびその作用方向を導く。図Ｂ．

１（ａ）は歯溝断面形状の模式図である。ロータ表面上の２つのシール点をC1、C2とする。ま

た歯溝圧力をPとする。 

ロータ歯形上の任意の点Ａにおいて、歯面の接線方向の座標を η、法線方向の座標を ςとする。

ここで、点Ａを中心に接線方向の幅がds、軸方向の幅がdzであるロータ表面SAを考える。その

平面を（ｂ）に示す。ロータはねじれているため、SAは η z平面に対してある角度をもった平面

となる。この平面に垂直に圧力Pが作用する。 

平面に作用する力は z方向と ς方向に分けることができる。z方向の力はロータに対してトルク

としては作用せず、スラスト力として作用する。この力はロータの軸受により支えられている。ς

方向の力はロータに対してトルクを発生する力となる。 

ここで ς方向の力について考える。この力の大きさはSAを η z平面上に投影した平面 ′SAに圧

力Pが作用する場合の力でPdsdzで表される。従って、歯面の法線方向（ ς方向）にPdsdzの力

が作用する。次に（ｃ）のように、C1を原点として、C1とC2を結んだ方向の座標を ′η 、その

座標に垂直な方向の座標を ′ς とする。 

点Ａに作用する力を ′η 方向と ′ς 方向に分ける。すると、 ′η 方向に作用する力はPd dz′ς 、 ′ς 方

向に作用する力はPd dz′η である。この力をC1からC2へ歯面に沿って積分すれば、雄ロータに作

用する力が計算できる。 

′η 方向に作用する力はC1とC2の ′ς 座標が同じであるため０である。 ′ς 方向に作用する力は 
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線分C C1 2 に圧力Pが作用する力と同等である。C C1 2 の長さを lとすると、ロータに作用する力

の合力の方向はC C1 2 の垂直２等分線方向で合力の大きさはP dzl である。 

P  

C2  

C1  

z  ς  

η  

A  

ds  

P  z  

ς  

η  

ds  

dz  

Pdsdz  

′SA  

SA  

A

ロータ 

図Ｂ．１ ロータに作用する力 

(c)  ロータに作用する力の合力 

(b)  ς方向に作用する力 (a)  歯溝断面の模式図 

′ς  

′η  

ds  

Pd dz′η  

Pd dz′ς  

Pdsdz  
C1  C2  

d ′η

d ′ς
A

l / 2  
l  

P dzl  

ロータ 



 
 

 

付録 Ｃ 

ハーメチック構造圧縮機における各状態

変数間の写像のヤコビアン 
 

 

Ｃ．１ (J,1,0,1)振動 

 

・ ( )v tFpi pi, → ( )w xFo Fo1 1, 写像のヤコビアン [ ]Jai  

[ ]
( )

( ){ } ( )
J

f t f f

t f t f f t v
ai

pi

pi pi pi Fpi

=
− +

− − + − −

















1 2

1 2 1

2 1 2

2 1 2

              （Ｃ．１） 

・ ( )w xFo Fo1 1, → ( )w xFoJ FoJ, への写像のヤコビアン [ ]Jbi  

[ ]J
J

bi =
−

















1 0

1 1
                  （Ｃ．２） 

・ ( )w xFoJ FoJ, → ( )v tFpi pi+ +1 1, 写像のヤコビアン [ ]Jci  

[ ]
( ) ( ){ }

J
R f t w R f t f f v

Rt v R v
ci

pi FoA pi Fpi

pi Fpi Fpi

=
+ − +

















+ +

+ + +

2
2 1

2
2 1 2 1

1 1 1

2 /

/ /
          （Ｃ．３） 
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Ｃ．２ (1,1,1,1)振動 

 

・ ( )v tFpi pi, → ( )w xFo Fo, 写像のヤコビアン [ ]Jai  

[ ]
( )

( )( )
J

A t

t A t t v
ai

pi

pi pi pi Fpi

=
−

− − − −

















1

1 1
           （Ｃ．４） 

・ ( )w xFo Fo, → ( )u tFq q, 写像のヤコビアン [ ]J bi  

[ ]

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

J

t A t

B t w

A t

B t w

t
B t w B t w

bi

q q

q Fo

q

q Fo

q

q Fo q Fo

=

−
+

+ −
+

−
+

−
+

























, ,

, ,

0
1

0

0
1

0

              （Ｃ．５） 

・ ( )u tFq q, → ( )v tFpi pi+ +1 1, 写像のヤコビアン [ ]Jci  

[ ]

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( )
( )

J

R
t t A t

B t t Ru
R

t t A t Ru
B t t Ru

A t A t

R t t
B t t Ru

A t t t
B t t Ru

ci

pi q pi

pi q Fq

pi q q Fq

pi q Fq
pi q

pi q

pi q Fq

q pi q

pi q Fq

=

−
−

−
−












−

− −

−
−













−

−

−

−








+ +

+

+

+
+

+

+

+

+

2 1 1

1

1

1
1

1

1

1

1

1
, ,

, ,



















 

                  （Ｃ．６） 

ここで 

( ) ( )A t f f f t= + −1 2 22   

( ) ( )( ) ( )B t t f f t t f t t1 2 1 2 1 2 2 1
2

2
2, = + − − −    

 

 

 

 

 

 



C.3  (1,K,1,1)振動                                                                    150 

 

Ｃ．３ (１,K,１,1)振動 ( )K ≥ 2 mode A 

 

・ ( )v tFpi pi, → ( )w xFo Fo, 写像のヤコビアン [ ]Jai  

[ ]
( )

( )( )
J

A t

t A t t v
ai

pi

pi pi pi Fpi

=
−

− − − −

















1

1 1
            （Ｃ．７） 

・ ( )w xFo Fo, → ( )u tFq q, 写像のヤコビアン [ ]J bi  

[ ]

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

J

t A t

B t w

A t

B t w

t
B t w B t w

bi

q q

q Fo

q

q Fo

q

q Fo q Fo

=

−
+

+ −
+

−
+

−
+

























, ,

, ,

0
1

0

0
1

0

             （Ｃ．８） 

・ ( )u tFq q, → ( )v tFr r1 1, 写像のヤコビアン [ ]Jci  

[ ]

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( )
( )

J

R
t t A t

B t t Ru
R

t t A t Ru
B t t Ru

A t A t

R t t
B t t Ru

A t t t
B t t Ru

ci

r q r

r q Fq

r q q Fq

r q Fq
r q

r q

r q Fq

q r q

r q Fq

=

−
−

−
−












−

− −

−
−













−

−

−

−






















2 1 1

1

1

1
1

1

1

1

1

1
, ,

, ,





（Ｃ．９） 

 

 

・ ( )v tFr r1 1, → ( )v tFrj rj, ( )j K= −2 1～ 写像のヤコビアン [ ]Jdij  

[ ]

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

J

R
t t A t

B t t v
R

t t A t v
B t t v

A t A t

t t
B t t v

t t A t v
dij

rj rj rj

rj rj Frj

rj rj rj Frj

rj rj Frj
rj rj

rj rj

rj rj Frj

rj rj rj Frj

=

−

+
−












−

− +

+
−













−
−

+

− +

−

− −

− − −

− −
−

−

− −

− − −

2 1

1 1

1 1 1

1 1
1

1

1 1

1 1 1

1
, ,

, ( )B t t vrj rj Frj, − −+























1 1

 

  （Ｃ．１０） 

 

・ ( )v tFrK rK− −1 1, → ( )v tFpi pi+ +1 1, 写像のヤコビアン [ ]Jei  
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[ ]

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

J

R
t t A t

B t t v
R

t t A t v
B t t v

A t A t

t t
B t t v

t
ei

pi rK pi

pi rK FrK

pi rK rK Frj

pi rK FrK
pi rK

pi rK

pi rK FrK

=

−

+
−












−

− +

+
−













−
−

+

+ − +

+ − −

+ − − −

+ − −
+ −

+ −

+ − −

2 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1
1 1

1 1

1 1 1

1
, ,

,
( ) ( )

( )
pi rK rK FrK

pi rK FrK

t A t v
B t t v

+ − − −

+ − −

− +

+

























1 1 1 1

1 1 1,

 

            （Ｃ．１１） 

ここで 

( ) ( )A t f f f t= + −1 2 22  

( ) ( )( ) ( )B t t f f t t f t t1 2 1 2 1 2 2 1
2

2
2, = + − − −  



 
 

 

付録 Ｄ 

カップリング構造圧縮機における各状態

変数間の写像のヤコビアン 
 

Ｄ．１ (J,1,0,1)振動 

 

・ ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo1 1 1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]Jai  

[ ]

( )

( ) ( ){ }

( ){ }

( ) ( ){ }

J

f f f t

t f t f f v t

f f f t

t f t f f v t

ai

pi

pi pi Fpi pi

pi

pi pi Fpi pi

=

− + +

− − + − −

− − +

− − − − −































1 2 2

2 1 2

3 1 2

3 3 1

2 0 1 0

1 2 1 1 0

2 0 0 1

1 2 1 0 1

/

/

µ

µ

          （Ｄ．１） 

・ ( )w x w xFo Fo Mo Mo1 1 1 1, , , → ( )w x w xFoJ FoJ MoJ MoJ, , , 写像のヤコビアン [ ]Jbi  

[ ]J
J

J

bi =
−

−



















1 0 0 0
1 1 0 0

0 0 1 0
0 0 1 1

            （Ｄ．２） 

・ ( )w x w xFoJ FoJ MoJ MoJ, , , → ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]Jci  
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[ ]J

t
A A

t
A A

B
A

t B
A

C
A

t C
A

E
A

t E
A

E
A

t E
A

D
A

t D
A

D
A

t D
A

ci

pi pi

pi pi

pi pi

pi pi

=

− −

− −

− −

− −







































+ +

+ +

+ +

+ +

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

1

              （Ｄ．３） 

・ ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]Jdi  

[ ] ( )J R R

R R
di =

−
+

+
+

+
+

−
+

























1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1
1

1
1

0 0 1
1 1

µ
µ

µ
µ

µ
µ µ
µ

            （Ｄ．４） 

ここで、 

( ) ( )( ){ } ( )A f f f t t w wpi pi FoJ MoJ= + + − − + −+ +µ µ µ1 11 2 3 1 1 /  

( ){ }B
f f f t t

wpi pi
MoJ=

− −
++ +3 1 3 1 1

µ
 

( )C f f t f t wpi pi FoJ= + − ++ +1 2 1 2 1
2  

( )
D

f f f tpi=
− − +3 1 3 12

µ
 

( )E f f f tpi= + − +1 2 2 12  
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Ｄ．２ (1,1,1,1)振動 

 

・ ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , 写像のヤコビアン [ ]Jai  

[ ]

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

J

A t

t A t v t

B t

t B t v t

ai

pi

pi pi Fpi pi

pi

pi pi Fpi pi

=

−

− − − −

−

− − − −































0 1 0

1 1 1 0

0 0 1

1 1 0 1

         （Ｄ．５） 

・ ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x v vq q Fq Mq, , , 写像のヤコビアン [ ]Jbi  

( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x u uq q Fq Mq, , , 写像のヤコビアン [ ]JA と ( )t x u uq q Fq Mq, , , →

( )t x v vq q Fq Mq, , , 写像のヤコビアン [ ]JB の組み合わせである。従って、 

[ ] [ ][ ]J J Jbi B A=             （Ｄ．６） 

ここで 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

J

t
E E

t
E E

D t w
E

t
D t w

E
C t w

E
t

C t w
E

A t
E

t
A t

E
A t

E
t

A t
E

B t
E

t
B t

E
B t

E
t

B t
E

A

q q

q Mo
q

q Mo q Fo
q

q Fo

q
q

q q
q

q

q
q

q q
q

q

=

− −

−
+

−
+ + +

− −

− −




































1 1

0 0 0 0

1

1

, , , ,







（Ｄ．７） 

[ ] ( )J R R

R R
B =

−
+

+
+

+
+

−
+

























1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1
1

1
1

0 0 1
1 1

µ
µ

µ
µ

µ
µ

µ

           （Ｄ．８） 
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・ ( )t x v vq q Fq Mq, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]Jci  

( )t x v vq q Fq Mq, , , → ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , , 写 像 の ヤ コ ビ ア ン [ ]JC と

( )t x u upi pi Fpi Mpi+ +1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , への写像 [ ]JD の組み合わせである。従

って、 

[ ] [ ][ ]J J Jci D C=             （Ｄ．９） 

ここで、 

[ ]

( ) ( ) ( )

( ){ } ( )
( )( ){ }

( ){ }
( ) ( )

( ){ }
( )

( )

J

F t t G t t G t t
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G t t t t
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A t F t t

C
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q pi q

pi q pi

=

−

+

− − +

− +
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+

×

+ + +

+ +

+

+

+ +

+

+

+ +

1 1 1

1 1

1

1

1 1

1

1

1 1

0

1
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,

,

,

,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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− − +

− − +


































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0 1
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               （Ｄ．１０） 

[ ] ( )J R R

R R
D =

−
+

+
+

+
+

−
+

























1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1
1

1
1

0 0 1
1 1

µ
µ

µ
µ

µ
µ µ
µ

              （Ｄ．１１） 

ここで 

( ) ( )A t f f f t= + −1 2 22  

( ) ( ){ }B t f f f t= − −3 1 32 / µ  

( ) ( )( ) ( )C t t f f t t f t t1 2 1 2 1 2 2 1
2

2
2, = + − − −  

( ) ( )( ) ( ){ }D t t f f t t f t t1 2 3 1 1 2 3 1
2

2
2, /= − − − − µ 

( ) ( )E C t D t w wq q Fo Mo= − + −, ,0 0  
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( ) ( ) ( )
( ) ( )F t t

A t B t v v
C t t D t t v vq

Fq Mq

Fq Mq
1 2

2 2

1 2 1 2
,

, ,
=

− + −

− + −
 

( ) ( ) ( )G t t t t
C t t D t t v vq

Fq Mq
1 2

1 2

1 2 1 2
,

, ,
=

−
− + −

 

 

 

Ｄ．３ (1,K,1,1)振動 ( )K ≥ 2 mode A 

 

・ ( )t x v vpi pi Fpi Mpi, , , → ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , 写像のヤコビアン [ ]Jai  

[ ]

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

J

A t

t A t v t

B t

t B t v t

ai

pi

pi pi Fpi pi

pi

pi pi Fpi pi

=

−

− − − −

−

− − − −































0 1 0

1 1 1 0

0 0 1

1 1 0 1

        （Ｄ．１２） 

・ ( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x v vq q Fq Mq, , , 写像のヤコビアン [ ]J bi  

( )w x w xFo Fo Mo Mo, , , → ( )t x u uq q Fq Mq, , , 写像のヤコビアン [ ]JA と ( )t x u uq q Fq Mq, , , →

( )t x v vq q Fq Mq, , , 写像のヤコビアン [ ]JB の組み合わせである。従って、 

[ ] [ ][ ]J J Jbi B A=           （Ｄ．１３） 

ここで 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

J

t
E E

t
E E

D t w
E

t
D t w

E
C t w

E
t

C t w
E

A t
E

t
A t

E
A t

E
t

A t
E

B t
E

t
B t

E
B t

E
t

B t
E

A

q q

q Mo
q

q Mo q Fo
q

q Fo

q
q

q q
q

q

q
q

q q
q

q

=

− −

−
+

−
+ + +

− −

− −




































1 1

0 0 0 0

1

1

, , , ,







 （Ｄ．１４） 
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[ ] ( )J R R

R R
B =

−
+

+
+

+
+

−
+

























1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1
1

1
1

0 0 1
1 1

µ
µ

µ
µ

µ
µ

µ

         （Ｄ．１５） 

・ ( )t x v vq q Fq Mq, , , → ( )t x v vr r Fr Mr1 1 1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]Jci  

( )t x v vq q Fq Mq, , , → ( )t x u ur r Fr Mr1 1 1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]JC と ( )t x u ur r Fr Mr1 1 1 1, , , →

( )t x v vr r Fr Mr1 1 1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]JD の組み合わせである。従って、 

[ ] [ ][ ]J J Jci D C=       （Ｄ．１６） 

ここで 

[ ]

( ) ( ) ( )

( ){ } ( )
( )( ){ }

( ){ }
( ) ( )

( ){ }
( )

( ) ( ) ( ) ( )

J

F t t G t t G t t

C t t v F t t

A t t t v

C t t v

G t t t t

C t t v

G t t

A t F t t A t A t G t

C

q r q q r q q r q

r q Fq q r q

q r q Fq

r q Fq

q r q r q

r q Fq

q r q

r q r q q r q

=

−

+

− − +

− +

× + −

+

×

− −

1 1 1

1 1

1

1

1 1

1

1

1 1 1

0

1

0

, , ,

. , ,

,

,

,

, ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r q r q r q

r q r q q r q r q r q r q

t A t G t t

B t F t t C t B t G t t B t G t t

1 1 1

1 1 1 1 1 1

1

0 1

, ,

, , ,

+

− − +



































  （Ｄ．１７） 

[ ] ( )J R R

R R
D =

−
+

+
+

+
+

−
+

























1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1
1

1
1

0 0 1
1 1

µ
µ

µ
µ

µ
µ µ
µ

      （Ｄ．１８） 

 

・ ( )t x v vrj rj Frj Mrj− − − −1 1 1 1, , , → ( )t x v vrj rj Frj Mrj, , , 写像のヤコビアン [ ]Jdij ( )j K= −2 1～  

( )t x v vrj rj Frj Mrj− − − −1 1 1 1, , , → ( )t x u urj rj Frj Mrj, , , 写 像 の ヤ コ ビ ア ン [ ]JE と

( )t x u urj rj Frj Mrj, , , → ( )t x v vrj rj Frj Mrj, , , への写像 [ ]DJ の組み合わせで [ ]JD は式（Ｄ．１８）

と同じである。従って 

[ ] [ ][ ]J J Jdij D E=  

ここで 
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[ ]

( ) ( ) ( )

( ){ } ( )
( )( ){ }

( ){ }
( ) ( )

( ){ }
J

F t t G t t G t t

C t t v F t t

A t t t v

C t t v

G t t t t

C t t v

E

j rj rj j rj rj j rj rj

rj rj Frj j rj rj

rj rj rj Frj

rj rj Frj

j rj rj rj rj

rj rj Frj

=

−

+

− − +

− +

× + −

+

×

− − − − − −

− − − −

− − −

− −

− − −

− −

2 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1

0

1

, , ,

. , ,

,

,

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

G t t

A t F t t A t A t G t t A t G t t

B t F t t C t B t G t t B t G t t

j rj rj

rj j rj rj rj rj j rj rj rj j rj rj

rj j rj rj rj rj j rj rj rj j rj rj

− −

− − − − − − −

− − − − − − −

− − +

− − +




















1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

0 1

0 1

,

, , ,

, , , 














       （Ｄ．１９） 

 

・ ( )t x v vrK rk FrK MrK− − − −1 1 1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]Jei  

( )t x v vrK rk FrK MrK− − − −1 1 1 1, , , → ( )t x u upi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]JF と

( )t x u upi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , → ( )t x v vpi pi Fpi Mpi+ + + +1 1 1 1, , , 写像のヤコビアン [ ]JD の組み合

わせで [ ]JD は式（Ｄ．１８）と同じである。従って、 

[ ] [ ][ ]J J Jei D F=     （Ｄ．２０） 

ここで 

[ ]

( ) ( ) ( )

( ){ } ( )
( )( ){ }

( ){ }
( )J

F t t G t t G t t

C t t v F t t

A t t t v

C t t v

G t t t t
F

K pi rK K pi rK K pi rK

pi rK FrK K pi rK

rK pi rK Fp

pi rK FrK

K pi rK pi rK=

−

+

− − +

− +

× + −

− + − − + − − + −

+ − − − + −

− + −

+ − −

− + − + −

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

0

1

, , ,

. , ,

, ( )
( ){ }

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

0 1

0

C t t v

G t t

A t F t t A t A t G t t A t G t t

B t F t t C t B t G t

pi rK FrK

K pi rK

pi K pi rK rK pi K pi rK pi K pi rK

pi K pi rK rK pi K

+ − −

− + −

+ − + − − + − + − + − + −

+ − + − − + −

+

×

− − +

− −

,

,

, , ,

, ( ) ( ) ( )pi rK pi K pi rKt B t G t t+ − + − + − +

































1 1 1 1 1 1 1, ,

       （Ｄ．２１） 

ここで 

( ) ( )A t f f f t= + −1 2 22  

( ) ( ){ }B t f f f t= − −3 1 32 / µ  

( ) ( )( ) ( )C t t f f t t f t t1 2 1 2 1 2 2 1
2

2
2, = + − − −  

( ) ( )( ) ( ){ }D t t f f t t f t t1 2 3 1 1 2 3 1
2

2
2, /= − − − − µ 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )F t t

A t B t v v
C t t D t t v vq

Fq Mq

Fq Mq
1 2

2 2

1 2 1 2
,

, ,
=

− + −

− + −
 

( ) ( ) ( )G t t t t
C t t D t t v vq

Fq Mq
1 2

1 2

1 2 1 2
,

, ,
=

−
− + −

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

F t t
A t B t v v

C t t D t t v vj
Frj Mrj

Frj Mrj
−

− −

− −
=

− + −

− + −1 1 2
2 2 1 1

1 2 1 2 1 1
,

, ,
 

( ) ( ) ( )G t t t t
C t t D t t v vj

Frj Mrj
−

− −
=

−
− + −1 1 2

1 2

1 2 1 2 1 1
,

, ,
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

F t t
A t B t v v

C t t D t t v vK
FrK MrK

FrK MrK
−

− −

− −
=

− + −

− + −1 1 2
2 2 1 1

1 2 1 2 1 1
,

, ,
 

( ) ( ) ( )
G t t t t

C t t D t t v vK
FrK MrK

−
− −

= −
− + −1 1 2

1 2

1 2 1 2 1 1
,

, ,
 



 
 

 

付録 Ｅ 

ロータ間シール点位置の作図方法 
 

スクリュ歯形は任意の歯形関数、およびその創成関数で構成されている。創成関数の計算過程

から歯形関数とシール点位置の幾何学的関係を導出する。 

 
 

Ｅ．１ 創成関数の計算方法 

 

一般にψを助変数とする曲線群の式を 

K x y( , , )ψ = 0             （Ｅ．１） 

とすると、創成関数 ( ) ( ){ }x yψ ψ, は以下の連立方程式の解で表される[42]。 

K x y( , , )ψ = 0             （Ｅ．２） 

∂
∂ψ

ψK x y( , , ) = 0           (Ｅ．３） 

 
 

Ｅ．２ スクリュ歯形の座標系 

 

図Ｅ．１は歯形関数の創成関数を計算するための座標系を示す。ここで、２つのスクリュ歯形

を歯形Ａと歯形Ｂとする。各歯形はピッチ円（一点鎖線）のみを示している。 

ここで次のように記号を定義する。 

xy座標 ：歯形Ａの中心を原点とした歯形Ａに固定された座標 

XY座標 ：歯形Ｂの中心を原点とした歯形Ｂに固定された座標 

160 
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O ：xy座標の原点（歯形Ａ中心） 

′O  ：XY座標の原点（歯形Ｂ中心） 

rA  ：歯形Ａのピッチ円半径 

rB  ：歯形Ｂのピッチ円半径 

通常、歯形Ａと歯形Ｂの中心位置O、 ′O は固定され、歯形Ａと歯形Ｂのピッチ円が滑らないよ

うに互いに反対方向に回転するが、ここでは歯形Ａを固定して歯形Ｂが歯形Ａの回りをピッチ円

が滑らないように回転することを考える。 

 

 

Ｅ．３ 歯形関数とシール点位置の幾何学的関係 

 

歯形Ｂ上に固定された歯形関数Ｋとその創成関数のシール点（接触点）位置の幾何学的関係を

求める。 

 

 

Ｅ．３．１ 歯形Ｂ上の歯形関数の動き 

 

図Ｅ．１において、歯形Ｂ上に固定された歯形関数を ( )K X Y, = 0とする。歯形Ａと歯形Ｂのピ

ッチ円が滑らずに回転した場合の歯形関数Ｋの創成関数が歯形Ａ上の歯形形状となる。 

歯形Ｂの中心はx軸上にある。歯形Ｂの中心がこの位置から歯形Ａの回りを反時計方向に角度

ψ回転する場合を考える。すると歯形Ｂは①から②に移動し、歯形関数 ( )K X Y, = 0は歯形Ｂと共

に③から④に移動する。 

 

 

Ｅ．３．２ xy座標とXY座標の関係 
 

歯形Ｂ（XY座標）は歯形Ａ（xy座標）に対して次式で表す角度だけ回転する。 

( )ς ψ= +r r rA B B/            （Ｅ．４） 

これは歯形Ａ、Ｂの中心を固定した場合、歯形Ａが時計方向に角度ψ、歯形Ｂが反時計方向に 
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角度 r rA Bψ / 回転したことに相当する。 

xy座標とXY座標は以下のような関係がある。 

( )
( )

x
y

r r
r r

X
Y

A B
A B








 =

+
+









 +

−


















cos
sin

cos sin
sin cos

ψ
ψ

ς ς
ς ς

        （Ｅ．５） 

または 

( )
( )

X
Y

x r r
y r r

A B
A B









 =

−










− +
− +











cos sin
sin cos

cos
sin

ς ς
ς ς

ψ
ψ
         （Ｅ．６） 

 

 

Ｅ．３．３ 関数 ( )K X Y, = 0の創成関数 

 

歯形関数 ( )K X Y, = 0は式（Ｅ．６）を用いて、次式で表され ( )x y, , ψ の関数となる。 

( ) ( ) ( ){ }K X Y K X x y Y x y, , , , , ,= =ψ ψ 0          （Ｅ．７） 

つまり、xy座標からみると ( )K X Y, = 0はψを助変数とする曲線群の式となる。式（Ｅ．２）、

（Ｅ．３）によりこれらの曲線群の創成関数が計算され、歯形Ａの歯形関数となる。 

式（Ｅ．３）を以下のように変形する。 

( ) ( ){ }∂
∂ψ

ψ ψ ∂
∂

∂
∂

∂
∂ψ
∂
∂ψ

K X x y Y x y K
X

K
Y

X

Y, , , , , = 























         （Ｅ．８） 

式（Ｅ．８）の右辺
∂
∂ψ

∂
∂ψ

X Y T







 は式（Ｅ．６）をψで偏微分して式（Ｅ．５）を代入すると、

次式のように表される。 

( )
( )

∂
∂ψ
∂
∂ψ

ς ψ
ς ψ

X

Y
r r

r
Y
X

r
r

A B
B

B
B



















=
+

−








 +

− −
− −






















sin
cos

          （Ｅ．９） 

以上から ( )K X Y, = 0の創成関数は次の連立方程式を解くことにより得られる。 
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( )K X Y, = 0          （Ｅ．１０） 

−





+










−
































=∂
∂

∂
∂

ψ

ψ

K
Y

K
X

X r r
r

Y r r
r

B
A
B

B
A
B

cos

sin

0             （Ｅ．１１） 

 

 

Ｅ．３．４ シール点座標 

 

式（Ｅ．１０）、（Ｅ．１１）により歯形Ｂに固定された歯形関数 ( )K X Y, = 0のXY座標にお

ける創成関数が導き出される。これらの式を解くと、X、Yはψの関数で次式のように表される。 

( )
( )

X X
Y Y

=
=





ψ
ψ

           （Ｅ．１２） 

式（Ｅ．１２）は歯形Ｂが歯形Ａの周りを ψ 回転した場合の XY 座標における歯形関数

( )K X Y, = 0とその創成関数のシール点（接触点）座標を表している。そのため、式（Ｅ．１０）

は歯形関数そのもので、その創成関数との接触点は歯形関数 ( )K X Y, = 0上にあることを意味する。

次に式（Ｅ．１１）の意味を考える。 

 

 

Ｅ．３．５ 方程式のベクトル表示 

 

式（Ｅ．１１）は次のように書ける。 

−























−

−
































































=∂
∂

∂
∂

ψ

ψ

K
Y

K
X

X

Y

r r
r

r r
r

B
A
B

B
A
B

cos

sin

0          （Ｅ．１３） 

ここで、以下のようにベクトルを定義する。 
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        （Ｅ．１４） 

すると、式（Ｅ．１３）は次式のようになる。 

( )r r ra b c⋅ − = 0                 （Ｅ．１５） 

 

 

Ｅ．３．６ 各ベクトルの関係 

 

式（Ｅ．１５）は
raと

r rb c− が直角であることを意味する。
ra、

r
b、rcの関係を図Ｅ．２に示す。

この図は歯形Ｂを示している。横軸はX座標、縦軸はY座標である。 ′C は式（Ｅ．１３）を満足

する点、つまりXY座標における歯形関数 ( )K X Y, = 0とその創成関数のシール点を表している。

式（Ｅ．１０）から ′C は ( )K X Y, = 0上にある。また、各ベクトルは次のことを表している。 
ra  ：点 ′C における ( )K X Y, = 0の接線ベクトル 
r
b  ： ′ ′O C  
rc   ： ′O を通りX軸に対して ( )180 − r rA Bψ / の角度傾いた直線と歯形Ｂのピッチ円の交点を

点Tとした場合、 ′O T  
r rb c TC− = ′であるから、TC′ が点 ′C において ( )K X Y, = 0の法線となることを意味している。 

 

 

Ｅ．４ シール点の作図方法 

 

この関係を用いてシール点の作図方法について述べる。図Ｅ．３は図Ｅ．１における歯形Ａ、

歯形Ｂの①の位置（歯形が回転していない位置）を示している。この歯形位置から歯形Ａが時計

方向に角度ψ、歯形Ｂが反時計方向に角度 r rA Bψ / 回転したときのシール点位置を式（Ｅ． 
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１５）の関係を用いて作図する。 

１）歯形Ｂ中心からX軸に対して ( )180 − r rA Bψ / の角度傾いた直線を引き、ピッチ円の交点を点

Tとする。 

２）歯形関数 ( )K X Y, = 0 上の点から ( )K X Y, = 0 の法線を引き、その法線が点 T を通る

( )K X Y, = 0上の点を見つける。その点を ′C とする。 

この点 ′C がXY座標におけるシール点となる。しかし、両歯形中心を固定した場合、歯形Ａは時

計方向に角度ψ、歯形Ｂ（XY座標）は反時計方向に角度 r rA Bψ / 回転するため、実際のシール

点は点 ′C を ′O を中心に反時計方向に r rA Bψ / の角度だけ回転した位置Cとなる。 

（縮閉線を用いたシール点の作図方法） 

シール点の作図方法を述べたが、その方法の中で２）つまり、 ′C を見つける作図は非常に困

難である。そこで歯形関数 ( )K X Y, = 0の縮閉線Keを利用する。縮閉線Keとは ( )K X Y, = 0の曲

率中心の軌跡である。図Ｅ．４のように ( )K X Y, = 0上の任意の点から縮閉線Keに引いた接線は

( )K X Y, = 0の法線となる。この性質を利用すると、シール点は以下のように容易に作図できる。 

図Ｅ．５は図Ｅ．３と同じであるが縮閉線Ke（破線）を付け加えている。図Ｅ．５において 

１）歯形Ｂ中心からX軸に対して ( )180 − r rA Bψ / の角度傾いた直線を引き、ピッチ円の交点を点

Tとする。 

２）点Tから縮閉線Keに接線を引き、 ( )K X Y, = 0との交点を ′C とする。 

３）点 ′C を ′O を中心に反時計方向に r rA Bψ / の角度だけ回転した位置をCとする。 

点Cがシール点となる。 
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図Ｅ．３ シール点の作図方法 
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図Ｅ．４ 縮閉線
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Ke  

図Ｅ．５ 縮閉線を用いたシール点の作図方法 

180 − r rA Bψ /  

Y  

X  

O  ′O  

歯形Ａ 

歯形Ｂ 

C  

′C  

T

x  

y  

r rA Bψ /  

K X Y( , ) = 0

168 



 
 

 

付録 Ｆ 

f f1 2/ を小さくすると f f3 2/ が小さくなる理

由 
 
一般的に f f1 2/ が小さくなると f f3 2/ が小さくなる傾向がある。これは定性的に次のように説

明できる。 

圧縮機の圧力条件を一定とした場合、圧縮機の動力Wは歯形形状によらず一定である。この動

力は雌ロータ、および雄ロータに作用するトルクにより発生する。図２．１９のようにロータの

トルク係数は大部分の回転角で一定であるため、雌ロータ、雄ロータのトルク係数をロータ回転

角によらずTFC、TMCと仮定する。 

すると雌ロータに発生するトルクは次式で表される。 

( ){ }T C LT P i N PF D FC D M S
i

m
= + −

=
∑2

0

360τ /          （Ｆ．１） 

雄ロータも同様に 

( ){ }T C LT P i N PM D MC D M S
i

m
= + −

=
∑2

0

360τ /         （Ｆ．２） 

回転方向に作用するトルクを正としているため、圧縮機動力は次式で表される。 

( ) ( ) ( ){ }W T N T N C L T N T N P i N PF F M M D FC F MC M D M S
i

m
∝ − + = − + + −

=
∑/ / / / /2

0

360τ  

  （Ｆ．３） 

一方、5.3.1(3)で述べたように f f1 2/ を小さくするには歯溝断面Ⅰの l F Fk を小さくする必要

がある。TFCは歯溝断面Ⅰの l F Fk の積分値であるため、 f f1 2/ が小さくなると、TFCも小さ 
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くなる。 

式（２．３４）（２．３６）から 

( )f f T T N N T TM F M F MC FC3 2 2 2/ / / / /= ∝           （Ｆ．４） 

である。 

式（Ｆ．３）において、動力Wは一定であるため、歯数が一定の場合、TFCが小さくなるとTMC

は大きくなる。これらの値は両方とも負の値であるため、TFCが小さくなると f f3 2/ の値も小さ

くなる。なお、歯溝圧力は歯形形状が異なっても大幅には変化しない。 

以上から、 f f1 2/ の値が小さくなると、 f f3 2/ の値も小さくなる傾向がある。 
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