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Zur Entartung schwach verzweigter
Gruppenoperationen auf Kurven

Von Gunther Cornelissen in Utrecht und Fumiharu Kato in Kioto

Abstract. An action of a finite group on a smooth projective curve over an algebrai-
cally closed field of positive characteristic is called weakly ramified, if all second ramifica-
tion groups are trivial (e.g., every group action on an ordinary curve is weakly ramified).
When the ramification indices satisfy certain numerical criteria, we construct a degenerat-
ing equivariant quasi-projective family to which the given curve belongs, and which in a
sense is the unique building block for all such weakly ramified equivariant families that
ramify above a fixed set of points. The result is used to inductively study automorphisms
of ordinary curves.

Einführung

Es sei X eine glatte projektive Kurve des Geschlechts g über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper der Charakteristik p > 0, und G eine endliche Gruppe von Auto-
morphismen von X . Sei p : X ! Y ¼ X=G die zugehörige Überlagerung. Während im
Falle komplexer Kurven jegliche Verzweigung zahm ist, d.h. die Isotropiegruppen von
Punkten auf X alle zyklisch sind, können solche Isotropiegruppen über Körpern positiver
Charakteristik komplizierter aussehen: man nennt dieses Phänomen wilde Verzweigung. Es
zeigt sich, dass die Verzweigungsgruppen

Gx ¼ Gx;0 ¼ fs A G : xs ¼ xg

eines Punktes x A X im allgemeinen Fall versehen sind mit einer absteigenden Filtrierung
durch Untergruppen, den sogenannten höheren Verzweigungsgruppen (cf. [20], IV):

Gx; i :¼ fs A G : ordxðspx $ pxÞ > ig ðif 1Þ;

wobei px ein lokaler Uniformisierungsparameter ist in x A X . Dann ist Gx;1 die einzige p-
Sylowgruppe von Gx und Gx=Gx;1 ist zyklisch von einer Ordnung teilerfremd zu p.

Als nächste Stufe der Komplexität nach dem zahmen Fall, d.h. Gx;1 ¼ 0, schlagen wir
eine Untersuchung der schwachen Verzweigung vor, d.h. per Definition den Fall Gx;2 ¼ 0.
Dann ist also Gx eine Gruppe der Form



GxG ðZ=pÞ tx zZ=nx;

wobei tx und nx ganze Zahlen sind mit nx und p teilerfremd. Wir nennen eine Gruppen-
operation schwach verzweigt, falls sie in allen Punkten x A X schwach verzweigt ist.
Der Begri¤ ist aus verschiedenen Gründen natürlich. So hat S. Nakajima gezeigt
([15]), dass jede Gruppenoperation auf einer ordinären Kurve, d.h. einer Kurve mit
JacðXÞ½p' ¼ ðZ=pÞg, schwach verzweigt ist. Aber obwohl Ordinarität eine generische Ei-
genschaft ist, d.h. Zariski-dicht im Modulraum, kann diese Eigenschaft trotzdem verloren
gehen unter Entartung. Dagegen werden wir zeigen, dass es eine Entartung gibt, für welche
die Eigenschaft Gx;2 ¼ 0 erhalten bleibt. Neuere Arbeiten zum Thema der schwachen Ver-
zweigung sind z.B. [4], [5], [9] und [13].

Der Grothendiecksche Formalismus der äquivarianten Kohomologie ([8], [2]) erlaubt
die vollständige Berechnung der pro-darstellbaren Umhüllenden des infinitesimalen De-
formationsfunktors von ðX ;GÞ im Sinne Schlessingers ([19]) als Funktion von g, der
Anzahl der Verzweigungspunkte und der lokalen Verzweigungsdaten ðtx; nxÞ (cf. [4], Thm.
5.1). Man beachte, dass die Einhüllende nicht glatt zu sein braucht.

Ziel dieser Arbeit ist die Erweiterung einer solchen infinitesimalen Richtung zu
einer globalen quasi-projektiven Familie, deren Entartung vollständig verstanden werden
kann. Es stellt sich heraus, dass im schwach verzweigten Falle die Operation von einem
nicht-trivialen Gx;1 auf k½½px'' durch Möbius-Transformationen der Uniformisierenden px
gegeben wird:

px 7!
px

upx þ 1
; u A V ;

wobei V ein tx-dimensionaler Fp-Vektorraum innerhalb k ist. Diese ‘‘Linearisierbarkeit’’ ist
der wesentliche Grund dafür, dass schwache Verzweigung einfacher zu bewältigen ist. Sei sx
die multiplikative Ordnung von p modulo nx, d.h. sx ist die Ordnung von p in ðZ=nxÞ).
Falls es ein x A X gibt mit sx3 tx, kann man die Operation von V so deformieren, dass
ein ausgezeichneter Vektor v in V null wird: Man lässt v gegen Null gehen in einer Zerle-
gung V ¼ V 0l Fpsx ! v.

Diese Deformation lässt sich global fortsetzen (im Wesentlichen durch Grothen-
diecks Algebraisierungssatz und das Artinsche Approximationsverfahren), und es ergibt
sich eine Familie von Überlagerungen über einer festen Kurve, deren Verzweigungspunkte
außerdem fest sind—der natürliche Modulraum einer solchen Überlagerung ist a‰n, und
deshalb erlaubt die Familie eine entartete Faser (siehe Pries [17], 3.3). Diese Entartung kann
man vollständig verstehen, indem man sorgfältig die Moduln von Fp-linearen Unterräumen
von k und deren Fahnen untersucht, wobei die modulare Invariantentheorie von GLn na-
türlich ins Spiel kommt ([11]). Die Hauptergebnisse werden im folgenden Satz beschrieben,
der nicht nur besagt, dass eine Entartung existiert, sondern auch, dass die Operation auf
jeder der horizontalen Komponenten einer solchen Entartung erneut schwach verzweigt
ist, und außerdem die Trägheitsgruppen, d.h. Isotropiegruppen von Komponenten, be-
schreibt:

Satz A. Sei p : X ! Y eine schwach verzweigte Galoissche Überlagerung von
Kurven über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k der Charakteristik p > 0 mit
Galoisgruppe G, verzweigt über BHY , und es gebe einen Punkt x A X mit 13 tx 3 sx.
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Sei y ¼ pðxÞ. Dann gibt es eine quasi-projektive glatte Kurve S, Punkte f0;yg A S und eine
G-Überlagerung von Kurven über S:

X !!!!P Y

 
!!!

 
!!!

S

mit:

(i) Py G p.

(ii) Für alle s A S $ f0g gilt Ys ¼ Y ) fsg—dabei ist Ps eine glatte G-Überlagerung,
verzweigt über B) fsg, derart dass die Verzweigung über ðb; sÞ in Ps für b3 y isomorph ist
zur Verzweigung über b in p.

(iii) Y0 ist die Vereinigung von Y und einer glatten rationalen Kurve E, die Y normal
in y schneidet; des Weiteren ist P$1ðEÞ eine Vereinigung von glatten rationalen Kurven, die
in je p Punkten normal geschnitten werden von horizontalen Kurven, wobei die Einschrän-
kung der Quotientenabbildung auf solche horizontale Kurven schwach verzweigt ist.

(iv) Jede Zusammenhangskomponente von P$1ðEÞLX0 hat Trägheitsgrad nx p
tx$1,

aber die horizontalen Kurven haben triviale Trägheitsgruppe.

(v) Versieht man XS$f0g mit einer gepunkteten Struktur, indem man alle Verzweigungs-
punkte auf jeder Faser Xs auszeichnet, so ist XS$f0g eine stabile gepunktete Kurve, außer im
Fall wo X ¼ Y ¼ P1, G ¼ Gx;1 und nur ein Punkt verzweigt ist; mit dieser Ausnahme über-
trägt sich die gepunktete Struktur auf X, wodurch X eine stabile gepunktete Familie von
Kurven wird.

horizontale schwach verzweigte Kurven

horizontale schwach verzweigte Kurven

P1 mit Trägheitsgrad nxptx–sx

Π0

y Y

E

X0

Y0

Die spezielle Faser X0 ! Y0
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Dieses Entartungsphänomen ist im folgenden Sinne sogar universell: Während sich
über einem Körper der Charakteristik Null bei Deformation einer Überlagerung zwangs-
läufig die Verzweigungspunkte selbst bewegen, können sie bei positiver Charakteristik
fest bleiben. Aus der Berechnung des infinitesimalen versellen Deformationsrings in [4]
folgt, dass solche Deformationen nur unbehindert über einem Ring der Krulldimension
> 1 stattfinden können, falls sx3 tx, und dann sind sie in der Tat durch Deformation der
Einbettung V ,! k gegeben ([4], Abschnitt 4). Eine solche Einbettung entartet genau durch
Verschwindenlassen eines Unterraumes W von V . Wir haben im obigen Satz die grundle-
gende Situation beschrieben, wobei W eindimensional ist, woraus sich der allgemeine Fall
induktiv ableiten lässt.

Man beachte noch folgendes: Die Beschreibung der entarteten Faser in Satz A ist
vollständig lokal. Es ist z.B. unbekannt, wieviele Zusammenhangskomponenten die hori-
zontalen Kurven bilden können, und welche kombinatorischen Inzidenzen zwischen diesen
möglich sind.

Das Ergebnis hat folgende Anwendung auf Automorphismengruppen schwach ver-
zweigter Kurven, d.h. Kurven, für die pX : X 7! X=AutðXÞ schwach verzweigt ist. Von S.
Nakajima (loc. cit.) stammt der Satz, dass eine schwach verzweigte Kurve X des Ge-
schlechts gf 2 höchstens 84gðg$ 1Þ Automorphismen hat (der Beweis besteht im Grunde
genommen aus geschickten Abschätzungen in der Riemann-Hurwitz-Zeuthenschen For-
mel). Man kennt aber keine Familie fXig, deren Geschlechter gi strikt steigend sind, für
die jAutðXiÞj ein Polynom vom Grad 3 in

ffiffiffiffi
gi
p

übertri¤t. In der Tat ist keine solche Familie
bekannt mit jAutðXiÞj > ~ff ðgiÞ, wobei

~ff ðgÞ ¼ maxf84ðg$ 1Þ; 2 ffiffiffi
g
p ð ffiffiffi

g
p þ 1Þ2g:

Man weiß, dass für eine Mumfordkurve X tatsächlich jAutðXÞje ~ff ðgÞ gilt ([3]). Dieses Er-
gebniss ist scharf, und wir haben die Vermutung geäußert, es sei auch für ordinäre Kurven
richtig.

Kürzlich haben Guralnick und Zieve ([9]) anhand gruppentheoretischer Betrachtun-
gen gezeigt, dass diese Vermutung falsch ist, bzw. im folgenden Sinne stimmt mit einer
expliziten Ausnahme: Sei q ¼ pe eine p-te Potenz und Xq der Galoissche Abschluss der
durch t ¼ xq2þqþ1 þ xq2þq gegebenen Überlagerung P1

x ! P1
t . Dann ist Xq eine Kurve

über Fp mit Automorphismengruppe der OrdnungAð2gÞ8=5. Des Weiteren operiert
AutðXqÞ schwach verzweigt auf Xq, und Xq ist genau dann ordinär, wenn e ¼ 1 (und also
q ¼ p). Jede andere ordinäre Kurve über einem Körper der Charakteristik p > 0 erfüllt
aber eine obere Schranke jAutðXÞje 84g3=2 (zumindest wenn p3 2). Ob man hier ~ff ðgÞ
statt 84g3=2 einsetzen kann, müsste aus dem (bisher nicht verfassten) Beweis hervorgehen.

Der obige Satz wird uns erlauben, für eine schwach verzweigte Gruppenoperation
die Zahlen sx induktiv zu erhöhen durch Deformation von pX , bis die Gleichung sx ¼ tx
erreicht wird. Nennen wir eine Kurve X immobil, wenn X=AutðXÞGP1, pX schwach
verzweigt ist, verzweigt über zwei Punkten, oder über drei Punkten mit Verzweigungstyp
ð2; 2; !Þ und nx3 1, aber sx ¼ tx für alle wilden Verzweigungspunkte x A X . Man beachte,
dass die Definition von Immobilität an dieser Stelle eigens zum Zweck der Formulierung
des nächsten Satzes eingeführt wird, und z.B. keineswegs bedeutet, dass X keine äquiva-
rianten Deformationen erlaubt.
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Satz B. Sei f : Zf2 ! Zf0 eine Funktion mit f ðgÞf ~ff ðgÞ, so dass f ðgÞ=ðg$ 1Þ eine
steigende Funktion von g ist. Unter der Annahme, dass für jede immobile Kurve X von jedem
Geschlecht gf 2 die Schranke jAutðXÞje f ðgÞ gelte, gilt eine solche Schranke auch für jede
schwach verzweigte Kurve von jedem Geschlecht gf 2.

Der Beweis ist im allgemeinen Fall induktiv und benutzt die besagte Existenz einer
Entartung wie oben. Man beachte aber, dass der Fall vollständig multiplikativer Entartung
einen anderen Beweis (mit Hilfe der Schottky-Uniformisierung und einer Klassifikation von
Gruppenoperationen auf dem Bruhat-Tits-Baum) erfordert, der im Grunde genommen in
[3] ausgeführt wurde, und ebenso der Fall, wo alle Komponenten elliptisch sind, wobei die
Stabilität der gepunkteten Kurve X0 ins Spiel kommt.

Man muss also die gewünschte obere Schranke nur für immobile Kurven beweisen.
Dieses Ergebniss erlaubt möglicherweise eine Verkürzung der Guralnick-Zieveschen Be-
weise.

Als o¤enes Problem sei hier noch die folgende Frage erwähnt: Inwieweit lässt sich
die obere Schranke für AutðXÞ verbessern, wenn man voraussetzt, dass

#
X ;AutðXÞ

$
einen

positiv-dimensionalen äquivarianten Deformationsraum hat (sogar ohne Annahme der schwa-
chen Verzweigung)? O¤ensichtlich ist ~ff ðgÞ ein Minimum, aber erneut ist unbekannt, ob
~ff ðgÞ optimal ist, und inwieweit Satz B zur Aufklärung eingesetzt werden kann. (Man ver-
gleiche aber mit 5.6.)

Wir beschreiben schließlich kurz den Aufbau dieser Arbeit. Im ersten Abschnitt
wird die lokale Theorie schwach verzweigter Gruppenoperationen untersucht, insbesondere
wird anhand des Katz-Gabberschen Lokal-Global-Prinzips eine kanonische Form für eine
solche Operation über kompletten Bewertungsringen aufgestellt. Die Moduln solcher Opera-
tionen zeigen dadurch einen engen Zusammenhang mit der Variation Fpsx -linearer Unter-
räume des Körpers k, der im nächsten Abschnitt ausgearbeitet wird, anhand dessen dann
schließlich im Abschnitt 3 die für das Ergebnis erforderliche lokale Familie schwach ver-
zweigter Überlagerungen konstruiert werden kann. Danach folgt in 4 der Beweis des Haupt-
satzes A. Anschließend wird im Abschnitt 5 Satz B gezeigt und kommentiert. Im ersten
Anhang zeigen wir, dass die kanonische Form auch über Henselschen Ringen gilt. Im
letzten Anhang wird der Begri¤ ‘‘Konfigurationsraum’’ (aus Pries [17]) erweitert zum Kon-
zept ‘‘Konfigurierender Funktor’’, und wir zeigen anhand der Ergebnisse aus dem ersten
Anhang, dass sich aus unserer Konstruktion im Abschnitt 3 ein natürliches Beispiel für
dieses verallgemeinerte Konzept ergibt.

1. Schwache Verzweigung

1.1. Galoistheoretische Vorbereitungen. Wir stellen in den ersten Abschnitten einige
Galoistheoretische Fakten bereit, die wir als solche nicht in der Literatur vorgefunden
haben. Es sei f : X ! Y ein Morphismus zwischen Schemata. Der Morphismus f wird
eine (endliche) Überlagerung (manchmal auch endliche Erweiterung) genannt, falls f endlich
und unverzweigt (im Sinne von [EGA], IV4 (17.3.7)) ist in jedem Punkt der Höhe Null auf
X . Wenn f : X ! Y eine solche Überlagerung ist und Y lokal Noethersch und reduziert,
dann gibt es eine dichte o¤ene Teilmenge U LY , über der f flach ist ([EGA], IV2 (6.9.1));
infolgedessen ist f generisch étale. Wir schreiben G ¼ AutY ðXÞ und nehmen ab jetzt an,
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die Gruppe operiert von rechts auf X und ist endlich. Letztere Eigenschaft ist automatisch
erfüllt, falls X endlich viele irreduzible Komponenten hat. Weil f a‰n ist, macht es Sinn,
den Quotienten X=G zu bilden ([SGA1], Exposé V, Prop. 1.1). Falls die von f induzierte
Abbildung X=G ! Y ein Isomorphismus ist, nennen wir f eine Galoissche Überlagerung
(oder Galoiserweiterung) mit Galoisgruppe G, und wir schreiben GalðX=Y Þ ¼ G.

1.2. Isomorphismus von Galoiserweiterungen. Ein Isomorphismus zwischen zwei
Galoisschen Überlagerungen f : X ! Y und f 0 : X 0 ! Y ist ein Paar ðf; hÞ, wobei
f : X ! X 0 ein Isomorphismus ist zwischen X und X 0 über Y und

h : GalðX=Y Þ!@ GalðX 0=Y Þ

ein Gruppenisomorphismus, derart dass hðsÞ ¼ f * s * f$1 für alle s A GalðX=YÞ. Die Be-
weise der nächsten zwei Lemmata lassen wir ihrer Einfachheit halber aus.

1.3. Lemma. Sei B ein ganzabgeschlossener Ring mit Quotientenkörper L, und sei G
eine endliche Gruppe, die von links auf B operiert via Ringautomorphismen. Bezeichne mit A
den Invariantenring A ¼ BG. Dann gilt:

(i) Der Fixkörper LG ist Quotientenkörper von A.

(ii) B=A ist eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.

(iii) A ist ganzabgeschlossen; außerdem ist A ein (diskreter) Bewertungsring, falls B
einer ist. r

1.4. Lemma. Sei L eine endliche Galoiserweiterung des Quotientenkörpers K eines
ganzabgeschlossenen Ringes A, und B der ganze Abschluß von A in L. Dann ist B=A eine
Galoiserweiterung mit Galoisgruppe GalðL=KÞ. r

1.5. Die Galoiskorrespondenz. Sei f : X ! Y eine Galoissche Überlagerung von
lokal Noetherschen normalen ganzen Schemata und Z ein zwischen X und Y liegendes
normales ganzes Schema, derart dass Z ! Y eine Überlagerung ist. Dann ist X ! Z
auch eine Überlagerung ([EGA], II (6.1.5) (v) und IV4 (17.3.4)), und also ist X die
Normalisierung von Z im Funktionenkörper kðXÞ von X . Aus 1.4 folgt, dass X=Z eine
Galoissche Überlagerung mit Galoisgruppe HZ :¼ Gal

#
kðXÞ=kðZÞ

$
¼ AutZðX Þ ist. Eine

alternative Definition von HZ lautet: für jedes s A G ¼ GalðX=YÞ hat man die konjugierte
Überlagerung Zs ! Y , wobei es einen Isomorphismus sZ : Z !@ Zs gibt. Dann ist HZ die
Untergruppe der Elemente s von G, für die das dazugehörige sZ mit den Überlagerungsab-
bildungen X ! Z und X ! Zs kommutiert. Die Korrespondenz Z s HZ induziert also
eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen Isomorphieklassen von Zwischenüberlage-
rungen von f und Untergruppen von G, wobei Galoissche Zwischenüberlagerungen über
Y mit normalen Untergruppen korrespondieren.

1.6. Bemerkung. In der Kategorie der quasiprojektiven Kurven über einem algebra-
isch abgeschlossenen Körper haben wir soeben die Galoiskorrespondenz glatter Kurven ge-
schildert. Wegen [18], Prop. 1.6 läßt diese sich aber auch auf allen semistabilen Kurven mit
glatten irreduziblen Komponenten fortsetzen.
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1.7. Verzweigungsgruppen. Sei k ein Körper der Charakteristik p > 0 und A ein
diskreter Bewertungsring über k mit Restklassenkörper k. Sei B=A eine endliche Galoiser-
weiterung mit Galoisgruppe G ¼ GalðB=AÞ. Wir bezeichnen mit K und L die Quotienten-
körper von A und B, und mit mA, mB deren maximale Ideale.

Der Ring B ist auch diskret bewertet und SpecB! SpecA ist endlich und flach ([14],
23.1). Insbesondere ist B ein freier A-Modul endlichen Ranges. Sei x eine Uniformisierende
aus B und vB : B! ZW fyg die dazugehörige normalisierte Bewertung. Für if$1 defi-
nieren wir die i-te Verzweigungsgruppe Gi durch

Gi :¼
%
s A G : vB

#
sðxÞ $ x

$
> i

&
:

Die Gruppen Gi bilden eine absteigende Filtrierung der Gruppe G durch normale Unter-
gruppen:

G ¼ G$1MG0 MG1 M ! ! ! :

1.8. Schwach verzweigte Erweiterungen. Wir nennen eine Galoiserweiterung B=A
schwach verzweigt, falls B=A total verzweigt ist und G2 ¼ 0.

1.9. Bemerkung. Die Totalverzweigung von B=A bedeutet, dass die induzierte Rest-
klassenkörpererweiterung trivial ist. Insbesondere ist G ¼ G0. Im Falle eines algebraisch
abgeschlossenen Restklassenkörpers ist diese Bedingung also immer erfüllt.

1.10. Proposition. Wenn B=A eine schwach verzweigte Galoiserweiterung mit Ga-
loisgruppe G ist und H eine Untergruppe von G, so ist die Galoiserweiterung B=BH erneut
schwach verzweigt. Ist außerdem H eine normale Untergruppe, so ist auch BH=A schwach
verzweigt.

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Zum Beweis der zweiten Aussage nehme man an,
BH=A sei nicht schwach verzweigt. Da die Erweiterung o¤ensichtlich total verzweigt ist,
bedeutet dies ðG=HÞ2 3 0. Die Herbrandsche Funktion

fL=LH ðuÞ :¼
Ðu

0

dt

½G0 : Gt'

erfüllt also fL=LH ðuÞ > 1, und deshalb ist Gu SH ([20], IV, Lemme 5). Deswegen muss
ue 1 gelten, und also

1 < jL=LH ðuÞ ¼ u
jH1j
jH0j

e 1;

ein Widerspruch. r

1.11. Satz (S. Nakajima, [15], 2(i)). Sei X=k eine glatte projektive Kurve vom Ge-
schlecht g > 0 über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k der Charakteristik p > 0.
Sei X ordinär, d.h. der p-Rang der Jacobischen JacðXÞ ist maximal: JacðXÞ½p' ¼ ðZ=pÞg.
Dann ist für jede endliche Gruppe von Automorphismen GLAutkðXÞ und jeden abgeschlos-
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senen Punkt x A X , die Erweiterung OX ;x=O
Gx
X ;x von lokalen Ringen schwach verzweigt, wobei

Gx die Zerlegungsgruppe von x ist.

1.12. Bemerkung. Generische Kurven sind ordinär, d.h. Ordinarität ist Zariski-
dicht im Modulraum von Kurven vom Geschlecht g > 0 (vgl. [16]).

1.13. Die Gruppe Gn, d . Seien n und d zwei ganze Zahlen mit nf 1, n teilerfremd zu
p und df 0. Wir setzen q ¼ ps, wobei s die kleinste positive ganze Zahl ist, für die n die
Zahl ps $ 1 teilt. Letzteres ist gleichwertig damit, dass s ¼ ½FpðzÞ : Fp' mit z einer festge-
wählten primitiven n-ten Einheitswurzel in k; oder auch damit, dass p die Ordnung s hat
in der multiplikativen Gruppe ðZ=nÞ) der ganzen Zahlen modulo n. Wir bezeichnen mit
Gn;d die abstrakte Gruppe Gn;d ¼ HzZ=n, wobei H ¼ ðFd

q ;þÞ und das semidirekte Pro-
dukt durch den Morphismus f : Z=n! AutH : a 7! ðs 7! zasÞ gegeben wird. In expliziter
Form ist die Operation also

ðs; aÞðt; bÞ ¼ ðsþ zat; aþ bÞ;

mit s; t A H und a; b A Z=nZ. Wir nennen eine beliebige Teilgruppe der Ordnung n von
Gn;d ein Torusteil von Gn;d .

1.14. Lemma. (i) Die Gruppe H ist die einzige p-Sylowgruppe von Gn;d , und H ist
elementar Abelsch der Ordnung qd .

(ii) Jeder Torusteil von Gn;d ist zyklisch und hat ein erzeugendes Element g mit
gsg$1 ¼ zs für s A H.

(iii) Seien T und T 0 zwei Torusteile von Gn;d . Dann gibt es ein s A H mit T 0 ¼ sTs$1.

Beweis. Da (i) und (ii) o¤ensichtlich sind, brauchen wir nur (iii) zu zeigen. Sei g ein
erzeugendes Element für T mit gsg$1 ¼ zs für s A H. Dann gibt es t A H, so dass g 0 ¼ tg
die Gruppe T 0 erzeugt. Man wähle s ¼ ð1$ zÞ$1t. r

1.15. Schwach verzweigte Erweiterungen vom Typ (n, d ). Sei B=A eine schwach
verzweigte Erweiterung mit Galoisgruppe G wie oben. Aus ([20], IV, Cor. 1, Cor. 3, Cor.
4, Prop. 9) ergibt sich direkt, dass G zu einer Gruppe Gn;d isomorph ist. (Man beachte, dass
die Operation von G0=G1 auf G1=G2 GG1 die natürliche Operation von k+ auf k ist. Die
semi-direkte Produktstruktur ist also tatsächlich wie in 1.13 gegeben.) Wir nennen B=A
dann eine schwach verzweigte Erweiterung vom Typ ðn; dÞ.

1.16. Die Abbildung yB/A. Sei B=A vom Typ ðn; dÞ und H ¼ G1 die p-Sylowgruppe
von G. Sei WB=A ¼ mB=m2

B der Kotangentialraum von B und x eine Uniformisierende von
B. Wie in [20], IV.2 definiert man eine Fp-lineare Einbettung

yB=A : H ! WB; s 7! sðxÞ $ x

x
modm2

B

(dort y1 genannt), die von der Wahl von x unabhängig ist. Aus [20], IV, Prop. 9, folgt
unmittelbar, dass yB=A mit der Multiplikation mit z kommutiert. Deshalb ist yB=A nicht
nur Fp-, sondern sogar Fq-linear.
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1.17. Die Invariante oB/A. Es ist y :¼ yB=A=dx eine Fq-lineare Einbettung von H in
k. Entwickeln wir für s A H das Element sðxÞ als Potenzreihe in x innerhalb der Vervoll-
ständigung B̂B ¼ k½½x'' von B, dann finden wir

sðxÞ ¼ xþ yðsÞx2 þ ! ! ! :

Man beachte, dass y von der Wahl von x abhängt, aber nur durch Multiplikation mit
einem Skalar aus k. Wir definieren die o-Invariante oB=A von B=A als die Klasse modulo
k) des Fq-linearen Unterraums yðHÞH k.

1.18. Proposition (Kanonische Form schwach verzweigter Gruppenoperationen).
Sei A ein vollständiger diskreter Bewertungsring und B=A eine schwach verzweigte Erweite-
rung vom Typ ðn; dÞ mit Galoisgruppe G mit p-Sylowgruppe H. Wähle einen festen Torusteil
T HG. Dann gibt es eine Uniformisierende x für B und ein erzeugendes Element g von T ,
derart dass die Operation von G gegeben ist durch

gðxÞ ¼ zx; sðxÞ ¼ x

1$ yðsÞx
f€uur jedes s A H;

wobei y ¼ yB=A=dy.

Beweis. Aus dem Katz-Gabberschen Lokal-Global-Prinzip ([12], 1.4) ergibt sich,
dass die Galoissche Überlagerung SpecB! SpecA die Spezialisierung in y einer spe-
ziellen, nur über 0 und y verzweigten G-Überlagerung von Kurven X ! P1

k über k ist.
Weil die Verzweigung über 0 zwangsläufig zahm ist und keine Z=n-Überlagerung der
projektiven Geraden in nur einem Punkt verzweigt sein kann, ist die Zerlegungsgruppe
über 0 gleich Z=n. Da die Zerlegungsgruppe von y per Konstruktion G ist, ergibt sich
aus der Riemann-Hurwitz-Zeuthenschen Formel ([22], 1.1) unmittelbar X GP1

k, weswegen
G durch Möbiustransformationen operiert.

Sei x eine inhomogene Koordinate auf X , so dass x ¼ 0 über y liegt, und x ¼ y ein
Punkt über 0 ist, der von T festgehalten wird. Da T die Fixpunkte 0 und y hat, gibt es ein
erzeugendes Element g von T mit gðxÞ ¼ zx.

Da s A H nur y fixiert, ist

sðxÞ ¼ ax

bþ cx

für a; c A k) und b A k. Weil sðxÞ ¼ x modm2
B in B ¼ ÔOX ;0, ist a ¼ b, und wir können

sðxÞ ¼ x

1þ cx

voraussetzen. Dann ist

yB=AðsÞ ¼
sðxÞ $ x

x
modm2

B ¼ $c dy;

weswegen c ¼ $yðsÞ. r
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1.19. Bemerkungen. (i) Wenn H3 0, d.h. d > 0, so ist das erzeugende Element g
von T eindeutig durch die Beziehung gsg$1 ¼ zs für s A H bestimmt.

(ii) Statt A vollständig, genügt es, A Henselsch vorauszusetzen. Dies wird sich später
daraus ergeben, dass die Uniformisierende x in der Proposition genau eine Lösung des
Polynoms Q wie nachstehend in 3.1 ist, weswegen es approximiert werden kann. Wir ver-
schieben den Beweis auf Anhang A.

(iii) Die Reduktion auf eine kanonische Form aus 1.18 wurde in [4], 3.1 stillschwei-
gend vorausgesetzt.

1.20. Proposition. Es sei A vollständig. Dann sind zwei schwach verzweigte Galoiser-
weiterungen B=A und B 0=A vom Typ ðn; dÞ isomorph im Sinne von 1.2 genau dann, wenn ihre
o-Invarianten übereinstimmen:

oB=A ¼ oB 0=A:

Beweis. Es operiere G ¼ Gn;d auf B und B 0 über A, und es sei H die p-Sylowgruppe
und T ein festgewähltes Torusteil von G mit erzeugendem Element g. Wir schreiben die
Operation von a A G auf B wie a, aber auf B 0 wie a 0.

Wir können wie im Beweis von 1.18 voraussetzen, dass B ¼ ÔOP;x, B 0 ¼ ÔOP 0;x 0 und
A ¼ ÔOP 00;h mit zugehörigen Gruppenoperationen, wobei P, P 0 und P 00 drei projektive Ge-
raden sind mit den jeweiligen inhomogenen Koordinaten x und x 0. Es sei x (resp. x 0) der
Punkt fx ¼ 0g (resp. fx 0 ¼ 0g). Die Gruppe G operiere auf P und P 0 durch

gðxÞ ¼ zx;

sðxÞ ¼ x

1$ yðsÞx
;

8
<

:

g 0ðx 0Þ ¼ zx 0;

s 0ðx 0Þ ¼ x 0

1$ y 0ðsÞx 0

8
><

>:

für jedes s A H, wobei y und y 0 Einbettungen von H in k sind. Es gelte gsg$1 ¼ zs. Es
seien p : P! P 00 und p 0 : P 0 ! P 00 die zugehörigen Quotientenabbildungen, die beide
über den gleichen Punkt h A P 00 wild verzweigt sind. Insbesondere ist y ¼ yB=A=dx und
y 0 ¼ yB 0=A=dx

0.

Nehmen wir zuerst an, B=A und B 0=A seien isomorphe G-Erweiterungen. Sei ðf; hÞ
das zugehörige Paar mit f : B!@ B 0 dem Isomorphismus über A und h A AutðGÞ einem Au-
tomorphismus mit a 0 ¼ f * hðaÞ * f$1. Weil der Urbildfunktor aus [12], 1.4.1 voll treu ist,
sind die zugehörigen Operationen von G auf P und P 0 isomorph. Deswegen können wir f
als Möbiustransformation

fðxÞ ¼ ax 0 þ b

cx 0 þ d

schreiben, mit a; b; c; d A k. Damit bedeutet s 0 * f ¼ f * hðsÞ für s A H, dass

210 Cornelissen und Kato, Schwach verzweigte Gruppenoperationen



#
a$ y 0ðsÞb

$
x 0 þ b#

c$ y 0ðsÞd
$
x 0 þ d

¼ ax 0 þ b#
c$ y

#
hðsÞ

$
a
$
x 0 þ

#
d $ y

#
hðsÞ

$
b
$ ;

und es folgt b ¼ 0 und y 0ðsÞd ¼ y
#
hðsÞ

$
a. Letztere Gleichung impliziert, dass die Bilder

von y und y 0 sich nur um einen Skalar in k) unterscheiden, weswegen oB=A ¼ oB 0=A.

Gilt umgekehrt oB=A ¼ oB 0=A, dann wählen wir c A k) mit cyðHÞ ¼ y 0ðHÞ. Es ergibt
sich

s 0ðcx 0Þ ¼ cx 0

1$
#
c$1y 0ðsÞ

$
cx 0

:

Wenn wir also x 0 durch cx 0 ersetzen, können wir annehmen, dass yðHÞ ¼ yðH 0Þ. Es gibt
also einen Fq-linearen Automorphismus h A AutðHÞ mit y 0ðsÞ ¼ y

#
hðsÞ

$
, der sich, weil h

linear ist und die Gruppe explizit wie in 1.13 beschrieben wird, durch hðgÞ ¼ g erweitern
lässt zu einem Automorphismus von G. Dann ist ðf; hÞ mit

f : B ¼ k½½x''! B 0 ¼ k½½x 0'' : x 7! x 0

der erwünschte Isomorphismus der Operationen. r

Die Struktur einer schwach verzweigten Überlagerung wird also vollständig von der
o-Invariante bestimmt. Da sie einen Fq-linearen Unterraum des Körpers k bildet, werden
wir uns im nächsten Abschnitt zuerst dem Studium von Moduln solcher Räume widmen.

2. Moduln Fp-linearer Unterräume eines Körpers

Es sei k ein Körper der Charakteristik p > 0 und q ¼ pn. Die Modultheorie linearer
Unterräume von k ist eng mit der klassischen Dicksonschen Invariantentheorie verknüpft.

2.1. Fq-lineare Polynome. (i) Sei R eine Fq-Algebra. Wir nennen einen Fq-linearen
Unterraum V LR nicht-entartet, falls V X p ¼ f0g für jedes Primideal p von R, d.h. dass
die Dimension von V sich durch keine Spezialisierung ändert. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass V $ f0gLR).

(ii) Ein Polynom P in R½X ' der Form

Pða0; a1; . . . ; adÞðX Þ ¼ adX
qd þ ad$1X

qd$1 þ ! ! ! þ a1X
q þ a0X

nennen wir ein Fq-lineares Polynom der Höhe d über Fq.

(iii) Ein Polynom wie in (ii) heißt nicht-entartet, wenn a0; ad A R).

(iv) Ein nicht-entartetes Fq-lineares Polynom P zerfällt in R, falls es einen nicht-
entarteten Fq-linearen Unterraum V von R und c A R) gibt mit

P ¼ c !
Q
v AV

ðX $ vÞ:
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2.2. Lemma. Sei R eine Fq-Algebra. Dann ist die Abbildung

nicht-entarteter
Fq-linearer

Unterraum V der
Dimension d in R

8
>><

>>:

9
>>=

>>;
!F

nicht-entartetes
Fq-lineares

Polynom vom Grad
qd ; das zerfällt in R

8
>><

>>:

9
>>=

>>;
=R);

V 7!
Q
v AV

ðX $ vÞ

bijektiv mit Umkehrabbildung P 7! fv A R) : PðvÞ ¼ 0gW f0g.

Beweis. Sei R zunächst ganz. Man kann R in einen algebraisch abgeschlossenen
Körper einbetten, und aus [7], 1.2.1 und 1.2.2 ergibt sich sofort die Bijektion

Fq-linearer Unterraum V
von R der Dimension d

( )
!

Fq-lineares Polynom von
Grad qd ; dessen Wurzeln

alle in R liegen

8
<

:

9
=

;=R);

V 7!
Q
v AV

ðX $ vÞ:

Diese Bijektion bildet o¤enbar nicht-entartete Fq-lineare Unterräume genau auf nicht-
entartete Fq-lineare Polynome ab: sie ist kompatibel mit jeder Spezialisierung R! R=p für
ein Primideal p.

Es sei jetzt R eine Fq-Algebra, nicht notwendig ganz. Dann ist F o¤enbar immer noch
surjektiv. Die Injektivität ergibt sich aus folgendem Sachverhalt:

Sei P ¼
Q
v AV

ðX $ vÞ ein nicht-entartetes Fq-lineares Polynom vom Grad qd , das

in R zerfällt, und V sei ein nicht-entarteter Fq-linearer Unterraum von R der Di-
mension d. Sei

W ¼ fw A R) : PðwÞ ¼ 0gW f0g:

Dann ist in der Tat W ¼ V .

O¤enbar ist V LW . Sei p ein Primideal von R und betrachte die kanonische Abbil-
dung p : R! R=p. Da V nicht-entartet ist, gilt kerðpjV Þ ¼ V X p ¼ 0, also V G pðVÞ. Da
W LR)W f0g, ist W X p ¼ 0, weswegen W G pðWÞ. Weil das induzierte Polynom pðPÞ
genau pðVÞ als Menge seiner Wurzeln hat, ist pðWÞG pðVÞ. Wir schliessen hieraus, dass
dimW ¼ dimV , und da V LW , also V ¼ W . r

2.3. Quotient durch GL(d, Fq). Man lässt die Gruppe G ¼ GLðd; FqÞ von rechts

auf dem Polynomring Fq½U1; . . . ;Ud ' operieren durch Uj ! A ¼
Pd

i¼1
ajiUi wobei A ¼ ðaijÞ. Sei

~VV ¼
Pd

i¼1
Fq !Ui, und

T0; . . . ;Td$1 A Fq½U1; . . . ;Ud '
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definiert durch die Gleichung

Q

v A ~VV

ðX $ vÞ ¼ PðT0; . . . ;Td$1; 1ÞðXÞ:

Dann sind Ti o¤ensichtlich G-Invarianten.

2.4. Proposition (Dickson [6]). Die Elemente T0; . . . ;Td$1 sind algebraisch unabhän-
gig über Fq, und erzeugen den Invariantenring

Fq½U1; . . . ;Ud 'G ¼ Fq½T0; . . . ;Td$1':

Insbesondere ist Fq½T0; . . . ;Td$1' ganzabgeschlossen im Zerfällungskörper von

PðT0; . . . ;Td$1; 1Þ:

Beweis. Siehe z.B. [23]. r

2.5. Korollar. Bezeichnet man mit W das Produkt aller nicht-Null Elemente aus

~VV ¼
Pd

i¼1
FqUi, so ist

Fq½U1; . . . ;Ud ;W
$1'G ¼ Fq½T 01; . . . ;T

0
d ;T

0$1
d '

mit Pð1;T 01; . . . ;T 0dÞ ¼ Y
Q

v A ~VV$f0g
ð1$ v$1YÞ.

Beweis. Fq½U1; . . . ;Ud ;W
$1'G ¼ Fq½T0; . . . ;Td$1;T

$1
0 '

¼ Fq½T1T
$1
0 ; . . . ;Td$1T

$1
0 ;T$1

0 ;T0'

¼ Fq½T 01; . . . ;T
0
d ;T

0$1
d ': r

2.6. Moduln von Unterräumen. Sei k ein Körper der Fq umfasst. Betrachte den
kovarianten Funktor Ld : Algk !Mengen, der einer k-Algebra R die Menge LdðRÞ aller
nicht-entarteten Fq-linearen Unterräume der Dimension d in R zuordnet. Die étale Garbi-
fizierung dieses Funktors ist der kontravariante Funktor Ld : Schk !Mengen

X 7!LdðXÞ ¼ Fq-Untermoduln von O"eet
X ; die ein "eetales

Fq-lokales System vom Rang d bilden

( )
:

Wir benötigen später zusätzlich noch folgende Konstruktion. Sei H ¼ Fd
q versehen mit der

Standardbasis, und definiere den Funktor ~LLd : Algk !Mengen, der jeder k-Algebra R die
Menge ~LLdðRÞ aller Fq-linearen Einbettungen y : H ,! R mit nicht-entartetem Bild zuord-
net. Dazu gehört in der Kategorie der k-Schemata ein kontravarianter Funktor ~LLd gegeben
durch die étale Garbifizierung von

Schk !Mengen : X 7! fðV; e1; . . . ; edÞ jV A LdðXÞg;

wobei e1; . . . ; ed Schnitte sind, die eine Fq-Basis bilden in jedem geometrischen Punkt, d.h.
dem separablen Abschluss von jedem Punkt auf X .
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2.7. Sei Rd ¼ k½T1; . . . ;Td ;T$1
d ' und betrachte das Fq-lineare Polynom

P+ðT1; . . . ;TdÞðXÞ ¼ Pð1;T1; . . . ;TdÞ:

Schreiben wir ~RRd für den ganzen Abschluss von Rd im Zerfällungskörper von
PðT1; . . . ;TdÞ über kðT1; . . . ;TdÞ, so ist ~RRd=Rd eine Galoiserweiterung mit Gruppe

G ¼ GLðd; FqÞ. Insbesondere ist ~RRG
d ¼ Rd (1.4). Proposition 2.4 impliziert, dass ~RRd gleich

dem lokalisierten Polynomring

~RRd G k½U1; . . . ;Ud ;W
$1'

ist, wobei U1; . . . ;Ud linear unabhängige Lösungen von P+ðT1; . . . ;TdÞ sind, und W das

Produkt aller nicht-Null Elemente von ~VV ¼
Pd

i¼1
FqUi ist. Man beachte, dass ~VV o¤ensichtlich

zu Ldð ~RRdÞ gehört.

2.8. O¤enbar wird der Funktor ~LLd vom Ring ~RRd mit der Basis U1; . . . ;Ud darge-
stellt. Was den Funktor Ld angeht, erwartet man wegen Ld ¼ Gn~LLd , dass Rd der entspre-
chende Ring ist. Sei hRd

¼ HomkðRd ;$Þ der von ihm dargestellte Funktor. Es gibt einen
natürlichen Morphismus zwischen Funktoren Fd : Ld ! hRd

, der jedem V A LdðRÞ die
Abbildung

FdðRÞðVÞ : Rd ! R : Ti 7! ai ði ¼ 1; . . . ; dÞ

zuordnet, wobei die ai dadurch definiert sind, dass P+ða1; . . . ; adÞ das nach 2.2 zu V gehö-
rige Fq-lineare Polynom über R ist. Dabei ist Fd ein Monomorphismus, aber im Allgemei-
nen kein Epimorphismus, da das Polynom P+ða1; . . . ; adÞ nicht in R zu zerfallen braucht.
Deswegen stellt Rd den Funktor Ld nicht fein dar. Wir haben jedoch die

2.9. Proposition. Das Paar ðRd ;FdÞ stellt den Funktor Ld grob dar.

Beweis. Für einen algebraisch abgeschlossenen Körper F ist FdðFÞ o¤ensichtlich
bijektiv. Sei S eine k-Algebra, und C : Ld ! hS ein Morphismus von Funktoren. Betrachte
Cð ~RRdÞ : Ldð ~RRdÞ! HomkðS; ~RRdÞ, und sei f das Bild von ~VV . Wegen Funktorialität operiert
die Galoisgruppe G auf Ldð ~RRdÞ sowie HomkðS; ~RRdÞ, und die Abbildung Cð ~RRdÞ ist o¤en-
sichtlich G-äquivariant. Da ~VV G-invariant ist als Element von Ldð ~RRdÞ, ist f G-invariant,
weswegen f A HomkðS;RdÞ. Es gibt also eine Abbildung f+ : hRd

! hS.

Es muss jetzt gezeigt werden, dass f+ *Fd ¼ C. Sei R eine k-Algebra, und betrachte
die Abbildungen f+ðRÞ *FdðRÞ und CðRÞ. Sei V A LdðRÞ und c : Rd ! R der zugehö-
rige Morphismus (d.h. c ¼ FdðRÞðVÞ). Definiere j ¼ CðRÞðVÞ : S ! R. Man kann einen
Morphismus ~RRd ! R wählen, der mit c und Rd ,! ~RRd kompatibel ist und ~VV bijektiv auf
V abbildet. Dann kommutiert

Ldð ~RRdÞ !!!! HomkðS; ~RRdÞ???y

???y
LdðRÞ !!!! HomkðS;RÞ;

~VV !!!! f???y

???y
V !!!! j;

weswegen j ¼ c * f. Daraus folgt die gewünschte Gleichung f+ðRÞ *FdðRÞ ¼ CðRÞ. r
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2.10. Variante: Moduln von Fahnen. Wir werden ab jetzt gelegentlich die Schreib-
weise P *Q benutzen für die Komposition zweier Polynome: P *QðX Þ :¼ P

#
QðX Þ

$
.

2.11. Lemma. Seien R eine Fq-Algebra und V und V 0 nicht-entartete Fq-lineare
Unterräume von R der Dimension d, respektive d 0, wobei wir df d 0 annehmen. Seien P und
P 0 die zu V und V 0 gehörigen Fq-linearen Polynome der respektiven Höhen d, d 0. Dann sind
folgende Eigenschaften äquivalent:

(i) Es gibt ein Fq-lineares Polynom P 00 der Höhe d $ d 0 mit P ¼ P 00 * P 0.

(ii) V 0LV .

Beweis. Da V und V 0 die respektiven Mengen der Wurzeln von P und P 0 sind wie
in 2.2, ist (i)) (ii) klar. Die andere Richtung beweisen wir, indem wir ein Fq-lineares
Komplement W LR von V 0 in V betrachten: V ¼ V 0lW . Weil die Polynomabbildung
P 0 : W ! R eine Fq-lineare Injektion ist, so ist ihr Bild V 00 ein Fq-linearer Unterraum von R
der Dimension d $ d 0. Sei P 00 ¼

Q
v 00 AV 00

ðX $ v 00Þ das zu V 00 gehörige Polynom. Wir können

voraussetzen, dass P, P 0 und P 00 monisch sind, und dann ist

PðXÞ ¼
Q

w AW

Q
v 0 AV 0

ðX $ v 0 $ wÞ ¼
Q

w AW
P 0ðX $ wÞ

¼
Q

w AW

#
P 0ðX Þ $ P 0ðwÞ

$
¼ P 00 * P 0ðXÞ:

Damit ist das Lemma bewiesen. r

2.12. Korollar. Sei d ¼ f1 þ ! ! ! þ fe eine Zerlegung von d in positive ganze Zahlen.
Für jede Fahne V1 HV2 H ! ! !HVe bestehend aus nicht-entarteten Vi der Dimension
di ¼ f1 þ ! ! ! þ fi gibt es ein bis auf Skalarmultiplikation mit R) eindeutig bestimmtes
nicht-entartetes Fq-lineares Polynom über R der Form Pe * Pe$1 * ! ! ! * P1, wobei Pi nicht-
entartet der Höhe fi ist.

Beweis. Per Induktion wird die Behauptung auf den Fall e ¼ 2, der im obigen
Lemma behandelt wurde, zurückgeführt. r

2.13. Parabolischer Quotientenfunktor. Für eine Zerlegung einer ganzen Zahl
d ¼ f1 þ ! ! ! þ fe in positive ganze Zahlen definieren wir einen kovarianten Funktor
Lð f1;...; feÞ : Algk !Mengen der jeder k-Algebra die Menge aller Fahnen V1 HV2 H ! ! !HVe

nicht-entarteter Fq-linearer Unterräume Vi von R der Dimension di :¼ f1 þ ! ! ! þ fi zuord-
net. Die zugehörige étale Garbe Lð f1;...; feÞ ist gegeben durch

X 7!Lð f1;...; feÞðX Þ ¼ Fahnen V1 H ! ! !HVe

mit Vi A LdiðXÞ

( )
:

O¤ensichtlich ist der Funktor Lð f1;...; feÞ der Quotient von ~LLd durch die parabolische Unter-
gruppe Pð f1;...; feÞ von G des richtigen Fahnentyps.
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2.14. Proposition (cf. [11], 1.4). Mit der gleichen Notation wie in 2.5 gilt

Fq½U1; . . . ;Ud ;W
$1'Pð f1 ;...; feÞ ¼ Fq½S1

1 ; . . . ;S
1
f1
; ðS1

f1
Þ$1; . . . ;Se

1 ; . . . ;S
e
fe
; ðSe

fe
Þ$1';

wobei P+ðSe
1 ; . . . ;S

e
fe
Þ * ! ! ! * P+ðS1

1 ; . . . ;S
1
f1
Þ ¼ X

Q

v A ~VV$f0g
ð1$ v$1X Þ.

Beweis. Wie 2.4. r

2.15. Darstellbarkeit. Wir definieren

Rð f1;...; feÞ ¼ k½S1
1 ; . . . ;S

1
f1
; ðS1

f1
Þ$1; . . . ;Se

1 ; . . . ;S
e
fe
; ðSe

fe
Þ$1':

Nach 2.12 gibt es wie in 2.8 einen natürlichen Morphismus zwischen Funktoren

Fð f1;...; feÞ : Lð f1;...; feÞ ! hRð f1 ;...; feÞ
:

2.16. Proposition. Das Paar ðRð f1;...; feÞ;Fð f1;...; feÞÞ stellt den Funktor Lð f1;...; feÞ grob
dar.

Beweis. Wie 2.9. r

2.17. Zusammenhang zwischen Rd und R(1,…,1). Wir berechnen die Abbildung

Rd ¼ k½T1; . . . ;Td ;T
$1
d ' ,! Rðd$1;1Þ ¼ k½T 01; . . . ;T

0
d$1;T

0$1
d$1;S;S

$1'

definiert durch P+ðSÞ * P+ðT 01; . . . ;T 0d$1Þ ¼ P+ðT1; . . . ;TdÞ. Weil

P+ðSÞ * P+ðT 01; . . . ;T
0
d$1Þ ¼ Pð1;SÞ * Pð1;T 0; . . . ;T 0d$1Þ

¼ ðSX q þ XÞ * Pð1;T 0; . . . ;T 0d$1Þ

¼ S ! Pð1;T 0; . . . ;T 0d$1Þ
q þ Pð1;T 0; . . . ;T 0d$1Þ

¼ P+ðS þ T 01;ST
0q
1 þ T 02; . . . ;ST

0q
d$2 þ T 0d$1;ST

0q
d$1Þ;

findet man Rðd$1;1Þ ¼ Rd ½S' und das Minimalpolynom von S ist gegeben durch das nor-
mierte Polynom

S
qd$1

q$1 þ
Pd$1

i¼0
ð$1Þd$iT qi

d$iS
q i$1

q$1 :

Per Induktion folgt hieraus, dass die Erweiterung

Rd ¼ k½T1; . . . ;Td ;T
$1
d ' ,! Rð1;...;1Þ ¼ k½SG1

1 ; . . . ;SG1
d ';

gegeben durch P+ðSdÞ * ! ! ! * P+ðS1Þ ¼ P+ðT1; . . . ;TdÞ, endlich vom Grad
Qd

i¼1

qi $ 1

q$ 1
ist.

2.18. Zusammenhang zwischen R(1,…,1) und ~RRd . Sei Rð1;...;1Þ ¼ k½SG1
1 ; . . . ;SG1

d ',
wobei die Parameter korrespondieren zu denen in
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P+ðSdÞ * ! ! ! * P+ðS1Þ:

Sei U1; . . . ;Ud die Basis aus 2.7, derart dass der von U1; . . . ;Ui über Fq erzeugte Raum die
Menge der Wurzeln von

P+ðSiÞ * ! ! ! * P+ðS1Þ

ist für i ¼ 1; . . . ; d. Dann gilt induktiv

Uq$1
1 þ S$1

1 ¼ 0;

fP+ðS1ÞðU2Þgq$1 þ S$1
2 ¼ 0;

..

.

fP+ðSd$1Þ * ! ! ! * P+ðS1ÞðUdÞgq$1 þ S$1
d ¼ 0;

welches die definierenden Gleichungen sind für den Morphismus

Rð1;...;1Þ ,! ~RRd ;

der also endlich von Grad q
dðd$1Þ

2 ðq$ 1Þd ist.

3. Konstruktion einer Familie schwach verzweigter Überlagerungen

3.1. Proposition (Konstruktion schwach verzweigter Erweiterungen). (i) Sei A
komplett, B=A eine schwach verzweigte Erweiterung vom Typ ðn; dÞ mit Galoisgruppe G
und H die p-Sylowgruppe von G. Wähle eine Uniformisierende x für B, derart dass die
Operation von G auf B gegeben ist in der kanonischen Form 1.18 und sei y ¼ yB=A=dx. Sei
P+ða1; . . . ; adÞ ðad 3 0Þ das Fq-lineare Polynom, das zu V ¼ yðHÞ gehört wie in 2.2 mit
R ¼ k. Betrachte das Element y in dem Quotientenkörper L von B, das durch

P+ða1; . . . ; adÞðx$1Þn ¼ y$1

definiert wird, d.h. QðxÞ ¼ 0 mit

QðxÞ ¼ xnqd $ yðxqd$1 þ a1x
qðq d$1$1Þ þ ! ! ! þ ad$1x

qd$1ðq$1Þ þ adÞn:

Dann ist y A A eine Uniformisierende, und B ¼ A½x'=
#
QðxÞ

$
.

(ii) Sei umgekehrt ða1; . . . ; adÞ A kd mit ad 3 0 und definiere B ¼ A½x'=
#
QðxÞ

$
, wobei

das Polynom Q wie oben gegeben ist. Dann ist B=A eine schwach verzweigte Erweite-
rung vom Typ ðn; dÞ mit Galoisgruppe G, und x eine Uniformisierende für B, derart dass
ðyB=A=dxÞðHÞ (mit H der p-Sylowgruppe von G) der Fp-lineare Unterraum von k ist, der
durch die Gleichung

P+ða1; . . . ; adÞðXÞ ¼ 0

bestimmt wird.
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Beweis. (i) Wegen QðxÞ ¼ 0 und ad 3 0 ist y A B. Da die Operation von G durch
gðy$1Þ ¼ z$1y$1 und sðy$1Þ ¼ y$1 þ yðsÞ für s A H gegeben wird, sehen wir, dass y G-
invariant ist, also y A BG ¼ A. Da B=A totalverzweigt ist vom Grad nqd , sind Unifor-
misierende von A Elemente aus A mit B-Bewertung nqd ; dies ist der Fall für y. Sei
B 0 ¼ A½x'=

#
QðxÞ

$
. Nach [20], I, Prop. 17 ist B 0 ein diskreter Bewertungsring mit Uniformi-

sierender x und Restklassenkörper k. Weil B 0LB und die Quotientenkörper von B und B 0

denselben Grad haben, also gleich sind, gilt auch B 0 ¼ B.

(ii) Weil QðxÞ Eisensteinsch ist, ist B ein diskreter Bewertungsring mit x als Unifor-
misierender, und B=A ist dabei totalverzweigt ([20], I, Prop. 17). Da QðxÞ invariant ist
unter den Operationen

y 7! zy und y 7! y

1$ uy
;

wobei u den durch P+ða1; . . . ; adÞðX Þ ¼ 0 bestimmten Fq-linearen Unterraum von k durch-
läuft, ist B=A schwach verzweigt vom Typ ðn; dÞ. r

3.2. Korollar. Für komplette A gibt es eine natürliche Bijektion

Isomorphieklassen schwach
verzweigter Erweiterungen

B=A vom Typ ðn; dÞ

8
<

:

9
=

;!
@

GLðd; FqÞnfFq-lineare H ,! kg=k):

Beweis. Unmittelbar aus 1.20 und 3.1 (ii). r

3.3. Korollar. Für d ¼ 0 und d ¼ 1 gibt es nur eine schwach verzweigte Erweiterung
vom Typ ðn; dÞ eines gegebenen kompletten Ringes A.

Beweis. Folgt aus 3.2. Für d ¼ 0 ist das Ergebniss aber auch klassisch, für d ¼ 1
folgt es unmittelbar aus der Artin-Schreierschen Theorie. r

3.4. Konstruktion des Schemas S. Sei k ein Körper über Fq und A ein diskreter
Bewertungsring mit Restklassenkörper k. Nach 3.2 muss die allgemeinste Familie schwach
verzweigter Erweiterungen von A über

Gkn~LLd=Gm;k ¼ Ld=Gm;k

konstruiert werden, wo G ¼ GLðd; FqÞ. Der Funktor Ld wird grob vom Ring
Rd ¼ k½T1; . . . ;Td ;T$1

d ' dargestellt (2.9), wobei die Parameter aus dem Polynom
P+ðT1; . . . ;TdÞ ¼ Pð1;T1; . . . ;TdÞ stammen. Sei

~RRd ¼ k½U1; . . . ;Ud ;W
$1'

wie in 2.7 und ~VV ¼
Pd

i¼1
FqUi der Vektorraum der Wurzeln von

P+ðT1; . . . ;TdÞ:

Für c A ~RR)
d hat c$1 ~VV als zugehöriges Polynom P+ðcq$1T1; . . . ; cq

d$1TdÞ, weil
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P+ðT1; . . . ;TdÞðcX Þ ¼ cP+ðcq$1T1; . . . ; c
q d$1TdÞðXÞ:

Wir versehen also Rd mit einer Graduierung, deren Gewichte wðTiÞ ¼ qi $ 1 ði ¼ 1; . . . ; dÞ
sind. Dann ergibt sich sofort, dass der Funktor Ld=Gm;k grob dargestellt wird von (dem
Koordinatenring von) dem a‰nen o¤enen Unterschema

SHPkðq$ 1; . . . ; qd $ 1Þ ¼ Proj k½T1; . . . ;Td ';

welches das Komplement der Hyperebene VðTdÞ ist.

3.5. Konstruktion des Schemas X. Man betrachte jetzt den graduierten Ring
k½T1; . . . ;Td ;X ;Z', mit Gewichten wðXÞ ¼ wðZÞ ¼ 1 und, für eine feste Uniformisierende
y in A (cf. 3.1), das Polynom

Q ¼ X nqd $ yZnðX qd$1 þ T1X
qðq d$1$1Þ þ ! ! ! þ Td$1X

qd$1ðq$1Þ þ TdÞn;

welches homogen ist vom Grad nqd in A½T1; . . . ;Td ;X ;Z'. Es definiert ein geschlossenes
Teilschema VðQÞ in

PAðq$ 1; . . . ; qd $ 1; 1; 1Þ ¼ ProjA½T0; . . . ;Td ;X ;Z':

Sei X das Komplement von VðTdÞ in VðQÞ. Wir erhalten dann einen Morphismus von
A-Schemata

p : X!S)k SpecA;

der endlich vom Grad nqd ist. Für komplettes A und einen algebraisch abgeschlossenen
Körper F=k entsteht jede schwach verzweigte Erweiterung von Ank F durch geschickte
Spezialisierung von T1; . . . ;Td und Z über k, wobei das Bild von Td und Z nicht Null ist.

3.6. Konstruktion des Schemas ~SS. Zwischen ~LLd und Ld liegt der ,,vollständige-
Fahnen‘‘-Funktor Lð1;...;1Þ, der vom Ring

Rð1;...;1Þ ¼ k½SG1
1 ; . . . ;SG1

d '

grob dargestellt wird, wobei S1; . . . ;Sd mit dem Parameter im Polynom
P+ðSdÞ * ! ! ! * P+ðS1Þ übereinstimmen. Weil P+ðSÞðcXÞ ¼ cP+ðcq$1SÞðXÞ, gilt

P+ðSdÞ * ! ! ! * P+ðS1ÞðcXÞ ¼ cP+ðcq$1SdÞ * ! ! ! * P+ðcq$1S1ÞðX Þ;

und deswegen ist wðSiÞ ¼ q$ 1. Ähnlich wie oben wird der Funktor

Lð1;...;1Þ=Gm;k

also grob dargestellt durch das a‰ne Unterschema von

Pkðq$ 1; . . . ; q$ 1Þ ¼ Proj k½S1; . . . ;Sd ';

welches das Komplement der Hyperebenen
Sd

i¼1
VðSiÞ ist. Aus 2.18 folgt außerdem, dass im

Ring ~RRd ¼ k½U1; . . . ;Ud ;W$1' die Gewichte wðUiÞ ¼ $1 sind für i ¼ 1; . . . ; d. Deswegen
wird ~LLd=Gm;k grob dargestellt durch das a‰ne o¤ene Unterschema von

219Cornelissen und Kato, Schwach verzweigte Gruppenoperationen



Pd$1
k ¼ Proj k½U$1

1 ; . . . ;U$1
d ';

welches das Komplement der Hyperebenen
Sd

i¼1
VðU$1

i Þ und aller Hyperflächen definiert

durch nicht-triviale Fq-lineare Kombinationen von

U1; . . . ;Ud

ist. Sei ~SS das derart konstruierte k-Schema.

3.7. Konstruktion des Schemas ~XX. Es gibt einen endlichen Morphismus ~SS!S,
der Galoissch ist mit Galoisgruppe G ¼ GLðd; FqÞ. Es sei ~pp : ~XX! ~SS durch Kommutieren
des Diagramms

~XX !!!! X

~pp

???y

???yp

~SS)k SpecA !!!! S)k SpecA

definiert. Dieser Morphismus wird durch Zurückziehen von Q erhalten, ist also gegeben
durch

yZnX$n Q

v A ~VV$f0g
ð1$ v$1X$1Þn ¼ 1;

was gleichbedeutend damit ist, dass

~QQ ¼ 0; wo ~QQ ¼ X nqd $ yZn Q

v A ~VV$f0g
ðX $ v$1Þn

(man beachte, dass jedes v A ~VV $ f0g Gewicht $1 hat). So erlaubt ~XX eine Operation durch
Gn;d gegeben von

gðX : ZÞ ¼ ðX : z$1ZÞ; sðX : ZÞ ¼
#
X : Z $ yðsÞX

$
;

wobei y : H !@ ~VV irgendein Fq-linearer Isomorphismus und g erzeugendes Element
eines Torusteils ist. Diese Definition ist sinnvoll, weil ~QQ nicht Null ist für
X ¼ v$1 ðv A ~VV $ f0gÞ und man also 1$ yðsÞY invertieren kann auf ~XX. O¤ensichtlich ist
dann ~pp eine Galoissche Überlagerung mit der Gruppe Gn;d . Des Weiteren kann jede
schwach verzweigte Erweiterung über Ank F (mit einem algebraisch abgeschlossenen
Körper F ) durch Spezialisierung über k bekommen werden, und zwar eindeutig bis auf G.

3.8. Der Funktor L1
d . Damit wir jetzt eine Entartung konstruieren können, nehmen

wir an, dass d > 1, und betrachten den Funktor L1
d , der nicht-entartete Fq-lineare Unter-

räume der Dimension d mit einem ausgezeichneten, von Null verschiedenen Vektor klassifi-
ziert. Der Funktor L1

d ist eine Überlagerung vom Grad q$ 1 über Lð1;d$1Þ (siehe oben).
Der Ring

Rð1;d$1Þ ¼ k½S;S$1;S1; . . . ;Sd$1;S
$1
d$1'
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stellt Lð1;d$1Þ grob dar (2.15), gehörend zum Polynom

P+ðS1; . . . ;Sd$1Þ * P+ðSÞ:

Deswegen wird der Funktor L1
d vom Ring

R1
d ¼ k½T ;T$1;S1; . . . ;Sd$1;S

$1
d$1'

grob dargestellt, wobei T durch

T q$1 þ S$1 ¼ 0

bestimmt wird (cf. 2.18).

Aus 3.1 folgt, dass eine Familie schwach verzweigter Erweiterungen über R1
d gegeben

wird durch die Gleichung

#
P+ðS1; . . . ;Sd$1ÞðT 1$qx$q þ x$1Þ

$n ¼ y$1;

oder auch durch ein Eisensteinsches Polynom wie in 3.1. Wir untersuchen was passiert,
wenn T !y, d.h. wenn der ausgezeichnete Vektor gegen Null geht, während die übrigen
Parameter

ðS1; . . . ;Sd$1Þ ¼ ðs1; . . . ; sd$1Þ

für feste si A k erfüllen. Es sei ab jetzt k algebraisch abgeschlossen. Wir setzen t ¼ $T$1

ein, und ersetzen y durch $y. Wir betrachten die von Gm;k ¼ Spec k½tG1' parametrisierte
Familie Xt schwach verzweigter Erweiterungen definiert durch

P+ðs1; . . . ; sd$1Þðtq$1x$q $ x$1Þn ¼ y$1

in SpecA½x; t'. Die Operation der Galoisgruppe Gn;d sieht dann so aus: man betrachtet eine
Fq-lineare Zerlegung H ¼ H 0lH 00 der p-Sylowgruppe H von Gn;d und wählt die Einbet-
tung y : H ! k½tG1' so, dass yðHÞ zu P+ðs1; . . . ; sd$1Þ * P+ð$tq$1Þ gehört, und yðH 00Þ über
Fq von t erzeugt wird. Sei g ein erzeugendes Element eines Torusteils mit gsg$1 ¼ zs für
s A H. Dann wird die Galoissche Operation wie in 1.18 gegeben.

3.9. Definition/Konstruktion. Sei R der ganze Abschluss von k½tG1' im Zerfällungs-
körper des Polynoms

P+ðt1$qs1; . . . ; t
1$q d

sd$1Þ * P+ð$1Þ

über kðtÞ. Für jede Lösung u von P+ðs1; . . . ; sd$1Þ gehören dann alle Wurzeln w von
wq $ w$ tu zu R. Sei V der Fq-lineare Unterraum von R gegeben durch alle solche
Wurzeln w, und bezeichne V 00 ¼ Fq LV . Sei h : V ! k die Abbildung w 7! t$1ðwq $ wÞ.
Dann hat h als Bild genau den zu P+ðs1; . . . ; sd$1Þ gehörenden Fq-linearen Unterraum.
Unter Verwendung eines Schnittes von h ergibt sich eine Zerlegung V ¼ V 00lV 0,
derart dass h den Raum V 0 bijektiv auf die Wurzeln von P+ðs1; . . . ; sd$1Þ abbildet. Sei
~yy ¼ y 0l y 00 : H ¼ H 0lH 00 ! V ¼ V 0lV 00 eine Fq-lineare Einbettung, die diese Zerle-
gung respektiert.
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3.10. Proposition. Wir setzen d > 1 voraus. Dann gilt folgendes.

(i) Die Familie Xt ist über SpecA)k Gm;k ¼ SpecA½tG1' isomorph zur Familie ~XXt,
die in SpecA½y; t' )A P1

A ¼ SpecA½y; t' )A ProjA½Z;W ' durch folgende Gleichungen defi-
niert wird:

P+ðs1; . . . ; sd$1Þðx$1Þn ¼ y$1;

xðZ$q $ Z$1W 1$qÞ ¼ tW$q:

(

(ii) Der Isomorphismus zwischen Xt und ~XXt kann über eine geschickte Erweiterung
von k½tG1' zu einem Isomorphismus von Gn;d -Galoiserweiterungen über SpecA½tG1' gemacht
werden. Genauer ist die Operation von Gn;d auf ~XXt;R definiert durch

gðxÞ ¼ zx;

gðZ : WÞ ¼ ðZ : z$1WÞ;

( sðxÞ ¼ x

1$ h * y 0ðs 0Þx
;

sðZ : WÞ ¼
#
Z;Z þ ~yyðsÞW

$
;

8
><

>:

wobei s ¼ s 0 þ s 00 A H ¼ H 0lH 00.

(iii) Die Faser ~XX0 besteht aus einem P1
k definiert durch x ¼ 0 (und infolgedessen y ¼ 0)

und q Kopien von SpecB, wobei B=A die durch

#
P+ðs1; . . . ; sd$1Þðx$1Þ

$n ¼ y$1

definierte schwach verzweigte Erweiterung ist, die P1
k in den q Punkten fW=Z A Fqg normal

schneiden.

(iv) Die Gruppenoperation setzt sich auf natürliche Weise auf der Faser ~XX0 fort: H 0

operiert wie üblich auf jedem B und permutiert die q Punkte fW=Z A Fqg und die zugehörigen
Kopien von SpecB. Die Komponente P1

k wird punktweise von H 0zT ¼ Gn;d$1 festgehalten,
und der Punkt fW=Z ¼ yg ist der einzige Punkt, der von ganz Gn;d festgehalten wird.

Beweis. (i) Es sei I das Ideal

I ¼ A½x; t'X
#
yP+ðs1; . . . ; sd$1Þðtq$1x$q $ x$1Þn $ 1

$
;

wobei
#
yP+ðs1; . . . ; sd$1Þðtq$1x$q $ x$1Þn $ 1

$
Ideal ist in A½xG1; t'. Es sei J das Ideal

J ¼ A½x; t'½Z=W 'X
#
yP+ðs1; . . . ; sd$1Þðx$1Þn $ 1; x

#
ðZ=WÞ$q $ ðZ=WÞ$1$$ t

$
;

wobei der Schnitt in A½xG1; t'½ðZ=WÞG1' genommen wird. Es wird dann eine rationale
Abbildung ~XXtaXt definiert durch

j : A½x; t'=I ! A½x; t'½Z=W '=J

mit jðxÞ ¼ tðZ=WÞ (in der Tat eine Aufblasung). Wenn t invertierbar ist, so besitzt j eine
Umkehrung definiert durch

j$1ðx$1Þ ¼ tqx$q $ x$1; j$1ðZ=WÞ ¼ t$1x:
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(ii) Dieser Morphismus ist Gn;d -äquivariant.

(iii) O¤ensichtlich.

(iv) In der Tat bildet h * y 0 den Raum H 0 konstant auf den Fq-linearen Raum ab, der
zu P+ðs1; . . . ; sd$1Þ gehört. Weil V jt¼0 ¼ V X k ¼ V 00 ¼ Fq, gilt

sðZ : W Þ ¼
#
Z;Z þ y 00ðs 00ÞW

$
für t ¼ 0. r

4. Beweis für Satz A

4.1. Notationen. Es sei jetzt p : X ! Y eine schwach verzweigte Galoissche Überla-
gerung glatter projektiver Kurven über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k der
Charakteristik p > 0 mit Galoisgruppe G, verzweigt über einer Menge endlich vieler abge-
schlossener Punkte B ¼ fy0; . . . ; yrg ,! Y , mit y0 ¼ y ¼ pðxÞ für x A X . Wir nehmen des
Weiteren an, x habe eine Zerlegungsgruppe Gx vom Typ ðn; dÞ mit n ¼ nx und qd ¼ ptx .
Man beachte, dass sx3 tx gleichbedeutend damit ist, dass d > 1.

4.2. Lokale und globale Funktoren. Es sei

FðY ;G; ðyi;GiÞri¼0Þ : Schk !Mengen

der ,,globale‘‘ Funktor, der ein Schema S über k abbildet auf die Menge G-Galoisscher
schwach verzweigter Überlagerungen von glatten projektiven Kurven über S:

X !!!!P Y ¼ S ) Y

 
!!!

 
!!!pr1

S;

wobei es einen festen Punkt s A S gibt, derart dass P genau über fsg) B (schwach ver-
zweigt) verzweigt und die Verzweigungsgruppe in ðs; yiÞ isomorph zu Gi ist.

Wir benötigen auch den ,,lokalen‘‘ Funktor FG : Schk !Mengen der einem
k-Schema S die Menge aller Galoisschen schwach verzweigten Überlagerungen
T ! Spec k½½y'' )k S mit Galoisgruppe G zuordnet.

Wie in [2], 3.3, gibt es einen Morphismus von Funktoren

FðY ;G; ðyi ;GiÞri¼0Þ !
C Qr

i¼0
FGi

:

4.3. Formale Komplettierung. Durch formale Komplettierung in einem F -wertigen
Punkt (für beliebige Körper F über k), die wir mit

X 0 !!!!p
0

Y 0 ¼ YF

 
!!!

 
!!!

SpecF
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bezeichnen, gehen die Funktoren und der Morphismus C in ihre formalen Varianten über,
d.h. werden Deformationsfunktoren im Sinne Schlessingers

F̂FðY ;G; ðyi;GiÞri¼0Þ !
ĈC Qr

i¼0
F̂FGi

in der Kategorie Ck der lokalen Artinschen k-Algebren mit Restklassenkörper k. Dieser
Morphismus wurde in [2] und [4] betrachtet.

Genauer gesagt haben wir folgendes (wobei wir für Definitionen auf den ersten Ab-
schnitt von [4] verweisen): Sei r 0 : G ! AutF ðX 0Þ der Homomorphismus, der die Operation
von G auf X 0 beschreibt. Sei DX 0;r 0 der Funktor aus [4], 1.1, der alle äquivarianten Defor-
mationen von ðX 0; r 0Þ zu Ck beschreibt. Dann ist der formale Funktor F̂FðY ;G; ðyi;GiÞ ri¼0Þ ein
Teilfunktor von DX 0;r 0 , weswegen der Tangentialraum von F̂FðY ;G; ðyi;GiÞ ri¼0Þ ein Unterraum
von DX 0;r 0ðF ½e'Þ ist. Es seien Dri die lokalen Funktoren aus [4], 1.11, die die Deformationen
zu Ck der Operation der Verzweigungsgruppen auf den komplettierten lokalen Ringen
ÔOX 0;x beschreiben. Wie in [4], 1.6–1.9, wird der Zusammenhang zwischen Deformationen
von YF , lokalen Deformationen der Verzweigungspunkte und Deformationen von ðX 0; r 0Þ
beschrieben durch eine exakte Sequenz von Tangentialräumen

0! H1
#
YF ;TY ð$DÞ

$
! DX 0;r 0ðF ½e'Þ!

Lr

i¼0
Dr 0i

ðF ½e'Þ! 0;

wobei F ½e' ¼ F ½E'=ðE2Þ der Ring der dualen Zahlen ist, D der Divisor

D ¼
P
y AT

yþ
P
y AW

2y

und T WW die Menge der Punkte, über denen p 0 verzweigt, und y A T , genau dann, wenn
ty ¼ 0 oder [p ¼ 2 und ty ¼ 1]. Für jede Deformation ð ~XX 0; ~rr 0Þ von ðX 0; r 0Þ liefert ~XX 0=~rr 0ðGÞ
eine Deformation von YF , weswegen es einen Retrakt

l : DX 0;r 0ðF ½e'Þ! H1
#
YF ;TY ð$DÞ

$
;

gibt, der obige Sequenz splittet. Da F̂FðY ;G; ðyi ;GiÞ ri¼0Þ infinitesimale äquivariante Deforma-
tionen klassifiziert, die auf Y die triviale Deformation induzieren, ist sein Tangentialraum

genau kerðlÞ. Deswegen ist dieser Tangentialraum isomorph zu
Lr

i¼0
Dr 0i

ðF ½e'Þ, und aus einer

Argumentation wie in [2], Th. 3.3.4 schliesst man, dass ĈC formal étale ist.

Da obige Funktoren o¤enbar lokal endlich dargestellt sind, ist auch C als Morphis-
mus von Funktoren étale, d.h. die Deformationen, die

FðY ;G; ðyi;GiÞ ri¼0Þ

klassifizieren, sind lokal-étale, vollständig bestimmt durch Deformation der Verzweigung in
den Verzweigungspunkten.
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Die F̂FGi
können e¤ektiv pro-dargestellt werden (dies folgt aus [4], Abschnitt 4, insbe-

sondere 4.2.6 und 4.4). Dasselbe gilt für F̂FðY ;G; ðyi;GiÞri¼0Þ, da einer der folgenden Fälle vor-
liegt, wie leicht aus der Riemann-Hurwitz-Zeuthenschen Formel für schwach verzweigte
Erweiterungen folgt: (i) gf 2; (ii) gf 1 und mindestens ein Punkt ist verzweigt; (iii) g ¼ 0
und mindestens drei Punkte auf X sind verzweigt; oder schliesslich (iv) g ¼ 0 und genau ein
Punkt ist wild verzweigt mit Gruppe vom Typ ð1; dÞ.

In den ersten drei Fällen ist WX ðDÞ (wobei D der reduzierte Verzweigungsdivisor
ist) ampel und man kann den Grothendieckschen Existenzsatz anwenden ([EGA], III). Im
Falle (iv) gilt dieses nicht, aber dann ist OP1ð2Þ ampel.

4.4. Eine Deformation. Der Einfachheit halber werden wir als Notation für ,,der
Funktor dargestellt durch ein Schema S ‘‘ die Notation ,,S ‘‘ benutzen. Wir betrachten jetzt
den lokalen Funktor Fy ¼ FG0 . Im Abschnitt 3 haben wir einen Morphismus ~SS!Fy

konstruiert. Er ist definiert durch die Familie ~XX! ~SS aus 3.7, weswegen sich durch Kom-
position ein Morphismus Spec ~RRd !Fy ergibt.

Nehmen wir an, das Element

ðp : X ! YÞ A FðY ;G; ðyi;GiÞri¼0ÞðkÞ

(wobei Gi die Verzweigungsgruppen von p sind) hat als lokales Bild

Cðp : X ! YÞ ¼ ðf0; . . . ; frÞ A
Qr

i¼0
FGi

ðkÞ:

Wir haben eine Abbildung

Spec ~RRdðkÞ ¼ ~LLdðkÞ!FyðkÞ;

die surjektiv ist wegen 3.2; sei ~ff0 ein Urbild von f0.

Man wähle wie folgt eine Kurve

l ,! Spec ~RRd ;

die durch ~ff0 geht (sei y
0 A l der zugehörige Punkt). Man nehme u1 A V ¼ yf0ðHÞH k ge-

hörend zu U1 in ~RRd ¼ k½U1; . . . ;Ud ;W$1' und zerlege das zugehörende Fq-lineare Polynom
nach Lemma 2.11 in

P+ðS1; . . . ;Sd$1Þ * P+ðSÞ:

In dieser Zerlegung lässt man jetzt die Größen S1; . . . ;Sd$1 konstant, während S variabel
ist (man beachte nochmals, dass wir d > 1 voraussetzen). Es ergibt sich dadurch eine Kurve
in SpecRð1;d$1Þ deren Urbild in Spec ~RRd wir mit l bezeichnen. Man beachte, dass eine
solche Kurve l die ,,Grenze‘‘ von Spec ~RRd in einem allgemeinen Punkt in der Hyperebene
U1 ¼ 0 berührt (wobei ,,allgemeiner Punkt‘‘ bedeutet, dass der Punkt nicht zu einer weite-
ren Grenzkomponente gehört).
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Man konstruiert dann einen Morphismus

l!
Qr

i¼0
FGi

;

wobei die Einschränkung l!FG0 sich aus der oben konstruierten Kurve ergibt durch die
Komposition

l! Spec ~RRd !Fy ¼ FG0 ;

und für i > 0 und S A Schk, die Abbildung HomðS; lÞ!FGi
ðSÞ gegeben wird durch die

konstante Abbildung ½fi )k S '.

4.5. Globalisierung. Wir behaupten jetzt, dass es eine étale Umgebung S 0 ! l von
y 0 gibt, so dass

S 0 !!!! FðY ;G; ðyi ;GiÞri¼0Þ???y

???yC

l !!!!
Q

FGi

kommutiert. In der Tat, sei l=y 0 die formale Komplettierung (als Schema) in y 0. Im for-
malen Diagramm

F̂FðY ;G; ðyi;GiÞri¼0Þ???yĈC

l=y 0 !!!!
Q

F̂FGi

ist ĈC formal étale (4.3).

Die Eigenschaften der obigen Funktoren aus 4.3 implizieren, dass man das Approxi-
mationsverfahren von M. Artin benutzen kann, um l=y 0 durch seine Henselisierung l=hy 0 zu
ersetzen, und es ergibt sich daher das gewünschte S 0 und

X 0 !!!!P Y 0 ¼ S 0 ) Y

 
!!!

 
!!!

S 0:

4.6. Eine Entartung. Das Bild von S ! l ist Zariski-dicht und o¤en. Wir können
also S 0 um einen Punkt zu S ¼ S 0W f0g erweiteren, derart dass 0 mit u1 ¼ 0 korrespondiert
(insbesondere wegen der Wahl von l). Nachdem, was wir vorher bewiesen haben über
S 0 ¼ S $ f0g, gelten die Eigenschaften (i) und (ii) des Satzes. Wir bilden ein Diagramm

X 0 !!!! X 00

G

???y

???yF

S 0 ) Y !!!! S ) Y
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wobei X 00 definiert ist als die Normalisierung von X 0. Da X 0 ! S 0 ) Y G-Galoissch ist,
gilt das gleiche für F. Es ist jetzt aber X 00 nicht regulär. In der Tat ist die einzige singuläre
Faser X 00ð0;y0Þ. Wähle x0 A X 00ð0;y0Þ, dann gibt es wegen 3.10 eine birationale Abbildung

SpecOaX 00=x0 ;

wobei

O :¼ k½½x; y; t''=
#
P+ðs1; . . . ; sd$1Þðtq$1x$q $ x$1Þn $ y$1

$
X k½½x; y; t'';

und t eine Uniformisierende ist in 0 auf S. Wir behaupten jetzt, dass diese birationale
Abbildung ein Isomorphismus ist. Da sie birational ist, reicht dazu folgendes Lemma aus:

4.7. Lemma. O ist ganzabgeschlossen.

Beweis. O½tG1' ist eine Gn;d -Galoissche Erweiterung von k½½y; tG1'', und deswe-
gen ganzabgeschlossen. Es sei F ganz über O im Quotientenkörper von O, dann ist also
F ¼ F0=te mit F0 A O. Da F eine normierte Gleichung F N þ aN$1F

N$1 þ ! ! ! þ a0 ¼ 0
erfüllt mit ai A O, ist F N

0 A tO. Nun ist tO ein Primideal, weil

O=tO ¼ k½½x; y''=
#
P+ðs1; . . . ; sd$1Þðx$1Þn $ y$1

$
X k½½x; y''

ein diskreter Bewertungsring ist ([20], I, Prop. 17). Es muss also F1 A O existieren mit
F0 ¼ tF1, und man findet F ¼ F1=te$1 und induktiv F A O. r

Die Entartung wird also vollständig durch Proposition 3.10 beschrieben, wobei wir
anmerken, dass in der dortigen Beschreibung die entartete Faser in der Tat durch Aufbla-

sen x s t
Z

W
erhalten wird.

Durch Aufblasen von S ) Y in ð0; yÞ ergibt sich Y, und durch gleichzeitiges Aufbla-
sen von X 00 in allen Punkten über ð0; yÞ ergibt sich X.

Wir zeigen jetzt, dass die horizontalen Komponenten glatt sind. Die Punkte in
P$1ð0; yÞ sind glatt wegen 3.10. Man nehme an, x sei singulär B P$1ð0; yÞ. Es wird durch
P auf ein Element von f0g) Y abgebildet, aber da P generisch unverzweigt ist, müsste x
dann ein Verzweigungspunkt sein. Weil alle derartigen Verzweigungspunkte durch kon-
stante Deformation der Verzweigungspunkte über B kommen, sind sie insbesondere glatt.

Die Eigenschaften (iii) und (iv) folgen jetzt sofort.

Für (v) bemerken wir, dass wenn man XS$f0g als gepunktete Kurve betrachtet durch
Auszeichnen der Verzweigungspunkte, XS$f0g eine stabile Kurve ist, außer wenn der Aus-
nahmefall wie in (v) vorliegt. Wenn man obige Konstruktion von X0 durch Aufblasen be-
trachtet, sieht man, dass die gepunktete Struktur sich auf X0 überträgt. Dabei haben die
vertikalen rationalen Kurven mindestens drei markierte Punkte, nämlich die q Schnitt-
punkte mit den horizontalen Kurven und zusätzlich die Punkte, die von der ganzen
Zerlegungsgruppe festgehalten werden (fW=Z ¼ yg aus 3.10). Die horizontalen Kurven
bleiben natürlich stabil gepunktet durch die Verzweigungspunkte (außer im erwähnten
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Ausnahmefall). Dies ist nur dann nicht ganz o¤ensichtlich, falls eine horizontale Kurve ra-
tional ist. In diesem Fall begründet man die Stabilität aber folgendermaßen: da nach 3.10
die Gruppe G die horizontalen Kurven transitiv vertauscht, sind also alle Kurven rational.
Da X0 zusammenhängend ist (als flacher Limes von zusammenhängenden Kurven), muss
eine (ergo alle) solche horizontale(n) Kurve(n) mindestens zwei der vertikalen rationalen
Kurven schneiden. Die vertikalen Kurven schneiden sich durch die Konstruktion via Auf-
blasungen natürlich nicht. Deswegen liegen auf jeder der horizontalen Kurven mindestens
zwei ausgezeichnete Punkte über y und zusätzlich mindenstens ein weiterer ausgezeichneter
Punkt, nämlich über einem verzweigten Punkt aus Y $ fyg. Deswegen sind auch die hori-
zontalen rationalen Kurven stabil, da mindestens dreifach gepunktet. r

4.8. Bemerkungen. (i) Im Allgemeinen entartet jede nicht-isotriviale Familie Ga-
loisscher Überlagerungen, die verzweigt über einer festen Menge von Punkten ist: siehe
Pries [17], 3.3.2. Dieses Resultat wurde hier jedoch im Beweis nicht benutzt.

(ii) In [4], Abschnitt 4, wurde bewiesen, dass der infinitesimale Deformationsfunktor
einer schwach verzweigten Gruppenoperation vom Typ ðn; dÞ auf k½½x'' pro-dargestellt wird
durch ein formales Schema vom Typ

k½½x0; . . . ; xd$1''=hx
p$1

2
0 i:

Hierbei sind die d $ 1 freien Deformationsparameter x1; . . . ; xd$1 genau gegeben durch De-
formation der Vektorraumeinbettung H ,! k. Wenn also bei einer globalen Deformation
einer schwach verzweigten Galoisüberlagerung die Verzweigungspunkte fest bleiben, und
die Operation der Verzweigungsgruppe sich nur in einem Punkt ändert, so muss sie durch
eine solche Deformation von H ,! k entstehen. Wir haben in Satz A den Fall, wo ein Un-
terraum der Dimension eins verschwindet, untersucht. Hieraus leitet man den allgemeinen
Fall induktiv ab.

5. Automorphismen schwach verzweigter Kurven

5.1. Automorphismen. Wir betrachten jetzt eine Kurve X des Geschlechts gf 2 über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper der Charakteristik p > 0. Dann ist AutðXÞ end-
lich (F. K. Schmidt), und wir nehmen an, in der Quotientenabbildung

pX : X ! Y :¼ AutðX ÞnX

sei alle Verzweigung schwach (wir nennen dann X schwach verzweigt). S. Nakajima ([15])
hat gezeigt, dass in diesem Falle die Stichtenothsche obere Schranke

jAutðX Þje 16g4 þ 56g3 þ 32g2 þ 4gþ 4
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 8g

p
ð4g3 þ 4g2 þ gÞ

für die Anzahl der Automorphismen einer beliebigen Kurve X (siehe [22]) sich verbessert zu

jAutðXÞje 84gðg$ 1Þ:

Dies wird dort nur für ordinäre Kurven angegeben, aber man überzeugt sich leicht davon,
dass der Beweis nur die Tatsache, dass Gx;2 ¼ 0 für alle x A X benutzt.
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5.2. Reduktion. Beide Schranken ergeben sich durch geschickte Minimierung in der
Riemann-Hurwitz-Zeuthenschen Formel, wo im Falle wilder Verzweigung auch die höhe-
ren Verzweigungsgruppen eine Rolle spielen. Im Laufe der Abschätzungen bemerkt man,
dass sogar die klassische Hurwitzsche lineare Schranke jAutðXÞje 84ðg$ 1Þ gilt, außer
wenn Y GP1, es mindestens einen wildverzweigten Punkt gibt, und die Verzweigung ent-
weder über zwei Punkten liegt, oder p3 2 und die Verzweigung über drei Punkten mit
Indizes ð2; 2; !Þ liegt ([15], p. 600). Man kann zusätzlich annehmen, dass in wildverzweigten
Punkten x die Ungleichung nx 3 1 gilt, da sonst erneut eine lineare Schranke in g bewiesen
werden kann ([15], pp. 601–602).

Inwiefern ist das Nakajimasche Ergebnis scharf ? Wie bereits in der Einführung be-
merkt, ist keine ordinäre Familie fXig, deren Geschlechter gi strikt steigend sind, bekannt,
für die jAutðXiÞj > ~ff ðgiÞ, wobei

~ff ðgÞ ¼ maxf84ðg$ 1Þ; 2 ffiffiffi
g
p ð ffiffiffi

g
p þ 1Þ2g:

Wir benötigen bald das folgende, in diesem Zusammenhang positive Resultat:

5.3. Satz ([3]). Sei K ein kompletter nicht-archimedisch bewerteter Körper der Cha-
rakteristik p > 0, und sei X eine Mumfordkurve vom Geschlecht gf 2 über K, d.h. die
stabile Reduktion von X ist eine Vereinigung von rationalen Kurven, die sich in über dem
Restklassenkörper rationalen Punkten schneiden. Dann gilt jAutðX Þje ~ff ðgÞ, und diese obere
Schranke ist scharf.

Man beachte, dass Mumfordkurven schwach verzweigt sind im obigen Sinne (siehe
[3], 1.2).

5.4. Definition. Wir nennen X immobil, falls

(i) X schwach verzweigt ist,

(ii) Y ¼ X=AutðXÞGP1,

(iii) die Verzweigung entweder über zwei Punkten liegt, oder p3 2 und die Verzwei-
gung über drei Punkten mit Indizes ð2; 2; !Þ liegt,

(iv) es mindestens einen wildverzweigten Punkt x gibt mit nx 3 1,

(v) sx ¼ tx in jedem Verzweigungspunkt.

5.5. Beweis von Satz B. Wenn X immobil ist, gilt die obere Schranke wegen der An-
nahme. Falls eine der ersten vier Annahmen in der Definition 5.4 nicht erfüllt ist, gilt sogar
eine obere Schranke linear im Geschlecht g, nach 5.2. Wir können also annehmen, dass es
ein wildverzweigtes x mit sx3 tx gibt. Wir betrachten eine Familie wie im Satz A. Seien
fXigri¼1 die schwach verzweigten Kurven in X0 $P$1ðEÞ. Aus der lokalen Beschreibung
3.10 folgt, dass AutðX Þ die Menge der horizontalen Kurven fXig transitiv vertauscht, wes-
wegen sie alle das gleiche Geschlecht haben, das wir mit ~gg bezeichnen. Sei di die Anzahl der
Knoten von X0 auf Xi. Wir unterscheiden drei Fälle:
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(I) Wenn ~gg ¼ 0, so versehen wir den Funktionenkörper der Basis S mit der Bewer-
tung, die zum Punkt 0 gehört, und nehmen die Komplettierung. Dann liegt in einer for-
malen Umgebung von X0 in der äquivarianten Familie X eine glatte Mumfordkurve (mit
vollständig zerfallender stabiler Reduktion X0), und die obere Schranke mit ~ff ðgÞ ! ðg$ 1Þ
ist erfüllt nach 5.3. Da wir annehmen, dass ~ff e f , folgt das Ergebnis.

(II) Sei ~gg ¼ 1. Aus der Theorie der Gruppenoperationen ergibt sich die Formel

jAutðXÞj ¼ jAutðXÞ ! X1j ! jStabAutðX ÞX1j;

hier besteht die Bahn AutðXÞ ! X1 genau aus den horizontalen Kurven, und da X1 triviale
Trägheitsgruppe hat, ist

StabAutðXÞ X1 LAut
#
ðX1; fP1; . . . ;Pd1gÞ

$
:

Letztere Gruppe wird erneut betrachtet im Sinne der algebraischen Automorphismen-
gruppe von X1, die aber zusätzlich die ausgezeichneten Knoten Pi vertauscht. Es ist
AutðXiÞ eine Erweiterung

1! T ! AutðXiÞ! Aut0ðXiÞ! 1:

Hier ist Aut0ðXiÞ Automorphismengruppe einer elliptischen Kurve (Kurve vom Geschlecht
eins mit markiertem Punkt 0), also gilt jAut0ðXiÞje 24 ([21], III.10.1). Desweiteren ist
T ¼ X1ðkÞ eine (Abelsche) Gruppe von Translationen auf der elliptischen Kurve ðXi; 0Þ.
In unserem Falle soll

T XAut
#
ðX1; fP1; . . . ;Pd1gÞ

$

sogar die d1 ausgezeichneten Punkte vertauschen, weswegen

**T XAut
#
ðX1; fP1; . . . ;Pd1gÞ

$**e d1:

Wir finden also

jAutðXÞje 24d1r:

Sei d die totale Anzahl der Knoten auf X0. Die einzigen Knoten auf den Xi sind die Schnitt-
punkte mit den vertikalen Kurven, also ist d ¼ rd1. Letzten Endes ist

jAutðXÞje 24d:

Da X0 gepunktet stabil ist, impliziert die stabile Geschlechterformel, dass de 3g$ 3 ([10],
p. 50), woraus sich dann die lineare obere Schranke 72ðg$ 1Þ ergibt.

(III) Wenn schließlich ~ggf 2, können wir induktiv annehmen, dass

jAutðX1Þje f ð~ggÞ:

Erneut hat X1 triviale Trägheitsgruppe, und also ist
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jAutðXÞj ¼ jAutðX Þ ! X1j ! jStabAutðX Þ X1j

mit StabAutðX Þ X1LAutðX1Þ. Sei ni die Anzahl der Kurven in X0 des Geschlechtes i. Die
nodale Geschlechterformel ([10], 3.1) impliziert

g$ 1 ¼ n~ggð~gg$ 1Þ $ n0 þ d;

wobei d die Anzahl der Knoten in X0 ist. O¤ensichtlich ist $n0 þ df 0, da jede Kurve
mindestens einen Knoten enthält. Deswegen ist g$ 1f n~ggð~gg$ 1Þ. Da die Bahn von X1

unter AutðXÞ aus höchstens n~gg Kurven besteht, ist jAutðX Þ ! X1je
g$ 1

~gg$ 1
und also

jAutðXÞje g$ 1

~gg$ 1
! f ð~ggÞ:

Da wir annehmen, dass f ðgÞ=ðg$ 1Þ steigend ist und gf ~gg, folgt daraus schließlich
jAutðXÞje f ðgÞ. r

5.6. Bemerkung. Im Falle (III) wird jAutðXÞj ¼ f ðgÞ nur dann erreicht, wenn
n0 ¼ d. Aber wenn ~gg > 0, ist n0 ¼KP$1ðEÞ und df n0 ! p, ein Widerspruch. Es muss also
~gg ¼ 0 gelten, und damit ist X eine Mumfordkurve.

A. Kanonische Form schwach verzweigter Erweiterungen über Henselschen Ringen

Wir zeigen jetzt, dass Proposition 1.18 auch wahr ist, wenn man statt ,,A ist kom-
plett‘‘ nur ,,A ist Henselsch‘‘ voraussetzt. Wir können nach 1.18 in den Komplettierungen
B̂B ¼ k½½x̂x''=ÂA ¼ k½½ ŷy'' eine kanonische Form voraussetzen:

gðx̂xÞ ¼ zx̂x; sðx̂xÞ ¼ x̂x

1$ yðsÞx̂x
;

wobei nach 3.1

P+ðx̂x$1Þn ¼ ŷy$1

mit P+ ¼ P+ða0; . . . ; adÞ für ai A k. Sei k½½x̂x''H ¼ k½½ẑz'' mit P+ðx̂x$1Þ ¼ ẑz$1, ẑzn ¼ y und sei
die Operation von T gegeben durch gðẑzÞ ¼ zẑz.

Man wähle y A A mit y ¼ ŷya in ÂA und a A 1þm2
ÂA

(möglich weil A ,! ÂA dicht ist).
Man löse mit Hilfe des Henselschen Lemmas (ðn; pÞ ¼ 1) die Gleichung bn ¼ a mit b
eindeutig bestimmt durch b A 1þm2

ÂA
. Sei z ¼ ẑzb, dann ist zn ¼ y und gðzÞ ¼ zz, weil

b A ÂA ¼ B̂BG. Man definiert dann v A mk½½z'' durch

z ¼ ẑz

1$ ẑzv

und löst die Gleichung P+ðuÞ ¼ v mit Hilfe des Henselschen Lemmas (ad 3 0) eindeutig
nach u in mk½½z''. Wenn man
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x ¼ x̂x

1$ x̂xu

definiert, dann ist x$1 ¼ x̂x$1 $ u, und also

P+ðx$1Þ ¼ P+ðx̂x$1 $ uÞ ¼ P+ðx̂x$1Þ $ P+ðuÞ ¼ ẑz$1 $ v ¼ z$1;

weswegen auch P+ðx$1Þn ¼ y$1.

Wir berechnen jetzt gðxÞ. Weil

gðzÞ ¼ zz ¼ z
ẑz

1$ ẑzv

gleich

gðẑzÞ
1$ gðẑzÞgðvÞ

¼ zẑz

1$ zẑzgðvÞ

ist, findet man gðvÞ ¼ z$1v. Weil g
#
P+ðuÞ

$
¼ gðvÞ ¼ z$1v gleich P+ðguÞ ist, muss

P+ðuÞ ¼ P+#zgðuÞ
$

gelten, und weil u eindeutig ist in mk½½z'' und zgðuÞ A mk½½z'' (weil G als lokaler Morphismus
auf B operiert und z A F)q ), muss dann gðuÞ ¼ z$1u sein. Daraus ergibt sich, dass

gðxÞ ¼ gðx̂xÞ
1$ gðx̂xÞgðuÞ

¼ zx̂x

1$ zx̂xz$1u
¼ zx̂x

1$ x̂xu
¼ zx:

Was sðxÞ angeht, so haben wir

sðxÞ ¼ sðx̂xÞ
1$ sðx̂xÞsðuÞ

mit u A k½½z'' ¼ B̂BH , also sðuÞ ¼ u. Mit Hilfe der obigen expliziten Formeln berechnet man
sofort, dass

sðxÞ ¼ x

1$ yðsÞx
:

Wir haben y A A gewählt, und x A B̂B erfüllt P+ðx$1Þn ¼ y$1. Weil A Henselsch
ist (und deswegen auch B), kann man x 0 A B finden mit P+ðx 0$1Þn ¼ y$1 und
x1 x 0 modmN

B , und da die Gleichung nur endlich viele Lösungen hat, findet man für
N !y, dass x A B. r

Man überzeugt sich jetzt leicht davon, dass auch 1.20, 3.1 und 3.2 wahr sind, falls
man nur ,,A Henselsch‘‘ voraussetzt.
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B. Konfigurierende Funktoren

In [17], 2.2.1 hat Pries einen Begri¤ ,,Konfigurationsraum‘‘ eingeführt, den wir jetzt
leicht erweitern.

B.1. Definition. Es seien F und G zwei kontravariante Funktoren

Schk !Mengen:

Wir sagen, dass der Funktor G den Funktor F konfiguriert, falls es einen Morphismus

F!C G

zwischen Funktoren gibt, wobei gilt:

(i) Für jeden algebraisch abgeschlossenen Körper F=k ist CðFÞ bijektiv.

(ii) Für jedes Schema S A Schk und jedes f A FðSÞ gibt es S 0 A Schk, eine endliche
radiziale Abbildung i : S 0 ! S und ein eindeutig bestimmtes f 0 A GðS 0Þ mit Cðf 0Þ ¼ i+ðfÞ.

B.2. Bemerkung. Falls der Funktor G den Funktor F konfiguriert und G fein dar-
gestellt wird durch ein Schema T , dann ist T ein Konfigurationsraum für F im Sinne von
[17], 2.2.1.

B.3. Proposition. Sei A ein Henselscher diskreter Bewertungsring über einem alge-
braisch abgeschlossenen Körper k mit Restklassenkörper k, sei G ¼ Gn;d , und sei FA;G der
kontravariante Funktor Schk !Mengen definiert durch

S 7!FA;GðSÞ ¼
G- €UUberlagerungen X! SpecA)k S; die
in jedem geometrischen Punkt schwach

verzweigt sind

8
<

:

9
=

;=G;

wobei geometrischer Punkt separabler Abschluss eines Punktes bedeutet. Dann konfiguriert
Ld=Gm;k den Funktor FA;G.

Beweis. Wir konstruieren zuerst einen Morphismus Ld=Gm;k !
C

FA;G. Dazu be-
merken wir, dass im a‰nen Fall ~LLd=Gm;k G ~SS die universelle Familie ~XX mit G-Operation
trägt (3.6, 3.7). Man bekommt also o¤ensichtlich einen Morphismus

~SS!FA;GjA¤ o
k
;

wobei A¤ o
k die Kategorie der a‰nen Schemata über k ist, der für die triviale Operation von

G auf der rechten Seite G-äquivariant ist. Deswegen ergibt sich durch Garbifizierung ein
Morphismus

Ld=Gm;k ¼ Gn ~LLd=Gm:k !FA;G:
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Eigenschaft (i) ist klar wegen 3.2. Für Eigenschaft (ii) wählen wir S A Schk und setzen
S 0 :¼ Sred (das reduzierte Schema von S). O¤enbar ist S 0 ! S endlich radizial, und wir
zeigen jetzt, dass es einen Isomorphismus

ðLd=Gm;kÞðS 0Þ!
@

FA;GðS 0Þ

gibt. Wir können dabei annehmen, dass S 0 reduziert ist und sogar a‰n: S 0 ¼ SpecR.

Die Abbildung ist surjektiv: Sei

f ¼ ðX!G SpecA)k SpecRÞ A FA;GðS 0Þ:

Durch Komplettierung bekommen wir

X̂X !!!!G SpecR½½y''???y

???y

X !!!!G SpecA)k SpecR

mit ÂA ¼ k½½y''. Wir schreiben s für den separablen Abschluss eines Punktes s A S 0 und
erweitern die obige Gruppenoperation durch Basiswechsel via Spec ÔOS 0; s ! SpecR zu

X̂X)SpecR Spec ÔOS 0; s !!!!G Spec ÔOS 0; s½½y''???y

???y

X̂X !!!!G SpecR½½y'':

Wir haben jetzt einen Isomorphismus

X̂X)SpecR Spec ÔOS 0; s !
@

Spec ÔOS 0; s½½x'':

Dies folgt aus [4], Abschnitt 4, wo der verselle formelle infinitesimale Deformationsring be-
rechnet wurde, und man E¤ektivität hat wie im Beweis des Hauptsatzes A (4.4). Mit Hilfe
der Artinschen Approximation können wir S durch eine étale Umgebung ersetzen. Danach
sind wir in der Situation

X̂X ¼ SpecR½½x''!G SpecR½½y'':

Ein Element s A HLG operiert auf R½½x'' durch

sðxÞ ¼ a0 þ a1xþ a2x
2 þ ! ! ! ;

und wir haben a0 ¼ 0 und a1 ¼ 1 modulo aller Primideale p von R. Da R aber reduziert ist,
ist

T
p ¼ f0g, weswegen a0 ¼ 0, a1 ¼ 1. Wir können also sðxÞ ¼ xþ yðsÞx2 þ ! ! ! schrei-

ben, und y : H ! R bildet H auf einen Fq-Vektorraum in R ab. Durch direkte Berechnung
stellt sich heraus, dass y additiv ist, und wenn wir die Operation tðxÞ ¼ zxþ ! ! ! eines To-
rusteils berücksichtigen, finden wir leicht, dass z$1yðHÞ ¼ yðHÞ. Desweiteren ist yðHÞ nicht-
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entartet, da y für jede Spezialisierung injektiv ist. Also bekommen wir ein Element yðHÞ in
~LLd , das auf f abgebildet wird.

Die Abbildung ist auch injektiv: Wenn V und V 0 in R die gleiche Überlagerung über
SpecR) SpecA liefern, sind die o-Invarianten gleich in jedem geometrischen Punkt s von
S 0 (1.20 gilt für Henselsche Ringe), weswegen V und V 0 sich höchstens um ein Skalar in R)

unterscheiden. r

In 3.6 wurde gezeigt, dass das Schema ~SS den Funktor ~LLd=Gm;k grob darstellt. Wir
haben gerade gesehen, dass dieser Funktor FA;G konfiguriert. Man kann also ~SS als eine
Art von ,,grobem Konfigurationsraum‘‘ für FA;G betrachten.
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8, 11, 17, 20, 24, 28, 32 (1961–1967).
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