
論文 / 著書情報
Article / Book Information

題目(和文) トラス梁から成る空間構造の崩壊挙動再現のためのトラス梁要素に関
する研究

Title(English) Study on a truss beam element to simulate collapse behavior of spatial
structures composed of truss beams

著者(和文) 沖佑典

Author(English) Yusuke Oki

出典(和文)  学位:博士(工学),
 学位授与機関:東京工業大学,
 報告番号:甲第10523号,
 授与年月日:2017年3月26日,
 学位の種別:課程博士,
 審査員:元結 正次郎,翠川 三郎,笠井 和彦,盛川 仁,佐藤 大樹

Citation(English)  Degree:Doctor (Engineering),
 Conferring organization: Tokyo Institute of Technology,
 Report number:甲第10523号,
 Conferred date:2017/3/26,
 Degree Type:Course doctor,
 Examiner:,,,,

学位種別(和文)  博士論文

Type(English)  Doctoral Thesis

Powered by T2R2 (Science Tokyo Research Repository)

http://t2r2.star.titech.ac.jp/


 
 
 
 
 

トラス梁から成る空間構造の崩壊挙動再現のための 
トラス梁要素に関する研究 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

２０１７年３月 
沖 佑典 

  



 



謝辞 

 

 本論文は、筆者が東京工業大学 総合理工学研究科 人間環境システム専攻において、東京工業大学教授 

元結正次郎博士の下で、トラス梁要素について研究をおこない、その成果を纏めたものです。この論文を纏め

るにあたり、筆者は幾人もの素晴らしい先生方によってここまで導かれて来たことを強く感じています。 

 指導教官である東京工業大学教授 元結正次郎博士には、東京工業大学大学院に入学以来 5年に亘って、時

に叱咤され、時に激励をいただきながら、終始懇切丁寧かつ熱心なご指導を賜りました。先生は研究に対する

誠実かつ情熱的な姿勢を、研究者の有るべき姿として常に筆者に示し続けてくださいました。また、公私共に

今後の人生を歩む上で大切なことを多くご教示いただきました。ここに、心より感謝を申し上げます。 

 東京工業大学教授 笠井和彦博士には、本論文の全体を通して懇切丁寧なご指導と多くのご助言を賜りまし

た。ここに、厚く御礼申し上げます。 

 東京工業大学教授 翠川三郎博士には、トラス梁要素の実用性に関するご助言など、本論文を纏めるにあた

っての貴重なご意見を賜りました。心より感謝いたします。 

 東京工業大学教授 盛川仁博士には、研究内容に対する貴重なご助言をいただいただけでなく、折に触れて

熱く激励を賜りました。心より御礼申し上げます。 

 東京工業大学准教授 佐藤大樹博士には、常に温かい励ましと、論文全体に亘って大変貴重なご助言を賜り

ました。ここに、心より感謝いたします。 

 筆者が学部 4年時に指導教官としてお世話になりました、東京工業大学准教授 堀田久人博士には、1 年間

という短期間でしたが、研究生活の礎となる丁寧なご指導を賜りました。堀田研究室での所属期間以降も、折

に触れて現状を気にかけてくださいました。深く感謝いたします。 

 本論文を執筆するにあたり、多くのご指導と励ましの言葉をいただきました東京工業大学 助教 金子健作

博士に心から感謝申し上げます。鹿島建設技術研究所研究員 緒方誠二郎博士には、本研究をはじめた当初か

ら多くのご指導とご助言をいただきました。深く感謝申し上げます。 

 竹中工務店技術研究所研究員 佐藤恭章博士には、公私共にお世話になり、研究に対しても熱く議論を共有

できただけでなく、常に激励を頂戴しました。福井大学特命助教 寺西正輝博士には、応用力学分野の研究の

先輩として多くのご助言をいただいただき、研究に取り組む姿勢など多くのことを学ばせていただきました。

両氏は、元結研究室への所属当初から先輩として常に目標であり続けた方々です。ここに、厚く御礼申し上げ

ます。 

 また、修士課程での生活を共にし、各自の研究について議論を共有することができただけでなく、折に触れ

筆者を気にかけてくださった元結研究室の修了生の方々、各々の多忙な活動の中でも雑務を引き受けてくれる

など、本論文を纏めるにあたって筆者を支えてくれた研究室の皆様には心から感謝いたします。 

 最後に、筆者の研究生活を絶えず気にかけ、陰ながら支えてくれた両親、家族に、深く感謝申し上げます。 

 



内容梗概 

 

 トラス梁から成る空間構造は、多数のトラス梁部材を組み合わせて無柱空間を形成する方法として

広く普及している。構造設計者はこのような構造物の崩壊挙動を考える時、空間構造特有の全体座屈

はもとより、トラス梁の構成部材である弦材の座屈等に起因する応力再配分が空間構造全体の崩壊挙

動に与える影響を正しく捉えなければならない。近年では離散化手法等の数値計算手法が普及の途上

にあるが、検討の際の作業の煩雑さの面で、設計業務の中で常に使用する方法としては不向きである。

そこで、トラス梁の弾性設計の際に用いられる線材置換手法に基づき、トラス梁部材を単一の梁要素

に置換し、構造設計者が必要とする部材の材端力のみを抽出して取得することを可能としつつ、座屈

現象を適切に考慮することができる新たな手法が望まれる。以上の背景より、トラス梁に生じる主要

な座屈現象である弦材の構面外座屈後挙動を再現可能な「トラス梁要素」が提案されてきた。しかし

ながら、この手法は弦材の接合条件が限定的であり、それ故実在する空間構造に含まれる境界条件を

設定可能なものではなかった。境界条件の差異はトラス梁の座屈荷重および座屈後挙動に影響を与え

るため、トラス梁要素によって空間構造全体の崩壊挙動を追跡するには再度考察が必要である。そこ

で本研究では、空間構造における崩壊挙動を再現することを目的とし、弦材同士が剛な接合条件にお

いて単一の梁要素でトラス梁に生ずる構面外座屈後挙動を考慮した上で追跡可能な「トラス梁要素」

を提案する。本論文は以下の６章により構成される。 

 

 第１章「序論」では、本研究の背景として、設計に資する構造解析は単純な線形解析が主流である

こと、この理由として、空間構造を構成するトラス梁弦材の座屈現象を簡便かつ高精度に再現するた

めの解析法が存在しないことを指摘し、線材置換手法に基づくトラス梁の解析法における重要性を述

べている。また、既往の研究を概説するとともに、既往の「トラス梁要素」を空間構造の数値解析に

適用するときに生じる問題点に言及し、本論文の目的を述べている。 

 

 第２章「弦材の弾性座屈後挙動解析法」では、材端に回転拘束を受けたトラス梁の弦材を抽出し、

斜材から中間軸方向力が入力される弦材の構面外弾性座屈後挙動を単一要素により解析する手法を提

案している。まず、弦材の材端力を追跡するための基本式である軸力、中間軸方向力、材端モーメン



トに対する弾性構成則および内部のモーメント釣合い式を、熱力学の基本原理に基づく誘導過程に準

じて導出する。次に座屈の進展に伴う材端力の計算手順を示す。さらに数値計算例を通して、本章の

解析法と離散化手法の数値解の比較により、座屈の進展に対する本章の解析法の妥当性を示している。 

 

 第３章「弦材の弾塑性座屈後挙動解析法」では、弦材の塑性化に伴って座屈が進行する場合につい

て、第２章で提案した弦材の解析法を拡張し、塑性ヒンジ法に基づいて定式化をおこなう。第２章と

同様に抽出した弦材において、塑性ヒンジが最大 3 箇所で生じると仮定し、新たに定義した塑性変位

成分によるエネルギーの散逸を熱力学の第 2 法則に基づき誘導する。次に、トラス梁の構成部材とし

て一般的に用いられる断面を想定し、塑性化に伴う変位の進展を考慮するための塑性流れ則を導出す

る。さらに、数値計算に用いる際の接線剛性の算出方法および数値計算手順を示す。本章で提案した

基本式、塑性流れ則および数値計算手順の妥当性を、様々な細長比や境界条件を想定した例題に対す

る本章の解析法および離散化手法による数値解との比較を通して示している。 

 

 第４章「剛な接合条件における構面外座屈後挙動を考慮したトラス梁要素の提案」では、第２章お

よび第３章で導出してきた弦材の座屈後挙動に関する解析法をトラス梁要素の評価手法に適用する。

既往のトラス梁要素は、弦材の接合条件がピンである場合のみを想定していた。しかしながら、弦材

の材端条件が拡張されたことにより、トラス梁に対する自由度も拡張する必要がある。そこで、まず

はトラス梁要素を構面外回転および捩り率を考慮した自由度数とし、弦材とトラス梁要素の変数間の

関係則を得る。次に、追加した自由度を含む全自由度に対して熱力学第 2 法則および最大塑性散逸の

原理に基づく弾性構成則、エネルギー散逸および塑性流れ則を導出している。さらに、トラス梁要素

によって座屈や塑性の進展を追跡するための数値計算手順を示している。以上の解析法の妥当性を、

円形鋼管の弦材によって構成されるトラス梁一部材を対象に、提案手法と離散化手法の数値計算結果

を比較することで明らかにしている。 

 

 第５章「トラス梁要素の空間構造への適用例」では、空間構造を想定した解析対象に対する崩壊挙

動の再現を目的として、離散化手法により部材を細かく要素分割した解析モデルと第４章に基づくト



ラス梁要素を用いた解析モデルの荷重変位関係を比較し、トラス梁要素を空間構造の崩壊挙動の解析

に適用した時の妥当性を示すとともに、トラス梁要素を使用する際の留意点について言及している。 

 第６章「結論」では、トラス梁からなる空間構造の崩壊挙動を再現することを目的として提案した

トラス梁要素による数値解析法の妥当性について、構築の際に提案した弦材の数値解析法の妥当性と

ともに総括して述べている。 
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１．１ 本研究の背景 

 

 空間構造(Spatial structure)は、「その内部に無柱の大空間を内包するような建築構造」(文献 1 より抜

粋)の総称であり、事務所ビルなどの「重層構造物」と対比される構造形式である。特に鉄骨部材によ

って空間構造を構築する場合、多数の構成部材によって 1 つの単位を形成し、さらにその繰り返しに

よって多様な無柱空間を形成するため、鉄板やコンクリートシェル等とくらべてスパンの割に自重が

小さいことが特徴である。鉄骨部材による空間構造の中でも、平行弦トラス梁から成る空間構造は、

一部材を上・下弦材、斜材および束材といった構成部材によって「梁」を形成する。これにより、建

設資材の運搬が容易になるのみならず、非充腹材として梁せいを高くすることで建物の総重量に対す

る面外剛性を高くすることができることから、経済的な架構形式といえる。また、100m を超える無柱

空間の需要がある野球ドームや空港、企業の生産施設から、地域の小中学校体育館に至るまで、幅広

い規模の空間構造で採用されている、典型的な架構形式とされる。 

 小中学校は台風や地震などの大規模な災害時においては地域の指定避難場所とされていることが多

く、一度に大人数を収容できる体育館に一時収容される場合が現実的にも多い 2),3)。したがって、被災

時においても雨風を凌ぐために、外力に対する人命保護の観点からはもちろん、震災時にも大人数が

使用する機能維持の能力を有することが求められる。また、倉庫や工場などの生産施設や駅周辺、空

港などは、震災後も以前と同等の役割を維持するか、いち早く復旧することが求められる。近年では

想定を超える地震や台風により甚大な被害を受けた空間構造も多数存在し 4),5)、社会的にも想定外の事

象にいかに対応するかを議論する場が増えている。 

 地震動などの外力に対する伝達機構の特性として、空間構造は「形態抵抗構造」と呼ばれ 1)、主に軸

力に代表される面内断面力によって地盤に伝達する構造である。この外力伝達機構により、構造設計

や解析の際の条件設定において重層構造物ではおこなわれない考察を含めた検討を必要とする。空間

構造においては変形前後の状態によって座屈荷重に大きな差異が生じ、架構の幾何学的非線形挙動で

ある「全体座屈」が生じる。また、ライズを有する空間構造は水平外力でも躯体が上下動することが

知られている 12)。したがって、解析においては材料的非線形性に加えて幾何学的非線形性をも考慮す

ることが必要となるほか、屋根面における剛床仮定は通常採用できない。また、崩壊過程において、

空間構造における構成部材の座屈や塑性化が先行する場合が多い。これらを考慮すると、空間構造の

中の一個材の不安定現象が発生したときに、自己釣合を保持するために応力再配分が生じ、線形弾性
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系の固有値解析等による推測結果とは異なる系に次々と移行する。その崩壊挙動は複雑であり、構造

設計者に要求される多様な業務の中で精確に追跡することは困難であると言える。 

このような設計時の困難さから、空間構造の構造設計は弾性設計を基本的な方針としており、二次

設計における保有水平耐力計算における Ds 値は 0.5 程度とされることが多い。この値は、空間構造そ

のものには損傷を考慮しない、すなわち構造物の靭性をほとんど考慮しない値とされ、線形状態を保

持するために、設計外力に対して大きな安全率が採られているといえる。また、空間構造の全体座屈

を防ぐ方針に基づく弾性座屈耐力の推定方法として、単層ラチス構造を対象に、 IASS

の”Recommendations For Reinforced Concrete Shells and Folded Plates 13)”を基に提唱された「修正ダンカレ

ー式」(加藤・小河ら 14)~19)など)があり、球形、円筒、鞍型など、特定の単層ラチス構造においては簡

易に推定することができる。これらの知見を踏まえて、1996 年の「鋼構造座屈設計指針 20)」に「スペ

ース・フレーム」の章が追加された。さらに 2016 年には、単層および複層ラチスシェルに対して、立

体骨組モデルによる時刻歴応答計算を耐震性能の確認の選択肢とする指針 12)が示された。以上の指針

等の刊行により、空間構造における耐震設計の際の検討項目に一定の要求水準が設けられたと考えら

れ、上記の方針で構造設計をおこなうことで、設計要件としては損傷後の挙動を追跡していなくとも

空間構造の耐震性能を有することになる。 

しかしながら、ここまで述べた設計要件を満たす検討のみでは、想定外の外力時の挙動を含む真の

耐震安全性を確認したとは言い難い。そこで、想定外の事象に対しては、設計基準に対する耐力計算

と別個に把握すべきである。例えば屋根部分の損傷を制御した構造物 12)に対しても、屋根部分の損傷

後の倒壊メカニズムを事前に把握しておく。構造物の保有耐力と変形の関係が最大耐力後まで求めら

れていれば、構造物における震災後の使用可否の判断がスムーズになる。場合によっては、屋根部分

の詳細な検討により、再現期間の長い地震動に対して大幅に安全側の耐力を設定した構造設計は不経

済となることもあるため、最大耐力後の状態が安定していることが確認できれば、構造物の靭性を考

慮した終局状態に基づく設計方針を選択肢の一つとすることもあり得る。以上の観点からも、構造設

計者は、構造設計の段階において想定する外力に対する耐震安全性の確保のほか、仮に想定外のあら

ゆる事態が生じた時のために終局挙動を把握し、空間構造の耐震性能の範囲について施主と合意形成

を図る必要がある。また災害が発生した場合は、空間構造の躯体や非構造部材等の損傷の有無や度合

い、さらには補修の必要性などを、強震動データ等を基に設計者が確認し、使用者や施主に対して説

明する責任がある。 
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 多様な空間構造に対して、縮小試験体による実験的研究や 6),9)、有限要素法による解析的研究 7),8),10),11)

による崩壊挙動の確認がおこなわれた例も存在する。実験的研究は特殊な架構に関する安全性を検討

するためにおこなわれているが、同様の検討が全ての空間構造で可能なわけではない。一方、解析的

研究は、上記に関しては特定の空間構造に対するモデル化がなされた例ではあるものの、大規模な実

験施設を必要とせずに検討が可能な事から、一般的な構造設計業務の際に使用する期待ができる方法

である。コンピュータ性能が発展し、モデル化が効率化されれば、様々な設計変数に対して設計者の

選択肢を広げる事が可能になると考えられる。 

 空間構造において各種の非線形挙動を考慮した数値解析は、有限要素法などの「離散化手法」と呼

ばれる方法により可能である。この方法は構造躯体を梁要素やシェル要素の「構造要素」に置換する

ことで構築した数値解析モデルを用いて数値計算をおこなうものである。この手法においても、モデ

ル化の方針によって 2 つの考え方に大別することができる。一つは「細分化」という考え方で、個材

に対して複数の構造要素に置換し、多くの自由度数を有する解析モデルである。細分化モデルによる

空間構造の解析的研究はすでに多くの研究者によっておこなわれており例えば 21)~31)、個材レベルの座屈

後挙動や構造物全体の損傷の進展など、限りなく実態に近い挙動を近似的に再現可能である一方、自

由度数が多くなるために解析モデル自体が複雑となる。特に多くの構成部材から成る空間構造におい

ては、その自由度数は膨大となる。近年ではコンピュータ性能の発展と汎用数値解析ソフトウェアの

普及により、これまでできなかった自由度数の解析モデルによる非線形解析が実務でもおこなわれる

ようになりつつある。たとえば、空間構造全体の振動特性等を取得するための線形固有値解析を線材

置換モデルによっておこない、部材断面の詳細や外力の検討が確定したところで、少ない質点系での

時刻歴応答計算をおこなった例がある 8),9),11)。しかしながら、2 種類の解析モデルの構築による手間が

かかるほか、両者の間の解析モデルとしての整合性確認が必要であるなどの問題も生じる。また、出

力される結果自体を設計者が判断するために、個材の断面力を組み合わせて巨視的な単位(組立梁など)

の材端力として算出する必要があることから、ヒューマンエラー発生の危険が伴う手法であるといえ

る。 

上記の煩雑さに加えて、特にトラス梁から成る空間構造は、全体座屈が生じる前に個材の不安定現

象が生じる。このような場合、線材置換モデルによる固有値計算では追跡できない現象も存在する危

険性があり、進行する崩壊挙動に応じて正しく考察をしていくことが求められる。このような知見は、

重層構造物の設計経験が豊富な構造設計者でも十分に持っていない場合がある。空間構造の数値解析
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における憂慮点や手順などの理解を助けるために、日本建築学会が各種の指針やガイドラインを発行

している 1,20),32~35)他、学会が主催する講習会 36)や書籍等例えば 37),38)で啓発活動に取り組んでいる。文献 32

には、単層および立体トラス構造における個材の塑性化を考慮した全体座屈耐力の予測式が示されて

いるほか、連続体置換による座屈解析法の概要が示されている。ここに示されている方法は日置ら 39)

の文献を基にした方法である。ただし、この方法は弾性座屈耐力を追跡するための座屈解析法が示さ

れているのみであることを誤解してはならず、崩壊挙動を追跡する方法とはそもそもの目的が異なる。

また、文献 34 には単層ラチスおよび立体トラス構造をシェル要素として連続体置換する方針が主に示

されているが、構面外座屈などのトラス梁に生じる局所的不安定挙動は、シェル要素ではなく梁要素

で置換する方が力学挙動として自然であると考えられる。こうした中で、文献 1 では、設計者が空間

構造の解析に離散化手法を採用するにあたっての指南書として、数値計算分野で広く用いられている

有限要素法の概要から、モデル化や解析結果の評価に関する留意事項までを詳細に説明している。ま

た、部材の弾塑性状態を考慮した全体座屈後挙動の追跡の必要性にも言及している。文献 33 において

も、地震応答解析などにより耐震性を評価するための解析モデルの構築方法などを解説している。ま

た、学生や実務経験の浅い設計者を対象に、「シェル・空間構造 チュートリアルセミナー」注 1と題し

て、空間構造を解析する基礎となる知識の提供や、設計に応用した例などを啓発している。 

しかしながら、このような普及活動も未だ浸透したとは言い難く、細分化モデルによる数値解析を

判断材料とした発展的な設計方法を採ることができるのは一部の設計者に留まっているといえる。ま

た、膨大な自由度数に対する数値計算は高度な数値計算用コンピュータを必要とするため、数値解析

を実行する十分な環境が構造設計者に提供されているとは言い難い。そこで、離散化手法による数値

解析のモデル化方針のもう一つの考え方である「線材置換」の使用が見込まれる。 

「線材置換」によるモデル化は、細分化モデルとは逆に、複数の個材を纏めて単一の構造要素とす

ることで、解析において不必要と判断される自由度を縮減する、という考え方である。線材置換モデ

ルを用いた解析で得られる結果は、設計者が設計時に必要とする材端力が最低限の自由度数で得られ

るため、部材の材端力を効率よく取得でき、設計者が構造特性を把握しやすいという利点を有する一

方、自由度数縮減の度合いは設計者の判断に委ねられ、その判断が適切でない場合は、必要な崩壊系

が出現しないような結果が出力される恐れがある。場合によっては、空間構造全体の崩壊挙動に寄与

する不安定現象をも無視した状態で解析する危険があるが、その考察をしながら設計することは、か

えって非効率である。そこで、研究者が設計者を支援する形で、工学的な知見に基づいて主要な不安
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定現象を抽出し、要素の荷重変位関係に考慮した梁要素を提案することで、設計者は使用のみに注力

することができ、結果として多くの手間を省略することができるだけでなく、一定の精度を保証した

崩壊現象の再現を両立することが可能になると考えられる。本研究は、このような「線材置換」手法

に基づく数値解析法に対する需要が背景にある。  
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１．２ 本研究に関する既往の研究 

 

立体および平行弦トラス梁から成る空間構造における構成部材の連続体・線材置換手法に関する既

往の研究は古くから存在するが、多くは解析負荷の軽減を目的としたものである。例えば、トラス平

板構造の有効剛性を概算的に把握する研究として、齋藤らの研究がある 40),41)。これらは、スペースフ

レームの解析自由度数の縮減を目的として、立体トラスユニットの集合とし、各ユニットにおける部

材の組み合わせ方に応じた有効剛性の算出方法を示し(文献 40)、解析例を示している(文献 41)。また、

日置・坂ら例えば 39)では、局所的な不安定現象である個材の弾性座屈が生じる時の、空間構造全体の耐力

を「有効強度」と定義し、ラチス構造を連続体と捉えて算定法を示している。また、「有効剛性」に関

する研究もなされている 42)。しかしながら、これらの方法は線形・弾性時から最初の不安定挙動が発

生する時までを対象としているため、その後の挙動まで追跡する手法とはなっていない。 

上谷ら 51),52)は、平行弦トラス梁の個材が弾性座屈後挙動を連続体置換手法に基づき解析する手法を

提案している。この手法は、弾性座屈荷重の生ずる個材の骨格曲線をバイリニアとすることで、弦材

の座屈が進展する過程でのトラス梁の剛性低下を再現している。また、断面が塑性化する事による個

材の軸力の低下を再現するために、擬似的な塑性流動則を数値実験から導出し、トラス骨組の軸力低

下を再現している。しかしながら、これらは弾性座屈荷重後の荷重変位関係や塑性流動則に仮定を含

む手法であり、置換した連続体も要素分割を施しており、要素数の大幅な縮減とはなっていない。小

川らは、個材の不安定現象として弦材の構面外座屈を対象に、弦材端部の境界条件に応じた座屈後の

変形能力に関して、鋼管断面の個材の局部座屈が生じるまでの変形能力に関する予測式を提案し 53)、

それがトラス梁の構面外座屈を決定づける因子と特定した上で、座屈後の変形能力について言及して

いる 54)。 

一方で、局所的な変形を考慮する連続体置換の考え方として提案されていた Cosserat 兄弟による

Couple Stress 理論 43)およびその拡張された「一般多重有向連続体」の概念 44), 45)に基づき、空間構造の

解析に応用するための考察も多く存在する。例えば松岡・横井はトラス梁やフィーレンディール梁を

「局所的変形の生じる一次元モデル(梁要素)」と捉え、弦材と束材の接合部の回転を考慮した連続体置

換手法について、「一般多重有向連続体」とトラス梁などの変形の物理的相似性を考察している他 46)、

トラス梁およびフィーレンディールに適用する例 47)や、同様の手法でフィーレンディール平板に適用

する例を示している 48)。その後、小河・鈴木 49)は、立体トラス構造もしくは平行弦トラス梁構造の繰
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り返し部分に生じる局所的な回転を考慮するため、Cosserat らの連続体理論に基づく要素の展開をおこ

なっている。堀田・鈴木・小河 50)によると、弾性範囲ではあるものの、構面内座屈を考慮したたわみ

図と同等の結果が得られている。しかしながら、梁要素の自由度を拡張する概念である上、自由度の

物理的解釈や弾性構成則の係数の計算に複雑な考察を要するなど、構造設計者の使用するツールとし

て求められる実用性には遠いのが現状である。 

こうした背景を受け、元結・大塚 55),57)は、個材の塑性化および構面内座屈によりトラス梁の巨視的

な荷重変位関係が非線形となる場合を単一の梁要素で追跡する手法が提案されている。この時の個材

の座屈挙動の解析法は文献 56)に示すトラス要素の簡易解析法を適用したものである。また、同様にし

て、元結・緒方は個材の不安定挙動として弦材の構面外座屈に着目し、文献 56 を拡張した定式化によ

り弦材を単一要素として解析する手法を提案している 58),59)。また、この手法を「トラス梁要素」に適

用する手法を提案している 60)。以上の手法について、トラス梁の基本式等の定式化は塑性論およびそ

の根本となる熱力学の基本原理に整合するものとなっており、単一要素とすることで自由度数を縮減

するだけでなく、力学的整合性を有するものとして一定の精度を保証している。しかしながら、これ

らの手法は弦材の接合条件がピンであった。これは、弦材の数値計算手法において、個材の手法であ

る文献 57 を拡張することで定式化を試みており、この時の材端の接合条件がピンとなっていたためで

ある。単独のトラス梁で見ると、材端をピンとすることにより座屈長さが最も長い状況となり、材端

に固定度を有する場合に比べて安全側の座屈荷重を得られるため、トラス梁部材の設計に使用する方

法としては十分に適用可能である。しかしながら、一般的なトラス梁から成る空間構造において弦材

は連続しているか、大スパンのものでは溶接処理もしくは鋳鋼接合部が用いられ、中規模のものでも

ガセットプレートにより弦材同士が接合されることで、トラス梁の構面外回転を拘束した例が多く見

受けられる。一般に座屈現象は端部の接合条件が異なることにより、座屈耐力や座屈モードに多大な

影響を与える。特にトラス梁から成る空間構造においては、弦材同士が剛接合であることにより周辺

部材の補剛効果があるため、座屈耐力がピン接合の想定より大きくなることが考えられる。また、空

間構造全体としてみると、互いの弦材の接合条件が剛であるトラス梁に構面外座屈が生じた際に、座

屈耐力に達していない周辺のトラス梁弦材が構面外への強制変形を受けることになり、座屈等の不安

定挙動を誘発する恐れがあるなど、ピン接合である既往の手法では追跡できない現象があり、崩壊挙

動の再現のためにはより実態に近い接合条件における手法とすべきである。 
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１．３ 本研究の目的 

 

 想定を超える外力に対する空間構造の真の安全性の検証が求められる中で、空間構造の崩壊挙動を

再現するために離散化手法を用いることは、より詳細な再現を求めるほど膨大な自由度数を要し、解

析モデルの整合性、結果の考察過程における作業量の多さや収束性などの問題が生じるため、設計業

務で崩壊現象を常に確認しながら設計することは現実的ではない。そこで本研究は、トラス梁から成

る空間構造において、弦材の構面外座屈による耐力の低下を考慮した全体崩壊挙動の再現を少ない自

由度数でなおかつ精確に可能とする「トラス梁要素」の提案を目的とする。特に、実際の空間構造に

見られる弦材の接合に適う条件でトラス梁の構面外座屈を追跡可能とするため、接合条件を拡張した

新たな弦材の解析法を提案する。また、弦材の接合条件が変更されることにより、トラス梁要素の材

端条件および自由度も拡張した手法とする。さらに、提案したトラス梁要素を空間構造の数値解析に

適用し、数値解析をおこなうことにより、トラス梁要素の妥当性と適用範囲を検証する。 
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２．１ はじめに 

 

 本章では、トラス梁の弦材に弾性座屈が生じる時の座屈後挙動までを考慮した数値解析法を提案す

ることが目的である。 

 座屈の生じる部材の履歴則に関する研究は従来おこなわれており、主に塑性ヒンジモデルによるも

の例えば 61)~66)と、実験的知見に基づいて荷重変位関係を複数の近似関数で示すもの例えば 67),68)に大別され

る。これらは部材に単一の軸方向力が生じる部材ブレース材などに関する研究が多く、弦材のような、

中間に軸方向力が生じる場合までを反映した履歴モデルではない。トラス梁においては、弦材が斜材

から受ける軸力によってトラス梁としての構面内せん断力を伝達するため、弦材の中間軸方向力はト

ラス梁の材端力変数として考えなくてはならない。弦材のみを取り出すと、中間軸方向力が変化する

ことにより座屈荷重や座屈モードが変化するため、座屈荷重や座屈後の耐力評価を近似化する手法は

困難を伴う。 

 こうした考えもあり、元結・緒方は前者の塑性ヒンジモデルに立脚した立場から、トラス梁弦材を

「軸力勾配を有する圧縮材」と称して数値解析法を提案しており 58),59)、トラス梁要素まで拡張する方

法を示している 60)。しかしながら、この手法では対象とする弦材の接合条件がピンのみに限定されて

おり、実際の接合条件に適うモデル化となっていない。弦材端部の接合条件を考慮するためには、こ

れまで軸力の接線剛性に関わる変数を材端の回転とは独立に定義していた評価手法を、材端との相互

作用を考慮した新たな手法として再定義する必要がある。 

 本研究では Fig.2-1 に示すトラス梁における長さ L の弦材が構面外座屈する状態を対象とし、弦材の

みを抽出し、材端に回転拘束を受ける部材の軸方向(r 方向)と構面外座屈の方向(s 方向)による 2 次元問

題として、弦材に中間軸方向力が入力される場合の解析法を提案する。特に本章では弾性座屈を対象

とする。２．２節では熱力学の基本原理に基づく定式化より基本式を導出し、２．３節では数値計算

例として、弦材に弾性座屈が生じる場合の定式化に則った解析法(提案手法)と離散化手法による解析結

果の比較により、座屈の進展に対する提案手法の妥当性を検証する。 

 なお、本章および第 3 章では上弦材を対象に定式化をおこなう。下弦材についても同様に定式化が

可能であるが、ここでは割愛する。また、第 2 章および第 3 章において示す諸変数は、第 4 章以降と

Appendix 1 に示す記号表における上・下弦材を示す添字 ζを省略して記述する。 
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２．２ 基本式の定式化 

 

２．２．１ 対象とする弦材 

 対象とする弦材を Fig.2-1 に示す。材端点 I、J で回転拘束を受ける長さ L の弦材 IJ を考える。この

弦材が圧縮力を受けて、点 J から Lα の点 K で最大横たわみとなる弾性座屈が生じるとする。このこと

を踏まえ、この部材に軸力 N 、部材の中間位置において等間隔に ( )1−S 個の中間軸方向力 N 、そして

点 I、J に曲げモーメント iM および jM が生じ、Fig.2-2(a)から Fig.2-2(b)に示す変形後に平衡状態に達し

た場合を考える。弦材が N によって区切られた区間の中で、J から ( ) mm ~1− 番目の N 作用位置の間に

K が位置するときの条件は、 

    
S
m

S
m

<<
−

α1
,   Sm ,,2,1 =  (2.1) 

である。Fig.2-3 に本章における回転の定義を示す。 jki uuu ,, および jki θθθ ,, は対象モデルの点 I、K、J

の r 方向変位および回転角を、それぞれ表す。 ( ) ( ) ( )mSLLL uuu −,...,, 21 および ( ) ( ) ( )121 ,...,, −mRRR uuu は、N の生じ

る位置の r 方向変位を示す。また、座屈による点 K の s 方向変位 kv に比べて IJ の軸方向変位量は非常

に小さいとし、部材 IK、KJ の部材角をそれぞれ ikR , kjR とする。作用する荷重および変位は右向き、

曲げモーメントおよび回転変位は反時計回りを正とする。 

 部材各点の軸力 kji NNN ,, は N および N を用いて次式のように示される。 

    NSNNi 2
1−

+= , NSNN j 2
1−

−=  (2.2a,b) 

    
( ) ( )

1
1

−

−+−
=

S
NmSNm

N ji
k NSmN 






 −

−−+=
2

11  (2.2c) 

また、座屈後のモーメントの釣り合いより、せん断力は次式となる。 

    ( )( ) ( )( ){ }
L

MM
mSmSRmmR

S
NQ ji

ikkj

+
−+−−+−−= 11

2
 (2.3) 

 ここで、文献 59 と同様の手順で基本式を導出する。弦材に対して、点 K を境に左側モデルと右側モ

デルに分けて定式化をおこなう。 
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２．２．２ 左側モデルの基本式 

 左側モデルを Fig.2-4 に示す。点 I に ( )ii MN , 、点 K に ( )kLk MN , の材端力が生じている。( )mS − 個の

N は IK の直線上に分布すると考えると、左側部分における Helmholtz 自由エネルギーおよび

Clausius-Duhem 不等式は次式によって表現される。 

 Helmholtz 自由エネルギー 

    
( ) ( ) ( )

( ) ( )
e
LML

Te
L

ik
mSLk

c

mS

s

ik
sLsL

cik
iL

c
L

S
mLRuu

LSm
SEa

S
LRuu

L
SEa

S
LRuu

L
SEa

θkθ
2
1

22
1

22
1

22
1

22

2

22

1

22

1

+














 −+−

−
+









+−+








+−=

−

−

=
−∑

α
α

Ψ

 (2.4) 

 Clausius-Duhem 不等式 

    ( ) ( ) 01
1

=−+⋅+++−− ∑
−

=
ikLLkk

mS

s
sLiiL RLQuNuNuN  αΨ θM  (2.5) 

ただし、式(2.5)については、本章においては弾性のみを考慮するため等号が成立する。式(2.2c)の条件

の下に、式(2.5)に式(2.4)の変化率を代入し、全ての変位成分の変化率に対して式(2.5)が成立する条件か

ら、次式が得られる。 

    ( )














 −+−−

−
= − α

α S
mLRuuu

SmSEA
LN ikp

kLmSLk
k

2
1 2

, (2.6a) 

    ( ) ( ) ( )( )mSLkmSLmSL uu
Sm

uu
SEA

LN
−−−− −

−
−−=

α
1

1 , ( ) ( ) ( ) ,2,...,2,1;2 12 −−=−+−= ++ mStuuu
SEA

LN
tLtLtL

 (2.6b,c) 

    ( ) ( ) iLL uuu
SEA

LN
−+−= 12 2 , ( ) S

LRuu
SEA

LN ik
iL

i

2

2

1 +−= , (2.6d,e) 

    e
LMLL θkM =  (2.6f) 

    
( )( )

( ) ( ) ( ) 011
12

1
=−+++−









−
+−−

+− LQMMLRN
S

mSmSN kLiikk αα
α

 (2.6g) 

さらに整理すると、次の諸関係が得られる。 

 点 K における軸力・中間軸方向力と軸方向変位の関係： 

    ( )
( ) ( )( )

( ) N
S

mSmSLRuu
L

EaN ikp
kLk

c
k α

α
α −

+−−
−







 −

+−
−

=
12

1
2

1
1

2

 (2.7) 
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 曲げモーメント弾性構成則：式(2.6f) 

 点 K から左側におけるモーメントの釣り合い関係：式(2.6g) 

これらが左側モデルにおける基本式である。以上の定式化において、 

    { }TkLiL MM=M , { } { } ikL
Te

kL
e
i

e
L R1−== θθ θθ , { }TkiL θθ=θ , (2.8a-c) 

であり、 LM は左側材端曲げモーメントを、 kLM は左側モデルにおける点 K の曲げモーメントを、 ( )sLu

( )mSs −= ,,1 は各中間軸方向力作用位置における水平変位を、 Lθ は左側モデルの回転に関する変形

角を示す。 MLk は左側モデルの回転剛性マトリクスをそれぞれ示すが、各係数は座屈たわみ角法の修正

定式化 69),70)を、さらに材端点 I 及び J の回転拘束を考慮した形に拡張した時の係数を用いている。ま

た、{}1 は全成分が 1 の定数ベクトルを、式中の ( )* は各変数の変化率を示す。 
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２．２．３ 右側モデルの基本式 

 右側モデルを Fig.2-5 に示す。点 K に ( )kRk MN , 、点 J に ( )jj MN , が作用し、中間に生じる N は ( )1−m

個である。基本式は 2.2.2 項と同様の算出過程で得られる。 

 Helmholtz 自由エネルギー 

    

( ) ( ) ( )

( ) ( )
e
RMR

Te
R

kj
kmR

c

m

t

kj
tRtR

ckj
Rj

c
R

S
mLR

uu
LmS

SEa

S
LR

uu
L

SEa
S

LR
uu

L
SEa

θkθ
2
11

212
1

22
1

22
1

22

1

2

1

22

1

22

1

+


















 −

−+−
+−

+











+−+










+−=

−

−

=
+∑

α
α

Ψ

 (2.9) 

 Clausius-Duhem 不等式 

    ( ) 0
1

1

=+⋅+−++− ∑
−

=
kjRRkk

m

t
tRjjR RLQuNuNuN  αΨ θM  (2.10) 

式(2.10)第 1 項に式(2.9)の変化率を代入し、全ての変位成分の変化率に対して式(2.10)が成立する条件か

ら得られた式をさらに整理すると、以下の 3 つの式が得られる。 

 点 K における軸力、中間軸方向力と軸方向変位の関係： 

    ( ) N
S

mmLR
u

L
Ea

N kj
j

c
k α

α
α 2

1
2

2 −
+










+=  (2.11a) 

 曲げモーメント弾性構成則： e
RMRR θkM =  (2.11b) 

 点 K から右側におけるモーメントの釣り合い関係： 

    
( ) 0
2

1
=−++



 −

−− LQMMLRN
S

mmN jkRkjk αα
α

 (2.11c) 

これらが右側モデルにおける基本式である。ここに、 

    { }TjkRR MM=M , { } {} kjR
Te

j
e
kR

e
R R1−== θθ θθ , { }T

jkR θθ=θ  (2.12a-c) 

であり、 RM は右側材端曲げモーメントを、 kRM は右側モデルにおける点 K の曲げモーメントを示し、

( )tRu ( )1,,1 −= mt  は各中間軸方向力作用位置における水平変位を、 Rθ は右側モデルの回転に関する変

形角を、
e
Rθ は Rθ の弾性成分を、それぞれ示す。 MRk は右側モデルの回転剛性マトリクスを示し、導

出方法は 2.2.2 項の MLk と同様である。 
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２．２．４ 弦材モデルの基本式 

 2.2.2、2.2.3 項で得られた左右の基本式の釣り合いを考える。まず、式(2.6g)または式(2.11c)に式(2.3)

を代入することにより次式が得られる。 

    ( ) kjik RR αα −=−1  (2.13) 

のちの式の便宜上、左右の部材の相対部材角 R を定義し、次式のように表す。 

    ( )RRkj α−−= 1 , RRik α=  (2.14a,b) 

これは幾何学的関係とも整合し、さらに文献 58 における式(9)および(10)とも等しい。次に、式(2.6f)

および式(2.11b)と点 K における節点方程式 0=+ kRkL MM を用いて、次式が得られる。 

    ( ) ( ) e
i

e
jk R αθθααθ

2
11

2
121 −−−+−=   (2.15) 

以上の関係と式(2.2a-c)、(2.3)を用いて、左右の基本式(2.6a-g)および(2.11a-c)を改めて整理することで、

弦材モデルの基本式が得られる。 

    [ ]2CRu
L

Ea
N c +=  (2.16a) 

    ( )[ ]212 CRukN N −+= α  (2.16b) 

    { } e
M

T
jki MMM θkM ==  (2.16c) 

    ( ) 02 =⋅++−= aM TCRNDNΞ  (2.16d) 

ここに、 ij uuu −= , ( ){ }jik uuuu αα −+−= 1 , Re aθθ −= , { }Tji θθ 0=θ , ( ){ }Tαα −−= 11a , 

















=

jjjkji

kjkkki

ijikii

M

kkk
kkk
kkk

k , ( )( ) ( )( ) L
Ea

mSmSmm
Sk c

N 111
2

+−−+−−
=

αα
, ( )

2
1 LC αα −

= , 

( )( ) ( )( )
( )α

α
α

α
−

+−−
+

−−
−







 −

−−=
1

111
2

112
S

mSmS
S

mmSmD  (2.17a-i) 

である。式(2.16a-c)は要素の軸力、中間軸方向力および曲げに関する弾性構成則を、(2.16d)は点 K にお

けるモーメントの釣り合い関係をそれぞれ示す。ただし、 kkRkL MMM =−= としている。 
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２．３ 数値解析 

 

２．３．１ 座屈時の接線剛性 

 全ての降伏条件は材端変位ベクトル uおよび座屈の進展を表す変数 R のみにより表現されると仮定

し、式(2.16d)が常に成り立つことから、次式が成立する。 

    R
R


∂
∂

+
∂
∂

=
Φu

u
Φ

Ξ 01 =+= RG ub  (2.18a) 

    ub 
1

1−−=∴ GR  (2.18b) 

一方、軸力および材端曲げモーメントの変化率は式(2.19a)となり、さらに式(2.18b)を代入することによ

り式(2.19b)を得る。 

    R
R


∂
∂

+
∂
∂

=
fu

u
ff RTe  2buK −=  (2.19a) 

      ( )ubbK 1
1

2
−+= GTe uK eb=  (2.19b) 

以上に示した
eb
MK が弾塑性接線係数である。ここに、 

    
u
Φb
∂
∂

=1 ,
R

T

∂
∂

−=
fb2 ,
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 (2.20a-e) 

であり、 f は材端力ベクトルの変化率、uは変位の変化率、 1b は変位ベクトルに関する微係数、 2b は

材端力の R に関する微係数、
eK は部材の弾性剛性マトリクスである。さらに、G は座屈の進展増分

に対する係数であり、モーメントの釣り合い条件式(2.16d)の、 R による各偏微分より得られる係数で

ある。 

 具体的には以下のようになる。 

    [ ] aka M
T

NN CNDNRCkDk
R

G −+−













 −+−=

∂
∂

= 2
2
14 22αΞ  (2.21) 

また、4×1 のマトリクスとなる 1b および 2b を以下に示す。 
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以上より、式(2.19b)の幾何学的非線形項は次の通りである。 
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ここに、 

    NCRk
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∂
∂
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∂Ξ , NDCRk

u
=
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N 122 −=
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∂
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である。ここに、 ji kk , は Appendix 5 の式(A5.5a,b)に示す係数である。 

 なお、係数G および各マトリクス 1b , 2b はΞ に対して逐次判定をおこなう過程で、例えば 0=R か

つ材端モーメントが生じない、所謂まっすぐの状態では、式(2.16d)は既に満足しており、接線剛性の

計算などは必要ない。 
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２．３．２ 数値解析例による妥当性検証 

 以上の数値解析法の妥当性を検証するために、部材を有限要素で細分化した離散化手法の解析解と

の比較をおこなう。 

 Fig.2-5 に対象とする弦材を示す。両材端に回転拘束を受け、材端および中間に軸方向力を受ける弦

材が弾性座屈を生じる問題とする。部材の軸力分布は一定とすることで、内部変位成分に対しては式

(2.16a,b)より得られる以下の関係を用いる。 

    ( ) ( ){ } ( ){ } 2121 CRBuBuBu jik −−++−+−= ααα   ここに、
( )

N
N

k
LEa

B
N

c=  (2.25) 

である。部材の諸元は端部を拘束した時に対して細長比 150の中空円断面(外径32.0mm、内径 24.0mm)、

ヤング係数は 205000N/mm2 とする。本章の定式化による手法(以下、提案手法)は対象の弦材を単一要

素とする。点 K の位置を示す αの位置は文献 59 に示した固有値解析法を準用する。 

 離散化手法の解析モデルは弦材の横座屈を考慮するため、材端と中間軸方向力によって区切られる

区間に対して 50 等分した梁要素により構成される。数値計算の際には、与えた外力ベクトルに対する

線形座屈固有値解析により得られる 1 次モードの最大振幅が L/20000 となる横たわみ iniR を与える。元

たわみを導入した基本式(2.16a-c)は以下のようになる。 

    ( )[ ]22
ini

c RRCu
L

EaN −+=  (2.26a) 

    ( ) ( )[ ]2212 iniN RRCukN −−+= α  (2.26b) 

    ( ){ }iniM RR −−= aθkM  (2.26c) 

 解析例は Fig.2-6 に示す以下の 3 つをおこなう。全て単調載荷とする。 

 

    Case (i) 中間軸力数 1、 8.0=ji NN 、材端境界条件：両端回転拘束 

    Case (ii) 中間軸力数 1、 8.0=ji NN 、材端境界条件：両端ピン 

    Case (iii) 中間軸力数 3、 4.0=ji NN 、材端境界条件：両端回転拘束 

 

 Case(i)と Case(ii)は材端境界条件の違いであり、Case (ii)は元結・緒方の手法と同様に材端がピン接合

の条件である。また、Case(iii)によって中間軸方向力の数、材端の軸力比が異なる場合でも追跡が可能

かを確認する。 

 Fig.2-7 に Case(i)および Case(ii)の、Fig.2-8 に Case(iii)の数値解析結果を示す。いずれの図においても、
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シンボルが提案手法、線が離散化手法による結果である。各図の(a)は弦材の点 J 近傍付近の軸力と部

材の軸縮み関係を、(b)は軸方向変位に対する座屈の進展を表す変数 R の関係を、(c)は弦材の点 I にお

ける M-N 相関図を、(d)は点 J における M-N 相関図を、それぞれ示す。ただし、各図の(b)において、

離散化手法による横変形 vは、 R との次式の関係によって算出される。 

    ( )LRv αα −= 1  (2.27) 

各図の軸力および軸縮み、モーメントは、ここで用いている断面の、降伏応力度 235N/mm2 とした時の

降伏時軸力およびその時の軸伸縮量、全塑性モーメントで無次元化している。荷重変位関係から、弦

材の座屈荷重および座屈後に軸力が停留する様子が確認できる。3 つの例の結果から、提案手法は細分

化モデルの解と同等に弾性座屈後の評価が可能な手法であるといえる。また、Fig.2-7(a)における 2 本

の点線は、中間軸方向力が生じない弦材が両端固定された時およびピン支持された時の Euler 座屈荷重

を示しているが、中間軸方向力が生じることによる座屈耐力の変化を提案手法では自動的に評価して

いることかわかる。各図の(b)が示す通り、弦材の構面外変位には若干の差異が見られるが、この影響

が軸力に与える影響は大きくはない。ただし、各図の(c)および(d)の▼の位置が示す通り、内部の変数 R

の差異の影響が材端モーメントの差異として表れているが、概ね適正な材端力が得られていると言え

る。 

 以上の考察より、材端の回転が拘束された弦材に対して、提案手法により妥当な数値解が得られる

ことが確認された。 
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２．４ まとめ 

 

 本章では、トラス梁架構の弦材に対して、既往の研究で仮定していた条件より現実的な状態である

剛な接合条件を想定した弦材の弾性座屈後挙動を追跡可能な手法を提案した。本章で得られた知見を

以下に示す。 

1. 弦材の基本式は軸力、中間軸方向力および材端曲げモーメントに関する弾性構成則、モーメント

の釣り合い式を導出することにより、端部の拘束を考慮した手法となっている。また、提案した

手法を単一要素として数値計算に組み込む場合の接線剛性を導出した。 

2. 以上の定式化に基づく提案手法に対して、Bernoulli の梁理論に基づく梁要素によって弦材を細か

く細分化した離散化手法によるモデルの解析結果との比較により、提案手法の妥当性を確認した。

提案手法は弦材の座屈を考慮した材端力の推移を再現することが可能であり、剛に接合される条

件でも、弦材の弾性座屈後挙動を単一要素で追跡可能な手法である。また、提案手法は材端力に

加えて、横変形量も再現できていることが確認できる。 
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３．１ はじめに 

 

 本章においても第２章と同様に、Fig.2-2 に示した弦材のみを抽出して論ずる。 

 本論文第２章では、材端の接合条件を任意に設定できる弦材の弾性座屈後挙動を単一で詳細に再現

する方法を提案した。しかしながら、実際の弦材は細長比の小さい部材が多いこともあり、弦材断面

の塑性化に伴って座屈が進行する例が多く考えられる。そこで本章では、第２章の手法を、塑性ヒン

ジ法により断面の弾塑性状態が生じる手法へと拡張する。なお、ピン接合の条件下で弾塑性座屈が生

じる弦材の手法は、元結・緒方 58)が提案している。したがって、本章の手法は元結・緒方の手法を包

括するものとなる。 

 Fig.2-2 に示した弦材は、最も軸力の大きい区間において点 K、J が塑性化した後、弦材の最左端にさ

らに 1 つ、計 3 箇所で塑性化が生じたときに崩壊機構を形成する。このことを踏まえ、塑性ヒンジと

して想定しうる位置は最大 3 箇所とする。ただし、塑性ヒンジが全て同じタイミングで生じるわけで

はないことに注意する。 

 本章の流れは以下の通りである。 

・上記の考察より、弦材に最大 3 箇所で生じる塑性変形を定義し、座屈後の塑性変形を考慮した基本

式の導出を、第２章から拡張する形で定義する。 

・断面の塑性化の発生を考慮するための塑性流れ則を導出する。既往の研究においては矩形断面のみ

を対象として定式化していたが、本研究において考慮する断面はトラス梁として一般的に用いられ

る中空円断面や H 形断面を想定し、構面外回転方向に対して対称な断面とし、より汎用的な定式化

とする。 

・弦材の塑性化による座屈の進展を考慮し、数値計算に用いる際の接線剛性の算出方法および数値計

算手順を示す。 

・最後に、幾つかの数値解析例に対する離散化手法による数値解との比較により、弦材の様々な設計

変数および接合条件に対する提案手法の妥当性を検証する。 
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３．２ 弦材の基本式の弾塑性座屈への拡張 

 

３．２．１ 対象とする弦材 

 第２章の Fig.2-2 で示した弦材 IJ が材端点 I、J で回転拘束を受けると、塑性ヒンジ法においては、

塑性ヒンジが点 I、J に加え、点 J から Lα の点 K で生じた場合に崩壊機構を形成する。このことを踏ま

え、この部材に軸力 N 、部材の中間位置において等間隔に ( )1−S 個の中間軸方向力 N 、そして点 I、J

に曲げモーメント iM および jM が生じ、平衡状態に達した場合を考える。対象とする弦材の材端力お

よび変位に関する変数は Fig.2-2 と同等である。ここでは、第２章における Fig.2-3 の弾性回転および座

屈による回転に加え、Fig.3-1 に本研究における塑性変位および塑性回転変位を新たに定義する。材端

の点 I,J は軸方向変位および回転変位の各 2 変数とする。中間塑性ヒンジ点 K においては、基本式の定

式化の際に左右で分割したのち、点 K の右側と左側でそれぞれ定義するため、計 4 変数となり、定義

した塑性変位は四角で囲われた 8 個である。文献 58 の手法では、塑性変形及び塑性回転変形に対する

成分は、最終的に各 1 つとなっているが、本論文においては 3 つの想定される塑性ヒンジ点に対応す

るため、変数が増加している。 

 次に、第２章と同様に、弦材モデルについて点 K を境に左右に分けて定式化をおこなう。 
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３．２．２ 左側モデルの基本式 

 Fig.2-4 に示した左側モデルに対して、点 I に ( )ii MN , 、点 K に ( )kLk MN , の材端力、( )mS − 個の N が

IK の直線上に生じる時、左側端部の塑性変位を考慮した Helmholtz 自由エネルギーおよび

Clausius-Duhem 不等式は次式によって表現される。 

 Helmholtz 自由エネルギー 

    
( ) ( ) ( )

( ) ( )
e
LML

eT
L

ikp
kLmSLk

c

mS

i

ik
iLiL

cikp
iiL

c
L

S
mLRuuu

LSm
SEa

S
LRuu

L
SEa

S
LRuuu

L
SEa

θkθ
2
1

22
1

22
1

22
1

22

2

22

1

22

1

+














 −+−−

−
+









+−+







+−−=

−

−

=
−∑

α
α

Ψ

 (3.1) 

 Clausius-Duhem 不等式 

    ( ) ( ) 01
1

≥−+⋅+++−− ∑
−

=
ikLLkk

mS

s
sLiiL RLQuNuNuN  αΨ θM  (3.2) 

ここに、本章では塑性散逸を考慮するため、式(3.2)は不等号となっている。式(3.2)に式(3.1)の変化率を

代入し、全ての変位成分の変化率に対して式(3.2)が成立する条件から、次式が得られる。 

    ( )














 −+−−

−
= − α

α S
mLRuuu

SmSEA
LN ikp

kLmSLk
k

2
1 2

, (3.3a) 

    ( ) ( ) ( )( )mSLkmSLmSL uu
Sm

uu
SEA

LN
−−−− −

−
−−=

α
1

1 , ( ) ( ) ( ) ( ),2,...,2,1;2 12 −−=−+−= ++ mStuuu
SEA

LN
tLtLtL

 (3.3b,c) 

    ( ) ( )
p
iiLL uuuu

SEA
LN

−−+−= 12 2 , ( ) S
LR

uuu
SEA

LN ikp
iiL

i

2

2

1 +−−= , (3.3d,e) 

    e
LMLL θkM =  (3.3f) 

    
( )( )

( ) ( ) ( ) 011
12

1
=−+++−









−
+−−

+− LQMMLRN
S

mSmSN kLiikk αα
α

 (3.3g) 

    ( ) ( ) ( ) ( ) 0
22

22

1 ≥+














 −+−−

−
+









+−− −
p
L

Te
LML

p
kL

ikp
kLmSLk

p
i

ikp
iiL u

S
mLRuuu

LSm
SEAu

S
LRuuu

L
SEA θθk  α

α
 

 (3.3h) 

さらに整理すると、次の諸関係が得られる。 
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 点 K における軸力・中間軸方向力と軸方向変位の関係： 

    ( )
( ) ( )( )

( ) N
S

mSmSLRuu
L

EaN ikp
kLk

c
k α

α
α −

+−−
−







 −

+−
−

=
12

1
2

1
1

2

 (3.4a) 

 曲げモーメント弾性構成則：式(3.3f) 

 点 K から左側におけるモーメントの釣り合い関係：式(3.3g) 

 点 K から左側における塑性散逸項： 0≥++ p
L

T
L

p
kLk

p
ii uNuN θM   (3.4b) 

これらが左側モデルにおける基本式である。ここに、 

    { }T
kLiL MM=M , { } {} ik

p
LL

Te
kL

e
i

e
L R1−−== θθθ θθ , { }Tp

kL
p

i
p
L θθ=θ , { } ,T

kiL θθ=θ  

    ( ) 







−

=
42
24

1 L
EI

ML α
k  (3.5a-e) 

であり、 LM は左側材端曲げモーメントを、 kLM は左側モデルにおける点 K の曲げモーメントを、 ( )sLu

( )mSs −= ,,1 は各中間軸方向力作用位置における水平変位を、 Lθ は左側モデルの回転に関する変形

角を、 p
Lθ は同塑性変形角を、 MLk は左側モデルの回転剛性マトリクスをそれぞれ示す。 MLk は第２章

と同様に座屈たわみ角法により導出されるが、細長比が小さく、弾性座屈より断面の塑性化が損傷耐

力を決定する場合は、軸力の影響を考慮しない剛性、すなわちたわみ角法の剛性に近似することがで

きる 58)。 
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３．２．３ 右側モデルの基本式 

 Fig.2-5 に示した右側モデルについて、点 K に ( )kRk MN , 、点 J に ( )jj MN , 、中間に ( )1−m 個の N が生

じた時、右側モデル材端の塑性変位を考慮した基本式は 3.2.2 項と同様に得られる。 

 Helmholtz 自由エネルギー 

    

( ) ( ) ( )

( ) ( )
e
RMR

Te
R

kjp
kRkmR

c
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R
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L
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S
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 (3.6) 

 Clausius-Duhem 不等式 

    ( ) 0
1

1

≥+⋅+−++− ∑
−

=
kjRRkk

m

t
tRjjR RLQuNuNuN  αΨ θM  (3.7) 

式(3.7)第 1 項に式(3.6)の変化率を代入し、全ての変位成分の変化率に対して式(3.7)が成立する条件から、

次式が得られる。 

    ( ) S
LR

uuu
SEa

LN kjp
jRj

c

j

2

2

1 +−−= , (3.8a) 

    ( ) ( )212 RR
p
jj

c

uuuu
SEa

LN
−++−= , ( ) ( ) ( ) ( )3,...,2,12 21 −=−+−= ++ mtuuu

SEa
LN

tRtRtR
c

, (3.8b,c) 

    ( ) ( ) ( )( )p
kRkmRmRmR

c

uuu
mS

uu
SEa

LN
−−

+−
++−= −−− 112 1

1
α

, (3.8d) 

    ( )
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= − S
mLR

uuu
mSSEa

LN kjp
kRkmR

c

k 1
21

1 2

1 α
α

 (3.8e) 

    e
RMRR θkM =  (3.8f) 

    
( ) 0
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1
=−++
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−− LQMMLRN
S

mmN jkRkjk αα
α

 (3.8g) 

    ( )
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kjp
kRkmR
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uuu

mSL
SEa
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c u
S
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uuu
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SEa θM   (3.8h) 
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得られた式をさらに整理すると、以下の 4 つの式が得られる。 

 点 K における軸力、中間軸方向力と軸方向変位の関係： 

    ( ) N
αS

mmLRα
uu

Lα
EaN kjp

jj
c

k 2
1

2

2 −
+








+−=  (3.9a) 

 曲げモーメント弾性構成則：式(3.8f) 

 点 K から右側におけるモーメントの釣り合い関係：式(3.8g) 

 点 K から左側における塑性散逸項： 0≥++ p
R

T
R

p
jj

p
kRk uNuN θM   (3.9b) 

これらが右側モデルにおける基本式である。ここに、 

  { }TjkRR MM=M , { } {} kj
p
RR

Te
j

e
kR

e
R R1−−== θθθ θθ , { }Tp

j
p

kR
p
R θθ=θ , { }T

jkR θθ=θ , 







=

42
24

L
EI

MR α
k

 (3.10a-e) 

であり、 RM は右側材端曲げモーメントを、 kRM は右側モデルにおける点 K の曲げモーメントを示し、

( )tRu ( )1,,1 −= mt  は各中間軸方向力作用位置における水平変位を、 Rθ は右側モデルの回転に関する変

形角を、 e
Rθ は Rθ の弾性成分を、 p

Rθ は塑性成分を、 MRk は右側モデルの回転剛性マトリクスを、それぞ

れ示す。 
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３．２．４ 弦材モデルの基本式 

 3.2.2 項および 3.2.3 項で得られた左右の基本式の釣り合いを考える。まず、式(3.3g)または式(3.8g)

に式(2.3)を代入することにより式(2.13)、式(2.14a,b)と同様の関係が得られる。次に、式(3.3f)および式

(3.8f)と点 K における節点方程式 0=+ kRkL MM を用いて、次式が得られる。 

    ( ) ( ){ } ( ) e
i

e
j

p
kR

p
kLk R αθθαθθαθ

2
11

2
121 −−−−−−−=  (3.11) 

以上の関係と前項までの左右両側モデルに対する基本式より、弦材モデルの基本式が得られる。 

    ( )[ ]2CRuuu
L

Ea
N p

R
p
L

c ++−=  (3.12a) 

    ( ){ } ( )[ ]2121 CRuuukN p
R

p
LN −+−−−= ααα  (3.12b) 

    { } e
M

T
jki MMM θkM ==  (3.12c) 

    ( ) 02 =⋅++−= aM TCRNDNΞ  (3.12d) 

    ( ) ( ) 0
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1
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−
++= pp

R
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p
R

p
L uuNSuuN θM Γ  (3.12e) 

ここに、 ij uuu −= , ( ){ }jik uuuu αα −+−= 1 , p
kL

p
i

p
L uuu += , p

j
p
kR

p
R uuu += , { }Tji θθ 0=θ , 

        { } RpTp
j

p
k

p
i

e aθθθ −−== θθθ , ( ){ }Tp
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p
kL

p
i

p θθθθ −=θ , ( ){ }Tαα −−= 11a , 
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α
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+−−

+
−−

−






 −

−−=
1

111
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112
S

mSmS
S

mmSmD  (3.13a-l) 

である。式(3.12a-c)は要素の軸力、中間軸方向力およびモーメントに関する弾性構成則を、式(3.12d)

は点 K におけるモーメントの釣り合い関係を、式(3.12e)は弦材モデルの塑性散逸項を、それぞれ示す。

ただし、 kkRkL MMM =−= としている。 
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３．２．５ 塑性流れ則 

 基本式を用いて各点 I,K,J 降伏後の挙動を追跡するために、回転軸に対称な断面に対する各変位成分

の塑性流れ則を求める。Fig.3-2 に示すように、各点における降伏条件式は、軸力、中間軸方向力、各

点の曲げモーメントの関数として次式のように示される。 

    ±
ηΦ ( )( )ηηηΦ MNNN ,,±= ; kji ,,=η  (3.14) 

当該点における曲げモーメントおよび軸力がなす応力空間において、式(3.14)が示す曲線(M-N 曲線) が

常に外側に対して凸であり、断面形状が当該部材の回転軸に対して対称であることを仮定する。最大

塑性散逸の原理を導入し、目的関数を塑性散逸項、制約条件を active となった点の降伏条件式として、

以下の Lagrangian を考える。 

    { }activekjiΦΓL p ∈=+−= ∑ ±± ηηλ
η

ηη ,,,  (3.15) 

ここに、 ±p
iλ , ±p

kλ , ±p
jλ は Lagrange 乗数であり、塑性進展パラメータと呼ばれるものである。これらは

点 I、K、J において次式に示す Kuhn-Tucker 条件を常に満たす必要がある。 

    0≥±p
ηλ , 0≤±

ηΦ , 0=⋅ ±± p
ηη λΦ   (3.16a-c) 

ここに、式 (3.16c)の添え字の複号は同一のものを示す。式 (3.15)を材端力の独立な成分である

jki MMMNN ,,,, で偏微分した各式が零であるという条件より各式を整理すると、以下の塑性流れ則を

得る。 

    ∑ ±
±±












∂

∂

−
±

∂

∂
=

η
η

ηη λ
ΦΦ pp

R
p
L NSN

uu 
1

2
2
1, , (3.17a,b) 

    
i

ip
i

p
i M∂

∂
=

±
± Φλθ  ,

k

kp
k

p
kR

p
kL

p
k M∂

∂
=−≡

±
± Φλθθθ  ,

j

jp
j

p
j M∂

∂
=

±
± Φ

λθ   (3.17c-e) 

ここに、式(3.17a,b)右辺カッコ内第 2 項の複号は+が p
Lu を、－が p

Ru をそれぞれ示し、 ±± p
ηη λΦ , の添え字

ηの示す±の意味とは異なる。式(3.17a-e)に示した塑性流れ則は、塑性散逸項が熱力学の第 2 法則を満

たすものである。 
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３．３ 数値解析 

 

本節では、弦材を解析プログラムに実装する場合の弾塑性接線剛性および逐次計算の際の数値計算

手順を示す。計算手順は Newton 法によって塑性および座屈の進展を収束計算する方法に基づく。また、

本章を通して提案した手法(提案手法)によるいくつかの数値解析例を示すとともに、提案手法と同じ対

象の弦材を細分化した数値解(離散化手法)と比較することにより、提案手法の妥当性を検証する。 

 

３．３．１ 弾塑性接線剛性 

 全ての降伏条件は材端変位成分 u、塑性進展に関する変数
pλ および座屈の進展を表す変数 R のみ

により表現されると仮定し、active と判定された降伏関数に対して式(3.16a-c)が成り立つことから、次

式が成立する。 

    pλ
λ
Φu

u
ΦΦ 

∂
∂

+
∂
∂

= 0λGub =+= p1  (3.18) 

   ubGλ 
1

1−−=∴ p  (3.19) 

一方、軸力およびモーメントの変化率は式(3.20a)となるため、式(3.19)を代入することにより式(3.20b)

を得る。 

    pλ
λ
fu

u
ff 

∂
∂

+
∂
∂

= pTe λbuK  2−=  (3.20a) 

      ( )ubGbK 1
1

2
−+= Te uK ep=  (3.20b) 

以上に示した
epK が弾塑性接線剛性である。ここに、 

    { }Tjjkkii ΞΦΦΦΦΦΦ  −+−+−+=Φ , { }Tp
j

p
j

p
k

p
k

p
i

p
i

p R −+−+−+= λλλλλλλ ,  
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00
00

000
000





















=

MjjMji

MijMii

N

N

e

kk
kk

k
k

K ,, 21 p
T

λ
fb

u
Φb

∂
∂

−=
∂
∂

= { } { }Tji

T

ji uuMMNN θθ  == uf ,

 (3.21a-g) 

であり、 f , uは材端力および変位の各変化率、Φ は降伏関数 ±
ηΦ およびモーメントの釣合い関数Ξ の

変化率からなるベクトル、 pλ は塑性化および座屈の進展を表す変数ベクトル、 1b は変位ベクトルに関

する微係数、 2b は材端力の pλ に関する微係数、 eK は弾性剛性マトリクスである。さらに、G は塑性
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化および座屈の進展を得る際の係数マトリクスであり、activeと判断された式(3.14)および式(3.12d)の、

pλ の変数による各偏微分より得られる。ただし、各ベクトル
pλΦ  , および係数マトリクス 21,, bbG はΦ

の各成分に対して降伏判定をおこない、active となった成分のみにより構成される。例えば、弦材が

Fig.3-3 に示す応力状態のとき、 0,,, <−+−+
jkii ΦΦΦΦ かつ 0== +−

jk ΦΦ となる。このとき、ベクトルΦ の

成分は +−
jk ΦΦ , および釣合い関係Ξ のみとなり、接線剛性は、active となっている降伏関数 −

kΦ , +
jΦ およ

びΞ の計 3 つに対応する成分(第 4 行/列、第 5 行/列および第 7 行/列)のみによる 21,,,, bbGΦλ  p
を用いて

計算する。また、仮に全条件式が active となる場合(Fig.3-4)にG は最大 7×7 のマトリクスとなるが、こ

のような場合は全部材が軸降伏する特異な条件である。一方、通常の弾塑性座屈あるいは曲げによる

塑性化が生じた状態は高々4 つの条件式が active となる。また、弾性除荷あるいは断面の塑性化以前の

状態においては、すべての降伏関数が active ではなく、かつ座屈が進展(もしくは後退)することが考え

られる。このときは、第 2 章の式(2.19b)で示した接線剛性となる。 
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３．３．２ 数値解析手順 

 次に、中空円断面を対象に Newton 法による数値計算手順を提示する。時刻 t における各変位と塑性

変位、時刻 t+Δt における全変位成分と中間軸方向力比 ( )NN / が既知であるとする。 

    ( ) uu tttrial
p

∆+
= =1 , ( )

ptptrial
p uu ==1 , ( ) RR ttrial

p ==1 , ( )
±±

= = ptptrial
p ηη λλ 

1  (3.22a-d) 

ここに、左上添字は時刻 ( )ttt ∆+, もしくは収斂計算上の試行値 ( )trial を、左下添字(p=1)は収斂回数 p=1

回目であることを示す。 

 

<弾性試行過程> 

 試行材端力をこの段階で計算する。 

    ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]2RCuuukN trial
p

p
R

trial
p

p
L

trial
p

trial
pN

trial
p ++−=  (3.23a) 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )[ ]2121 RCuuukN trial
p

p
R

trial
p

p
L

trial
p

trial
pN

trial
p −+−−−= ααα  (3.23b) 

    ( ) ( )
etrial

pM
trial

p θkM =  (3.23c) 

 

<塑性化および座屈判定> 

 中空円断面の降伏関数は次に示すとおりである。 

    ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) p
trial

p
trial

p
trial

p
trial

p
trial

p
trial

p MMNMNN ηηηη ξΦ ±−=± cos,,    (複号同順、 kji ,,=η ) (3.24a) 

    ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) aM ⋅++−= Ttrial
p

trial
p

trial
p

trial
p

trial
p RCNDN2Ξ  (3.24b) 

ここに、ξ = π/2Ny、Ny および Mp はそれぞれ、弦材の軸力およびモーメントに関する全塑性耐力を示す。

ここで、式(3.24a)において、同じ η に対する 2 つの式の交点( ( ) ( )0,, yNMN ±=ηη )のみは特異点となる。

そこで提案手法においては、Multi-surface に対する Koiter の考え方 71),72)に従い、以下を計算する。式

(3.24a)の降伏条件は弦材 1 要素に対して 6 個の式があり、これと式(3.24b)の計 7 個の式に対して以下の

判定をおこなう。 

    ( ) ( ) ( ) ( )( ) toleranceMNN trial
p

trial
p

trial
p

trial
p <ηηΦ ,, , ( ) tolerancetrial

p <Ξ  (3.25a,b) 

以上の判定のうち 1 個以上が満たされなかった場合、その判定式を active とし、以下の塑性/座屈進展

過程に進む。 
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<塑性/座屈進展過程>  

 式(3.24a,b)のいずれかの降伏条件およびモーメントの釣合い条件が active となったので、該当する条

件に対応する塑性化もしくは座屈の変数を計算することにより、塑性変位、座屈変位を修正する。提

案手法の塑性および座屈の進展に関する変数は、以下の連立方程式を解くことにより得る。 

    λGΦ ∆∆ =  (3.26) 

ここに、 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }Ttrial
pj

trial
pj

trial
pk

trial
pk

trial
pi

trial
pi

trial
p ΞΦΦΦΦΦΦ∆ −+−+−+=Φ , 

    { }Tp
j

p
j

p
k

p
k

p
i

p
i R∆δλ∆δλ∆δλ∆δλ∆δλ∆δλ∆δ∆ −+−+−+=λ , (3.27a,b) 

およびそれらの微係数成分マトリクスG の全成分の中で、降伏関数が active となった成分のみにより

構成されるベクトルおよびマトリクスである。塑性変位増分は以下の式によって更新される。 

    ( ) ( )i
p
i

p
i

p
L Nu ξλ∆δλ∆δξ∆δ sin−+ += ,  ( ) ( )[ ( ) ( )]j

p
j

p
jk

p
k

p
k

p
R NNu ξλ∆δλ∆δξλ∆δλ∆δξ∆δ sinsin −+−+ +++= , 

    
p

pp
p

M

−+ −
= ηη

η

λ∆δλ∆δ
θ∆δ ,  ( ) ( )

±±±
+ += pptrial

p
ptrial

p ηηη λ∆δλ∆λ∆1  ( )kji ,,=η  (3.28a-d) 

これらをもとに塑性変位成分および部材角を更新する。 

    ( ) ( )
p
L

p
L

trial
p

p
L

trial
p uuu ∆δ+=+1 , ( ) ( )

p
R

p
R

trial
p

p
R

trial
p uuu ∆δ+=+1 , ( ) ( ) RRR trial

p
trial

p ∆δ+=+1 , ( ) ( )
pptrial

p
ptrial

p ηηη θ∆δθθ +=+1 ( )kji ,,=η

 (3.29a-d) 

式(3.29a-d)を各材端力成分の式(3.23a-c)に代入し、塑性化および座屈の進展により修正された材端力を

算出する。 

 

<修正値の収束判定> 

 全判定式が収斂するまで、式(3.25a,b)による収束の判定および塑性進展過程をおこなう。収束が完了

した場合、当該部材の計算を終了してここまでの計算の試行値を真値とし、式(3.20b)から接線剛性を

算出し、次の時刻へ進む。 
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３．３．３ 数値解析例による妥当性検証 -1 単一部材による検証- 

ここでは、トラス梁弦材に想定されうる様々なパラメータに対する提案手法の妥当性を検証するた

めに、単一の弦材を対象に数値解析をおこなう。 

 

3.3.3.1 解析対象および解析条件 

解析対象を Fig.3-5(a,b)に示す。両材端は回転拘束とする。材端の軸力に加え中間軸方向力が作用す

る弦材とし、基本となる対象(i)に加え、(i)から(ii)細長比、(iii)軸力分布、(iv)中間軸方向力数を変えた 4

種類について検証する。中間軸方向力数は(i)~(iii)を 1 つ(S=2,m=1)、(iv)は 3 つ(S=4,m=1)とし、Fig.3-5(c,d)

に示す軸力分布を保持した載荷をおこなう。すべて部材断面は中空円断面とし、材端回転拘束時の弦

材に対して細長比 40(D=108.7mm,d=103.4mm)もしくは 80(D=57.62mm,d=47.14mm)とする。材料特性は

ヤング係数 205000N/mm2、降伏応力度 235N/mm2 による完全弾塑性体とするが、離散化手法に関して

は微小な 2 次勾配を入力している。また、N と N は比例載荷とし、軸伸縮量 u を yu3± の振幅で増減さ

せることによりおこなう。載荷履歴を Fig.3-6 に示す。ここに、 yu は jN が軸力の降伏耐力 yN に達した

時の軸伸縮量である。提案手法においては、内部変位成分 ku に対して式(3-12a,b)から得られる以下の

関係を用いて縮約する。 

    ( )( ) ( ){ }( ) ( ){ } 2121 CRBuuBuuBu p
Rj

p
Lik −−+−+−++−= ααα  (3.30) 

ここに、 ( ) ( )NNkkB NN ⋅= である。塑性ヒンジ位置 α は Appendix 3 に示されるように、点 K が塑性化

する場合に塑性散逸量が最大となる位置から求める。提案手法の数値計算手順については大塚ら 56)に

よる定式化Ⅰを準用し、 ( )NN 一定下で材端の点 J に強制変位を与える。ただし、本項においては中

空円断面を仮定したため、次式に示す I、K、J の 3 箇所の塑性ヒンジに対して、計 6 個の式の降伏判

定をおこなうとしている。 

    ( ) 0
2

cos,, ≤±









−=±

py M
M

N
N

MNN ηη
ηη

p
Φ   ( )複号同順,,, kji=η  (3.31) 

ここに、 pM は弦材の全塑性モーメントである。中空円断面の塑性流れ則の具体的な定式化に関しては

Appendix 2 に示す。なお、数値計算の際に −+
ηη ΦΦ , の両方が active と判断された場合、いずれか一方の

active 条件を解除することにより、特異点における問題を回避している。 

 離散化手法の解析モデルは、部材の任意の位置における断面の降伏および座屈による横変形を考慮

するため、細かく分割された Bernoulli の梁理論に基づく梁要素により構成される。(i)~(iii)については
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IJ 間を 100 等分、(iv)は 200 等分する。Fig.3-7 に示すように、分割された各要素軸方向 2 点の位置につ

いて Gauss 積分をおこなう。また、断面周方向に 20 の Newton-Cotes 積分点を設ける。さらに、線形座

屈固有値解析により得られる1次モードの最大振幅がL/20000となる横たわみを与えた上で数値計算を

おこなう。 

 

3.3.3.2 各モデルの解析結果の考察 

Fig.3-8~3-11 に解析結果を示す。いずれの図においても、シンボル(○△□)が提案手法、線が離散化

手法による結果であり、繰返し載荷による結果の進展度合い(cycle 1~3)によって記号および線種を変え

て示している。矢印①~④は 1 回目の繰返し載荷履歴において、各図の材端力成分が推移する方向を示

している。各図の(a)は弦材の点 J の軸力と軸伸縮量(Nj/Ny-u/uy)関係、(b)は点 I のモーメント-軸力相関

(Mi/Mp-Ni/Ny)関係、(c)は点 I のモーメント-軸力相関(Mj/Mp-Nj/Ny)関係をそれぞれ示し、細実線は降伏条

件式 ( ) 0,, =ηηΦ MNN である。部材は図(c)中▼A において断面 J および K を含む軸力区間が全塑性状態

に達することで耐力が最大値に達しており、軸力が低下すると同時に部材の曲げモーメントが増加す

る。その後、断面 I の全断面が塑性化する(図(b)中▽B)ことによって終局状態となる。各図(a)より、座

屈の発生および発生後の Nj/Ny-u/uy 関係をよく捉えており、繰返し 2 回目以降の最大荷重時(▼)および

断面 I、K、J の全塑性状態到達時(▽)に対しても適切に評価されている。Nj/Ny-u/uy 関係の引張負荷段階

において見られる差異(各図中の C)は、離散化手法が梁断面の部分的な降伏の進展を考慮する手法であ

るのに対し、提案手法が塑性ヒンジ法に基づくため、断面の部分的降伏を考慮しないことにより生じ

るものである。部分的降伏による差異が最も顕著に表れる(iii)の結果において、特に Fig.3-10(b)の D の

位置で差異が生じていることから、全塑性状態となっていない断面 I の曲げモーメントが過大に評価さ

れているが、Nj/Ny-u/uy 関係はよく一致していることが分かる。また Fig.3-10(b)に、(iii)の単調載荷によ

る Mi/Mp-Ni/Ny 関係を示している。Nj/Ny-u/uy 関係、Mj/Mp-Nj/Ny 関係に関しては繰返し載荷と同様に整合

する結果を得たので、ここでは割愛する。断面 I の塑性化の進展とともに差異は減少し、終局状態(▽B’)

は両者の結果が一致していることから、提案手法は終局状態の崩壊機構を精度よく再現する手法であ

るといえる。 

以上より、いずれの例題においても提案手法および離散化手法の解析結果がよく一致しているため、

提案手法が種々のパラメータに対して、弦材の弾塑性座屈後挙動を追跡可能であるといえる。 
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３．３．４ 数値解析例による妥当性検証 -2 複数部材による検証– 

３．３．３項において、材端の回転に関する境界条件を拘束した弦材に対して、細長比や N の条件

を変更した場合においても提案手法が妥当な解を得られることを確認した。本項では、構面外に強制

回転が加わるような弦材の境界条件における妥当性を検証するために、Fig.3-12 に示すように 2 つの弦

材により構成される弦材の連梁を対象に、３．３．３項と同等に提案手法および詳細モデルの比較を

おこなう。 

 

3.3.4.1 解析対象 

 解析対象は Fig.3-12 に示す 2 つの上弦材(Member-1,2)から成る構造である。両弦材の接合部(Node151)

で互いに剛接合され、他端(Node1、Node301)は回転拘束される。中間軸方向力数は各部材 2 つ(S=3)と

し、Fig.3-12 に示す軸力分布を保持した単調載荷をおこなう。部材断面は３．３．３項の(i)と同様とす

る。したがって、各弦材の部材長に対して、両端拘束時の細長比は 60 相当となる。 

提案手法においては各弦材に対して 1 要素とみなす。材端力に関する収斂計算は３．３．２に準ず

る。内部変位成分 ukに対しては式(3.30)の関係を用いる。塑性ヒンジ位置α は、本例においてはいずれ

の部材も 333.0=α とする。 

 離散化手法に用いる解析モデルは、各弦材を 150 等分した Bernoulli の梁理論により構成される。な

お、数値計算の際には、与えた外力ベクトルに対する線形座屈固有値解析により得られる 1 次モード

の最大振幅が L/20000 となる横たわみを与える。 

 

3.3.4.2 解析結果および考察 

 Fig.3-13,14 に解析結果を示す。Fig.3-13 は Nj/Ny-u/uy 関係を、Fig.3-14(a)~(d)は Member-1 および

Member-2 の Mi/Mp-Ni/Ny 関係および Mj/Mp-Nj/Ny 関係を、Fig.3-14(e)は接合された Node151 の回転角 θ と

Member-2 の u/uy 関係を、Fig.3-14(f)は Member-2 と Member-1 の軸伸縮量関係を、それぞれ示す。ここ

に、uy は Member-2 における Node301 に近い位置の軸力 Nj2 が Nyに達した時の軸伸縮量である。図中の

▼において Member-2 の右端(点 J)と中間点 K が塑性化することによって最大耐力に達し、急激な劣化

となる。この現象は離散化手法においても、同じ 2 つの位置で同時に塑性ヒンジが生じる結果となっ

ている。その際、Member-2 の軸伸縮量 u に対して Member-1 の軸伸縮量 u が戻り、Member-1 の軸力が

弾性除荷される。このとき、Member-2 から見れば Member-1 により回転が拘束され、Member-1 から見
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ると、Node151 を介して Member-1 に曲げが生じる。この結果は、既往の手法 58)より空間構造に想定さ

れうる接合条件における弦材の挙動を追跡できる手法となっている。その後、▽で Member-2 の点 I が

全塑性状態に達する。以上の挙動が生じる解析例に対して、2 つの手法の Nj/Ny-u/uy 関係、Mj/Mp-Nj/Ny

関係および Mj/Mp-Nj/Ny 関係に関しても応力の分配経路まで精度よく追跡し、変位の進展に関しても、

塑性率 3 程度までは非常に精度が良いと言える。 
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３．４ まとめ 

 

 本章では、トラス梁弦材の塑性化により座屈が進展する挙動を単一の弦材で追跡する事を目的とし

て、弦材に対する基本式の定式化をおこなった。本章で得られた知見を以下に示す。 

1. 断面の塑性化を考慮した基本式は、弦材の両材端および中間に仮定した最大 3 箇所の塑性ヒンジ

に対応する塑性変形を仮定し、熱力学の基本原理より Helmholtz 自由エネルギーおよび

Clausius-Duhem 不等式を導入した。結果として得られる基本式は、第 2 章で導出した弾性座屈に

対する手法に塑性散逸項を追加した形となっている。 

2. 塑性化の進展を評価するために、トラス梁で一般的に用いられるトラス梁の構面外回転方向に対

称な断面に対する塑性流れ則を導出した。定式化の際には最大塑性散逸の原理を導入した。得ら

れた塑性流れ則は既往の研究で示してきた矩形断面を包括する手法である。また、定式化した基

本式等を用いて数値計算により解を得るための弾塑性接線剛性と、Newton 法に基づく数値計算手

順を示した。 

3. 得られた基本式を用いた提案手法の妥当性を、離散化手法による解析解と比較することにより検

証した。提案手法は材端の拘束条件が剛である場合に対しても離散化手法と同等の軸力-軸方向変

位関係および各塑性ヒンジ位置のモーメント-軸力相関関係を得ることができ、座屈後の材端力お

よび塑性流れ則が適切に評価可能な手法と言える。また、上記の手法は細長比、中間軸方向力数、

弦材内の軸力比を変更しても一定の精度を保って追跡可能であり、単調および繰返し外力に対し

ても適切に追跡が可能である。さらに、材端の接合条件をピンとすることで、既往の研究を包括

する手法となる。ただし、離散化手法と異なり、提案手法では断面の部分的降伏領域が再現され

ないが、この差異の改善は今後の課題とする。 

4. 単一の弦材による数値解析法の妥当性に加え、複数の弦材が剛に連結する例を通して、材端の接

合条件が既往の数値解析法より現実的な接合条件での提案手法の妥当性を確認した。 
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Fig.3-13 Nj/Ny-u/uy relation 
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４．１ はじめに 

 

 本章では第２章および第３章で導出してきた弦材の座屈後挙動に関する解析法を、トラス梁要素に

適用する。 

 トラス梁要素に関しては、元結・大塚 57)が構面内座屈後挙動を追跡可能な手法を提案している。こ

の手法は、構面内座屈が生じる弦材における軸力低下を軟化特性の材料と同等に評価する手法とした

ことで、トラス梁個材の降伏後の硬化現象を考慮したトラス梁要素 55)と同等に評価可能な手法となっ

ている。また、元結・緒方 60)は、この手法を構面外座屈に適用し、弾性座屈および弾塑性座屈に対応

する手法を提案している。文献 57、55、60 のいずれも、弦材の座屈により生じる材端力の劣化現象を、

単調および繰返し載荷に対して十分な精度で追跡可能であることを確認している。 

 しかしながら、第 1 章で述べた通り、以上の方法は弦材の材端条件に対してピン接合に限定された

手法である。ピン接合に対して座屈を考慮することで、トラス梁部材の設計に使用する場合、耐力評

価は安全側となる。一方、隣接部材の拘束効果や進行性破壊状況を詳細に評価するという立場に立つ

と、現状の境界条件のみでは適切な設定が可能な手法とはいえない。そこで本章では、既往の研究を

基礎としながら、弦材の接合条件が任意に設定可能な方法を提案する。 

 既往の研究からの拡張を試みるにあたり、以下のとおり考察をおこなう。 

1. 既往の手法はトラス梁要素に対して、軸力(1 自由度)および構面内曲げモーメント(材端 2 自由度)の

計 3 自由度を考慮した手法であった。しかしながら、これではトラス梁要素の構面外回転に対して

追跡できない。さらに、弦材の構面外座屈を材端の回転拘束も併せて考慮する必要があるため、ト

ラス梁要素の巨視的な構面外回転のみならず、弦材の局所回転に対しても精確に適合する手法にま

で拡張しなくてはならない。トラス梁の弦材各々に生じる構面外回転は、節点における構面外回転

および捩り率を適合させることで表現可能とした例がある 73),74)。本章ではこの考え方に基づき、捩

り率を考慮した梁理論 75)に基づくトラス梁要素と弦材の手法を関連付けるための変換則を示す。 

2. 次に、熱力学の第 2 法則に基づき、自由度を拡張したトラス梁要素に関する基本式を導出する。こ

こで、トラス梁の塑性化と座屈による変位成分は、弦材のそれらと関連付けられると仮定する。ま

た、弦材の断面が塑性化することによって座屈が進展する場合を考慮するために、トラス梁要素の

巨視的な塑性流れ則を導出する。 

 以上の妥当性を、複数の解析例を通して離散化手法と比較することにより分析する。  
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４．２ 弦材とトラス梁要素の関係則 

 

まず、構面外座屈を考慮する弦材に関する基本式を示した第 2 章、第 3 章の定式化を一部修正し

(Appendix 5 を参照)、トラス梁要素に適用可能な形式とする。ただし、以降の定式化における変数表記

において、右下添字ζは弦材の上下の区別 ( )−+∈ ,ζ を示す。本研究ではワーレン型トラス梁に適用す

ることを試みるが、のちに示す方針により、軽微な変更で他のトラス梁形式に対しても適用可能であ

る。トラス梁の各弦材における中間軸方向力 ζN の数 ζn は、Fig.4-1(b)に示すように弦材の上下によっ

て以下のように異なる。 

    1−=+ Sn (上弦材),  Sn =− (下弦材) (4.1a,b) 

弦材に対する材端力 ζf および材端変位 ζu の成分を以下に示す。 

    { }T

ji MMNN ζζζζζ =f , { }T
jiuu ζζζζζ θθ=u  (4.2a,b) 

また、内部のモーメントを表す ζkM を定義する。次に、材端変位 ζu とその変化率 ζu は、次式のように

弾性成分
e
ζu , e

ζu 、塑性成分
p
ζu , p

ζu および座屈成分
b
ζu , b

ζu によって加法的に示すことが出来るものとす

る。 

    bpe
ζζζζ uuuu ++= ,  bpe

ζζζζ uuuu  ++=  (4.3a,b) 

ここに、右上添字 e、 p および b は各変位の弾性成分、塑性成分および座屈成分であることを示す。ま

た、以降も各変数の変化率として ( )* を用いる。以上の弦材の材端力および材端変位に対する基本式を

以下に示す。 

    ( )bpe
ζζζζζ uuukf −−=  (4.4a) 

    ( )b
k

p
kMk kM ζζζζ θθ −−= ˆˆ  (4.4b) 

    ( ) 0=−−+= p
kM

T Rk ζζζζζζ θΞ Cf  (4.4c) 

    0ˆ ≥+= p
kk

pT M ζζζζζ θΓ uf  (4.4d) 

ここに、 

    { }Tji CCRCDRC ζζζζζζζζ
ˆˆ2 −−=C , ( ) ζζζζζζ κακα jjii CC +−−=+= 1ˆ,ˆ , 

    ( )
2

1 L
C ζζ

ζ

αα −
= , ( )( )( ) ( )( )

( )ζ
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ζ

ζζζζζ
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+
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であり、 ηMk̂ , ζiĈ および ζjĈ は Appendix 5 に示す剛性マトリクスと係数である。そのほかの変数は第 3

章の変数の文字に弦材の上下を表す添字を付与したものである。式(4.4a)は要素の軸力、中間軸方向力

および曲げに関する弾性構成則を、式(4.4b)は点 Kζにおけるモーメントの釣り合い関係を、式(4.4c)は

塑性散逸項を、それぞれ示す。 

次に、弦材の基本式をトラス梁要素に適用するための関係則を示す。Fig.4-1(a)に対象とするトラス

梁、Fig.4-1(b)にトラス梁を構成する上下弦材に対する、要素座標系と相互の関係を示す。トラス梁要

素の剛体の移動を除いた要素座標系において、材軸方向 r およびトラス梁構面に直交する方向(構面外

方向)s からなる平面と、第２章および第３章で定義された弦材の座標系 r、s が一致すると仮定する。 

ここで、トラス梁から成る空間構造をトラス梁要素で線材置換する場合に、上下弦材の構面外変位

が要素間において連続となる基本的な定式化を、Bernoulli の梁理論との差異を含めて提示する。Fig.4-2

に示すトラス梁中央軸上の点 ( )r における位置ベクトル 0xt およびトラス梁断面方向を示す正規直交基

底 ( ) [ ]( )nmlQ tttt r = が既知であるものとすると、この点に対応する上下弦材の中央軸上の点の位置

ベクトル ±0xt は以下のように示される。 

    ( ) ( ) ( )rHrr ttt nxx
200 ±=±  (4.6) 

ここに、 H はトラス梁のせいを示す。また、上下弦材の任意点の位置ベクトルは上下弦材断面方向を

示す直交基底 ( ) [ ]( )±±±± = nmlQ tttt r を用いて次のように表される。 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rtdrsbrHrr ttttt
±±± ±±







 ±= nmnxx

2220  (4.7) 

ここに、 db, は弦材断面寸法である。ここで、上下弦材をつなぐ連続的な仮想の束材を考え、これが

構面内曲げ剛性のみは零である剛体とすると、 ( ) ( )rr tt QQ =± となる。これは、トラス梁としての捩り変

形を受けたときに弦材の断面がトラス梁要素の断面方向と等しいことを表し、トラス梁要素が平面お

よび法線保持の仮定に基づく Bernoulli の梁理論と等しいことを示す。しかしながら、トラス梁の弦材

は本来このような状態にはなく、上下の断面は各々で回転する(Fig.4-3)。この状態を考慮すると、正規

直交基底のうち nt と ±nt が一致し、その他の 2 つの弦材の正規直交基底がトラス梁のそれらとは異な
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る方向を示す。すなわち、nt を回転軸とする相対回転 ±φ
t が上下弦材において発生する。このとき、 ±Qt

は次のように表される。 

    ( ) ( )±±± = φttt r RQQ ~  (4.8) 

ここに、 ±R~ は局所座標系成分から成る相対回転軸ベクトルに対する回転マトリクスである。各々の弦

材はそれら自体が Bernoulli の梁理論に従うものとすれば、相対回転 ±φ
t は次式に示すように、弦材中央

軸の m0 方向変位 ±0v の勾配と等しくなる。 

    
dr
vd t

t ±
± =

0φ  (4.9) 

弦材断面中央軸の変位が式(4.6)より、 

    nuu ∆
200
Htt ±=± ;  0

0
00 xxu −=tt , nnn 0−=t∆  (4.10) 

として表されることから、 ±0v は次式となる。 

    nmumum ∆⋅±⋅=⋅= ±±
0

0
0

0
0

0 2
Hv ttt  (4.11) 

ここで、変位は微小であると仮定すると、 ( ) lmnnmln 000000 βαγβα∆ ttttt +=−×++≅ が成り立つことから、

式(4.11)は式(4.12)のようになり、これを式(4.9)に代入することで式(4.13)が得られる。 

    αttt Hvv
200 =±  (4.12) 

    
dr
dH

dr
dH

dr
vdHv

dr
d tt

ttt αγααφ
222

0
0  ==






=±  (4.13) 

ここに、式(4.13)最右辺第 1 項の γ はトラス梁としての t 軸まわり(構面外)回転を、第 2 項はトラス梁の

反りに相当する自由度を表し、このうち 2/H は反り関数を、 ( )drdα は Bernoulli の梁理論から追加さ

れた捩り率を示す。ここまでの展開から、共回転梁要素におけるトラス梁要素の両節点において γ お

よび ( )drdα を適合させることにより、弦材の回転も適合される。 

以上を踏まえ、Fig.4-4 に示すトラス梁要素における材端力ベクトル f~ および材端変位ベクトル u~ は、

要素内座標系において以下のように定義される。 

    { }Tjtjsjrjitisiri BMMMBMMMN ~~~~~~~~~~
=f , (4.14a) 
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    { }T

rjtjsjrjritisiri θθθθθθθθδ ′′=
~~~~~~~~~~u  (4.14b) 

ここに、( )*
~

はトラス梁要素の変数であることを示す。また、 δ~,~N は軸力および軸方向変位を、 rjri MM ~,~

および rjri θθ
~,~

はねじりモーメントおよびねじり回転変位を、 sjsi MM ~,~
および sjsi θθ

~,~
は構面内曲げモー

メントおよび構面内回転変位を、 tjti MM ~,~
および tjti θθ

~,~
は構面外曲げモーメントおよび構面外回転変位

を、 ji BB ~,~
および rjri θθ ′′ ~,~

は曲げ捩りモーメントおよび捩り率を、それぞれ示す。なお、式(4.13)におけ

る γ および ( )drdα は、トラス梁要素の節点 I,J における tjti θθ
~,~

および rjri θθ ′′ ~,~
に対応する。ただし本章

においては、トラス梁の捩れは生じないものとする。 

 トラス梁要素と弦材の材端力関係を以下のように示す。まず、弦材に生じる軸力の平均値 ζN は、文

献 55 における各弦材の 2/1=ξ の位置に対する軸力と同値であり、以下のように示すことが出来る。 

    sjsi M
H

M
H

NN 


 ~
2
1~

2
1~

2
1

±=ζ  (4.15) 

 中間軸方向力 ζN は、トラス梁要素の構面内曲げモーメント siM~ および sjM~ によって次式のように示

すことが出来る。これは、部材のせん断力 ( )LMMQ sjsi /)~~(~
+= に相当する。 

    Q
SH
LMM

SH
N sjsi





 ~~~1

=




 +=ζ  (4.16) 

 弦材の材端曲げモーメント ζiM 、 ζjM は、トラス梁の構面外曲げモーメントおよび曲げねじりモーメ

ントによって示される。 

    itii B
H

MM  ~1~
2
1

±=η , jtjj B
H

MM  ~1~
2
1

±=η  (4.17) 

なお、式(4.15)~(4.17)の複号は ( )−+= ,ζ の順である。以上より、トラス梁要素と弦材の材端力関係は以

下のとおりである。 

    ζζ hff ~~TT  =  (4.18) 

ここに、 ζh~ は各弦材に対して(9×4)の係数マトリクスである。これにより、弦材の材端力は ζh~ によっ

て梁要素の材端力と直接関連付けることができる。 ζh~ の具体的な成分をまとめると次式のようになる。 
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ζh  (4.19) 

以上によりトラス梁要素と弦材の関係則が得られたので、次節においてトラス梁要素の基本式を示

す。その準備として、以下に示すようにトラス梁要素の変位を定義する。 

u~ およびその変化率 u~ は、弦材のときと同様に弾性成分、塑性成分と座屈成分によって次式のよう

に表されると仮定する。 

    bpe uuuu ~~~~ ++= , bpe uuuu  ~~~~ ++=  (4.20a,b) 

 また、トラス梁要素の材端変位の塑性成分 pu~ を上・下弦材の塑性変位成分 b
ζu の変数であるとして、

また座屈成分 bu~ を上・下弦材の座屈変位 ζR の変数であるとして、それぞれ次式のように定義する。 

    ( )ppp
ζuuu ~~ ≡ , ( )∑

−+=

≡
,

~
ζ

ζζ Rbb uu  (4.21a,b) 

さらに、式(4.21a,b)の変化率を、次式のように置く。 

    ∑∑
−+=−+=

≡
∂
∂

=
,,

~~
ζ

ζζ
ζ

ζ
ζ

ppp
p

p
p uhu

u
uu  , ( ) ∑∑

−+=−+=

≡
∂
∂

=
,,

~~
ζ

ζζ
ζ

ζ
ζ

ζ RR
R

R b
b

b  huu  (4.22a,b) 
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４．３ トラス梁要素に関する数値解析法 

 

４．３．１ トラス梁要素の基本式 

次に、文献 57 のトラス梁における評価手法と同様に、熱力学に基づく定式化よりトラス梁要素の基

本式を示す。はじめに、トラス梁に対する Helmholtz 自由エネルギーは、次式のように上・下弦材に対

するものの総和であると考えることができる。 

    ( )∑
−+=

=
,

,,,~

ζ
ζζζζζ θΨΨ p

k
p Ruu  (4.23) 

式(4.23)を、トラス梁要素の材端変位および各弦材の座屈による変形に関する弾性ひずみエネルギーの

和によるものと見做すと、次式となる。 

( )∑
−+=

−−+=
,

2ˆ
2
1~~~

2
1~

ζ
ζζζ θΨ p

kM
eeeT Rkuku  (4.24) 

ここに、 ek~ は構面内回転に対してはトラス梁の構面内せん断変形を考慮し、構面外回転および捩り率

に関しては弦材の回転のみを考慮した梁理論により導出される、トラス梁要素の弾性剛性マトリクス

(Appendix 6 を参照)であり、 ζMk̂ は相対部材角 ζR に対する剛性である。次に、トラス梁要素に対する

Clausius-Duhem 不等式は、トラス梁中間に外力が存在しないとすると次式に示すとおりとなる。 

    0~~~
≥+− uf  TΨ  (4.25) 

式(4.24)の変化率を式(4.25)に代入すると、以下のようになる。 

    ( ) ( ) ( ) ( )( )∑
−+=

−−−−−++



 −

,

ˆ~~~~~~~~~~

ζ
ζζζζζ θθ p

k
p

kM
bTeepTeeTeeT RRk  uukuukuukf  (4.26a) 

  ( ) ( )[ ] ( )[ ] 0ˆ~~~~~~

,,

≥−−++−−++



 −= ∑∑

−+=−+= ζ
ζζζζζζ

ζ
ζζζζζ θθθ p

k
p

kM
ppTp

kM
bTTeeT RkRRk  uhfhfuukf  (4.26b) 

エネルギーの散逸は塑性変形のみに生じるとすると、任意の変位 u~ , p
ζu , p

kζθ および ζR に対して成立す

る条件から次式が得られる。 

    ( )bpeee uuukukf ~~~~~~~
−−==  (4.27a) 

    ( ) 0ˆ~

,,

=−−+ ∑∑
−+=−+= ζ

ζζζζ
ζ

ζζ θ RRkR p
kM

bT hf   ( )−+= ,η  (4.27b) 
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    ( ) 0ˆ~~~
,

≥−−+= ∑
−+=ζ

ζζζζ θθΓ p
k

p
kM

pT Rk uf  (4.27c) 

ここに、式(4.27a)はトラス梁要素の巨視的な弾性構成則、式(4.27b)は座屈による変形後の弦材の釣り合

い関係、式(4.27c)はトラス梁要素の塑性散逸項を示す。式(4.4c)と式(4.27b)、式(4.4d)と式(4.27c)を比較

することにより式(4.28a,b)が得られ、 pu~ , bu~ の成分が式(4.29a,b)のように得られる。 

    ζζζ Chh ~
=b , ζζ hh ~

=p    (4.28a,b) 

    ∑
−+=

=∴
,

~~
ζ

ζζζ Rb  Chu , ∑
−+=

=∴
,

~~
ζ

ζζ
pp uhu     ( )−+= ,ζ  (4.29a,b) 

 さらに、式(4.29a,b)を式(4.27b,c)に代入すると、座屈後の釣り合い関係が材端力と ζR によって次式の

ように示すことが出来る。 

    0ˆ~~~
=+= ζζζζΞ k

T MChf  (4.30a) 

    [ ] 0ˆ~~~~
,,

≥+== ∑∑
−+=−+= ζ

ζζζ
ζ

ζ θΓΓ p
kk

pT M uhf  (4.30b) 

ここに、 

    ( )p
kMk RkM ζζζζ θ−−= ˆˆ  (4.30c) 

である。 
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４．３．２ 塑性流れ則 

本項では、弦材の塑性変形をトラス梁要素における逐次計算で評価していくための巨視的な塑性流

れ則を導出する。 

弦材の塑性流れ則は以下の様に導出される。断面の仮定は第３章と同様である。M-N 相関図におけ

る各断面の降伏関数は、その断面の軸力、中間軸方向力、各点の曲げモーメントの関数として次式の

ように表される。 

    ( )ηζζζηζηζ ΦΦ MNN ,,±± = , ( )lowerupperkji ,,,, == ζη  (4.31) 

弦材の任意の点において式(4.31)に示す降伏関数が 0=±
ηζΦ に到達した時、その降伏関数が active とな

る。最大塑性散逸の原理により塑性流れ則を求めるために、塑性散逸項を示す式(4.30b)が、active 状態

と判断された断面の降伏関数 0=±
ηζΦ を用いて次式の Lagrange 関数を設定する。 

    ( ) ∑
−+=

+−=
,

~ˆ,~

ζ
ζζζ Γ Φλf p

kML  ∑∑
−+=−+=

+









+−=

,,

~~

ζ
ζζ

ζ
ζζ θ Φλuf pTp

kk
pT M   (4.32) 

ここに、 

    { }T
jjkkii
−+−+−+= ζζζζζζζ ΦΦΦΦΦΦΦ , { }Tp

j
p
j

p
k

p
k

p
i

p
i

p −+−+−+= ζζζζζζζ λλλλλλ λ  (4.33a,b) 

である。塑性散逸項が最大となる条件は、式(4.32)を独立な材端力成分である ζkM̂,~f 偏微分したものが

零であることから、次式が得られる。 

    
( )

0
f

Φ
λu

f

f
=

∂

∂
+−=

∂

∂
∑

−+= ,
~

~
~
,~

ζ

ζ
ζ

ζ ppTkML  ,   
( )

0ˆˆ
,~

,,

=
∂

∂
+−=

∂

∂
∑∑

−+=−+= ζ ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

ζ

ζ θ
k

pp
k

k

k

MM

ML Φ
λ

f   (4.34a,b) 

    ∴ ∑
−+=












∂

∂
=

,
~

~
ζ

ζ
ζ

T

pTp

f

Φ
λu  ,  

ζ

ζ
ζζθ

k

pTp
k M̂∂

∂
=

Φ
λ ( )lowerupper ,=ζ  (4.34c,d) 

ここで、式(4.34c)の微係数に関して連鎖公式を適用すると、以下のように表現することができる。 

    TT
ζζ

ζ

ζ

ζζ hG
f

f
f
Φ

f

Φ ~
~~ ≡
∂

∂

∂

∂
=

∂

∂ ; 
f

f
h

f
Φ

G ~
~,

∂

∂
≡

∂

∂
≡ ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

TT  (4.35a-c) 

塑性変位速度の表現については、直角変位図等の運動学的考察によって理解することができる。例

えば、弦材の軸方向変位とトラス梁構面内の変位に対する塑性変位成分は Fig.4-5 の様に表される、ま

た、弦材の回転に関する塑性変位とトラス梁構面外変位、捩り率に対応する塑性変位成分は Fig.4-6 の

様に表される。以上のような考察をまとめると、式(4.29b)と同様の関係が導出される。 
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ここに、式(4.35b)の ζG は弦材の降伏関数に対する弦材の材端力成分による全微分から得られる微係数

であり、式(4.35c)は式(4.18)から得られる関係である。この表現を用いると、式(4.34c)は次式のように

表現できる。 

    ( ) ∑∑
−+=−+=

==
,,

~~~
ζ

ζζζ
ζ

ζζζ
pTTTpTp λGhhGλu   (4.36) 

これを塑性散逸項に代入すると、以下のような関係が得られる。 

    ∑∑
−+=−+= 
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４．３．３ 弾塑性接線剛性 

トラス梁要素の荷重変位関係は、逐次計算における塑性化および座屈の進展を考慮することにより

非線形となる。そこで本節では、トラス梁要素の弾性および弾塑性座屈後挙動を考慮した接線剛性を

示す。まず、弾性座屈のみが生じる場合について考察する。座屈の進展が生じた(active となった)弦材ζ

に対して 0~
=ζΞ が成り立つことから、 

    ζζ
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ここに、 

    ( ) ( ) ζψ
ζ

ζ
ζζψψζζζψ δ











∂

∂
−+=

R
kG T

M
eTbb C

hfChkCh ~~~~
 (4.39) 

である。式中の ζC は式(4.5a)で示されているように、 ζR の関数である。 ζψδ はクロネッカーのデルタ

記号である。以上より、 ψR に対する連立方程式が次式のように得られる。 

    ( )uChk  ~~~

,
ζζ

ψ
ψζψ

ebb RG =∑
−+=

  activefor ∈ζ  (4.40) 

ここで、 bbGζψ の逆マトリクス ( ) 1−bbGζψ を用いて、 ψR は次式となる。 

    ( ) ( )∑
−+=

−
=

,

1 ~~~

ζ
ζζζψψ uChk  ebbGR  (4.41) 

以上を用いて、トラス梁要素の弾性接線剛性マトリクス ebK~ は次式のように示される。 

    ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ } uChkChkkChkukf  ~~~~~~~~~~~

, ,

1

, 










⊗−=−≡ ∑ ∑∑

−+= −+=

−

−+= ζ
ψψζζ

ψ
ζψζ

ζ
ζζ

eebbeee GR  (4.42a) 

      uK ~~ eb≡  (4.42b) 

次に、弾塑性接線剛性について考察する。弾塑性接線剛性は、座屈変位の進展に加えて塑性変位成

分の進展を考慮する必要がある。まず、弦材ζ の降伏判定の際に active と判断された降伏条件の集合 ζΦ
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は Kuhn-Tucker 条件より 0Φ =ζ
 を常にみたすことから、変位増分に関して次の関係が得られる。 
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ここに、式中の ( )pp
k ζζθ λ∂∂ は、式(4.34d)の関係から ( )ζζ kM̂∂∂Φ と同値とみなすことができる。次に、

塑性化の進展と同時に座屈の進展が生じた(active となった)弦材ζ に対して、式(4.38)と同様に 0~
=ζΞ

が成り立つことから、変位増分に関して以下の関係が得られる。 
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式(4.44)および式(4.46)をまとめると、次式が得られる。 
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である。式(4.47)より、座屈および塑性変位の進展を表す変数は以下のように示される。 
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以上を用いて、トラス梁要素の弾塑性接線剛性マトリクス epbK~ は次式となる。 
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４．３．４ 数値計算手順 

 

本節では、前節で導出した定式化による数値解析法(提案手法)を用いて、材端変位から材端力を算出

する手順を示す。 

[弾性試行段階] 

時刻 t=t における材端変位とその座屈成分、塑性成分、時刻 tΔt +=t における材端変位が既知であ

るとする。 

    uu ~~ tttrial ∆+= , ptptrial uu ~~ = , btbtrial uu ~~ = , ζζ RR ttrial = , p
k

tp
k

trial
ζζ θθ =  (4.51a-e) 

また、増分計算に関する係数ベクトル ζCtrial に関して、以下のように計算される。 

    ( )ζζζ Rtrialtrial CC =  (4.52) 

 現ステップの座屈変位増分が零であるとして、 tt ∆+=t における次の試行材端力を式(4.27a)により計

算する。また、降伏条件を算出するための内部モーメント ζkM̂ を式(4.30c)より算出する。 

    ( )btrialptrialttetrial uuukf ~~~~~
−−= +∆  (4.53a) 

    ( )p
k

trialtrial
Mk

trial RkM ζζζζ θ−−= ˆˆ  (4.53b) 

材端力を用いて上・下弦材の塑性ヒンジ位置における降伏条件式(4.31)およびモーメント釣り合い条件

式(4.30a)を計算する。 

    ( )ζηζηζ ΦΦ k
trialtrialtrialtrial M̂,~f±± =    ( )jki ,,=η  (4.54a) 

    0ˆ~~~
=+= ζζζζΞ k

trialtrialTtrialtrial MChf  (4.54b) 

[座屈判定] 

式 (4.54a,b) にて計算された全ての ±
ηζΦtrial , ζΞ~trial の絶対値が許容値の範囲内 ( 0≤±

ηζΦtrial ,

Tolerancetrial ≤ζΞ~ )であれば、線形状態を保持していると判断する。一方、許容値を超えていた場合、

弦材ζ は座屈進展状態である(active な状態である)と判断され、以下の手順による塑性および座屈変位

の修正をおこなう。 

[座屈変位修正段階] 

p 回目の収斂計算において、弦材ζ が active な状態にある( 0>±
ηζΦtrial , ( ) Tolerancett

p >+
ζ

∆ Ξ~ )と判断さ

れたので、ここまでの座屈条件式等を用いて、p+1 回目の収斂計算における座屈変位および材端力ベク

トルの修正を Newton 法によりおこなう。 
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 式(4.57)で得られた ψψ ∆δ∆δ R,λ を用いて座屈変位増分を更新する。具体的には以下の計算をおこなう。 
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さらに、材端力およびモーメント釣り合い関係の更新をおこない、全ての弦材に対して

tolerancetrial ≤±
ηζΦ または Tolerancep ≤+

ηζλ∆δ 、もしくは ( ) ToleranceΞη
tΔt

p ≤+
+

~
1 または ToleranceR ≤ζ∆δ とな

るまで[座屈変位修正段階]の計算を繰り返す。 
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４．４ 数値解析例による妥当性検証 

 

４．４．１ 解析対象及び解析モデル 

単一のトラス梁部材に対して離散化手法による数値解と比較することにより、前節までで提案した

トラス梁要素(提案手法)の妥当性を検証する。 

解析対象は Fig.4-7(a,b)に示すワーレン型トラス梁である。既往のトラス梁要素 60)と異なり、弦材の

端部における構面外回転とねじり回転を拘束し、弦材同士の接合を想定したものとする。解析対象は、

材長 L=3000mm、梁せい H=1300mm、斜材の組数 S=2 または 4 とし、弦材と斜材のなす角度 dθ ≒60°

とする。弦材の断面は中空円断面を仮定し、斜材は弦材と同等の断面積を有する断面とする。ヤング

係数はいずれの構成部材も 205000N/mm2 とし、弦材の弾塑性解析における降伏応力度は 235N/mm2 と

する。外力は、上弦材に構面外座屈が生じるようにトラス梁材端の点 J に軸方向および構面内回転方

向の強制変位を比例的に加える。強制変位は以下の 2 パターンとする。 

載荷パターン 1：最終的に上・下弦材両方が座屈する場合( sjHθδ
~98.1~

= ) 

載荷パターン 2：上弦材のみが座屈する場合( sjHθδ
~095.0~

= もしくは sjHθδ
~5.0~

= ) 

この解析対象を、提案手法においては Fig.4-7(c)に示す単一要素として解析をおこなう。材端の境界

条件は、点 I、点 J の構面内回転と点 J の軸方向変位のみを解放し、その他の変位および回転を拘束し

た部材を考える。離散化手法は各弦材を(50×S)等分した梁要素と、斜材 1 本に対してトラス要素 1 要

素により構成される解析モデルを用いる。弦材端部の境界条件は Fig.4-7(a,b)に示すとおりである。弦

材の両端がピンであることを想定した Case (ix),(x)の境界条件は図中の丸括弧(  )で、両端の回転拘束

を想定した Case(i)~(viii)は図中の角括弧[  ]で、それぞれ示している。 

離散化手法に与える初期不整は、各載荷パターンに対して固有値解析をおこなった時、得られたト

ラス梁の 1 次固有モードに対して最大振幅が 20000/L となるように与える。また、提案手法に対して

は、第２章および第３章の方法に準じている。 

解析パラメータは Table4-1 に示すように、弾性座屈、弾塑性座屈それぞれを想定した断面、斜材の

組数 S、2 種類の載荷パターンである。また、S=2 の弾塑性座屈を想定した例題に対しては、既往のト

ラス梁要素と同様に材端の接合条件をピンとした例をおこなう。すなわち、計 10 個の例に対して検証

をおこなう。なお、弾塑性座屈に関する解析例は、Fig.4-8 に示す繰り返し載荷とする。  
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４．４．２ 解析結果及び考察 

Fig.4-9~4-74 に解析結果を示す。いずれの図においても、シンボルが提案手法、線が離散化手法によ

る結果である。符号は軸方向変位に対しては圧縮を正とし、その他の材端力および変位は Fig.4-2 に示

した座標系の方向を正とする。 

離散化手法における材端力は、弦材を要素分割した時の、各点 I+,I-,J+,J-に最も近い梁要素の材端力か

ら算出する。以下に、点 J の材端力を算出する場合の算出式を示す。 

    
2

~ −+ += jj NN
N , ( )

2
~ HNNM jjsj −+ −= , −+ += iiti MMM~ , ( )

2
~ HMMB iii −+ −= , 

    −+ += jjtj MMM~ , ( )
2

~ HMMB jjj −+ −=  (4.60a-f) 

ここに、離散化手法における −+−+ jjjj MMNN ,,, はそれぞれ、上弦材の軸力、下弦材の軸力、上弦材

の曲げモーメント、下弦材の曲げモーメントに関する、点,J+,J-に接合される梁要素の値である。 

各材端力は断面の全塑性状態における以下の耐力で、軸方向変位は降伏軸力時の変位 yδ
~

で、それぞ

れ無次元化している。 

ζζ σ cyyy aNN 22~
== , HaM cysp ζσ=~ ,  ζζ σ pyptp ZMM 22~

== ,  HZB pyp ζσ=~  (4.61a-d) 

ここに、 ptpspy BMMN ~,~,~,~
はそれぞれ軸力、構面内曲げモーメント、構面外曲げモーメント、曲げ捩り

モーメントに対する全塑性耐力、 ζζ py MN , はそれぞれ弦材の軸力、曲げモーメントに対する全塑性耐

力、 yσ は材料の降伏応力度、 ζζ pc Za , は弦材の断面積および全塑性断面係数を示す。以下に、幾つか

の解析例毎に結果の考察をおこなう。 

 

<λ=150, 載荷パターン 1 (Case (i), Case (v))> 

Case (i)における数値例の結果を Fig.4-9~4-14 に、Case (v)における数値例の結果を Fig.4-37~4-42 に、

それぞれ示す。Fig.4-9,37 が軸力( N~ )-軸方向変位(δ~ )関係、Fig.4-10,38 が J 端の構面内曲げモーメント

( sjM~ )-δ~ 関係、Fig.4-11,39 が上下弦材両端部の軸方向力( −+== ,,,; ζηηζ jiN )の変遷、Fig.4-12,40 が上

下弦材の点 Kζ における横変位( ζv ( ) ζζζ αα LR−= 1 )- δ~ 関係、Fig.4-13,41 が構面外曲げモーメント

( tjti MM ~,~
)-δ~ 関係、Fig.4-14,42 が曲げねじりモーメント( ji BB ~,~

)-δ~ 関係である。 

はじめに Case (i)について、材端力の変遷を重点的に述べる。上弦材の弾性座屈により、▼において

N~ の剛性が低下するが、その後も耐力が上昇を続ける一方、 sjM~ 、ひいては構面内のせん断力Q~ は小
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さくなる。このとき、各弦材の軸力に換算した Fig.4-11 を見ると、上弦材が座屈の判定となったのち、

上下弦材の軸力分布が変化することに伴い上下弦材の各端部の軸方向力が同じ軸方向力の値に指向し

ているように見て取れる。これはすなわち、上下弦材の変形モードが近づき、中間軸方向力が減少し

ていることを意味する。その後、 N~ が最大荷重となり、 sjM~ 、Q~ がゼロとなったところで一定の値で

推移している。上下弦材でみると、中間軸方向力がゼロになり、▽において全ての弦材の軸力が、両

端を固定されたときのオイラー座屈荷重となっていることがわかる。巨視的な材端力として、トラス

梁要素の N~ および sjM~ の推移の様子がよく一致しており、 Q~ も追跡できていると言える。また、

Fig.4-13,14 に示した材端力 tjti MM ~,~
、 ji BB ~,~

に関しても、座屈後の傾向を捉えている。 

同様の傾向が、斜材の組数 S=4 とした Case (v)でも確認できる。すなわち、上弦材の座屈時の材端力

(▼)および下弦材の座屈時の材端力(▽)が概ね対応し、各弦材の軸力がオイラー座屈荷重に指向し、▽

において上下弦材のすべての位置でオイラー座屈荷重を示すことが分かる。また、Fig.4-40 に示すよう

に、中間位置における各弦材の座屈変形量も良い対応を示している。 

 

<λ=150, 載荷パターン 2 (Case (ii), Case (vi))> 

Case (ii)における数値例の結果を Fig.4-15~4-20に、Case (vi)における数値例の結果を Fig.4-43~4-48に、

それぞれ示す。Fig.4-15,43 が N~ -δ~ 関係、Fig. 4-16,44 が J 端の sjM~ -δ~ 関係、Fig.4-17,45 が各弦材の軸

力 ηζN の変遷、Fig.4-18,46 が上下弦材の点 K における横変位 ζv -δ~ 関係、Fig.4-19,47 が tjti MM ~,~
-δ~ 関

係、Fig.4-20,48 が ji BB ~,~
-δ~ 関係である。 

はじめに、Case (ii)について考察する。上弦材が座屈するまでは線形を保持し、▼において上弦材が

座屈したところがトラス梁の巨視的(圧縮側)軸方向力の最大値となる。その後 N~ は急激に低下し、全体

に引張力となる一方、 sjM~ が上昇する結果となっている。このとき、Fig.4-19,20 において提案手法に

おける tjM~ 、 jB~ はそれぞれ誤差を有する結果となっている。これは Fig.4-17 より、弦材の軸力分布を

見ると、一部が引張となっていることから、弦材の曲げ剛性が引張時に誤差を有する方法となってい

ると考えられる。したがって、引張が生じる時の弦材の曲げ剛性をより適切に評価する必要がある。

また、微小変位の仮定を基に弦材と梁要素の変位を関連付けているため、座屈後の大変形領域におい

ては改善の余地があるものの、 N~ および sjM~ の弾性座屈耐力及びその後の劣化挙動をよく捉えている

ため、一定の座屈後挙動の評価が可能な手法である。 

上記の考察は、斜材の組数 S を 4 とした Case (vi)に関しても、Case (ii)と同様の傾向が確認できる。 
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<λ=40, 載荷パターン 1 (Case (iii), Case (vii), Case (ix))> 

本例は弾塑性座屈を考慮した例である。繰返し載荷における履歴の順序は各図の①~④である。Case 

(iii)における数値例の結果を Fig.4-21~4-28 に、Case (vii)における数値例の結果を Fig.4-49~4-56 に、Case 

(ix)における数値例の結果を Fig.4-65~4-69 に、それぞれ示す。Fig.4-21,49,65 が N~ -δ~ 関係、Fig.4-22,50,66

が J 端の sjM~ -δ~ 関係、Fig.4-23,51,67 が sjM~ - N~ 相関関係、Fig.4-24,52,68 および Fig.4-25,53,69 が各弦材

の軸力 ηζN の変遷、Fig.4-26,54 が tjti MM ~,~
-δ~ 関係、Fig.4-27,55 が ji BB ~,~

-δ~ 関係、Fig.4-28,56 が上下弦

材両端部のモーメント( ηζM )- ηζN 相関関係である。 

はじめに、Case(iii)について考察する。まず、上弦材点 J+において塑性化が生じ(▼a.)、続く▼b.にお

いて上弦材の点 I+にモーメントが加わることにより、全塑性状態となる。このとき、 N~ は剛性が低下

するものの耐力上昇は継続し、 sjM~ は耐力が下降する。その後さらに負荷を続けると、▼c.において下

弦材の点 J-が全塑性状態となる。このとき、Fig.4-21 に示す N~ が低下となると同時に、Fig.4-22 に示す

sjM~ に関しては耐力の変化が鈍感となる。その後、 yδδ
~2~

= において除荷状態となった時、2 つの▽に

おいて上弦材の点 J+、点 I+の順に塑性化が生じる。矢印③において再度負荷状態とし、 yδδ
~2~

= 以降も

負荷状態を継続させると、提案手法における sjM~ は耐力一定となっている一方、離散化手法は上昇を

続けている。これは、塑性ヒンジ法に基づく提案手法では仮定した位置での全塑性状態後は耐力の上

昇がないが、離散化手法においては再負荷時に塑性化領域が変化することが考えられるため、耐力の

上昇が生じているものと考えられる。この差異の検討は塑性ヒンジ位置の評価を除荷、負荷の切り替

えの際などにおこなうことによって可能となると考えられるが、一定の塑性ヒンジ位置とした提案手

法においても概ね評価が可能な手法となっている。 

Fig.4-26,27 に示す tjti MM ~,~
, ji BB ~,~

については、座屈がどの弦材にも生じていない初期段階においては

0 であるが、▼a.において上弦材の構面外座屈が発生した時に全てが変化する。これらの材端力の精度

は N~ の精度ほどではないものの、追跡可能であることが示される。 

斜材の組数 S=4 とした解析対象に同様の載荷パターンをおこなった Case (vi)に関しては、上弦材の

座屈後の弦材の軸力配分が異なるが、座屈後の挙動は同様である。トラス梁に構面内曲げモーメント

より軸力が多く導入される場合は、S の数に関わらず材端力を再現することが可能である。 

S=2 に対して、上下弦材の両端の構面外回転をピンとした場合についておこなった例を、Case (ix)と

して示す。ピン接合の場合は、点 Iζ, Jζの断面の塑性化が生じないため、 tjti MM ~,~
, ji BB ~,~

は常にゼロとな

る。この点についても、軸力が多く導入される場合は材端力を非常に精度良く再現可能である。 
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<λ=40, 載荷パターン 2 (Case (iv), Case (viii), Case (x))> 

本例も弾塑性座屈を考慮した例である。Case (iv)における数値例の結果を Fig.4-29~4-36 に、Case (viii)

における数値例の結果を Fig.4-57~4-64 に、Case (x)における数値例の結果を Fig.4-70~4-74 に、それぞ

れ示す。Fig.4-29,57,70 が N~ -δ~ 関係、Fig.4-30,58,71 が J 端の sjM~ -δ~ 関係、Fig.4-31,59,72 が sjM~ - N~ 相

関関係、Fig.4-32,60,73および Fig.4-33,61,74が各弦材の軸力 ηζN の変遷、Fig.4-34,62が tjti MM ~,~
-δ~ 関係、

Fig.4-35,63 が ji BB ~,~
-δ~ 関係、Fig.4-36,64 が上下弦材両端部の ηζM - ηζN 相関関係である。 

はじめに、Case (iv)における数値例の結果より座屈後挙動の進展の考察をおこなう。まず、▼におい

て上弦材の点 J が塑性化し、座屈が進行する。その後の N~ の低下、 sjM~ の上昇は弾性座屈の場合を再

現した先述の Case(ii)と同様の傾向である。軸力が下降する途中で除荷し、その後再度負荷状態とした

時、下弦材の点 J-において引張降伏が生じ、提案手法において耐力が一定となる。一方、離散化手法

における下弦材の点 J-は引張力が緩やかに上昇し、提案手法において塑性化が生じた位置では軸降伏

が見られなかった。これは、離散化手法の解析解において上弦材の座屈後、横変位が生じていること

により、斜材を介して下弦材に横方向の力が加わり、強制外力として下弦材の材端にモーメントが加

わるため、引張力のみの塑性化ではない応力状態となっていることが原因であると考えられる。この

傾向は Fig.4-36(c),(d)の丸で囲われた位置において、離散化手法において ηζM に零ではない値が生じて

いる事から推測される。提案手法では斜材から伝わる弦材の横方向への力の伝達が微小であることを

仮定しているため、この影響は発現していない。また、除荷後に見られる差異は、第 3 章の数値解析

例において指摘した断面の部分的降伏区間における応力状態の差異である。これらの差異の改善は今

後の課題とする。一方、 tjti MM ~,~
, ji BB ~,~

の推移についてはよく追跡できていることが確認されるため、

座屈後の材端力は追跡可能であると考えられる。 

斜材の組数 S=4とした解析対象に同様の載荷パターンをおこなった Case (viii)に関する結果を考察す

る。この結果は他の S=4 の結果(Case (v), (vi), (vii))とは異なり、上弦材の座屈の発生以降の提案手法と

離散化手法の数値解において N~ , sjM~ には差異が生じている。これは、Fig.4-59 に示す離散化手法の最

終変形図から、弦材の構面内方向に変位が生じていることが原因である。本論文の提案手法は弦材の

構面内方向の並進変位による塑性化を考慮していないが、トラス梁の条件によっては構面内方向の変

形も生じうる。Case (viii)のように、トラス梁せいに対して全長が大きく、構面内曲げが大きくトラス

梁に加わるような条件においてトラス梁要素の精度が低下しているが、提案手法が早期に引張降伏の

判断を採るため、安全側の結果が得られているといえる。また、Fig.4-62,63 の tjti MM ~,~
, ji BB ~,~

に関して
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は高い精度で離散化手法の解を再現しているため、十分妥当な解であるといえる。 

S=2 に対して、上下弦材の両端の構面外回転をピンとした場合についておこなった Case (x)に関して

は、解の安定性を保持するために離散化手法において硬化則を導入している影響があるものの、元結・

緒方の手法を包括する解を得られているといえる。 
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４．５ まとめ 

 

 本章では、弦材が周辺の部材と剛に接合される平行弦トラス梁部材の構面外座屈現象を単一要素と

して解析可能とするためのトラス梁要素を提案した。以下に、本章で得られた知見を示す。 

1. トラス梁要素に拡張するにあたり、第 2 章、第 3 章で提示した弦材に関する手法を一部修正し、

弦材とトラス梁要素の関係則を示した。弦材の軸方向変位はトラス梁要素の軸方向変位および構

面内回転に、弦材の材端回転はトラス梁要素の構面外回転および捩り率に、それぞれ関連付けら

れる。したがって、トラス梁要素の自由度としては、断面の反りを考慮した梁理論と同様の自由

度数が必要になる。 

2. 単一要素として解析可能とするためのトラス梁要素の定式化を熱力学に基づいて導出し、基本式、

弾性接線剛性および数値計算手順を示した。定式化の際には Helmholtz 自由エネルギーおよび熱力

学の第２法則を示す Clausius-Duhem 不等式を使用し、弦材の塑性化を考慮するための降伏関数に

対しては最大塑性散逸の原理のみを用いている。 

3. 以上の数値解析法の妥当性を検証するために、中空円断面の弦材によって構成されるトラス梁を

対象に、提案手法と離散化手法の数値解析結果を比較した。以下に、妥当性を検証する中で得ら

れた提案手法の適用範囲を要約する。 

・提案手法は、斜材の組数を示す S=2～4 程度の 1 スパン分を 1 要素とする手法として十分な精度

を持つ。 

・斜材が弾性かつ座屈しない条件の下での手法である。 

・提案手法は、上下弦材の弾性座屈荷重および弾塑性座屈の発生と、それに伴うトラス梁として

の材端力の推移を再現可能であるほか、各弦材の中間に位置する塑性ヒンジ点の横変位の増加

の様子を追跡可能である。 

・弦材端部の構面外回転が拘束されている場合、ピン接合である場合のいずれに対しても評価可

能である。このことは、本論文における提案手法が、接合条件がピンの場合のみを想定した既

往の研究を包括するものであることを示す。 

・トラス梁に対して軸力が主に作用する場合(載荷パターン 1)、構面内の曲げが主に作用する場合

(載荷パターン 2)のいずれの外力条件に対しても適用可能である。中でも、載荷パターン 1 のよ

うに軸力が支配的な応力状態において高い精度で材端力を得られる手法である。ただし、斜材
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の組数(S)が 4、載荷パターン 2 の場合については、弦材の構面内(t 方向)変形が大きくなるため、

軸力および構面内曲げモーメントに誤差が生じる結果が見られた。 

・本論文では弦材とトラス梁要素の変換則において、微小変位の仮定を導入している。しかし、

弦材が座屈し、トラス梁内部の変形が大きくなる場合など、大変形に対応する手法とはなって

いない。この点の改善は今後の課題とする。 

・本論文ではワーレン型トラス梁に対する定式化を示したが、一部の微細な変更により、その他

の平行弦トラス梁の手法に拡張することが可能である。 

4. 本章においては、単一のトラス梁部材に対してあらゆるパラメータを想定して妥当性を検証した

が、周辺の弦材と接合され、構面外回転の影響を受ける場合などに関しては検証をおこなってい

ない。そこで、次章の空間構造への適用例によって、構面外の回転に対する妥当性を考察する。 
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Fig.4-2 Rotations and orthonormal bases of a truss beam and chord members 

Fig.4-1 Target truss beam member 

(a) Truss Beam (b) Upper/ Lower Chord Member (See Fig.2-1) 
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Fig.4-3 Out-of-plane rotation of the truss beam and warping deformations of each node 

Fig.4-4 Definition of the nine degrees of freedom in a truss beam element 
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Fig.4-5 Geometrical Configuration for in-plane plastic deformations 
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Fig.4-6 Geometrical configuration for out-of-plane plastic deformations (node I) 
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Table 4-1 Analysis cases 

Cases 
Number of intervals of 
diagonal members (S) 

slenderness ratio 
of chord members 

(size) 

Loading 
Condition ζα  

(i) 2 
150 

(D=32mm,d=24mm) 
sjHθδ ~98.1~

=  
(Monotonic) 

49.0=+α  
49.0=−α  

(ii) 2 
150 

(D=32mm,d=24mm) 
sjHθδ ~095.0~

=  
(Monotonic) 

49.0=+α  
25.0=−α  

(iii) 2 
40 

(D=108.7mm,d=103.4mm) 
sjHθδ ~98.1~

=  
(Cyclic) 

45.0=+α  
25.0=−α  

(iv) 2 
40 

(D=108.7mm,d=103.4mm) 
sjHθδ ~5.0~

=  
(Cyclic) 

38.0=+α  
25.0=−α  

(v) 4 
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(D=32mm,d=24mm) 
sjHθδ ~98.1~

=  
(Monotonic) 

49.0=+α  
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(vi) 4 
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(D=32mm,d=24mm) 
sjHθδ ~095.0~

=  
(Monotonic) 

46.0=+α  
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(vii) 4 
40 

(D=108.7mm,d=103.4mm) 
sjHθδ ~98.1~

=  
(Cyclic) 

25.0=+α  
12.0=−α  

(viii) 4 
40 

(D=108.7mm,d=103.4mm) 
sjHθδ ~5.0~

=  
(Cyclic) 

25.0=+α  
12.0=−α  

(ix) 2 
40 

(D=108.7mm,d=103.4mm) 
sjHθδ ~98.1~

=  
(Cyclic) 

45.0=+α  
25.0=−α  

(x) 2 
40 

(D=108.7mm,d=103.4mm) 
sjHθδ ~5.0~

=  
(Cyclic) 

38.0=+α  
25.0=−α  
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Fig.4-8(b) Loading condition 
Fig.4-8(a) Loading displacement  
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Fig.4-9 Axial force-stretch ( N~ -δ~ ) relation (Case (i))  

 

Fig.4-10 In-plane bending moment- stretch ( sjM~ -δ~ ) relation (Case (i)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

]mm[~
δ

]kN[~N

]mkN[~
⋅sjM

]mm[~
δ
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Fig.4-11 Axial force-stretch relation (chord members) (Case (i)) 

Fig.4-12 Lateral deformation of chord member- stretch relation (Case (i)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

]kN[ηζN

]mm[ζv

v- 

v+ 

]mm[~
δ

]mm[~
δ
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Fig.4-13 Out-of-plane bending moment- stretch relation (Case (i)) 

 

Fig.4-14 Bimoment-stretch relation (Case (i)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

]mkN[~,~
⋅tjti MM

]mkN[~,~ 2⋅ji BB

]mm[~
δ

]mm[~
δ

tjM~

tiM~

jB~

iB~
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Fig.4-15 Axial force-stretch ( N~ -δ~ ) relation (Case (ii)) 

 

Fig.4-16 In-plane bending moment- stretch ( sjM~ -δ~ ) relation (Case (ii)) 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

]mm[~
δ

]kN[~N

]mkN[~
⋅sjM

]mm[~
δ
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Fig.4-17 Axial force-stretch relation (chord members) (Case (ii)) 

 

Fig.4-18 Lateral deformation of chord member- stretch relation (Case (ii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

v- 

v+ 

]kN[ηζN

]mm[ζv

]mm[~
δ

]mm[~
δ
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Fig.4-19 Out-of-plane bending moment- stretch relation (Case (ii)) 

 

Fig.4-20 Bimoment-stretch relation (Case (ii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

]mkN[~,~
⋅tjti MM

]mkN[~,~ 2⋅ji BB

]mm[~
δ

]mm[~
δ

tjM~

tiM~

jB~

iB~



第４章 剛な接合条件における構面外座屈後挙動を考慮したトラス梁要素の提案 
 

97 
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

0 1 2 3 4 5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

0 1 2 3 4 5

Fig.4-21 Axial force-stretch ( yNN ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (iii)) 

 

Fig.4-22 In-plane bending moment- stretch ( spsj MM ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (iii)) 

 

① 

② 

③ 
④ 

① 

② 

③ 

④ a. b. c. 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

yδδ
~/~

yNN ~/~

yδδ
~/~

spsj MM ~/~

a. 
b. 

c. 
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Fig.4-23 Axial force - in-plane bending moment ( yNN ~/~ - spsj MM ~/~ ) relation (Case (iii)) 

 

① 

② 

③ 

④ 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

spsj MM ~/~

yNN ~/~

a. 

b. c. 

1/ =− + yj NN
(Compression) 

1/ =+ − yj NN

1/ =− − yj NN

1/ =+ + yj NN
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Fig.4-24 Axial force-stretch relation (upper chord members) (Case (iii)) 

 

Fig.4-25 Axial force-stretch relation (lower chord members) (Case (iii)) 

 

① 

② 

③ 

④ 

① 

② 

③ 

④ 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

yδδ
~/~

yNN /+η

yδδ
~/~

yNN /−η

a. b. 

c. 

a. b. 
c. 
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Fig.4-26 Out-of-plane bending moment- stretch relation (Case (iii)) 

Fig.4-27 Bimoment-stretch relation (Case (iii)) 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

tpti MM ~/~

pi BB ~/~

tptj MM ~/~

pj BB ~/~

yδδ ~/~

(a) tpti MM ~/~ - yδδ
~/~  relation (b) tptj MM ~/~ - yδδ

~/~  relation 

(a) pi BB ~/~ - yδδ
~/~  relation (b) pj BB ~/~ - yδδ

~/~  relation 

yδδ ~/~

yδδ ~/~

yδδ ~/~

a. 
b. c. a. b. 

c. 

a. 
b. 

c. 

c. 

b. 
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Fig.4-28 Bending moment- axial force relation (end of each chord member) (Case (iii)) 

 

(b) Mj+/Mp-Nj+/Ny 

 

(c) Mi-/Mp-Ni-/Ny 

 

(d) Mj-/Mp-Nj-/Ny 

 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

++ yi NN / ++ yj NN /

−− yi NN /
−− yj NN /

++ pi MM / ++ pj MM /

−− pi MM /

−− pj MM /

① 

② ③ 

④ 

yield surface 

a. b. 

c. 

a. 
b. 

c. 
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Fig.4-29 Axial force-stretch ( yNN ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (iv)) 

 

Fig.4-30 In-plane bending moment- stretch ( spsj MM ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (iv)) 

 

① 

② 
③ 

④ 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

① 

② 

③ 

④ 
yδδ

~/~
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~/~
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Fig.4-31 Axial force - in-plane bending moment ( yNN ~/~ - spsj MM ~/~ ) relation (Case (iv)) 
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② 

③ 

④ 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

spsj MM ~/~

yNN ~/~

1/ =− + yj NN

1/ =+ − yj NN

1/ =− − yj NN

1/ =+ + yj NN
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Fig.4-32 Axial force (chord members)-stretch relation (Case (iv)) 

 

Fig.4-33 Axial force (chord members)-stretch relation (Case (iv)) 
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③ 

④ 
② 
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④ 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

yδδ
~/~

yNN /+η

yδδ
~/~

yNN /−η
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Fig.4-34 Out-of-plane bending moment- stretch relation (Case (iv)) 

 

Fig.4-35 Bimoment-stretch relation (Case (iv)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

tpti MM ~/~

pi BB ~/~

tptj MM ~/~

pj BB ~/~

yδδ ~/~

(a) tpti MM ~/~ - yδδ
~/~  relation (b) tptj MM ~/~ - yδδ

~/~  relation 

(a) pi BB ~/~ - yδδ
~/~  relation (b) pj BB ~/~ - yδδ

~/~  relation 
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Fig.4-36 Bending moment- axial force relation (end of each chord member) (Case (iv)) 

 

(b) Mj+/Mp-Nj+/Ny 

 

(c) Mi-/Mp-Ni-/Ny 

 

(d) Mj-/Mp-Nj-/Ny 

 

 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

++ yi NN / ++ yj NN /

−− yi NN / −− yj NN /

++ pi MM /

++ pj MM /

−− pi MM / −− pj MM /

yield surface 
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Fig.4-37 Axial force-stretch ( N~ -δ~ ) relation (Case (v)) 
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Fig.4-38 In-plane bending moment- stretch ( sjM~ -δ~ ) relation (Case (v)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-39 Axial force (chord members)-stretch relation (Case (v)) 

 

Fig.4-40 Lateral deformation of chord member- stretch relation (Case (v)) 

 
 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

]mm[~δ

]kN[ηζN
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]mm[ζv
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Fig.4-41 Out-of-plane bending moment- stretch relation (Case (v)) 
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Fig.4-42 Bimoment-stretch relation (Case (v)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-43 Axial force-stretch ( N~ -δ~ ) relation (Case (vi)) 
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Fig.4-44 In-plane bending moment- stretch ( sjM~ -δ~ ) relation (Case (vi)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

]mkN[~ ⋅sjM
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Fig.4-45 Axial force (chord members)-stretch relation (Case (vi)) 
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Fig.4-47 Out-of-plane bending moment- stretch relation (Case (vi)) 
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Fig.4-48 Bimoment-stretch relation (Case (vi)) 
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Fig.4-49 Axial force-stretch ( yNN ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (vii)) 
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Fig.4-50 In-plane bending moment- stretch ( spsj MM ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (vii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-51 Axial force - in-plane bending moment ( yNN ~/~ - spsj MM ~/~ ) relation (Case (vii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-52 Axial force (chord members)-stretch relation (Case (vii)) 
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Fig.4-53 Lateral deformation of chord member- stretch relation (Case (vii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-54 Out-of-plane bending moment- stretch relation (Case (vii)) 

 

Fig.4-55 Bimoment- stretch relation (Case (vii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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(a) Mi+/Mp-Ni+/Ny 

 

Fig.4-56 Bending moment- axial force relation (end of each chord member) (Case (vii)) 

 

(b) Mj+/Mp-Nj+/Ny 
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 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-57 Axial force-stretch ( yNN ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (viii)) 
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Fig.4-58 In-plane bending moment- stretch ( spsj MM ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (viii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-59 Axial force - in-plane bending moment ( yNN ~/~ - spsj MM ~/~ ) relation (Case (viii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-60 Axial force (chord members)-stretch relation (Case (viii)) 
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Fig.4-61 Lateral deformation of chord member- stretch relation (Case (viii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-62 Out-of-plane bending moment- stretch relation (Case (viii)) 

 

Fig.4-63 Bimoment-stretch relation (Case (viii)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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(a) Mi+/Mp-Ni+/Ny 

 

Fig.4-64 Bending moment- axial force relation (end of each chord member) (Case (viii)) 
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Fig.4-65 Axial force-stretch( yNN ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (ix)) 
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Fig.4-66 In-plane bending moment- stretch ( spsj MM ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (ix)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-67 Axial force - In-plane bending moment ( yNN ~/~ - spsj MM ~/~ ) relation (Case (ix)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-68 Axial force (chord members)-stretch relation (Case (ix)) 

 

Fig.4-69 Lateral deformation of chord member- stretch relation (Case (ix)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0 1 2 3 4 5

Ni+_Discrete Ni+_Present
Nj+_Discrete Nj+_Present

yδδ
~/~

yNN /+η

yδδ
~/~

yNN /−η

① 

② 

③ 

④ 

① 

② ③ 

④ 

a. 
c. 

a. 

c. 



第４章 剛な接合条件における構面外座屈後挙動を考慮したトラス梁要素の提案 
 

126 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

0 1 2 3 4 5

Fig.4-70 Axial force-stretch ( yNN ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (x)) 

 

Fig.4-71 In-plane bending moment- stretch ( spsj MM ~/~ - yδδ
~/~ ) relation (Case (x)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-72 Axial force - in-plane bending moment ( yNN ~/~ - spsj MM ~/~ ) relation (Case (x)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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Fig.4-73 Axial force (chord members)-stretch relation (Case (x)) 

 

Fig.4-74 Lateral deformation of chord member- stretch relation (Case (x)) 

  (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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５．１ はじめに 

 

 本論文の第４章で、トラス梁部材における弦材の構面外座屈後挙動を追跡可能な「トラス梁要素」

を提案し、材端が剛に拘束された場合の妥当性を検証した。得られたトラス梁要素により、既往の研

究と比較して実際の接合条件に近い条件において解析可能な手法に拡張されたといえる。しかしなが

ら、提案手法が実際の空間構造の解析にも使用可能であるかは検証されていない。特に、第４章にお

ける妥当性の検討においては弦材端部の回転を拘束していたため、隣り合う他のトラス梁との接合に

よる相互作用を考慮した挙動についてはさらに確認を要する。 

 そこで本章では、Fig.5-1 に示すトラス梁から成る空間構造を解析対象に、第４章の手法に基づくト

ラス梁要素を用いた数値解析モデル(提案モデル)による崩壊挙動の再現への適用例を示す。また、離散

化手法による細分化モデルの解析結果と比較することにより、第４章の手法の適用範囲を考察する。 

 平行弦トラス梁から成る空間構造の座屈耐力に関する研究は、日置ら 76)の研究のように、トラス梁

から成るアーチ形の架構を一体的に捉えたものがある。しかしながら、この知見は線形弾性状態から

空間構造の全体座屈に至るまでの挙動のみに主眼が置かれており、本研究で主題とする座屈後の崩壊

挙動までは言及できない。一方、特定の構成部材のまとまりを単一要素にモデル化するという方針で

示した元結・大塚 57)および元結・緒方 60)の手法は、空間構造への適用範囲に言及されていないという

欠点を有する。そのため、実在する空間構造により近い接合状態に対する手法であることの検証と共

に、最初の部材が構面外座屈した際の応力再配分が再現可能かについても検証する。 
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５．２ 解析仮定 

 

５．２．１ 解析対象 

Fig.5-1 に解析対象を示す。解析対象は紙面奥行方向に繰り返される空間構造の構面の 1 スパン分を

取り出したものを想定する。柱(Column 1~4)および梁(Beam 1~6)は平行弦トラス梁から成り、両端の柱

脚はナイフエッジによってピン支持されている。したがって、この解析対象が線材から成る架構と捉

えると、1 次の不静定構造であることが理解できる。パネル数 S が 2~3 毎の Fig.5-1 で示す赤丸の位置

においてトラス梁の座屈補剛部材があることを想定するために、弦材同士は y 方向に補剛され、構面

外回転等は連続的に振る舞うような境界条件とする。Fig.5-2 の四角に示した柱梁接合部、棟およびナ

イフエッジの位置は剛な梁要素を使用し、この部分の部材の塑性化は考慮しない。トラス梁を構成す

る弦材および斜材の諸元は Table 5-1 に示すとおりである。弦材は材料の塑性化を考慮した鋼管断面と

し、斜材は弾性状態を保持し座屈しないものとする。 

外力条件を Table 5-2 に示す。Case (i)は鉛直荷重 Fzを Fig.5-1 の黒丸で示す節点に単調増加させた例、

Case (ii),(iii),(iv)は一定の鉛直荷重 Fz を Case (i)と同じ点に入力した上で、節点 B,D に水平力 Fxを、2 点

が同じ値となるように単調増加させた例である。この解析対象を、細分化モデルにおいては Fig.5-2、

提案モデルにおいては Fig.5-3 に示すモデル化とし、それぞれに対して数値解析をおこなう。それらの

モデル化過程と、崩壊挙動の再現に至る過程を、次項以降に示す。 
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５．２．２ 細分化モデルのモデル化過程と座屈固有値解析 

解析対象に対して細分化モデルによる上記の条件を模擬した各節点の境界条件を Fig.5-2 に示す。ま

た、Fig.5-2 の節点に示す赤丸の位置において上・下弦材の横変位を拘束している。弦材は 1 パネル数

に対して 50 分割した Bernoulli の梁理論に基づく梁要素を、斜材は 1 部材につき単一のトラス要素とし

ている。弦材の断面の積分点は Fig.3-7 に示した位置と同様であり、材料特性も第 3 章と同様である。

総節点数は 2627、総要素数は 2696 である。 

細分化モデルに対して、まずは初期不整を与えない完全系において所定の鉛直および水平外力を加

え、座屈固有値解析をおこなう。Case (i), (ii), (iii)に対する線形固有値解析の座屈モードを Fig.5-4, Fig.5-5, 

Fig.5-6 にそれぞれ示す。Case (i)は 1 次モードと 2 次モードが重解となるため、Fig.5-4(a)に 1 次モード、

Fig.5-4(b)に 3次モードを示す。Case (ii)およびCase (iii)については 1次モードおよび 2次モードを示す。

各図の丸で囲った位置において、トラス梁の弦材が構面外座屈する座屈モードが見られた。空間構造

においては、外力を加えたときの応力および変形状態が座屈モードに影響を与える可能性があるため、

確認のため、Case (i)の鉛直荷重と Case(ii),(iii)の水平荷重の増分値が異なる状態においても線形固有値

解析をおこなった。結果として、どの Case も弾性時の 1 次モードが同じであることを確認している。

以上までの考察から、最初に 1 次モードの座屈挙動が発現することは容易に予測される。一方、その

後は応力再配分により弾性固有値解析時とは異なる応力状態となることが考えられ、次に発現する不

安定挙動を座屈固有値解析結果から予測することはできない。また、想定される外力は鉛直外力、水

平外力が複合的に変化するため、座屈モードも若干変化する。すべての座屈モードを考慮すると、入

力データが膨大となるほか、どの座屈モードが重要かを確認することができず、設計時に考慮すべき

崩壊挙動の追跡が本当の意味でなされたとは言い難い。さらに、断面の塑性化により最初の座屈が進

行する場合は、最初の耐力そのものが異なるため、線形座屈固有値解析のみでの予測はより困難とな

る。 

そこで、Case (ii)および Case (iii)の数値計算の際には、以下の方法で順次荷重経路を探索する。まず、

弦材の塑性化を考慮した細分化モデルにおいて、1 次モードの初期不整のみを微小に入力した系で数値

計算をおこなう。最初の座屈が生じる位置から再度固有値解析を実行し、次に起こりうる座屈モード

を予測する。以上より、得られた結果は Fig.5-5(b)および Fig.5-6(b)における座屈モードと同等であるこ

とが得られたので、これらの 2 つの座屈モードを、それぞれのモードの最大振幅が 3 ㎜となるように

初期不整を入力し、細分化モデルの増分解析を実行する。 
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以上が、空間構造の中でも単純な形状である山形ラーメン架構の座屈後挙動を再現するための前段

の考察である。より複雑かつ不静定時数の大きな架構の場合は、最終崩壊状態までの経路が多数想定

されるため、一つの部材が損傷し応力状態の変更が予期される度に固有値解析を実行しなおし、解析

に反映させていく、という過程が必要となる。したがって、本論文第 1 章でも述べた通り、細分化モ

デルであっても、空間構造の設計に資するような、構造物全体の崩壊挙動に至るまでの情報を得るた

めには多くの考察過程を必要とする。そのため、今日の崩壊挙動を考慮した設計の困難さを解消して

いるとは言い難い。 
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５．２．３ 提案手法による解析モデル 

次に、Fig.5-3 に示す提案モデルの構築方法について述べる。解析対象を模擬するために、座屈補剛

部材を想定した位置までの区間を単一のトラス梁要素で置換する。すなわち、Fig.5-1 において命名し

た Column-1~4、Beam-1~6 が各々単一の梁要素ということになる。境界条件は Fig.5-3 に示す通り、ト

ラス梁の接合部においては弦材各々の回転を許容する一方、横変位は拘束する。詳細モデルと同様に、

柱梁接合部、棟および柱脚は剛な梁要素としている。節点数は 19、総要素数は 18 となり、細分化モデ

ルと比較して、およそ 150 分の 1 の要素数となっている。 

提案モデルにおいて増分外力による解析をおこなうにあたり、塑性ヒンジ位置を予測するための予

備解析をおこなう。鉛直外力および微小な水平外力を加えた時の各トラス梁要素の材端力から、

Appendix 3 に示す方法によって塑性ヒンジ位置 ζα を推定する。増分外力の解析においては上記によっ

て算出された ζα を各トラス梁要素に入力する。 
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５．３ 数値解析結果および考察 

 

Fig.5-7 に、Case (i)における荷重-変位関係を示す。縦軸は各節点の鉛直外力の合計値(ΣFz)であり、横

軸は架構の位置 C の鉛直変位 uz である。▼①における荷重値を最大として、その後は uzが進行する一

方、耐力が低下している。▼①および▼②における構面内のモーメント図の進展の様子を Fig.5-8(a,b)

に示す。最大耐力時のモーメント分布である Fig.5-8(a)において、柱-梁接合部の位置 B、D においてモ

ーメントが最大となっており、近傍の Beam-1 もしくは Beam-6 の塑性化によって耐力が決定している

ことが分かる。数値計算においては、いずれか片方の塑性化により弦材の構面外座屈が進行する結果

が得られた。その後、▼②におけるモーメント分布は Fig.5-8(b)に示すように、先程最大値となってい

た位置 B、D のモーメントが低下する一方、位置 C のモーメントが上昇する傾向を示している。この

分布への変化は、Beam-1~6 のみで構成される単純梁に分布荷重が加えられた時の応力状態に指向して

いることを意味する。 

この時の、Beam-5 および Beam-6 の構面外モーメントを Fig.5-9 に、両者の弦材の Fig.5-9 内の図に

示す点における横変位の推移を Fig.5-10 に、それぞれ示す。架構を形成する梁の弦材同士が号に接合

されていることにより、Beam-6 の弦材が座屈することによる構面外モーメントおよび弦材の横変位の

増加に加え、隣接する Beam-5 にも伝達する様子が再現されている。 

 

次に、一定の鉛直荷重を与えた上で水平荷重を増加させた数値解析例の結果を示す。Fig.5-11 に荷重

-変位関係を示す。縦軸は水平外力の合計値(ΣFx)を、節点 C の水平変位 ux を横軸にとったものである。

Fig.5-12(a)~(e)は、Fig.5-11 に示す▼①~⑤の時の架構のモーメント分布の推移を、それぞれ示す。また、

Beam-5 および Beam-6 の構面外モーメントを Fig.5-13,14 に、Beam-2, Beam-5 および Beam-6 の弦材に

おける N-M 相関図を Fig.5-15 に、横変位-変位関係を Fig.5-16 に、細分化モデルにおける損傷状態の変

形図を Fig.5-17 に、それぞれ示す。Fig.5-11 の▼は、①鉛直外力入力直後、②梁 No.6 の弦材の断面が

最初に弾塑性状態となった時、③Beam-6 の弦材の他端が弾塑性状態となった時、④水平荷重が再上昇

し、Beam-2 の弦材が弾塑性状態となった時、⑤その後の挙動を、それぞれ示す。全部材が弾性を保持

している状態から、②の時に Beam-6 の弦材において最初の座屈が発生すると共に水平耐力が低下する。

このときのモーメントの推移が Fig.5-12(b)および Fig.5-12(c)であるが、Beam-6 が構面外座屈すること

によって架構全体の水平耐力が大きく低下している。この時、Beam-6 の弦材に対する N-M 図である
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Fig.5-15(f)から、Beam-6 に構面外座屈が生じることによって、架構の最大耐力を決定づけていることが

分かる。その後、線形弾性状態で推測される応力分布とは異なる状態(Fig.5-12(d))へと移行する中で、

③において Beam-6 の塑性化が生じていなかった端部の塑性化が生じる。このことは、Fig.5-13 におい

て Beam-6 の Mti の耐力が一定となったこと、Fig.5-14(e)において弦材の材端力軌道が降伏関数に達した

ことから確認できる。この時の荷重変位関係において提案モデルと細分化モデルに差異が生じている

が、この部分は第 3 章における弦材の手法、第 4 章におけるトラス梁 1 部材に関する検討でも示した

とおり、塑性化に伴う断面の部分的降伏区間の応力状態の差異によるものである。さらにその後は全

体の水平耐力が上昇し、④に達する。このとき、ここまでの構面外座屈によって材端力を保持できな

くなった Beam-6 の近傍の応力は低下していく一方、変形の進行に伴い Beam-2 近傍のモーメントが上

昇しており、座屈後に応力が再配分されている傾向が見られる。Beam-2 の弦材の N-M 図において弦

材の評価を試みると、いずれの解析モデルにおいても弦材が塑性化していることが確認される。また、

損傷後の座屈挙動についても、Fig.5-16 に示すように塑性化した Beam-6 で座屈変形が増加し、隣接す

る Beam-5 についても変形が生じる様子が確認できる。 

④以降さらに数値計算を試みると、⑤において提案モデルの解と細分化モデルの解に差異が生じる。

細分化モデルの解を見ると、④以降は架構全体の耐力を保持できなくなっていることから、架構自体

が不安定となっていることが分かる。ここで、Fig.5-17(b)に示す離散化モデルによる最終変形図を見る

と、応力再配分によって初期に塑性化した位置とは異なる部分にも損傷が集中している様子が見られ、

その位置も概ね提案モデルによる塑性化の位置と対応している。以上の解析結果に対して、提案手法

による数値解と詳細モデルによる数値解の結果が対応していることから、提案モデルによって架構の

耐力が一時的に低下する状況を再現可能であることが示された。 

 

上記の適用例に加え、適用に関する補足として Case (iii)を示す。トラス梁から成る空間構造は通常、

架構の上面に屋根を設置するための母屋などが配され、実際には構面外座屈が拘束されていることが

考えられる。このような条件に対して、細分化モデルを構築する際、構面外変位の拘束を境界条件と

して再設定する必要があり、節点数が多いほどこの設定は煩雑となる。一方、提案モデルは、母屋の

設置位置に相当する弦材の座屈が生じる条件(式(4.46b))の判定を解除する設定をするのみで計算が可

能である。この条件に対する数値解析における荷重-変位関係の結果を、Fig.5-18 に示す。母屋が配置

されることが想定される Beam-2 の上弦材において、座屈が生じず、塑性化によってのみ劣化が生じる
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様子を、提案モデルによって簡便に考察する事が可能である。 

 Fig.5.19～5.23 に、一定の鉛直荷重を Case (ii)の半分とした例である Case (iv)の数値解析結果を示す。

荷重分布が異なることにより、解析対象の水平荷重に対する最大耐力値、その後の劣化の度合いおよ

び最終的な崩壊機構を形成した時の変位が変化している。一方で、本例においては塑性化後の挙動の

傾向に差異は見られなかった。このように、応力分布が異なる例においても、提案モデルは崩壊挙動

を再現可能である。 
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５．４ トラス梁要素の空間構造への適用に関する留意点 

 

 本節では、第 4 章によるトラス梁要素に関する考察、本章のような空間構造への適用例から得られ

た知見に加え、空間構造に対するトラス梁要素によるモデル化の留意点および適用範囲をまとめ、以

下に示す。 

・空間構造においては、接合部から接合部までの区間の斜材の組数 S が 2 から 4 の場合が一般的であ

り、トラス梁要素は、上記のようなトラス梁部材の接合部間を単一の要素とする梁要素である。 

・提案したトラス梁要素は、トラス梁に生じる巨視的な捩り回転が微小である仮定に基づいているた

め、トラス梁が大きな横倒れが生じる架構の問題には対応できない。しかしながら、トラス梁から

成る空間構造は接合部における互いの補剛効果によって捩りが拘束されている場合が多い。この考

え方に従えば、本例のような平面的な架構のみならず、3 次元的に接合されるドームのような架構に

も適用可能であると考えられる。 

・トラス梁から成る空間構造の境界条件は、軸方向変位および構面内の回転に加えて、材端の節点に

おける構面外回転および捩り率の自由度を考察することによって接合条件を表現する。例えば、本

例に示すような上下弦材が剛接合される場合は本章の例と同様の条件とする他、トラス梁要素の上

下弦材の構面外回転に対する接合条件を解放する場合は、材端の構面外回転および捩り率の接合条

件を解放とする。ただし、トラス梁の上下弦材のいずれか一方の回転を解放する場合には適用され

ない。 
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５．５ まとめ 

 

 本章では、第４章までで提案してきたトラス梁要素を、トラス梁から成る空間構造の数値解析モデ

ルに適用し、空間構造の崩壊挙動の再現を試みた。本章で得られた知見を以下に示す。 

1. トラス梁から成る空間構造の崩壊挙動を目的とした数値解析の過程を、構成部材の離散化による

細分化モデルとトラス梁要素による提案モデルの 2 種類に対して示した。考察過程より、細分化

モデルはモデル化により自由度が膨大となるほか、荷重増分の解析に至るまでの座屈固有値計算

など、煩雑な検討が必要であるため、設計業務においてこれらの考察過程を常におこなう事が困

難であると考えられる。一方、想定される構面外座屈現象を単一の梁要素に内挿したトラス梁要

素は、煩雑な考察を必要としない。 

2. 複数の外力に対する数値計算によって、架構全体の耐力と変位の関係が得られ、提案モデルが細

分化モデルと同等の結果を示すことが確認された。特に、架構全体の耐力を決定するトラス梁弦

材の構面外座屈を評価することが可能である他、耐力後の劣化挙動までも追跡できている。また、

モーメント図から、トラス梁が構面外座屈によって耐力低下したときの系全体の応力再配分の様

子が再現されていることが確認される。 

3. トラス梁を部材単位で見ても、トラス梁要素の材端力を細分化モデルと同様に得られている。こ

のことは、第 4 章で示されていなかったトラス梁同士が連続するような条件でもトラス梁の材端

力を評価可能な手法であることを意味する。 

4. 対象とする架構は 1 スパンが約 20m であるが、弦材の構面外座屈の発生を詳細モデルにおいて考

慮する場合、構面外座屈の生じる座屈長さに対して構成要素の細分化を要する一方、提案手法に

よるモデルはトラス梁の構面外座屈長さに対して 1 要素で置換している。本例では、提案手法に

よるモデルに対して詳細モデルの要素数は約 150 倍の要素数であるにもかかわらず、同等に崩壊

挙動を評価可能である。 

5. 以上のトラス梁要素の空間構造への適用例を通して、トラス梁要素の適用範囲に対する留意点を

示した。 
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Table 5-2 Loading conditions 

 Vertical load 
Horizontal  

load 

Case (i) 
Incremental 

loading 
0kN 

Case (ii) 
Case (iii) 

ΣFz=120kN 
(Fz=20kN, 
Constant) 

Incremental 
loading 

Case (iv) 
ΣFz=60kN 
(Fz=10kN, 
Constant) 

Incremental 
loading 

 L 
[mm] 

H 
[mm] 

S θd 
[°] 

Chord member(Tube) Diagonal 
member 

D 
[mm] 

d 
[mm] 

acζ 
[mm2] 

Icζ 
[mm4] 

Slender- 
ness ratio 

σy 

[N/mm2] 
Ny 

[kN] 
Mp 

[kN・m] 
ad 

[mm2] 
Column-1~4 2000.0 1000.0 2 63.43 140.0 128.0 2.526×103 5.681×106 42.17 235.0 5.936×105 2.533×107 2.526×103 
Beam-1~6 3162.3 948.68 3 60.95 108.7 103.4 8.829×102 1.242×106 84.31 235.0 2.075×105 7.005×106 8.829×102 
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Table 5-1 Mechanical properties 

Fig.5-1 Target truss beam structure 
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(a) 1st mode  

(b) 3rd mode  

Fig.5-4 Buckling modes (Case (i))  



第５章 トラス梁要素の空間構造への適用例 
 

144 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 (a) 1st mode  

(b) 2nd mode  

Fig.5-5 Buckling modes (Case(ii))  
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(a) 1st mode  

(b) 2nd mode  

Fig.5-6 Buckling modes (Case(iii))  
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Fig.5-7 Case (i) load-displacement relation 
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Fig.5-8 Case (i) Moment distribution (Black: Present model, Gray: Discrete model) 
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Fig.5-9 Case (i) Out-of-plane bending moment(Mti)- displacement relation 
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Fig.5-10 Case (i) Out-of-plane deformation (vk)- displacement relation 
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Fig.5-12 Case(ii) Moment distribution (Black: Present model, Gray: Discrete model) 
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Fig.5-12 Case(ii) Moment distribution (Black: Present model, Gray: Discrete model) 
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Fig.5-13 Case (ii) Out-of-plane bending moment(Mti)- displacement relation 

Fig.5-14 Case (ii) Out-of-plane bending moment(Mtj)- displacement relation 
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Fig.5-16 Case (ii) Out-of-plane deformation (vk)- displacement relation 
 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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(a) After 1st buckling (state ④) 

 (b) After 2nd buckling (after state ⑤) 

Fig.5-17 Case (ii) buckling deformation (Case(ii))  

Buckling 

Buckling 
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Fig.5-18 Case (iii) Load-displacement relation 
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Fig.5-19 Case (iv) Load-displacement relation 
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Fig.5-20 Case (iv) Moment distribution (Black: Present model, Gray: Discrete model) 
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Fig.5-20 Case (iv) Moment distribution (Black: Present model, Gray: Discrete model) 
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Fig.5-21 Case (iv) Out-of-plane bending moment(Mti)- displacement relation 

Fig.5-22 Case (iv) Out-of-plane bending moment(Mtj)- displacement relation 
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Fig.5-23 Case (iv) Out-of-plane deformation (vk)- displacement relation 
 (Symbol: Present model, Line: Discrete model) 
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 本論文では、トラス梁から成る空間構造の構造設計に資する検討として崩壊挙動を数値解析的に追

跡するにあたり、設計者の負担軽減のために簡便かつ精度よく追跡することを目的として、その崩壊

挙動の起点となるトラス梁に生じる弦材の構面外座屈後挙動を単一の梁要素において再現可能な「ト

ラス梁要素」の提案をおこなうとともに、離散化手法の詳細モデルによる数値解との比較によりトラ

ス梁要素の妥当性を検証した。以下に、本研究で得られた結論を示す。 

 

1. 実在の空間構造の接合条件として想定され得る、材端において構面外への回転が拘束された弦材

に対する座屈後挙動を追跡するための解析法を提案した。この手法は剛に接合された状態でも座

屈耐力および座屈後の横変位を追跡可能である。特に座屈耐力について、中間軸方向力の存在に

よって単純な Euler 座屈荷重では評価できない荷重値を数値計算の中で自動的に評価し、耐力後の

停留状態を再現している。また、提案手法はピン接合とした場合でも適切に座屈荷重を再現でき

ており、既往の研究を包括する。 

 

2. 剛に接合された弦材が断面の塑性化により座屈が進行する場合の数値解析法を、熱力学の第 2 法

則を考えた上で任意の断面の降伏関数に対する最大塑性散逸の原理を導入することにより提案し

た。定式化の際には、弦材の中で塑性化の生じる位置を、材端および中間の 1 点の計 3 箇所にの

み発生すると仮定し、各断面に対する塑性化の有無を考慮した塑性流れ則を導出した。また、弦

材に対する弾塑性状態および座屈後の劣化を考慮した接線剛性を定式化することで、複数の弦材

から成る架構の数値計算を可能とした。以上の弦材に対する提案手法は、弦材の細長比、部材内

の軸力分布、中間軸方向力数、あるいは材端の接合条件を変化させた場合においても離散化手法

による座屈後挙動の数値解とよく対応しており、提案手法により単一要素で挙動を追跡できる手

法であることを示した。特に、弦材の軸力のみならず、材端モーメントおよび材端回転をも適切

に評価可能である。提案手法において考慮していない断面の部分的降伏状態の影響により、提案

手法と詳細モデルによる解に差異が生じるが、想定した 3 箇所で塑性ヒンジが生じ、弦材として

崩壊系を形成した以後の挙動においては、提案手法は精度の良い手法となっている。 

 

3. 剛に接合された弦材が構面外座屈する時のトラス梁の挙動を単一要素で再現可能な「トラス梁要

素」に関する定式化をおこなった。定式化は、弦材に対する座屈後挙動解析法をトラス梁要素に
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適用する形でおこなっている。また、トラス梁要素の自由度に関しては既往の 3 自由度に加えて、

構面外回転および捩り率を考慮した梁要素に拡張している。他のトラス梁との変位の適合が可能

なトラス梁要素とするために、拡張した自由度数のトラス梁要素と弦材の材端力に関する関係則

を導出した上で、トラス梁要素の基本式となる弾性構成則、弦材のモーメント釣合い関係および

塑性散逸項を導出し、最大塑性散逸の原理による塑性流れ則を導出した。以上のトラス梁要素に

ついて、弦材の細長比を変化させた場合や外力条件を変化させた場合に対して、離散化手法によ

る数値解と比較することにより適用範囲を確認した。 

 

4. 以上のトラス梁要素が、本論文で目的とする空間構造の崩壊挙動の再現に適用可能かを確認する

ため、トラス梁から成る山形架構を対象として、トラス梁要素により構成される解析モデルと離

散化手法による細分化モデルの数値解析による解を比較することによりおこなった。トラス梁要

素はトラス梁部材に生じる構面外座屈により決定する架構全体の耐力と、その後の耐力低下時の

応力状態を概ね評価可能である。 

 

 以上のトラス梁要素により、モデル化を簡便化し、細分化モデルと比較して考察をより簡便にする

のみならず、トラス梁に生じる構面外座屈を起点とする空間構造の崩壊挙動を追跡するのに十分な精

度を有することを確認した。この手法により、空間構造に対する崩壊挙動の数値解析的考察をより簡

便にし、設計者による真の耐震安全性の保証に資することが期待される。 

 

 本論文における今後の課題を以下に示す。 

1. 弦材に対する弾塑性座屈解析法を提案する中で、提案手法は断面の部分的降伏区間を考慮してお

らず、離散化手法による数値解とは M-N 相関曲線に差異が生じる。この差異は、特に断面の部分

的降伏時に除荷、再負荷を繰返す載荷履歴において大きく生じる。提案手法は塑性ヒンジ法を根

拠とする手法としては整合性が取れたものとなっているが、塑性変位の進展に対するこの点を改

善することで、より実態に近い手法となると考えられる。 

 

2. トラス梁要素の Helmholtz 自由エネルギーは上・下弦材に内在するエネルギーの総和としているが、

このとき中間軸方向力以外の中間荷重は弦材に生じないと仮定している。したがって、例えばト
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ラス梁要素において、上弦材に座屈が生じても、下弦材に生じる力は中間軸方向力のみである。

一方、実際のトラス梁は上弦材が座屈し、横変位が生じたときに、斜材を介して下弦材の横方向

変位にも影響を与えていることが考えられるため、この際に関しても考察をおこなう必要がある。 

 

3. 提案手法は座屈後の大変形時の捩り回転を小さいと判断している。トラス梁の接合部区間までを

単一の梁要素として置換すれば、トラス梁要素の捩り回転は接合部の位置には生じないと考える

ことができる。しかしながら、トラス梁の中間は弦材が構面外座屈するため、巨視的な梁要素と

してみると中間には捩りが生じる。構面外座屈による横変位が大きくなると、捩り回転による梁

せいの低下が生じる可能性があるため、有限変形に対する捩り回転の考慮を今後追加する必要が

ある。 

 

4. 本論文で提案した手法は、トラス梁弦材の構面外座屈後挙動のみを抽出し、定式化をおこなった

ものである。これは、トラス梁弦材の座屈長さから、斜材との接合区間を座屈長さとする弦材の

座屈よりも構面外座屈の発生のほうがより現実的であるという考察に基づいており、本論文にお

ける離散化手法の数値解析例においても想定と同等の挙動が概ね得られている。しかしながら、

境界条件によっては前者の座屈が表出する場合も考えられるため、より実用的なトラス梁要素と

するためには、本論文で対象とした構面外座屈と弦材と斜材の接合区間毎の座屈を自動的に判断

することが求められる。 
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Appendix 1 記号表 

 

ζca : 弦材 断面積 

ζα : 弦材 全長に対する点 J から点 K までの長さの比率 

ji BB ~,~ : トラス梁要素 曲げ捩りモーメント 

pB~ : トラス梁要素 曲げ捩りモーメントに対する全塑性耐力 

ζC : 弦材 座屈変位の係数(本論式(2.17h)) 

ζC : 弦材 座屈変位増分の係数ベクトル 

ζζ ji CC ˆ,ˆ : 弦材 座屈変位の係数(Appendix 式(A4.8f)) 

ζD : 弦材 座屈変位の係数(本論式(2.17h)) 

δ
~ : トラス梁要素 軸方向変位 

ζψδ : クロネッカーデルタ 

E : ヤング係数 

f~ : トラス梁要素 材端変位ベクトル 

ζf : 弦材 材端変位ベクトル 
±
ηζΦ : 弦材 降伏関数( kji ,,=η ,複号は断面に対する降伏関数の正負を表す) 

ζΦ : 弦材 降伏関数から成るベクトル 

ζG : 弦材 降伏関数の弦材材端力成分による微係数 
bbbppbpp Gζψζψζψζψ ,,, GGG : トラス梁要素 塑性/座屈進展増分の係数マトリクス成分 

Γ~ : トラス梁要素 塑性散逸項 

ζΓ : 弦材 塑性散逸項 

H : トラス梁せい 

ζh~ : トラス梁要素-弦材 変換マトリクス 

I, J: トラス梁要素 材端の節点名 

Iζ, Kζ, Jζ: 弦材 塑性ヒンジ位置における節点名 

ζcI : 弦材 断面 2 次モーメント 

ts II , : トラス梁要素 断面 2 次モーメント(構面内/構面外) 
ek~ : トラス梁要素 弾性剛性マトリクス 

epbeb KK ~,~
: トラス梁要素 弾性/弾塑性接線剛性マトリクス 

e
ζk : 弦材 弾性剛性マトリクス 

ζNk : 弦材 軸剛性 

ζNk : 弦材 中間軸方向力に対する剛性 

ζζζζ jjjiijii kkkk ,,, : 弦材 材端曲げモーメントに対する剛性 

ζMk̂ : トラス梁要素 中間塑性ヒンジ位置の回転剛性 
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ζζ κκ ji , : 弦材 弦材 座屈変位の係数(Appendix 式(A4.5a,b)) 

ζΓ : 弦材 塑性散逸項 

ζMLk , ζMRk , ζMk : 弦材 左側、右側、対象モデルの回転剛性マトリクス 

L : トラス梁および弦材の全長 
p
ζλ : 弦材ζ の塑性進展パラメータ増分から成るベクトル 
±p

ηζλ : 弦材ζ の塑性進展パラメータ増分 

ζm : 弦材 点 K が生じた軸力区間の位置番号 

MMM ,, RL : 弦材 左側、右側、対象モデルの曲げモーメント 

ζζ ji MM , : 弦材 I、J 各点の曲げモーメント 

kRkLk MMM ,, : 弦材 点 K の曲げモーメント( kRkLk MMM −== ) 

ζpM : 弦材 材端曲げモーメントに対する全塑性耐力 

ζkM̂ : トラス梁要素 各弦材の中間塑性ヒンジ位置のモーメント 

rjri MM ~,~ : トラス梁要素 材端ねじりモーメント 

sjsi MM ~,~ : トラス梁要素 材端構面内曲げモーメント 

tjti MM ~,~ : トラス梁要素 材端構面外曲げモーメント 

spM~ , tpM~ : トラス梁要素 構面内/構面外曲げモーメントに対する全塑性耐力 

N~ : トラス梁要素 軸力 

yN~ : トラス梁要素 軸力に対する全塑性耐力 

ζζζ kji NNN ,, : 弦材 I、J、K 各点の軸方向力 

ζζ NN , : 弦材 平均軸力、中間軸方向力 

ζyN : 弦材 軸方向力 ζjN に対する全塑性耐力 

ζn : 上・下弦材の中間軸方向力数 

ζQ : 弦材 せん断力 

ζζ RL θθ , : 弦材 右側、左側の回転変位ベクトル 
p
R

p
L

e
R

e
L ζζζζ θθθθ ,,, : 弦材 右側・左側の弾性変形角ベクトル、右側・左側の塑性回転変形ベクトル 

ζζζ θθθ jki ,, : 弦材 I、K、J 各点の回転変位 
p
j

p
kR

p
kL

p
i ζζζζ θθθθ ,,, : 弦材 点 I、点 K 左側、点 K 右側、点 J の塑性回転変形 

rjri θθ
~,~

:  トラス梁要素 捩り回転 

sjsi θθ
~,~

: トラス梁要素 構面内回転 

tjti θθ
~,~

: トラス梁要素 構面外回転 

rjri θθ ′′ ~,~
: トラス梁要素 捩り率 

ζζ kjik RR , : 弦材 左側(部材 IK)、右側(部材 KJ)の各部材角 

ζR : 弦材 点 K における右側と左側の相対部材角 

S : 材端および中間軸方向力作用位置で区切られた弦材の区間の総数 

yσ : 降伏応力度 
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bpe uuuu ~,~,~,~ : トラス梁要素 変位ベクトルおよびその弾性成分、塑性成分、座屈成分 
bpe
ζζζζ uuuu ,,, : 弦材 変位ベクトルおよびその弾性成分、塑性成分、座屈成分 

ζζζ jki uuu ,, : 弦材 I、K、J 各点の軸方向変位 

( ) ( )tRsL uu , : 弦材 中間軸方向力位置の軸方向変位 ( )1~1:,~1: −− mtmSs  

ζζ uu , : 弦材 軸方向変位 
p
j

p
kR

p
kL

p
i uuuu ζζζζ ,,, : 弦材 点 I、点 K 左側、点 K 右側、点 J の塑性変位 

p
R

p
L uu ζζ , : 弦材 左側モデルおよび右側モデルの塑性変位 

Ψ~
: トラス梁要素 Helmholtz 自由エネルギー 

ζΞ : 弦材 塑性ヒンジ位置におけるモーメントの釣合関係 

ζpZ : 弦材 塑性断面係数 

ψζ , : 第 4 章における弦材の上下を表す記号 
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Appendix 2 中空円断面の塑性流れ則および塑性進展の収斂計算 

 

 中空円断面の降伏関数である式(3.31)を用いて、解析例に用いる塑性流れ則を導出する。式(3.17a-e)

の一般式に、降伏関数に対する各変数で偏微分した式を代入すると、以下のように得られる。 
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λθ  = , ( )

p

kp
k

p
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p
kL M
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λθθ  =− , ( )

p
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p
j M

Msgn
λθ  =  (A2.1c-e) 

式(A2.1a,b)に関して、以下のように書き換える。 
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上の結果を塑性散逸項である式(3.12e)に代入する。 
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ppλΓ
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 ;   (A2.3) 

これは、 0≥p
ηλ を満たす各点のいかなる ( )ηη MN , に対しても、 

    0
2

sin ≥










yN
N

N η
η

p
,  0≥ηM  (A2.4a,b) 

であるから、塑性負荷状態に対しても 0≥Γ を満たす。また、等号成立は、 0=== p
j

p
k

p
i λλλ  のときのみ

である。このことから、塑性流れ則は熱力学の第二法則を満足することを示している。 
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Appendix 3 塑性ヒンジ位置αの決定方法 

 

 塑性ヒンジ形成位置 αは文献 58 で述べられているように、弾塑性座屈が生じる際の塑性散逸量が最

大となる位置を設定している。端部以外で軸力が最大となる位置(m=1)で塑性ヒンジが生じることを考

慮し、以下の式によって決定する。 

    
( )

N
NS

N
NS

11

2
11

2
1

−−

−
−

=α  (A3.1) 

また、 ( )+∞≤≤∞− NN / の範囲で ( )2/14/1 ≤≤ α であることと本論文の次式とを合わせて考える。 

    
S
m

S
m

<<
− α1

,   Sm ,,2,1 =  (A3.2) 
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Appendix 4 数値計算の際の特異点に関する演算上の処理 

 

 m=1 の位置に中間の塑性ヒンジが生じる時、K,J の両方が同じ軸力となるため、同時に降伏し、降伏

条件の判定において一義的な解を持たなくなる場合がある。これは、2 点が降伏した際の降伏変位に関

する塑性進展パラメータ増分が独立ではなくなるためである。そこで本論文においては、塑性進展パ

ラメータ増分の関係を以下のように仮定し、変数を減じて計算する。 

 K、J が同時に塑性化した場合: ( )−+−+ +
−

=+ p
j

p
j

p
k

p
k λλ

α
λλ 

1
1

 (A4.1a) 

 I、K が同時に塑性化した場合: ( )−+−+ +=+ p
i

p
i

p
k

p
k λλ

α
λλ  1

 (A4.1b) 

 なお、本論文の第 3 章においては式(A-8a)の処理をおこなうことにより妥当な解が得られる事を確認

している。 
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Appendix 5 弦材の弾塑性解析法における基本式の修正 

 

ここでは、第 2 章、第 3 章で定式化した弦材に対する手法を第 4 章に適用するための、基本式の修

正をおこなう。 

第 2 章、第 3 章で弦材に対する独立な「材端力」として定義した変数は ζζζζζ jki MMMNN ,,,, の 5

変数であった。ここに、右下添字の ζは弦材の変数であり、上下の区別は ( )−+= ,ζ によって示す。この

うち ζkM は実際には中間の点 K における内力をであるため、正確には材端力とは異なるものである。

そこでまず、曲げに関する変数を ζζ ji MM , と ζkM に分離する。第 3 章式(3.12c)を再掲する。 

    { } e
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 (A5.2a-e) 

である。ここでは 3 つの「独立な材端力」として定義した剛性マトリクスを一般化し、文字として展

開する。まず、以下の材端力を変換する。 

    ( ) ( ) ( ){ }ζζζζζζζζζζζζζζ αθθθαθθ RkRkRkM p
jjij

p
kik

p
iiiii −+−+−−+−−= 1  

        ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }[ ]ζζζζζζζζζζζζζζζζ καθκθθκαθκθθ RkRk j
p

kj
p
jjiji

p
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p
iiii +−−−+−++−+−= 1  (A5.3a) 

    ( ) ( ) ( ){ }ζζζζζζζζζζζζζζ αθθθαθθ RkRkRkM p
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p
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p
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        ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }[ ]ζζζζζζζζζζζζζζζζ καθκθθκαθκθθ RkRk j
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p
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p
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次に、内力を以下のように変換する。 
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p
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ここに、 
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である。ここで、新たに独立な内力の変数として ζkM̂ を定義する。 
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    ( )ζζζζ θ RkM p
kMk −−= ˆˆ  (A5.6) 

これらを用いて、弾性構成則式(3.12a-c)、塑性ヒンジ点 K におけるモーメントつり合い条件式(3.12d)

および塑性散逸項式(3.12e)を修正する。 

弾性構成則： 

    ee
ζζζ ukf =  (A5.7a) 

塑性ヒンジ点 K におけるモーメントつり合い条件： 

    ( )ζζζζζζζζζζζζζ ααΞ −−++−−= 12 jki MMMRCNDRCN  

       ( ) ( ){ } ζζζζζζζζζζζζζζ κακα kjjii MMMRCNDRCN ˆ12 ++−−+++−−=  

       0ˆ =+= ζζζ k
T MCf  (A5.7b) 

塑性散逸項： 
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ここに、 
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である。材端変位 ζu とその変化率 ζu は、弾性成分
e
ζu 、塑性成分

p
ζu および座屈成分

b
ζu によって加法

的に示すことが出来るものとし、この右上添字 e、 p および b は各変位の弾性成分、塑性成分および座

屈成分であることを示す。また、以降も各変数の変化率として ( )* を用いる。 
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次に、第三章において弦材の 3 箇所に定義した降伏条件に対して、修正した定式化を考慮して塑性

流れ則を新たに導出する。第 3 章における降伏条件を、新たに得られた上記の変数による関数として

再定義すると、 

( )ζζζζζ ΦΦ iii MNN ,,±± ≡ , ( )ζζζζζζζ ΦΦ kjikk MMMNN ˆ,,,,±± ≡ , ( )ζζζζζ ΦΦ jjj MNN ,,±± ≡  

これと塑性散逸項から、active となった降伏条件に対して以下の Lagrange 関数を考える。 

    { } ( )−+=∈=+−= ∑ ±± ,,,,, ζηηλ
η

ηζηζζζ activekjiΦΓL p  (A5.9) 

独立な力の成分である ζζζζζ kji MMMNN ˆ,,,, で偏微分して整理すると、以下の塑性流れ則を得る。特に

回転の塑性変形成分に対して、以下に示す関係が得られる。 
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以上が塑性流れ則である。 
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Appendix 6 トラス梁要素の弾性剛性マトリクス 

 

 トラス梁要素の剛性マトリクスは次式となる。 
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ここに、 
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である。ただし、 mφ はトラス梁要素の構面 S によって変化する値であり、 sφ は構面内せん断力を考慮

したときの斜材に関する値である。それぞれ次式から得られる。 
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Appendix 7 弦材の初期不整に対する感度および初期不整の設定の際の留意点 

 

 第 3 章における弦材の弾塑性座屈に対する解析法の際には、3.3.3.1 に示した方法を採ることによっ

て、弦材の軸降伏が降伏曲面上の特異点であることにより生じる数値解析上の問題を解決している。

しかしながら、第 2 章と同様に初期不整を導入する方法によっても、弾塑性座屈により生じる特異点

の問題を回避することができる。この方法を導入すれば、一貫した設定によって弦材の弾性・弾塑性

座屈問題を解くことが可能になると考えられる。しかしながら、この際の初期不整は、その絶対量が

大きいほど安定的に数値解を得られる一方、座屈耐力に影響を与えると考えられ、初期不整の値の設

定が適切かどうかは設計者の判断に委ねられることになる。そこで、本項においては提案手法を使用

する際の参考のため、提案手法によって初期不整を導入した際の座屈耐力の低減の度合いを示す。 

 Fig.A1 に、提案手法による S=2、 8.0/ =ji NN 、降伏応力度が 235N/mm2 の弦材の座屈耐力を示す。

図の縦軸は座屈耐力 crN を、断面の軸降伏耐力 yN で除した値である。横軸は弦材の両端を固定した境

界条件に対する細長比を示す。細長比が 40,60,80,100,120,150 の弦材に対して、式(2.26a-c)によって入

力する初期不整を変化させることにより得られた結果を図のシンボルで示し、 00000/1=iniR の時を○

で、 1000/1=iniR の時を△で、それぞれ示す。図中の実線は、離散化手法による座屈固有値解析による

座屈耐力の結果と、断面の軸降伏耐力の最小値をとった曲線である。結果から、 00000/1=iniR におけ

る座屈耐力は初期不整の影響が非常に小さい結果であるといえるが、 1000/1=iniR の時の座屈耐力は、

限界細長比付近の断面において大きく低減している。この結果は一例であるが、細長比や中間軸方向

力の分布が変化した際にも、同様の傾向が考えられる。弦材の弾塑性座屈後挙動を再現する際に初期

不整を考慮する場合は、数値解を取得する際の安定性と座屈耐力への影響を十分考慮した上で設定す

る必要がある。 
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