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Abstract
The Kalman filter (KF) provides optimal state estimates for linear dynamic systems with

Gaussian process and measurement noises. For nonlinear systems, the Extended Kalman

Filter (EKF) has long been the defacto standard. In recent years, effectiveness of Unscented

Kalman Filter (UKF) has been attracting attention.

The KF and nonlinear KFs provide appropriate estimation results when the values of pa-

rameters of the dynamic and measurement models are known. However, it is not easy to

obtain accurate parameters in real applications. So we have to consider parameter uncer-

tainties to improve estimation accuracy in real applications.

There are several works which deal with state estimation for uncertain systems. We can

mention the Schmidt-Kalman filter as a traditional method. The Schmidt-Kalman filter

treats the parameter uncertainties as state dependent random errors. We can also men-

tion robust KFs as a more recent method. These methods consider norm band parameter

uncertainties and have less sensitive property to deviations. However, above robust KFs

require specific structures for the model uncertainties, so they may not always be able to be

applied to real applications. The Desensitised Kalman Filter (DKF) for nonlinear systems

with parameter uncertainties has been proposed. The algorithm of the DKF is based on the

principles of desensitized optimal control. The DKF doesn’t require any specified structures,

so it is more readily applied to real systems.

We derived robust EKF (REKF) and robust UKF (RUKF) by analyzing the influences of

the parameter uncertainties on error prediction covariance matrices. These Robust Nonlinear

Filters (RNF) only require nominal values of uncertain parameters so it’s easy to implement

in practice like the DKF.

The RNF is more accurate than conventional nonlinear KFs (NKF). However the RNF has

some disadvantages : (1) when there is no parameter uncertainty, estimation accuracy of the

RNF may be inferior to that of the NKF and (2) the estimated values of the RNF can have

some offsets by the influence of parameter uncertainties. So, we developed an adaptive RNF

(ARNF) by introducing an adaptive scheme into RNF to automatically tune the influence

of the parameter uncertainties.

However, the estimated values of the RNF and ARNF may have stationary errors by

the influence of parameter uncertainties. Then, we linearize the nonlinear systems and

decouple unknown parameter vectors from state vectors. That is to say, we treat the unknown

parameter vector as unknown input to the approximated linear models. Then, we apply an

unbiased minimum variance estimation (UMVE) method for the approximated linear systems

with unknown input. We named this method as Approximated Minimum Variance Unbiased

Filter (AMVUF). The advantage of AMVUF is that the dynamics of state estimation error

is not affected by the parameter estimation error.

All proposed robust filters mentioned above only estimate state vector. However, the

estimation problem of unknown parameters is also important problem in engineering fields.



A joint estimation method is commonly used in the engineering fields. This method treats

the uncertain parameters as new states and consider the state estimation problem for an

augmented system. And a dual estimation method is also often used in the engineering

fields like the joint estimation. However, there is a possibility that transitional estimation

accuracy is decreased. So, we develop a new simultaneous states and parameters estimator

for nonlinear systems by extending the AMVUF.

Furthermore, we derive Robust AMVUF (RAMVUF) by considering the linearization

error at the derivation of the AMVUF. The RAMVUF minimizes the upper bound of error

covariance matrix including effects of the parameter uncertainties and linearization error.

The RAMVUF can provide more robust and accurate estimations.

The effectivenesses of all proposed methods are confirmed by several numerical simulations.

Finally, concluding remarks on future research directions are discussed.
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第1章 序論

1.1 研究の背景
システムの内部条件や状態である「状態量」を数学的に表現された状態方程式に従って推
定する「状態推定問題」は，工学・科学の様々な分野で研究されている [1]．状態量を推定す
る手法としてはオブザーバが広く知られているが，オブザーバが対象とするシステムは雑音
が存在しない確定的な場合を対象としている [2]．一方で，確率的な枠組みで状態推定問題を
扱う手法としてはカルマンフィルタ (Kalman Filter)が知られている [3]．カルマンフィルタ
は，航空・宇宙工学，ロボット工学，信号・画像処理，通信工学，自動車，オートメーション
化など工学分野に限らず，計量経済学，統計学，認知科学，オペレーションズリサーチ，気
象海洋学など非常に多くの分野に応用されている [4, 5, 6]．特にシステム制御分野において
は，状態フィードバック制御を行うために，制御対象の状態量を把握する必要がある．しか
し，物理的な制約やコストの関係で，状態量を直接計測することが困難な場合がある．そこ
で，このような制御対象に状態フィードバック制御を適用するためにカルマンフィルタが用
いられる．また，システムに含まれる未知パラメータを決定するパラメータ同定問題，また
は，パラメータ推定問題にもカルマンフィルタが利用される [7]．
カルマンフィルタは，確率雑音を受ける線形システムにおける最適状態推定器として知ら
れている．しかし，現実の問題では推定対象が線形システムとは限らないため，非線形シス
テムを何らかの方法で線形システムに近似してカルマンフィルタを適用する手法が提案され
ている．非線形システムをTaylor展開によって線形システムに近似してカルマンフィルタを
適用する手法である拡張カルマンフィルタ (EKF) は，カルマンフィルタの提案直後から提
案されており，現在でも産業分野で広く利用されている [8]．一方，Sigma pointsと呼ばれる
確定サンプリングを利用して非線形システムの統計的な性質を近似する，Unscented Kalman

Filter (UKF) も提案されている [9, 10]．さらに，UKFと同様に Sigma pointsを利用した
非線形フィルタとして Cubature Kalman Filter (CKF) も近年提案されている [11]．Sigma

pointsを利用したカルマンフィルタは，微分が行えない不連続なシステムにも適用できるた
め，EKFよりも多くのシステムに利用できることに利点がある．また，統計的な性質を利用
して非線形システムを線形システムに近似する手法である等価線形化を利用した等価線形化
カルマンフィルタ (EqKF) も同様の性質を有する [5, 12]．なお，Sigma pointsのような確定
サンプリングではなく，モンテカルロ法などの確率サンプリングを利用したカルマンフィル
タであるアンサンブルカルマンフィルタ (EnKF) [13, 14]は，実験データとシミュレーショ
ンモデルを融合するデータ同化と呼ばれる分野で近年注目を集めている [15, 16]．
上記の線形，非線形カルマンフィルタに基づく推定器は，予測ステップにおいて対象シス
テムのモデルを利用するため，想定しているシステムモデルに不確かさが存在する場合には，

1
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推定精度が劣化することが知られている [8, 17]．システムモデルの不確かさとしては，確率
雑音の確率分布モデルの違いや，モデルパラメータの誤差などが問題となる．工学分野でカ
ルマンフィルタが適用される機械システムや電機システムにおいては，モデルパラメータを
正確に測定することが困難な場合が多いため，パラメータの不確かさ（未知パラメータ）へ
の対応が重要になる．
カルマンフィルタをベースにして，不確かさを有するシステムでもロバストな推定が行え
る様々なロバストカルマンフィルタ (RKF) が提案されている [17, 18, 19, 20]．これらのロバ
ストカルマンフィルタはパラメータ不確かさが存在する場合でも良好な推定精度が維持でき
るものの，不確かさを特定の行列表現で記述できることや，不確かさを表現する行列を特定
の行列不等式で記述できること，などの仮定が必要であるため，常に実システムに適用でき
るとは限らない．上記の課題に対して，KarlgaardらはDesensitized Kalman Filter (DKF)

[21]を提案している．DKFは desensitized optimal control[22]の原理を状態推定に適用した
手法であり，モデル不確かさの構造に特別な仮定を必要とせず，かつ，推定対象システムの
次数が増加することもないため，実問題にも有用である．DKFは，非線形システムの未知
パラメータに関するヤコビアンを計算し，この未知パラメータに関するにヤコビアンに重
み行列をかけたものを通常のカルマンフィルタの評価関数に加え，この評価関数を最小化す
る問題を扱っている．このため，未知パラメータについて微分できないモデルにはDKFを
適用できない上，重み行列の設計方法が明確に示されていないという課題が残っている．な
お，DKFは Schmidt-Kalma Filter ([8], pp.285-286)と類似した構成をとっていることに注意
する．
上記のロバストカルマンフィルタやDKFは状態推定のみに着目したものである．しかし
ながら，実際問題としては不確かさを有するパラメータ (未知パラメータ)自体の推定も重要
な課題になり得る．例えば，制御設計用に物理モデルのパラメータを同定したい場合など，
実際問題としては不確かさを有するパラメータの推定も重要な課題になり得る．また，故障
検知問題では故障信号を未知パラメータとして扱って，状態量と故障状態に関する未知パラ
メータを同時に推定する手法が広く知られている [25]．状態量と未知パラメータを推定する
「同時推定手法」として，Joint推定やDual推定が知られている [23, 24]．しかし，モデルパ
ラメータを含む拡大系を扱う場合，対象システムによっては可観測性が維持されずに推定値
が発散してしまう恐れがある [26, 27]．さらに，同時推定手法は状態推定の誤差とパラメー
タ推定の誤差が相互に影響するため，特に推定過渡期における推定精度が低下する可能性が
ある．
一方で，状態量と未知入力を別々に推定する手法として，Unbiased Minimum Variance

Estimation (UMVE) [28]やTwo-stage Kalman Filter (TKF) [29]が知られている．しかし，
UMVEやTKFが利用できるのは線形システムに限られており，また，未知パラメータの推
定も行えないという課題がある．

1.2 本研究の目的
本研究の目的は，上述の未知パラメータを含む非線形システムを対象としたロバストフィ
ルタの提案を行うことにある．
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まず，状態推定のみに着目した手法として非線形ロバストフィルタの導出を行う．提案す
る非線形ロバストフィルタは未知パラメータの平均と分散を既知のものと仮定し，未知パラ
メータが状態量の予測誤差共分散行列に与える影響を解析することで，最小化すべき評価関
数の見直しを行う．非線形ロバストフィルタはDKFと異なり，重み行列の設計が不要であ
る点に利点がある．
非線形ロバストフィルタは未知パラメータが存在するシステムに対する有効な手法である
が，これらの手法をパラメータ不確かさがないシステムに適用した場合には，EKF，UKF

などの通常の非線形カルマンフィルタよりも推定精度が劣る可能性がある．ただし，実問題
においては未知パラメータの大きさを事前に見積もることが困難であることが多い．この課
題に対して，観測誤差共分散行列を利用した適応則を利用することで未知パラメータの影響
を調整する非線形適応ロバストフィルタの提案を行う．
また，先行研究におけるロバストフィルタの大半は状態方程式，観測方程式がともに離散
時間システムで表現されるシステムのみを対象としている．しかし，サンプリング周期が長
いシステムの場合，状態方程式を連続時間系，観測方程式を離散時間システムで表現する連
続・離散システムの状態推定問題を扱わなければ，状態推定が正しく行えないことが知られ
ている [30]．そこで，本研究では前述の離散時間系の非線形ロバストフィルタを連続・離散
システムに適用できるように拡張を行う．
さらに，非線形ロバストフィルタの導出時に利用する線形近似システムの推定誤差期待値
のダイナミクスに注目し，未知パラメータが状態量の推定値に影響を与えない条件を導出し，
この拘束条件を利用した最適化問題を解くことで近似的に最小分散不偏推定を実現する，近
似最小分散不偏フィルタを提案する．
その後，近似最小分散不偏フィルタを状態量と未知パラメータを同時に推定する問題へと
拡張を行う．近似最小分散不偏フィルタを利用した同時推定手法は，Joint推定やDual推定
のように未知パラメータの推定誤差が状態量の推定結果に影響を与えない点に利点がある．
さらに，近似最小分散不偏フィルタの導出時に考慮しなかった線形化誤差が推定誤差共分
散行列に与える影響を解析し，推定誤差共分散行列の上限値を導出し，この推定誤差共分散
行列の上限値を最小化する手法として，ロバスト近似最小分散不偏フィルタの導出を行う．

1.3 論文構成
本論文の構成を以下に示す．

1章 序論

論文の全体としての研究背景と目的について，先行研究との対比を行いながら紹介を
行った．

2章 事前知識

本章では，本論文に関係する事前知識として，線形システムにおける最適推定器であ
るカルマンフィルタについて紹介する．また，カルマンフィルタを非線形システムに
適用する手法として，いくつかの非線形カルマンフィルタについて紹介する．まず，産
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業界でも広く利用されている拡張カルマンフィルタ（EKF）を紹介する．つぎに，非
線形性が強くEKFでは扱うことが困難なシステムにて有用であるUKFについて紹介
する．また，統計的な性質を近似するという観点でUKFと類似する等価線形化フィル
タ（EqKF）について紹介する．

3章 離散時間非線形ロバストフィルタ

本章では，パラメータ不確かさを有する非線形システムを対象とした非線形ロバスト
フィルタの導出を行う．まず，EKFの考え方に基づき，非線形システムをTaylor展開
によって線形近似したシステムに従って，パラメータ不確かさが状態量の推定誤差共分
散行列に与える影響を解析する．この解析結果に基づき，パラメータ不確かさの影響
を考慮した推定誤差共分散行列を最小化するロバスト拡張カルマンフィルタ (REKF)

を導出する．つぎに，U変換を利用して近似線形システムを導出し，この近似線形化
システムについて，REKFと同様の解析を行うことでロバストUKF (RUKF) を導出
する．その後，等価線形化フィルタの観点に従って，REFKとRUKFを統一した枠組
みで表現し，非線形ロバストフィルタ (RNF)を導出する．

さらに，観測誤差共分散行列を利用した適応則を利用することでパラメータ不確かさの
影響を自動的に調整する，非線形適応ロバストフィルタ (ARNF)の提案を行う．RNKF

は未知パラメータがノミナル値と一致する場合にはEKFやUKFに収束するといった
特徴がある．なお，上記の適応則は実装上の観点より，計算負荷が低い簡易な適応則
となっている．

4章 連続・離散非線形ロバストフィルタ

本章では，3章で提案を行った離散時間システムの非線形ロバストフィルタを連続・離
散時間システムに適用できるように拡張を行う．

まず，離散時間システムのカルマンフィルタを連続時間システムに拡張する手法 [1]に
従って，離散時間システムで導出したREKFを連続・離散システムに適用できるよう
に拡張することで，連続・離散REKF (CD-REKF) を導出する．

つぎに，離散時間システムのRUKFを連続離散システムに拡張するために，行列表現
を用いたRUKFを導出する．その後，Sarkka[30]が提案した連続・離散UKFの導出手
法に従って，行列表現を利用したRUKFを連続・離散RUFK (CD-RUKF)を導出する．

なお，CD-REKF，CD-RUKFはともに，その更新式が離散時間系に従うため，3章で
提案した適応則をそのまま利用することができる．

5章 近似最小分散不偏フィルタ

本章では，非線形ロバストフィルタの導出時に利用する線形近似システムの推定誤差
期待値のダイナミクスに注目し，未知パラメータが状態量の推定値に影響を与えない
条件を導出し，この拘束条件を利用した最適化問題を解くことで近似的に最小分散不
偏推定を実現する，近似最小分散不偏フィルタを提案する．なお，前記の最適化問題は
ラグランジュの未定乗数法を利用することで解析解を求めることができるため，通常
の非線形カルマンフィルタと比べても計算負荷の増加を抑制できることに利点がある．
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6章 ロバスト近似最小分散不偏フィルタ

5章で提案した近似最小分散不偏フィルタは導出過程にて，線形化誤差を十分に考慮
していない．本章では，パラメータ不確かさに加え，線形化誤差を陽に考慮した状態
量の予測誤差共分散行列を演算することで近似最小分散不偏フィルタのロバスト化を
行った，ロバスト近似最小分散不偏フィルタの提案を行う．

7章 結論

本章にて，本研究で得られた成果の総括と，我々の研究の今後の発展と課題などにつ
いて述べる．



第2章 事前知識

本章では，本論文で扱う状態推定問題の事前知識として，線形システムにおける最適推
定器であるカルマンフィルタ (Kalman Filter : KF ) について簡単に紹介する．また，カ
ルマンフィルタを非線形システムに適用する手法として，拡張カルマンフィルタ (Extended

KF : EKF)，Unscented Kalman Filter (UKF)，等価線形化カルマンフィルタ (Equivalent

linearization KF : EqKF) について紹介する．

2.1 Kalman Filter

本節にて，線形システムの最適推定器であるカルマンフィルタについて紹介する．

2.1.1 制御入力がない場合

次の確率雑音の影響を受ける線形システムを考える．

xk+1 = Fkxk + wk (2.1)

yk = Hkxk + vk (2.2)

xk ∈ Rnは状態量，yk ∈ Rmは観測量である．システム行列Fk ∈ Rn×n，観測行列Hk ∈ Rm×n

は既知であると仮定する．また，wk, vkはともに平均値が0，それぞれの分散がE[wkw
T
k ] = Qk，

E[vkvTk ] = Rkに従う正規白色性のプロセス雑音，観測雑音である．さらに，プロセス雑音wk

と観測雑音 vkには相関がない，つまり，E[wkv
T
k ] = 0，E[vkwT

k ] = 0が成立する，と仮定する．
なお，プロセス雑音wkの分散Qk ∈ Rn×nは半正定値行列，観測雑音 vkの分散Rk ∈ Rm×m

は正定値行列とする．
カルマンフィルタは予測ステップと更新ステップの 2ステップで構成され，それぞれのス
テップにおける演算は (2.3)式～(2.10)式で与えられる．
予測ステップ

x̂k|k−1 = Fk−1x̂k−1|k−1 (2.3)

ŷk|k−1 = Hkx̂k|k−1 (2.4)

P xx
k|k−1 = Fk−1P

xx
k−1|k−1F

T
k−1 +Qk−1 (2.5)

P xy
k|k−1 = P xx

k|k−1H
T
k (2.6)

P yy
k|k−1 = HkP

xx
k|k−1H

T
k +Rk (2.7)

6
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更新ステップ

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(yk − ŷk|k−1) (2.8)

P xx
k|k = P xx

k|k−1 −Kk

(
P xy
k|k−1

)T

(2.9)

Kk = P xy
k|k−1(P

yy
k|k−1)

−1 (2.10)

なお，(2.3)式～(2.10)式における記号の定義は次の通りである．x̂k|k−1：時刻 k− 1における
状態量 xkの予測値，ŷk|k−1：時刻 k − 1における観測値 ykの予測値，P xx

k|k−1：時刻 k − 1に
おける状態量 xkの予測誤差共分散行列，P xy

k|k−1：時刻 k − 1における状態量 xkと観測値 yk
の相互分散行列，P yy

k|k−1：時刻 k− 1における観測値 ykの観測誤差共分散行列，Kk：カルマ
ンゲイン，x̂k|k：時刻 kにおける状態量 xkの推定値，P xx

k|k：時刻 kにおける状態量 xkの推定
誤差共分散行列．
ここで，(2.8)～(2.10)式で与えられる更新式において，(2.10)式のカルマンゲインKkは
次の評価関数を最小化する，つまり，最小分散推定を実現することを示す．なお，Tr(A)は
行列Aのトレースを意味する．

Kk = arg min
Kk

J(Kk)

= arg min
Kk

Tr
(
P xx
k|k

)
(2.11)

まず，(2.8)式より，推定誤差共分散行列 P xx
k|kを次式で与えることができる．

P xx
k|k = E

[(
xk − x̂k|k

)
·
(
xk − x̂k|k

)T]
= P xx

k|k−1 −KkP
yx
k|k−1 − P xy

k|k−1K
T
k +KkP

yy
k|k−1K

T
k (2.12)

(2.11)式に (2.12)式を代入し，Kkについて微分を行うと次式を得る．

∂J(Kk)

∂Kk

=
∂

∂Kk

Tr
(
P xx
k|k−1 −KkP

yx
k|k−1 − P xy

k|k−1K
T
k +KkP

yy
k|k−1K

T
k

)
= −P xy

k|k−1 +KkP
yy
k|k−1 = 0 (2.13)

上式より，直ちに (2.10)式が導かれる．以上の議論より，カルマンフィルタが最小分散推定
器であることが示せた．

2.1.2 制御入力がある場合

状態方程式 (2.1)式に制御入力 ukが含まれる，次の線形システムを考える．なお，制御入
力 uk ∈ Rdの値は正確に知ることができると仮定する．

xk+1 = Fkxk +Gkuk + wk (2.14)

yk = Hkxk + vk (2.15)
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状態量 xk，観測値 yk，確率雑音 wk, vkの定義は前節と同じである．制御入力のゲイン行列
Gk ∈ Rn×dもシステム行列 Fk，観測行列Hkと同様に既知とする．
制御入力 ukを考慮し，制御入力を受けない場合の状態量 xkの予測式 (2.3)を次式で置き
換える．

x̂k|k−1 = Fk−1x̂k−1|k−1 +Gk−1uk−1 (2.16)

このとき，予測誤差共分散行列 P xx
k|k−1は次式で与えられる．

P xx
k|k−1 = E

[(
xk − x̂k|k−1

)
·
(
xk − x̂k|k−1

)T]
= E

[{
Fk−1

(
xk−1 − x̂k−1|k−1

)
+ wk−1

}
·
{
Fk−1

(
xk−1 − x̂k−1|k−1

)
+ wk−1

}T
]

= Fk−1P
xx
k−1|k−1F

T
k−1 +Qk−1 (2.17)

(2.17)式は (2.5)式と同じ式であることが分かる．このように制御入力 ukが印加される場合
には，カルマンフィルタは予測式 (2.16)のみに入力 ukを考慮すれば良いことが分かる．

2.2 非線形カルマンフィルタ
本節では，次の確率雑音の影響を受ける非線形システムを考える．

xk+1 = f(xk) + wk (2.18)

yk = h(xk) + vk (2.19)

状態量xk，観測値 yk，確率雑音wk, vkの定義は前節と同じである．また，非線形関数 f(xk) ∈
Rn，h(xk) ∈ Rmはともに既知であると仮定する．
前節に示したカルマンフィルタの予測ステップ，更新ステップを適用するには，何らかの
方法で非線形関数 f(xk), h(xk)を線形関数へと近似する必要がある．本稿では，非線形カル
マンフィルタの代表的な手法である EKF，UKF，EqKFについて紹介を行う．

2.2.1 Extended Kalman Filter

本節では，線形関数の演算に「Taylor展開を利用した近似線形化」を利用する EKFを紹
介する．
時刻 kにおける状態量 xkの推定値を x̂k|kとし，非線形関数 f(xk), h(xk)をそれぞれ x̂k|kの
周りでTaylor展開すると次式を得る．

f(xk) ≈ f(x̂k|k) + Fk

(
xk − x̂k|k

)
(2.20)

h(xk) ≈ h(x̂k|k) +Hk

(
xk − x̂k|k

)
(2.21)
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ここで，線形化行列 Fk, Hkは次式で与えられる．

Fk :=
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x̂k|k

(2.22)

Hk :=
∂h

∂x

∣∣∣∣
x=x̂k|k

(2.23)

この線形化行列を利用すると (2.18)，(2.19)式を次式で近似できる．

xk+1 = Fkxk +
{
f(x̂k|k)− Fkx̂k|k

}
+ wk (2.24)

yk = Hkxk +
{
h(x̂k|k)−Hkx̂k|k

}
+ vk (2.25)

(2.24)，(2.25)式の {·}は既知の値であり，それぞれ制御入力とみなすことができる．2.1.2節
に示した通り，制御入力が加わるシステムであっても，KFの更新式は制御入力がないシス
テムと同様であるため，線形化後のシステムとしては，次式を考えることと等価である．

xk+1 = Fkxk + wk (2.26)

yk = Hkxk + vk (2.27)

以上より，EKFにおいては，(2.5)～(2.7)式におけるFk, Hkに，(2.22)，(2.23)式で計算した
Fk, Hkを利用すれば良いことがわかる．

2.2.2 Unscented Kalman Filter

EKFが非線形システム (2.18)，(2.19)式をTaylor展開に従った近似線形化を用いて，KF

のアルゴリズムを適用するに対して，UKFは確率ベクトルの平均値と共分散行列を近似する
U変換 (Unscented Transformation : UT) [9]を利用する．UKFはU変換を利用した予測ス
テップとKFを利用した更新ステップを繰り返すことで再帰的に推定値の計算を行う．UKF

はEKFと異なり，ヤコビアンの計算が不要であるため，非線形システム (2.18)，(2.19)が微
分できない不連続な場合にも適用できる利点がある．
以下に，UKFのアルゴリズムを簡単にまとめる．

• 初期化ステップ

– 推定初期値を与える：p(x0) ∼ N (x̂0, P
xx
0 )

– 重み列Wを次式で与える．

W(m)
0 =

λ

n+ λ
(2.28)

W(c)
0 = W(m)

0 + (1− α2 + β) (2.29)

W(m)
i = W(c)

i =
1

2(n+ λ)
, i = 1, · · · , 2n (2.30)

なお，λ = α2(n+ κ)− nであり，α, κは設計パラメータである．確率ベクトルが
ガウス分布に従う場合，n + λ = 3, β = 2とすることでU変換における期待値の
近似精度が最適となる [10]．
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• 予測ステップ

– 時刻 k− 1において，推定値が x̂k−1|k−1，推定誤差共分散行列がP xx
k−1|k−1で与えら

れるものとする．

– 次式に従って，2n+ 1個のシグマ点列Xk−1|k−1を生成する．

Xk−1|k−1 = x̂k−1|k−1 × 11×(2n+1) +
[
0 γ

√
P xx
k−1|k−1 −γ

√
P xx
k−1|k−1

]
(2.31)

ここで，γ =
√
n+ λである．なお，

√
Aは行列Aの行列平方根である．行列平方

根の計算にはコレスキー分解や特異値分解を利用するが，行列平方根の計算方法
によって近似精度に違いが現れることに注意されたい [5]．

– シグマ点列Xk−1|k−1を状態方程式 f(x)に従って変換し，予測値 x̂k|k−1と予測誤差
共分散行列 P xx

k|k−1を計算する．

Xk|k−1,i = f(Xk−1|k−1,i, uk−1, k − 1) (2.32)

x̂k|k−1 =
2n∑
i=0

W(m)
i Xk|k−1,i (2.33)

P xx
k|k−1 =

2n∑
i=0

W(c)
i (x̂k|k−1 −Xk|k−1,i)(x̂k|k−1 −Xk|k−1,i)

T +Qk−1 (2.34)

– 上式で得られたXk|k−1を観測方程式 h(x)に従って変換し，観測値の推定値 ŷy|k−1

と誤差共分散行列 P yy
k|k−1を計算する．

Yk|k−1,i = h(Xk|k−1,i, k) (2.35)

ŷk|k−1 =
2n∑
i=0

W(m)
i Yk|k−1,i (2.36)

P yy
k|k−1 =

2n∑
i=0

W(c)
i (ŷk|k−1 − Yk|k−1,i)(ŷk|k−1 − Yk|k−1,i)

T +Rk (2.37)

– 状態量と観測値の予測値の相互分散行列 P xy
k|k−1を次式によって計算する．

P xy
k|k−1 =

2n∑
i=0

W(c)
i (x̂k|k−1 −Xk|k−1,i)(ŷk|k−1 − Yk|k−1,i)

T (2.38)

• 更新ステップ

– カルマンフィルタの更新式に従い，更新を行う．

Kk = P xy
k|k−1(P

yy
k|k−1)

−1 (2.39)

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk

(
yk − ŷk|k−1

)
(2.40)

P xx
k|k = P xx

k|k−1 −KkP
yy
k|k−1K

T
k (2.41)
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2.2.3 Equivalent Linearization Kalman Filter

前節で述べた通り，EKFは (2.22)，(2.23)式に示した通りヤコビアンの計算が必要である
ため，非線形システム (2.18)，(2.19)が微分できないシステムには適用できないという問題
点がある．本節では，微分を必要としない線形化手法である等価線形化を利用した等価線形
化カルマンフィルタについて説明する．
(2.18)式における非線形関数 f(xk)を (2.20)式と同じ形で近似することを考える．ここで，
近似誤差 ef,kを次式で定義する．

ef,k := f(xk)−
{
f(x̂k|k) + Fk

(
xk − x̂k|k

)}
(2.42)

等価線形化では，近似誤差の 2乗平均を最小化するように線形化行列 Fkを求める．このた
め，次の評価関数 J(Fk)を考える．

J(Fk) := arg min
Fk

Tr
(
E[ef,k · eTf,k]

)
(2.43)

(2.43)式の評価関数を最小化する Fkは次式によって与えられる [5]．

Fk = E
[{

f(xk)− f(x̂k|k)
}
·
{
xk − x̂k|k

}T
]
P−1
k|k (2.44)

非線形関数 h(xk)についても，(2.21)式と同じ形で近似を行うことを考えると，線形近似行
列Hkを次式で得る．

Hk = E
[{

h(xk)− h(x̂k|k)
}
·
{
xk − x̂k|k

}T
]
P−1
k|k (2.45)

なお，(2.44)，(2.45)式を計算するためには期待値の計算が必要である．この期待値計算に
U変換を利用したUSL (Unsecnted Statistical Linearization)[31]が効果的な演算手法として
知られている．また，粒子フィルタ [32, 33]で利用されるような確率サンプリングによって
期待値計算を行っても良い．
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3.1 問題設定
次の確率雑音の影響を受ける非線形システムを考える．

xk+1 = f(xk, pk) + wk (3.1)

yk = h(xk) + vk (3.2)

2章と同様に xk ∈ Rnは状態量，yk ∈ Rmは観測量である．また，wk, vkはともに平均値が 0，
それぞれの分散が E[wkw

T
k ] = Qk，E[vkvTk ] = Rkに従う正規白色性のプロセス雑音，観測雑

音である．さらに，プロセス雑音wkと観測雑音 vkには相関がない，つまり，E[wkv
T
k ] = 0，

E[vkwT
k ] = 0が成立する，と仮定する．なお，プロセス雑音wkの分散Qk ∈ Rn×nは半正定値

行列，観測雑音 vkの分散Rk ∈ Rm×mは正定値行列とする．また，不確かさを含むパラメー
タベクトル pk ∈ Rlは平均値 (ノミナル値)と分散がそれぞれ pnomk ∈ Rl, P pp

k ∈ Rl×lに従うも
のとし，平均値 pnomk と分散 P pp

k の値は既知であり，さらに，状態量 xkと未知パラメータ pk
は相関がない，つまり，E[xkp

T
k ] = 0，E[pkxT

k ] = 0が成立する，と仮定する．

3.2 Robust EKF (REKF)

まず，(3.1)式の未知パラメータ pk が EKFの予測誤差共分散行列に与える影響を解析す
る．状態量 xk−1の推定値を x̂k−1として，(3.1)式を (x̂k−1, p

nom
k−1)のまわりでTaylor展開する

と次式を得る．

xk = f(x̂k−1, p
nom
k−1) + Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + · · ·+ wk−1 (3.3)

ここで，推定誤差を x̃k−1 := xk−1 − x̂k−1，パラメータ偏差を p̃k−1 := pk−1 − pnomk−1 で定義す
る．なお，(3.3)式における Fk，Gkは次式で与えられる線形化行列である．

Fk :=
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x̂k−1,p=pnomk−1

(3.4)

Gk :=
∂f

∂p

∣∣∣∣
x=x̂k−1,p=pnomk−1

(3.5)

一方で，パラメータのノミナル値 pnomk−1を利用したEKFで計算される予測値 x̂k|k−1は次式
で与えることができる．

x̂k|k−1 = f(x̂k−1, p
nom
k−1) (3.6)

12
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ここで，予測誤差を x̃k|k−1 := xk − x̂k|k−1で定義すると，x̃k|k−1は (3.3)式と (3.6)式の差
より次式で与えることができる．

x̃k|k−1 = Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + · · ·+ wk−1 (3.7)

さらに，(3.7)式を使うと，予測誤差共分散行列 P xx
k|k−1を次式で近似できる．

P xx
k|k−1 = E(x̃k|k−1 · x̃T

k|k−1)

≈ FkE(x̃k−1x̃
T
k−1)F

T
k +Qk−1 +GkE(p̃k−1p̃

T
k−1)G

T
k +∆Pk

= FkP
xx
k−1F

T
k +Qk−1 +GkP

pp
k−1G

T
k +∆Pk (3.8)

なお，∆Pk ∈ Rn×nはTaylor展開で得られた高次の項の期待値をまとめた行列である．また，
状態量 xk−1と未知パラメータ pk−1が無相関であることを仮定しているので，x̃と p̃の積に
関する期待値は 0になることに注意されたい．
一方で，通常の EKFで計算される予測誤差共分散行列 PEKF

k|k−1は次式で与えられる．

PEKF
k|k−1 = FkP

xx
k−1F

T
k +Qk−1 (3.9)

よって，(3.8)式は (3.9)式を利用して，次式で表すことができる．

P xx
k|k−1 = PEKF

k|k−1 +GkP
pp
k−1G

T
k +∆Pk (3.10)

以上の解析より，未知パラメータが含まれる場合の予測誤差共分散行列 P xx
k|k−1に比べて，

未知パラメータ pkの影響を陽に考慮していない通常のEKFの予測誤差共分散行列PEKF
k|k−1は，

「GkP
pp
k−1G

T
k +∆Pk」分少なく見積もってしまっていることがわかる．

Xiongらによる非線形フィルタの安定性解析結果 [27]によれば，EKFの予測誤差共分散行
列の推定値を小さく見積もってしまうと推定誤差の Lyapunov安定性が保証されなくなるこ
とが示されている．ゆえに，パラメータ不確かさを有する非線形システムに通常の EKFを
適用すると，推定値が発散してしまう可能性がある．
本節で提案するRobust EKF (REKF) では，以上の解析結果に基づき，パラメータ不確か
さの影響GkP

pp
k−1G

T
k を陽に考慮して予測誤差共分散行列 PREKF

k|k−1 を次式で与える．

PREKF
k|k−1 = PEKF

k|k−1 +GkP
pp
k−1G

T
k +∆PREKF

k (3.11)

ここで，∆PREKF
k ∈ Rn×nは，真値を計算することが困難な∆Pkの影響を補償するために利用

する設計パラメータである．以上のように，REKFはパラメータ不確かさの影響項GkP
pp
k−1G

T
k

を考慮して PREKF
k|k−1 を計算し，予測誤差共分散行列 P xx

k|k−1との偏差を抑制することで，正確
な推定を実現する．
つぎに，2.2.1節に示した EKFと同様に観測方程式 (3.2)を x̂k|k−1まわりで線形化すると
次式を得る．

yk ≈ Hkx̃k|k−1 + h(x̂k|k−1) + vk

≈ Hkx̃k|k−1 + ŷk|k−1 + vk

Hk :=
∂h

∂x

∣∣∣∣
x=x̂k|k−1
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よって，未知パラメータ pkの影響を考慮した場合の観測誤差共分散行列，相互分散行列は次
式で与えることができる．

P xy,REKF
k|k−1 = E

{
x̃k|k−1

(
yk − ŷk|k−1

)T}
≈ E

(
x̃k|k−1x̃

T
k|k−1

)
HT

k

= PREKF
k|k−1 H

T
k (3.12)

P yy,REKF
k|k−1 = E

{(
yk − ŷk|k−1

) (
yk − ŷk|k−1

)T}
≈ HkE

(
x̃k|k−1x̃

T
k|k−1

)
HT

k +Rk

= HkP
REKF
k|k−1 H

T
k +Rk (3.13)

さらに，状態量の更新式を (2.8)式と同じ形式の次式で与えた場合，

x̂k|k = x̂k|k−1 +KREKF
k (yk − ŷk|k−1) (3.14)

となり，推定誤差共分散行列 PREKF
k|k を次式で与えることができる．

PREKF
k|k = E

[(
xk − x̂k|k

) (
xk − x̂k|k

)T]
= PREKF

k|k−1 −KREKF
k P yx,REKF

k|k−1 − P xy,REKF
k|k−1

(
KREKF

k

)T
+KREKF

k P yy,REKF
k|k−1

(
KREKF

k

)T
(3.15)

ここで，(3.15)式は (2.12)式と同様の形であるので，最小分散推定を実現する最適ゲイン
KREKF

k は次式の通りになる．

KREKF
k = P xy,REKF

k|k−1

(
P yy,REKF
k|k−1

)−1

(3.16)

以上より，REKFは予測ステップの計算 (3.11)でパラメータ不確かさの影響項を加算する形
をとっている以外は，通常の EKFと同様のアルゴリズムであることが分かる．

3.3 Robust UKF (RUKF)

3.2節では，EKFをベースとしたロバストフィルタである REKFを導出した．REKFは
通常のEKFと同様にヤコビアンの計算が必要であるため，非線形関数 f(xk, pk)が微分でき
ないシステムには適用することができない．この問題を解決するために，本節にてUKFを
ベースとしたロバストフィルタであるRUKFを導出する．
3.2節にて，未知パラメータ pkが予測誤差共分散行列に与える影響は「GkP

pp
k−1G

T
k」で近

似できることを示した．
ここで，時刻 k − 1における未知パラメータ pk−1に関するシグマ点列Pk−1|k−1 ∈ Rl×(2l+1)

を次式で与える．

Pk−1|k−1 = pnomk−1 × 11×(2l+1) +
[
0 γl

√
P pp
k−1 −γl

√
P pp
k−1

]
(3.17)
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なお，γlは未知パラメータ pk−1に対応するスカラー値のスケーリング係数である．
状態ベクトル xk−1を推定値 x̂k−1|k−1で固定し，未知パラメータベクトル pk−1に対してシ
グマ点列Pk−1|k−1を利用した状態量の予測値 x̂p

k|k−1は次式で計算することができる．

X p
k|k−1,i = f(x̂k−1|k−1,P i

k−1|k−1) (3.18)

x̂p
k|k−1 =

2l∑
i=0

W(m,p)
i X p

k|k−1,i (3.19)

なお，W(m,p)は (2.30)式のW (m)を状態ベクトルの次数 nの代わりにパラメータの次数 lで
設定した重みベクトルである．同じく，以降の式に現れるW(c,p)もW(c)に対応する重みベ
クトルである．
ここで，(3.18)式を未知パラメータのノミナル値 pnomk−1の周りでTaylor展開すると，

X p
k|k−1,i = f(x̂k−1|k−1, p

nom
k−1) +Gkp̃k−1 + · · · (3.20)

が得られる．なお，上式におけるGkは (3.5)式で与えられる．一方，(3.19)式について，次
の近似式が成り立つ [6]．

x̂p
k|k−1 ≈ f(x̂k−1|k−1, p

nom
k−1) (3.21)

(3.20)，(3.21)式を利用して，未知パラメータベクトル pk−1に対するシグマ点列Pを利用し
たU変換で近似される予測誤差共分散 P pp

k|k−1を計算すると次式が得られる．

P pp
k|k−1 =

2l∑
i=0

W(c,p)
i (x̂p

k|k−1 −X p
k|k−1,i)(x̂

p
k|k−1 −X p

k|k−1,i)
T

=
2l∑
i=0

W(c,p)
i (Gkp̃k−1 + · · · )(Gkp̃k−1 + · · · )T

= GkP
pp
k−1G

T
k + · · · (3.22)

(3.22)式はREKFで導出したパラメータ不確かさの影響項と同じ形式をとっていることが分
かる．(3.22)式を利用すれば，パラメータ不確かさの影響項の計算にヤコビアンの計算が不
要となるため，非線形関数 f(xk, pk)が微分できないシステムにも適用することができる．
以上の議論を考慮し，RUKFの予測誤差共分散行列 PRUKF

k|k−1 は次式で与えることができる．

PRUKF
k|k−1 = PUKF

k|k−1 + P pp
k|k−1 +∆PRUKF

k (3.23)

なお，PUKF
k|k−1は (2.34)式で計算される通常の UKFの予測誤差共分散行列であり，∆PRUKF

k

はREKFと同様に近似誤差を補償するための設計パラメータである．
RUKFの予測誤差共分散行列は通常の UKFとは異なるため，次式に従ってシグマ点列

Xk|k−1を生成する必要がある．

Xk|k−1 = x̂k|k−1 × 11×(2n+1) +
[
0 γ

√
PRUKF
k|k−1 −γ

√
PRUKF
k|k−1

]
(3.24)
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RUKFの以降の計算は (3.24)式のシグマ点列Xk|k−1を利用して，(2.35)～(2.38)式の演算を
行えばよい．
なお，観測方程式 (3.2)が yk = Hkxk + vkで与えられる線形システムの場合に限って，上
記のシグマ点列の生成は不要であり，状態量と観測値の予測値の相互分散行列 P xy

k|k−1，観測
値の誤差共分散行列 P yy

k|k−1を次式で計算できる．

P xy
k|k−1 = PRUKF

k|k−1 H
T
k (3.25)

P yy
k|k−1 = HkP

RUKF
k|k−1 H

T
k +Rk (3.26)

3.4 非線形ロバストフィルタ
本節では，3.2，3.3節で導出したREKF，RUKFを統一の表現方法でまとめた非線形ロバ
ストフィルタを導出する．
まず，非線形ロバストフィルタの予測ステップの導出を行う．(3.1)式の非線形関数f(xk−1, pk−1)

について，(x̂k−1|k−1, p
nom
k−1)の周りで線形化を行うと次式を得る．

xk ≈ Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + x̂k|k−1 + wk−1 (3.27)

ここで，x̃k−1 = xk−1 − x̂k−1|k−1は推定誤差，p̃k−1 = pk−1 − pnomk−1 はパラメータ偏差である．
(3.27)式の予測値 x̂k|k−1は EKFでは，

x̂k|k−1 = f(x̂k−1|k−1, p
nom
k−1) (3.28)

によって演算できる．また，U変換を利用した等価線形化KF，もしくはUKFでは，

x̂k|k−1 =
2n∑
i=0

Wif(Xi, p
nom
k−1) (3.29)

によって演算できる．なお，XiはN (x̂k−1|k−1, P
xx
k−1)からサンプリングするシグマ点列であ

る．また，状態ベクトル xがガウス分布に従う場合の重み行列Wiの最適な設計方法につい
ては文献 [9, 31]を参照されたい．
さらに，(3.27)式における線形化行列 Fk, GkはEKFで利用されるTaylor展開による近似
線形化の場合には，

Fk =
∂f(x, p)

∂x

∣∣∣∣
x=x̂k−1|k−1,p=pnomk−1

(3.30)

Gk =
∂f(x, p)

∂p

∣∣∣∣
x=x̂k−1|k−1,p=pnomk−1

(3.31)

によって演算できる．一方，線形化手法としてU変換を利用する場合には，

Fk =

{
2n∑
i=0

Wif(Xi, p
nom
k−1)(Xi − x̂k−1)

T

}
{P xx

k−1}−1 (3.32)

Gk =

{
2l∑
j=0

Wp
j f(x̂k−1|k−1,Pj)(Pj − pnomk−1)

T

}
{P pp

k−1}
−1 (3.33)
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によって計算する．(3.33)式におけるPjは，前述の通り，不確かさを有するパラメータベク
トル pkについてのシグマ点列であり，Wp

j はこれに対応するシグマ点列の重み列である．
ここで，(3.27)式を用いると，予測誤差 x̃k|k−1を次式で近似することができる．

x̃k|k−1 := xk − x̂k|k−1

≈ xk − f(x̂k−1|k−1)

≈ Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + wk−1 (3.34)

上式を利用すると，予測誤差共分散行列 P xx
k|k−1を次式のように近似できる．

P xx
k|k−1 = E[x̃k|k−1x̃

T
k|k−1]

≈ FkP
xx
k−1F

T
k +Qk−1 +GkP

pp
k−1G

T
k (3.35)

ここで，(3.35)式のFkP
xx
k−1F

T
k +Qk−1は通常の非線形カルマンフィルタで計算される予測誤

差共分散行列P xx
k|k−1に相当する．この事実と，(3.35)式より，パラメータ不確かさを考慮して

いない通常の非線形カルマンフィルタでは，パラメータ不確かさの影響項であるGkP
pp
k−1G

T
k

分，予測誤差共分散行列を小さく見積もってしまうことがわかる．当然であるが，これは
REKF，RUKFの導出結果と同じ結論である．
通常の非線形カルマンフィルタで計算される予測誤差共分散行列を次式で定義する．

P nom
k|k−1 = FkP

xx
k−1F

T
k +Qk−1 (3.36)

さらに，パラメータ不確かさの影響をP rob
k|k−1 := GkP

pp
k−1G

T
k で定義すると，(3.35)式の予測誤

差共分散行列を次式で与えることができる．

P xx
k|k−1 = P nom

k|k−1 + P rob
k|k−1 (3.37)

なお，REKF，RUKFと同様に近似誤差を考慮するための設計行列∆Pkを用いて，次式の
ように定義しても良い．

P rob
k|k−1 = GkP

pp
k−1G

T
k +∆Pk (3.38)

つぎに，更新ステップの導出を行う．(3.2)式の非線形関数 h(x)を予測推定値 x̂k|k−1の周
りで近似すると次式を得る．

yk ≈ Hkx̃k|k−1 + ŷk|k−1 + vk (3.39)

ここで，Hkは (2.23)式，もしくは，(2.45)式を用いて求めることができる．ただし，(2.45)

式を用いる場合には，共分散行列に (3.37)式を利用することに注意されたい．線形化行列Hk

が求まると，以降の演算は (2.6)～(2.9)式に従えば良い．
以上の議論より，REKF，RUKFを非線形ロバストフィルタによって，統一表現できるこ
とを示せた．よって，以降は非線形ロバストフィルタの表現を利用して議論を行う．
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3.5 非線形ロバストフィルタに関する議論

3.5.1 制御入力がある場合の導出

3.2～3.4節では，制御入力 uを含まないシステムを考えていた．システム制御の分野では，
一般に制御入力 uを含むシステムの状態推定問題を考える必要があるため，本小節では次の
制御入力 uを含むシステムについての非線形ロバストフィルタを導出する．

xk+1 = f(xk, pk) + g(xk)uk + wk (3.40)

yk = h(xk) + vk (3.41)

まず，これまでの非線形ロバストフィルタの導出方法と同様に (3.40)式を，等価線形化の一
種であるUSL [31]を利用して近似線形化する．等価線形化を行うために，次の評価関数を最
小化する問題を考える．

Jk = E
[∥∥f(xk−1, pk−1) + g(xk−1)uk−1 −

{
Fk(xk−1 − x̂k−1|k−1) +Gk(pk−1 − pnomk−1) + dk

}∥∥2
]

(3.42)

(3.42)式を各線形化行列 Fk, Gkとドリフト項 dkで偏微分することで，次の最適解を得る．

Fk = E
[
{f(xk−1, pk−1) + g(xk−1)uk−1} x̃T

k−1

] {
P xx
k−1

}−1
(3.43)

Gk = E
[
{f(xk−1, pk−1) + g(xk−1)uk−1} p̃Tk−1

] {
P pp
k−1

}−1
(3.44)

dk = E [f(xk−1, pk−1) + g(xk−1)uk−1] (3.45)

なお，推定誤差 x̃k−1，パラメータ偏差 p̃k−1の定義は前述の通りである．さらに，(3.43)～
(3.45)式はUTを利用することで，次式で近似計算することができる．

Fk ≈
[ 2n∑

i=0

Wx,i

{
f(Xi, p

nom
k−1) + g(Xi)uk−1

}
(Xi − x̂k−1|k−1)

T
]

× {P xx
k−1}−1 (3.46)

Gk ≈
[ 2l∑

j=0

Wp,j

{
f(x̂k−1|k−1,Pj) + g(x̂k−1|k−1)uk−1

}
(Pj − pnomk−1)

T
]

× {P pp
k−1}

−1 (3.47)

dk ≈
2n∑
i=0

Wx,i

{
f(Xi, p

nom
k−1) + g(Xi)uk−1

}
(3.48)

以上より，制御入力 uを含む非線形システム (3.40)を次式で近似できる．

xk ≈ Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + dk + wk−1 (3.49)

また，(3.45)式より x̂k|k−1 ≈ dkであるので，予測誤差共分散行列を次式で導出できる．

P xx
k|k−1 = E

[
x̃k|k−1x̃

T
k|k−1

]
≈ FkP

xx
k−1F

T
k +GkP

pp
k−1G

T
k +Qk−1 (3.50)
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上式より，制御入力 uが含まれる場合でも，線形化行列 Fk，Gkの演算値が変更されるだけ
で，予測誤差共分散行列は制御入力がない場合 (3.35)と同じであることがわかる．
次に，(3.40)式の g(x)もパラメータ不確かさを有する場合について考える．

xk+1 = f(xk, pk) + g(xk, qk)uk + wk (3.51)

yk = h(xk) + vk (3.52)

なお，未知パラメータ pkと同様に，未知パラメータ qk ∈ Rlq は平均値 qnomk と分散 P qq
k は既

知であると仮定する．さらに，非線形関数 f(·)に含まれる未知パラメータ pkと，非線形関
数 g(·)に含まれる未知パラメータ qkの間には相関がない，つまり，E[pkqTk ] = 0,E[qkpTk ] = 0

が成り立つ，とする．
まず，(3.51)式において，未知パラメータ pkと qkをまとめたベクトル p̄k ∈ Rl+lq を考え
る．この拡大未知パラメータベクトル p̄kの平均値 p̄nomk と分散 P̄ pp

k ∈ R(l+lq)×(l+lq)は次式で
与えることができる．

p̄nomk =

[
pnomk

qnomk

]
(3.53)

P̄ pp
k =

[
P pp
k 0

0 P qq
k

]
(3.54)

上記の拡大未知パラメータベクトル p̄kを使って，(3.51)式を近似線形化するために，次の最
適化問題を考える．

Jk = E
[∥∥f(xk, p̄k) + g(xk, p̄k)uk −

{
F̄k(xk−1 − x̂k−1|k−1) + Ḡk(p̄k−1 − p̄nomk−1) + d̄k

}∥∥2
]
(3.55)

線形化行列 F̄k, Ḡkとドリフト項 d̄kは (3.43)～(3.45)式と同様に解くことができ，この線形化
行列 F̄k, Ḡkを用いて，3.5.1節と同様の解析を行うと予測誤差共分散行列を次式で与えるこ
とができる．

P xx
k|k−1 = E

[
x̃k|k−1x̃

T
k|k−1

]
≈ F̄kP

xx
k−1F̄

T
k + ḠkP̄

pp
k−1Ḡ

T
k +Qk−1 (3.56)

以上より，「予測誤差共分散行列にパラメータ不確かさの影響項を加算する」という非線形ロ
バストフィルタの特徴は，制御入力 uの有無によらず維持されることが確認できた．

3.5.2 観測方程式にパラメータ不確かさが含まれる場合の導出

3.2～3.4節では，観測方程式が未知パラメータを含まない場合を考えていた．本小節では
観測方程式も未知パラメータを含む場合の非線形ロバストフィルタを導出する．

xk+1 = f(xk, pk) + wk (3.57)

yk = h(xk, qk) + vk (3.58)
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前小節と同様に，未知パラメータ qk ∈ Rlqは平均値 qnomk と分散P qq
k は既知であり，かつ，非

線形関数 f(·)に含まれる未知パラメータ pkと，非線形関数 h(·)に含まれる未知パラメータ
qkの間には相関がないものと仮定する．なお，本小節では説明を簡単にするために制御入力
ukを含まない場合のみを考えるが，前小節の導出方法を利用すれば，容易に制御入力を含む
場合にも拡張を行えることに注意されたい．
まず，（3.57）式は (3.27)式と同様に次式で線形近似できる．

xk ≈ Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + x̂k|k−1 + wk−1 (3.59)

つぎに，(3.58)式を
(
x̂k|k−1, q

nom
k

)
のまわりで線形近似するために，次の最適化問題を考える．

Jk = E
[∥∥h(xk, qk)−

{
Hk(xk − x̂k|k−1) + Bk(qk − qnomk ) + c̄k

}∥∥2
]

(3.60)

各線形化行列Hk, Bkとドリフト項 ckで偏微分することで，次の最適解を得る．

Hk = E[h(xk, qk)x̃
T
k|k−1]{P xx

k|k−1}−1 (3.61)

Bk = E[h(xk, qk)q̃
T
k ]{P

qq
k }−1 (3.62)

ck = E[h(xk, qk)] (3.63)

(3.61)～(3.63)式はU変換を利用することで，次式で近似計算することができる．

Hk ≈
[ 2n∑

i=0

Wx,i {h(Xi, q
nom
k )} (Xi − x̂k|k−1)

T
]
{P xx

k|k−1}−1 (3.64)

Bk ≈
[ 2k∑

j=0

Wq,j

{
f(x̂k|k−1,Qj)

}
(Qj − qnomk )T

]
{P qq

k }−1 (3.65)

ck ≈
2n∑
i=0

Wx,i {h(Xi, q
nom
k )} (3.66)

ここで，Qは (qnomk , P qq
k )に従って生成される未知パラメータ qkに関するシグマ点列である．

また，Wqはシグマ点列Qに対応する重み列である．
以上より，(3.58)式を次式で近似できる．

yk ≈ Hkx̃k|k−1 +Bkq̃k + ck + vk (3.67)

ここで，x̃k|k−1 := xk − x̂k|k−1は予測誤差であり，q̃k := qk − qnomk はパラメータ偏差である．
(3.67)式を利用して，パラメータ不確かさを考慮した予測値と観測値の相互分散行列P xy

k|k−1

は次式で与えることができる．

P xy
k|k−1 = E

[
x̃k|k−1 · ỹTk|k−1

]
≈ E

[
x̃k|k−1 ·

(
Hkx̃k|k−1 +Bkq̃k + vk

)T]
≈ E

[
x̃k|k−1 · x̃T

k|k−1

]
HT

k

= P xx
k|k−1H

T
k (3.68)
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ここで，上式のP xx
k|k−1は (3.35)式で与えられるパラメータ不確かさを考慮した予測誤差共分

散行列である．(3.68)式は観測方程式にパラメータ不確かさが含まれていない場合の P xy
k|k−1

である，(3.12)式や (3.25)式と同じ形であることに注意されたい．これは未知パラメータ pk
と qkが無相関であることを仮定しているためである．
一方で，観測誤差共分散行列 P yy

k|k−1は次式で与えることができる．

P yy
k|k−1 = E

[
ỹk|k−1 · ỹTk|k−1

]
≈ E

[(
Hkx̃k|k−1 +Bkq̃k + vk

)
·
(
Hkx̃k|k−1 +Bkq̃k + vk

)T]
≈

(
HkP

xx
k|k−1H

T
k +Rk

)
+BkP

qq
k BT

k (3.69)

(3.69)式の括弧内は観測方程式にパラメータ不確かさが含まれない場合のP yy
k|k−1と一致する．

(3.69)式は，(3.35)式と同様にパラメータ不確かさの影響を受けない誤差共分散行列にパラ
メータ不確かさの分散の線形化行列による二次形式が加算される形になることに特徴がある．

3.5.3 DKFと提案手法の関係性

本節では，提案手法である非線形ロバストフィルタとKarlgaardらの提案したDesensitised

Kalman filtering (DKF) [21, 34, 35]の関係性を示す．
本小節では，推定対象の非線形システムが (3.1)，(3.2)式で表現されることを前提とする．
DKFの更新式は次式で与えることができ，

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk

(
yk − ŷk|k−1

)
(3.70)

最適ゲインKkは次の評価関数を最小化するように設計される．

JDKF(Kk) = Tr
(
P xx
k|k

)
+

l∑
i=1

(
σ̂T
i,kWiσ̂i,k

)
(3.71)

ここで，Wiはパラメータ不確かさの影響を考慮するための設計パラメータであり，P xx
k|kはパ

ラメータ不確かさを含まないシステムを考えた場合の推定誤差共分散行列である．さらに，
σ̂i,kは次式で与えられる．

σ̂i,k =
∂x̂k

∂pi,k

= σ̄i,k +
∂Kk

∂pi,k
(yk − ȳk)−Kkγi,k (3.72)

σ̄i,k =
∂x̄k

∂pi,k

=
∂f

∂x
σ̂i,k−1 +

(
∂f

∂pi,k

)
k−1

(3.73)

γi,k =

(
∂h

∂x

)
σ̄i,k +

(
∂h

∂pi

)
(3.74)



22 第 3 章 離散時間非線形ロバストフィルタ

なお，上式において pi,kは未知ベクトル pkの i番目の要素を表すスカラである．ここで，(3.2)
式がパラメータ不確かさの影響を受けない，つまり ∂h

∂p
= 0が成り立つことに注意し，さら

に，非線形関数 h(x)のヤコビアンをHk =
∂h
∂x
とする．ここで，DKFの演算時の仮定である

∂K
∂p

= 0という条件を利用すると，(3.72)式を次式で与えることができる．

σ̂i,k = σ̄i,k −KkHkσ̄i,k

= (I −KkHk) σ̄i,k

= (I −KkHk)

{
∂f

∂x
σ̂i,k−1 +

(
∂f

∂pi

)}
(3.75)

また，(3.75)式を (3.71)式の第 2項に代入すると次式を得る．

σ̂kWσ̂T
k = (I −KkHk)

(
∂f

∂x
σ̂

)
W

(
∂f

∂x
σ̂

)T

(I −KkHk)
T

+ (I −KkHk)

(
∂f

∂p

)
W

(
∂f

∂p

)T

(I −KkHk)
T (3.76)

(3.71)式の第 1項は通常のKFで計算する誤差共分散行列であることに注意すれば，DKFの
評価関数を次式のトレースを最小化する問題を考えていることに等しいことがわかる．

JTDKF = (I −KkHk)P
xx
k|k−1(I −KkH)T +KkRkK

T
k

+ (I −KkHk)

(
∂f

∂x
σ̂

)
W

(
∂f

∂x
σ̂

)T

(I −KkHk)
T

+ (I −KkHk)

(
∂f

∂p

)
W

(
∂f

∂p

)T

(I −KkHk)
T (3.77)

一方，提案手法の非線形ロバストフィルタは「パラメータ不確かさを含むシステムのP xx
k|k」

を最小化するように最適ゲインKkを求める手法である．DKFがヤコビアンを利用して計算
を行っているため，対比する提案手法として REKFを考える．ここで，REKFの評価関数
を (3.77)式と同じ形式で表現すると次式を得る．

JTREKF = (I −KkHk)

{
P xx
k|k−1 +

(
∂f

∂p

)
P pp
k−1

(
∂f

∂p

)T

+∆Pk

}
(I −KkHk)

T +KkRkK
T
k

= (I −KkHk)P
xx
k|k−1(I −KkHk)

T +KkRkK
T
k

+ (I −KkHk)∆Pk(I −KkHk)
T

+ (I −KkHk)

(
∂f

∂p

)
P pp
k−1

(
∂f

∂p

)T

(I −KkHk)
T (3.78)

DKFの評価関数 (3.77)式とREKFの評価関数 (3.78)を比較すると，次の関係式が成立する
ことがわかる．

∆Pk =

(
∂f

∂x
σ̂

)
W

(
∂f

∂x
σ̂

)T

(3.79)

P pp
k−1 = W (3.80)
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以上の議論より，提案手法の非線形ロバストフィルタとDKFは類似した評価関数を最小
化するゲインKkを求めるフィルタであると言える．ただし，DKFは重みWiの具体的な設
計方法を示していないが，提案手法の非線形ロバストフィルタに従えば，DKFの重みを未
知パラメータの分散 P pp

k−1で与えれば良いと判断できる．

3.5.4 その他の議論

(1)Modified UKFとの関係性

通常の非線形カルマンフィルタ (Nonlinear Kalman Filer : NKF)の予測誤差共分散の推定
値Pk|k−1に，線形近似で生じるの高次の近似項を補償する正定値行列∆P を追加した非線形
カルマンフィルタは，Xiongらが導出したmodified UKF[26]にならって，modified NKF と
呼ぶことができる．そして，modified NKFの予測誤差共分散行列を Pmnkf

k|k−1とすると，予測
誤差共分散行列 (3.37)を次式で書き換えることができる．

P rnkf
k|k−1 = Pmnkf

k|k−1 +GkP
pp
k−1G

T
k (3.81)

Pmnkf
k|k−1 := P nkf

k|k−1 +∆Pk (3.82)

つまり，提案したRNKFはmodified NKFの予測誤差共分散にパラメータの影響GkP
pp
k−1G

T
k

を加算したものを考えることができる．

(2)∆Pkの設計指針

高次の近似項を補償する∆Pk は，Xiongらの安定性解析 [26]で導入された補正項∆Qkと
同様の働きをするため，正定値行列で設計することが望ましい．なお，∆Pkを大きくするほ
ど，推定誤差の Lyapunov安定性が保証されやすくなる一方で，推定精度が低下するトレー
ドオフの関係があることに注意されたい．

(3)未知パラメータの分散 P pp
k が未知の場合の設計指針

パラメータ不確かさの分散 P pp
k が未知の場合は，予測誤差共分散行列 P rnkf

k|k−1の計算時に
P pp
k の替わりに，正定値行列W pp

k を利用すると良い．前節の議論より，この場合でもRNKF

はDKF[21]の一種とみなすことができるためロバストな推定が実現できる．

(4)パラメータ不確かさの影響項について

前節までに導出した非線形ロバストフィルタは予測誤差共分散行列 (3.37)は，通常の非線
形カルマンフィルタで計算する予測誤差共分散行列 P nom

k|k−1にパラメータ不確かさの影響項
P rob
k|k−1を加えるという簡易な構成になっている．この構成は「カルマンフィルタのロバスト
性を向上させるためにプロセス雑音の分散Qk−1を大きめに設計する」というエンジニアが実
機適用の際によく利用する手法と類似している．この観点では，本稿の非線形ロバストフィ
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ルタは「パラメータ真値がわからないシステムにおけるプロセス雑音の分散Qk−1の最適な
設計方法」を提供する手法と考えることもできる．
ただし，「プロセス雑音の分散Qk−1を大きめに設計する」ことは，前述の通り，フィルタ
の安定性 (ロバスト性)を向上するが，フィルタの推定精度を低下させる可能性がある．提案
手法の非線形ロバストフィルタをパラメータ不確かさがないシステムに適用した場合，プロ
セス雑音の分散Qk−1を P rob

k|k−1だけ大きく設計していることになり，推定精度が通常の非線
形カルマンフィルタよりも低下する可能性がある．このような課題を解決するために，パラ
メータ不確かさの有無によって，P rob

k|k−1の大きさを調整する非線形適応ロバストフィルタを
節で提案する．

3.6 非線形適応ロバストフィルタ
本節では，非線形ロバストフィルタのパラメータ不確かさの影響項 P rob

k|k−1を実際のパラ
メータ不確かさに応じて調整する適応則を導入した「非線形適応ロバストフィルタ」を提案
する．
まず，3.4節にて (3.37)式で与えた予測誤差共分散行列 P xx

k|k−1をスカラ値の適応パラメー
タ αk(0 ≤ αk ≤ 1)を用いて次式で与える．

P adp
k|k−1 = P nom

k|k−1 + αkP
rob
k|k−1 (3.83)

なお，適応パラメータαkに上下限を設けるのは，予測誤差共分散行列P adp
k|k−1を非線形ロバス

トフィルタの予測誤差共分散行列 P xx
k|k−1よりも大きくしない (αk ≤ 1)，かつ，非線形KFの

予測誤差共分散行列 P nom
k|k−1よりも小さくしない (0 ≤ αk)ためである．また，P nom

k|k−1，P rob
k|k−1

ともに正定値行列であるので，αk ≥ 0において P adp
k|k−1も正定値行列になることに注意され

たい．
αk の調整則を導出するために，まず，観測誤差共分散行列 P yy

k をイノベーション νk =

yk − ŷk|k−1を用いて，次式で近似することができることに着目する [36]．

P yy,o
k =

{
ν1ν

T
1 (k = 1)

ρP yy,o
k−1 +νkν

T
k

ρ+1
(k > 1)

(3.84)

なお，ρ(0 < ρ < 1)は忘却係数である．
一方で，(3.83)式を使って観測誤差共分散行列を計算すると，次式を得る．

P yy,adp
k|k−1 = HkP

adp
k|k−1H

T
k +Rk

=
(
HkP

nom
k|k−1H

T
k +Rk

)
+ αkHkP

rob
k|k−1H

T
k

= P yy,nom
k|k−1 + αkHkP

rob
k|k−1H

T
k (3.85)

P yy,nom
k|k−1 := HkP

nom
k|k−1H

T
k +Rk (3.86)

ここで，Hkは 3.4節で導出した線形化行列である．
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(3.84)，(3.85)式のそれぞれで計算される観測誤差共分散行列をノルムの観点で近づける
ことを目的として，次の評価関数を最小化する適応パラメータ αkを考える．

Jα(αk) =
∥∥∥P yy,o

k − P yy,adp
k|k−1

∥∥∥2

F

= Tr

{(
P yy,o
k − P yy,adp

k|k−1

)(
P yy,o
k − P yy,adp

k|k−1

)T
}

(3.87)

なお，ノルム ∥ · ∥F はフロベニウスノルムを意味する．
(3.85)，(3.87)式より，適応パラメータ αkが満たすべき，最適解の必要条件を次式で与え
ることができる．

∂Jα
∂αk

= 2
[
αkTr

(
AkA

T
k

)
− Tr

{(
P yy,o
k − P yy,nom

k|k−1

)
AT

k

}]
= 0 (3.88)

なお，上式にて表記の簡略化のためにAk := HkP
rob
k|k−1H

T
k を定義した．よって，(3.88)式を

満たす適応パラメータ αkを次式で与えることができる．

αk =
Tr

{(
P yy,o
k − P yy,nom

k|k−1

)
AT

k

}
Tr (AkAT

k )
(3.89)

なお，アルゴリズムを実装する際には (3.89)式で求めた αkが上下限に収まるように次式を
利用すると良い．

αk = min

1,max

0,
Tr

{(
P yy,o
k − P yy,nom

k|k−1

)
AT

k

}
Tr (AkAT

k )

 (3.90)

導出された適応パラメータ αkを利用して，以降の演算は非線形適応ロバストフィルタと
同様に更新式に (2.6)～(2.9)式を利用すればよい．

3.7 非線形ロバストフィルタのアルゴリズム
本章で提案した非線形ロバストフィルタ，および非線形適応ロバストフィルタのアルゴリズ
ムは次のようにまとめられる．なお，アルゴリズムの説明は非線形システムが (3.1)式，(3.2)

式で与えられる場合を想定している．

ステップ 1

通常の非線形カルマンフィルタと同様の計算によって，状態量の予測値 x̂k|k−1と予測
誤差共分散行列 P nom

k|k−1を計算する．

ステップ 2

パラメータ不確かさが予測誤差共分散行列に与える影響分 P rob
k|k−1を (3.38)式によって
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計算する．ここで，EKF，EqKFに従うロバストフィルタの場合は線形化行列Gkを演
算する必要があり，それぞれ (3.31)，(3.33)式で計算することになる．なお，RUKFを
利用する場合は (3.22)式からパラメータ不確かさが予測誤差共分散行列に与える影響
項を計算できるため，線形化行列Gkの計算は不要である．

ステップ 3

適応パラメータ αkを (3.90)式，もしくは，次式で計算する．

αk = min

1,max

αmin,
Tr

{(
P yy,o
k − P yy,nom

k|k−1

)
AT

k

}
Tr (AkAT

k )

 (3.91)

なお，αminは設計パラメータである．αminは 0でも問題ないが，小さな正の値を入れ
ておくと αkP

rob
k|k−1の項が文献 [26]における∆Qと同様の働きを持つと期待できる．

ステップ 4

予測誤差共分散行列を次式で与える．

P adp
k|k−1 = P nom

k|k−1 + αkP
rob
k|k−1 (3.92)

ステップ 5

P adp
k|k−1を利用して，通常の非線形カルマンフィルタの更新式と同様の更新を行う．具

体的には (2.6 )～(2.10)式において，P xx
k|k−1の代わりに P adp

k|k−1を利用する．なお，非線
形観測 h(x)の線形化行列Hkの演算には，(2.23)式，もしくは，(2.45)式を利用する．
また，P xy

k|k−1とP yy
k|k−1をU変換によって計算する場合には，N (x̂k|k−1, P

adp
k|k−1)に従った

シグマ点列の再生成が必要である．

ステップ 6

更新ステップで得られた P xx
k|k = P adp

k|k−1 − Kk

(
HkP

adp
k|k−1H

T
k +Rk

)
KT

k を利用して，予

測誤差共分散の推定値 P nom
k+1|kを計算し k → k + 1として，ステップ 2に戻る．

なお，適応則を用いない非線形ロバストフィルタのアルゴリズムでは，ステップ 3の計算
を省略し，かつ，ステップ 4を αk = 1とすればよい．

3.8 数値シミュレーション
本章の提案手法の有効性を確認するために数値シミュレーションを行った結果を示す．

3.8.1 シミュレーション対象

本節では，誘導モータモデル [26]を対象としたシミュレーションを考える．
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連続時間ダイナミクスをサンプリング周期∆tで離散化すると，非線形ダイナミクスを次
式で与えることができる．

f(xk−1, pk−1, uk−1) = xk−1 +


−γx1,k−1 +

K
Tr
x3,k−1 +Kpx5,k−1x4,k−1 +

1
σLx

u1,k

−γx2,k−1 +
K
Tr
x4,k−1 −Kpx5,k−1x3,k−1 +

1
σLs

u2,k

M
Tr
x1,k−1 − 1

Tr
x3,k−1 − px5,k−1x4,k−1

M
Tr
x2,k−1 − 1

Tr
x4,k−1 + px5,k−1x3,k−1

pM
JLr

(x3,k−1x2,k−1 − x4,k−1x1,k−1)− Tr

J

∆t (3.93)

なお，x1, x2は固定子電流，x3, x4は回転子磁束，x5は角速度である．(3.93)式における入力
信号 ukは次式で与えるものである．

u1,k = 350 cos(0.003k), u2,k = 300 sin(0.003k)

観測方程式は線形システム yk = Hkxk + vkとし，観測行列Hkを次式で与える．

Hk =

[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
(3.94)

また，プロセスノイズwk，観測ノイズ vkはそれぞれ平均値０のガウス雑音であり，その共
分散行列は次式に従うものである．

Qk = 0.012I5×5, Rk = 0.12I2×2

(3.93)式中に現れる定数 Tr, σ,K, γの定義は以下のとおりである．

Tr =
Lr

Rr

, σ = 1− M2

LsLr

, K =
M

σLsLr

γ =
Rs

σLs

+
RrM

2

σLsLr

ここで，各パラメータのノミナル値と定義をTable 3.1にまとめた．

3.8.2 シミュレーション条件

(3.93)式のパラメータ Trと γがそれぞれ，次のような不確かさを有すると仮定する．

Tr ∼ N (T nom
r , 0.01) (3.95)

γ ∼ N (γnom, 10) (3.96)

ここで，T nom
r , γnomはそれぞれTable 3.1のパラメータを利用して計算する Trと γのノミナ

ル値であり，それぞれの値は T nom
r = 0.47，γnom = 50.7である．なお，本シミュレーション

では，未知パラメータに対するロバスト性を検討するため，Tr, γの分散を大きめに設定して
いることに注意されたい．
本節では，パラメータ不確かさがない場合，ある場合のそれぞれの場合について，次の 4

つの非線形カルマンフィルタを使って，それぞれシミュレーションを行い，提案手法の有効
性を確認する．
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Table 3.1: Simulation parameters

Parameter Value Unit

Rs Stator Resistance 0.18 Ω

Rr Rotor Resistance 0.15 Ω

Ls Stator Inductance 0.0699 H

Lr Rotor Inductance 0.0699 H

M Mutual Inductance 0.068 H

J Rotor Inertia 0.0586 kg ·m2

Tl Load Torque 10 Nm

p Pole Pairs 1 -

∆t Step size 0.0001 s

PNKF (Perfect Nonlinear Kalman Filter)

パラメータの真値を利用する非線形カルマンフィルタ

NNKF (Nominal Nonlinear Kalman Filter)

パラメータのノミナル値を利用する非線形カルマンフィルタ

RNF (Robuts Nonlinear Filter)

3.4節で導出した非線形ロバストフィルタ

ARNF (Adaptive Robust Nonlinear Filter)

3.6章で導出した非線形適応ロバストフィルタ

なお，非線形カルマンフィルタはすべて線形化にU変換を利用した等価線形化カルマンフィ
ルタを利用する．
各種フィルタのシミュレーション初期値x0, x̂0と共分散行列の初期値P0は次の通りとする．

x0 =


0

0

0

0

0

 , x̂0 =


200

200

50

50

350

 , P0 = 104I5×5

3.8.3 シミュレーション結果

k=1～1000ステップまでの計算を 1回のシミュレーションとし，50回のモンテカルロ・シ
ミュレーションを行った．
得られた推定値のRMSEの平均値をTable 3.2にまとめた．ここで，RMSEは次式で与え
られる推定精度の評価値である．

RMSEj =

√√√√ 1

Nf

Nf∑
k=1

(xk,j − x̂k,j)
2, j = 1, · · · , n
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上式のNf は１回のシミュレーションにおける最終ステップであり，サンプリング回数に等
しい．

Table 3.2: Simulation results (uncertain case)
PNKF NNKF RNF ARNF

x1 6.32 6.32 6.32 6.32
x2 6.32 6.33 6.32 6.32
x3 2.22 4.52 2.79 2.47
x4 1.96 3.66 2.43 2.17
x5 125 139 151 135

Table 3.2を見ると，パラメータ不確かさがある場合には，ノミナルパラメータを利用した通
常の非線形カルマンフィルタであるNNKFの推定精度が，パラメータ真値を利用したPNKF

よりも劣化していることが確認できる．また，提案したRNFは x3, x4について，NNKFよ
りも推定精度が優れることが確認できる．ただし，RNFの x5の推定結果はNNKFよりも劣
ることが確認される．これはパラメータ不確かさに関する近似項∆Pkの設計が不十分であ
ることが原因であることが推測される．適応則を利用したARNFはRNFに比べて，すべて
の状態量において推定精度が向上していることが確認できる．また，ARNFの x5の推定誤
差は NNKFよりも抑制されている．これはパラメータ不確かさの影響の近似誤差を適応パ
ラメータ αkによって，吸収できたためであると考えられる．
Fig. 3.1 ～ 3.5 に各推定器の推定誤差の時系列を示す．なお，Fig. 3.1 ～ 3.5は 50回のシ
ミュレーションのサンプルパスの平均値を示したものである．
つぎに，Fig. 3.3，Fig. 3.4を見ると，Table 3.2に示したRMSEの値からもわかるように，

NNKFに比べて，RNF，ARNFは推定誤差が小さいことが確認できる．さらに，700ステッ
プ以降では，パラメータ真値を利用した PNKFよりもARNFの方が推定誤差が小さくなっ
ていることが確認できる．
Fig. 3.5を確認すると，ノミナルパラメータを利用したNNKFは 700ステップ付近から時
間経過に応じて徐々に推定偏差が拡大しており，推定誤差が発散しそうな傾向が見て取れる．
一方で，RNFはNNKFと異なり一定の推定誤差を維持していることが確認できる．このこ
とより，RNFは推定精度の向上だけでなく，フィルタのロバスト性向上に効果があることが
確認できる．ただし，RNFは定常的に推定誤差が生じていることも確認できる．ARNFは
RNFよりも推定誤差のバイアスが減少し，推定精度の向上が確認できる．しかし，ARNF

もまた推定誤差に定常的な誤差が残っていることが確認できる．この課題については，5章
にて詳しく述べる．
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Fig 3.1: Estimation error of x1 (uncertain case)

Fig 3.2: Estimation error of x2 (uncertain case)
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Fig 3.3: Estimation error of x3 (uncertain case)

Fig 3.4: Estimation error of x4 (uncertain case)
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Fig 3.5: Estimation error of x5 (uncertain case)

つぎに，パラメータに不確かさがない場合について，同様のシミュレーションを行った結
果をTable 3.3に示す．なお，パラメータに不確かさがない場合はPNKFとNNKFは同じ推
定器になることに注意されたい．

Table 3.3: Simulation results (nominal case)
PNKF NNKF RNF ARNF

x1 6.32 6.32 6.32 6.32
x2 6.32 6.32 6.32 6.32
x3 2.16 2.16 2.38 2.26
x4 1.91 1.91 2.09 1.99
x5 126 126 139 129

Table 3.3 よりパラメータ不確かさがない場合には，提案したRNKFは，通常のNNKFよ
りも推定精度が劣ることが確認できる．これは，3.5.4節で示した推定精度に関する考察の通
りである．一方，ARNFはRNFよりも推定精度が改善していることが確認できる．ただし，
ARNFの推定結果は PNKF (NNKF) よりも劣るように見える．これは，時刻 kが小さいう
ちは P yy

k の近似値 P yy,o
k が安定しないために適応則が所望の挙動を達成できていないためと

推測される．これを確認するために，1000ステップのシミュレーションのうち，後半の 500

ステップのみのRMSEを 3.4に示した．
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Table 3.4: Simulation results of latter half (nominal case)
PNKF NNKF RNF ARNF

x1 0.07 0.07 0.08 0.08
x2 0.07 0.07 0.08 0.08
x3 0.66 0.66 0.89 0.72
x4 0.56 0.56 0.76 0.62
x5 2.02 2.02 1.00 0.86

Table 3.4より，後半 500ステップの x5についてのRMSEはARNFが最も小さいことが確
認できる．しかし，x3，x4についてもARNFの方がRNFよりもRMSEは小さいが，PNKF

(NNKF) よりも大きな値をとっている．これは適応則をスカラ値で与えているため，全ての
推定誤差が小さくなるように，P rob

k の値を調整することができないためであると推測される．
つぎに，Fig. 3.6 ～ 3.10 に各推定器の推定誤差の時系列を示す．
Fig. 3.8，Fig. 3.9を見ると，Table 3.3に示したRMSEの値からもわかるように，NNKF

に比べて，RNF，ARNFは推定誤差が小さいことが確認できる．また，Fig. 3.10を見ると，
ARNFのほうがRNFよりも推定誤差の収束精度が良いことが確認できる．さらに，Fig. 3.5

と異なり，RNF，ARNFともに推定誤差を生じていないことが確認できる．この結果につい
ても，5章にて詳しく述べる．

Fig 3.6: Estimation error of x1 (nominal case)
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Fig 3.7: Estimation error of x2 (nominal case)

Fig 3.8: Estimation error of x3 (nominal case)
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Fig 3.9: Estimation error of x4 (nominal case)

Fig 3.10: Estimation error of x5 (nominal case)
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最後に，適応則の有効性を確認するために，適応パラメータ αkの時系列変化をパラメー
タ不確かさがある場合，ない場合について，それぞれ Fig. 3.11と Fig. 3.11にまとめた．

Fig 3.11: Adaptive parameter αk (uncertain case)

Fig.3.11を見ると，前述の通り，パラメータ不確かさがある場合でもαkは 1以外の値をとっ
ており，パラメータ真値とノミナル値の差に応じて，P rob

k|k−1の項の影響を調整していること
が確認できる．一方，パラメータ不確かさがない場合の結果Fig.3.12を見ると，パラメータ
不確かさがある場合の結果Fig.3.11に比べて小さな値をとっており，パラメータ不確かさの
項の影響を抑制するように適応則が動作していていることが確認できる．ただし，パラメー
タ不確かさがない場合でも αkは 0に収束はしていないことが確認できる．これは，適応則
に利用している近似式 (3.84) の影響で厳密に P yy,adp

k = P yy
k を満足しないためであると推測

される．
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Fig 3.12: Adaptive parameter αk (nominal case)

3.9 まとめ
本章では，パラメータ不確かさを有する離散時間非線形システムについて，パラメータ不
確かさが予測誤差共分散行列に与える影響を解析し，この影響項を陽に考慮した予測誤差共
分散行列 P xx

k|k−1を利用することでロバストな推定を実現する，REKF，RUKF，そしてその
統一表現である非線形ロバストフィルタを導出した．非線形ロバストフィルタは，真値が分
からないパラメータを拡大系とした，同時推定手法を適用することが困難なシステムにおい
ても適用可能であり，かつ，通常の非線形カルマンフィルタの枠組みで計算されるため，既
存の設計方法を流用でき，また，計算コストの増加も少ないという実用上のメリットもある．
また，観測誤差共分散行列の近似値を利用した適応則を併用することで，不確かさのないシ
ステムにおいても推定精度を維持することができる非線形適応ロバストフィルタを提案した．
なお，提案した非線形適応ロバストフィルタに用いた適応則は計算コストが低く，実装も容
易であることも，本手法の利点である．
数値シミュレーションによって，パラメータ不確かさがある場合に，非線形ロバストフィ
ルタを利用することで推定精度の低下を抑制できることを確認した．さらに，適応則を利用
することでパラメータ不確かさがない場合にも，提案手法が有効であるとを確認できた．
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4.1 問題設定
本章では，次式のような，状態方程式が連続時間系，観測方程式が離散時間系で与えられ
るパラメータ不確かさを有する連続・離散時間非線形システムを考える．

ẋ(t) = f(x(t), p) + w(t) (4.1)

yk = Hkxk + vk (4.2)

x(t) ∈ Rnは状態量，yk ∈ Rmは観測量である．なお，xkは観測周期ごとに得られる状態量
x(t)の値であり，観測が行われた時刻を tkとしたとき，xk = x(tk)で定義される．また，プ
ロセス雑音w(t)は平均値 0の白色雑音であり，分散は E(w(t)wT (τ)) = Qcδ(t− τ)で与えら
れるとする．なお，δ(t)はDiracのデルタ関数である．また，Qc ∈ Rn×nは半正定値行列と
する．
観測方程式については，3章で与えた定義と同様とし，観測雑音 vkは平均値が 0であり，
分散が E[vkvTk ] = Rkに従う正規白色雑音とする．なお，本章では簡単のために線形観測方
程式を考えるが，(4.2)式が非線形観測方程式であっても，3章に示した線形化手法を適用す
れば，本章の議論を容易に拡張することができる．
さらに，不確かさを含むパラメータベクトル p ∈ Rlの平均値を pnom，分散を P pp ∈ Rl×l

で与え，これらの値は既知であると仮定する．
本章では，3章で導出したREKF，RUKFを含む非線形ロバストフィルタのそれぞれにつ
いて，異なるアプローチに従った連続・離散ロバストフィルタを導出する．

4.2 連続・離散ロバストEKF

4.2.1 連続・離散ロバストEKFの導出

離散時間系のREKFの導出方法と同じく，まず，連続時間系の (4.1)式について，パラメー
タ不確かさの影響を陽に考慮した予測ステップの導出を行う．
時刻 tにおける状態推定値が x̂(t)で与えられるものとし，(4.1)式を (x̂(t), pnom)のまわり
でTaylor展開すると次式を得る．

38
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f(x(t), p) = f(x̂(t), pnom) + F (t)x̃(t) +G(t)p̃+ · · · (4.3)

F (t) :=
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x̂,p=pnom

(4.4)

G(t) :=
∂f

∂p

∣∣∣∣
x=x̂,p=pnom

(4.5)

x̃(t) := x(t)− x̂(t) (4.6)

p̃(t) := p− pnom (4.7)

上式において，未知パラメータ周りの線形化行列G(t)は状態量 x(t)に依存するため，時変
行列となる．また，時不変の未知パラメータ pについて，ノミナル値まわりのTaylor展開を
考える点は Schmidt-Kalman filter [8]と類似する点に注意されたい．一方で，連続時間系に
おける EKFの予測ステップで予測平均は次式で与えられる．

˙̂x(t) = f(x̂(t), pnom) (4.8)

また，(4.3)式より，予測誤差 x̃(t)の微分方程式を次のように与えることができる．

˙̃x(t) = ẋ(t)− ˙̂x(t)

≈ {f(x̂(t), pnom) + F (t)x̃(t) +G(t)p̃+ w(t)} − f(x̂(t), pnom)

= F (t)x̃(t) +G(t)p̃+ · · ·+ w(t) (4.9)

以降は表記を簡単にするため，明記する必要がない限り (t)を省略する．
さて，(4.9)式をサンプリング周期∆t = tk+1 − tkで離散化すると次式を得る．

x̃k+1|k = eF∆tx̃k +

∫ tk+1

tk

eF (tk−τ) (Gp̃+ · · ·+ w) dτ

= Fkx̃k +

∫ tk+1

tk

eF (tk−τ) (Gp̃+ · · ·+ w) dτ (4.10)

なお，上式において Fk := eF∆tを定義した．
さらに，(4.10)式を利用して，予測誤差共分散行列 Pk+1|kを計算すると次式を得る．

Pk+1|k = E[x̃k+1|k · x̃T
k+1|k]

= E
[{

Fkx̃k +

∫ tk+1

tk

eF (tk−τ) (Gp̃+ · · ·+ w) dτ

}{
∗
}T

]
= FkPkF

T
k

+

∫ tk+1

tk

eF (tk−τ)GP ppGT{eF (tk−τ)}Tdτ

+

∫ tk+1

tk

eF (tk−τ)Qc{eF (tk−τ)}Tdτ

+

∫ tk+1

tk

eF (tk−τ)∆Pc{eF (tk−τ)}Tdτ (4.11)
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　なお，∆Pc ∈ Rn×nは離散時間系の導出と同様にTaylor展開で得られた高次の項の期待値を
まとめた行列である．また，(4.11)式の二段目において，表記の簡略化のためA{∗}T = AAT

を利用した．
さて，(4.11)式に，文献 [1] (4.28)式の近似式 eF (tk−τ) ≈ I, τ ∈ [tk, tk+1]を適用すると次式
を得る．

P pp
k :=

∫ tk+1

tk

eFx(tk−τ)GP ppGT{eF (tk−τ)}Tdτ

≈ GP ppGT∆t (4.12)

Qk =

∫ tk+1

tk

eF (tk−τ)Qc{eF (tk−τ)}Tdτ

≈ Qc∆t (4.13)

∆Pk :=

∫ tk+1

tk

eF (tk−τ)∆Pc{eF (tk−τ)}Tdτ

≈ ∆Pc∆t (4.14)

(4.11)～(4.14)式より，サンプリング周期∆tで離散化された予測誤差共分散行列を次式で近
似できる．

Pk+1|k ≈ FkPk (Fk)
T +Qk +∆Pk + P pp

k (4.15)

さらに，(4.15)式において Fk = eF∆t ≈ I + F∆tを利用することで次式を得る．

Pk+1|k ≈ (1 + F∆t)Pk (1 + F∆t)T +Qk +∆Pc + P pp
k

≈ Pk + (FPk + PkF
T +Qc +∆Pc +GP ppGT )∆t (4.16)

よって，∆t → 0とすることで，連続時間システムの予測誤差共分散行列に関する微分方程
式を次式のように与えることができる．

Ṗ (t) = F (t)P (t) + P (t)F T (t) +Qc(t) + ∆Pc(t) +G(t)P ppGT (t) (4.17)

以上の解析より，離散時間系のREKFと同様に，連続時間システムのEKFの予測誤差共
分散行列 PEKFとREKFの予測誤差共分散行列 PREKFに関する微分方程式をそれぞれ次式
で与えることができる．

ṖEKF = FPEKF + PEKFF T +Qc (4.18)

ṖREKF =
(
ṖEKF +∆PREKF

c

)
+GP pp

c GT (4.19)

なお，∆PREKF
c は真値の計算が困難な∆Pcを補償する項である．(4.19)式で (·)で囲んだ式

は，連続時間系のmodified EKFの予測誤差共分散行列とみなせるので，離散時間REKFの
予測ステップと同様に，modified EKFの予測誤差共分散行列にパラメータ不確かさの影響
「GP pp

c GT」を足した形になっていることに注意されたい．また，高次の近似項を補償する
∆PREKF

c は，離散時間系の∆PREKF
k と同じく，正定値行列で設計することが望ましい．

以上の議論で得られた予測誤差共分散行列の微分方程式をサンプリング周期∆tで積分し
た値を P xx

k|k−1 = PREKF(t)とすれば，更新ステップは前章で導出した離散時間系のREKFと
同じになる．よって，本章では更新ステップの導出は割愛する．
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4.2.2 連続・離散適応REKFの導出

本節では，3.6節で導出した適応則を連続・離散REKFに適用することを考える．
まず，(4.19)式の予測誤差共分散行列に関する微分方程式を次の (4.20)式と (4.21)式の通
り，連続時間系の EKFの予測誤差共分散行列とパラメータ不確かさの影響に関する二つの
微分方程式に分割する．

ṖREKF = ṖEKF + Ṗ rob (4.20)

Ṗ rob := GP pp
c GT +∆PREKF

c (4.21)

各微分方程式をサンプリング周期 ∆t間積分して得られる共分散行列をそれぞれ，PREKF
k|k−1 ，

PEKF
k|k−1，P rob

k|k−1とする．これらの共分散行列と，適応パラメータαkを利用すると，観測値 yk
が得られるタイミングでの予測共分散行列の推定値を次式で与えられる．

PAREKF
k|k−1 = PEKF

k|k−1 + αkP
rob
k|k−1 (4.22)

(4.22)式の離散時間の予測共分散行列PAREKF
k|k−1 を用いれば，3.6節で導いた離散時間適応REKF

の適応則をそのまま利用することができる．

4.2.3 連続・離散EKFのアルゴリズム

本節で提案した連続・離散 EKFのアルゴリズムは次のようにまとめられる．

ステップ 1

サンプリング周期∆t間，(4.8)式，(4.18)式，(4.21)式を積分し，状態量の予測値 x̂k|k−1，
予測誤差共分散 PEKF

k|k−1とパラメータ不確かさの影響項 P rob
k|k−1を計算する．

ステップ 2

(4.22)式に (3.90)式を用いて，適応パラメータ αkを計算する．

ステップ 3

予測誤差共分散行列の推定値を次式で与える．

PAREKF
k|k−1 = PEKF

k|k−1 + αkP
rob
k|k−1 (4.23)

ステップ 4

PAREKF
k|k−1 を利用して，通常の EKFの更新式に従って更新を行う．

ステップ 5

更新ステップで得られた PAREKF
k|k を，次の積分初期値として，ステップ 1にもどる．

離散時間フィルタと同様に，適応則を利用しない場合はステップ 2の演算を省略し，ステッ
プ 3で αk = 1とすればよい．
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4.3 連続・離散非線形ロバストフィルタ
本節では，3.4節にて提案した等価線形化を利用した非線形ロバストフィルタを行列表現
を導出し，Sarkka[30]が提案した連続・離散UKFにしたがって，連続・離散非線形ロバスト
フィルタを導出する．

4.3.1 非線形ロバストフィルタの行列表現

次の非線形システムについて，非線形ロバストフィルタの行列表現を導出する．

xk+1 = f(xk, pk) + wk (4.24)

なお，状態量 xk ∈ Rn，未知パラメータ pk ∈ Rlの定義は 3.4節と同じものとする．
まず，Sarkka[30]の記法に従って，N (x̂k−1|k−1, P

xx
k−1|k−1)に基づいて生成される状態量 xk

に関するシグマ点列X の行列Xmtr
k−1|k−1 ∈ Rn×(2n+1)を次式で定義する．

Xmtr
k−1|k−1 =

[
x̂k−1|k−1 · · · x̂k−1|k−1

]
+ γ

[
0

√
P xx
k−1|k−1

√
P xx
k−1|k−1

]
(4.25)

さらに，(4.24)式に従ったシグマ点列行列Xmtr
k−1|k−1の非線形変換を次式で表現する．

Xmtr
k|k−1 = f(Xmtr

k−1|k−1p
nom
k−1) (4.26)

また，シグマ点列X の重みに関するベクトル ωx，行列Wxを次式で定義する．

ωx =
[
W(m)

0 · · · W (m)
2n

]
(4.27)

Wx =
(
I −

[
ωx · · · ωx

])
diag

(
W(c)

0 · · ·W (c)
2n

)(
I −

[
ωx · · · ωx

])T

(4.28)

なお，各重みW
(m)
i ，W (c)

i は 2.2.2節で定義したものと同じである．
状態量 xk のシグマ点列 Xk と同様に，未知パラメータ pk に関するシグマ点列 P の行列

Pmtr
k ∈ Rl×(2l+1)を次のように定義できる．

Pmtr
k−1|k−1 =

[
pnomk−1 · · · pnomk−1

]
+ γ

[
0

√
P pp
k−1

√
P pp
k−1

]
(4.29)

また，(4.24)式に従ったシグマ点列行列Pmtr
k−1|k−1の非線形変換を次式で表現する．

Pmtr
k|k−1 = f(x̂k−1|k−1,Pmtr

k−1|k−1) (4.30)

さらに，シグマ点列Pの重みに関するベクトル ωp，行列Wpは次式で与えることができる．

ωp =
[
W(m)

0 · · · W (m)
2l

]
(4.31)

Wp =
(
I −

[
ωp · · · ωp

])
diag

(
W(c)

0 · · ·W (c)
2l

)(
I −

[
ωp · · · ωp

])T

(4.32)
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以上の準備の下，パラメータ不確かさを考慮しない予測誤差共分散行列P nom
k|k−1の行列表現

を導出する．まず，(3.32)式の行列表現を考える．ここで，Fk := F F
k {P xx

k−1|k−1}−1とすると
次式を得る．

F F
k =

2n∑
i=0

Wif(Xi,k−1, p
nom
k−1)(Xi,k−1 − x̂k−1)

T

=
2n∑
i=0

Wif(Xi,k−1, p
nom
k−1)(Xi,k−1 −Xk−1ωx)

T

= Xmtr
k|k−1diag

(
W (c)

0 · · ·W(c)
2n

)(
Xmtr

k−1 −Xmtr
k−1

[
ωx · · · ωx

])T

(4.33)

さらに，P xx
k−1|k−1が次式で表現できることに注目する．

P xx
k−1|k−1 =

(
Xmtr

k−1 −Xmtr
k−1

[
ωx · · · ωx

])
diag

(
W (c)

0 · · ·W(c)
2n

)(
Xmtr

k−1 −Xmtr
k−1

[
ωx · · · ωx

])T

(4.34)

ここで，P xx
k−1|k−1の行列平方根 Sxx

k−1

(
Sxx
k−1

)T
= P xx

k−1|k−1を定義すると，Sxx
k−1は次式で与える

ことができる．

Sxx
k−1 = Xmtr

k−1

(
I −

[
ωx · · · ωx

])
diag

(√
W(c)

0 · · ·
√
W(c)

2n

)
(4.35)

また，P xx
k−1|k−1が正定であることを仮定すれば，Sxx

k−1も正則行列になるため，Fkを次式で与
えることができる．

Fk = F F
k

{
P xx
k−1|k−1

}−1

=

{
Xmtr

k|k−1diag

(√
W(c)

0 · · ·
√
W (c)

2n

)(
Sxx
k−1

)T}{
Sxx
k−1

(
Sxx
k−1

)T}−1

= Xmtr
k|k−1diag

(√
W (c)

0 · · ·
√

W(c)
2n

)(
Sxx
k−1

)−1
(4.36)

よって，(3.36)式で与えられた，パラメータ不確かさを考慮しない予測誤差共分散行列
P nom
k|k−1の行列表現を次式で導ける．

P nom
k|k−1 = FkP

xx
k−1|k−1F

T
k +Qk−1

= Xmtr
k|k−1diag

(√
W (c)

0 · · ·
√

W(c)
2n

)(
Sxx
k−1

)−1
{
Sxx
k−1

(
Sxx
k−1

)T}
×

[
Xmtr

k|k−1diag

(√
W(c)

0 · · ·
√
W(c)

2n

)(
Sxx
k−1

)−1
]T

+Qk−1

= Xmtr
k|k−1diag

(
W(c)

0 · · ·W (c)
2n

) (
Xmtr

k|k−1

)T
+Qk−1

= Xmtr
k|k−1Wx

(
Xmtr

k|k−1

)T
+Qk−1 (4.37)
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同様に未知パラメータの影響項 P pp
k|k−1について考える．まず，(3.33)式の行列表現を考え

るために，Gk := GF
k {P

pp
k−1|k−1}−1とすると次式を得る．

GF
k =

2l∑
i=0

Wif(x̂k−1|k−1,Pi,k−1)(Pi,k−1 − pnomk−1)
T

=
2l∑
i=0

Wif(x̂k−1|k−1,Pi,k−1)(Pi,k−1 −Pmtr
k−1ωp)

T

= Pmtr
k|k−1diag

(
W(c)

0 · · ·W (c)
2n

)(
Pmtr

k−1 − Pmtr
k−1

[
ωp · · · ωp

])T

(4.38)

さらに，P pp
k−1が次式で表現できることに注目する．

P pp
k−1 =

(
Pmtr

k−1 − Pmtr
k−1

[
ωp · · · ωp

])
diag

(
W(c)

0 · · ·W (c)
2n

)(
Pmtr

k−1 −Pmtr
k−1

[
ωp · · · ωp

])T

(4.39)

ここで，P pp
k−1の行列平方根 Spp

k−1

(
Spp
k−1

)T
= P pp

k−1を定義すると，Spp
k−1は次式で与えることが

できる．

Spp
k−1 = Pmtr

k−1

(
I −

[
ωp · · · ωp

])
diag

(√
W(c)

0 · · ·
√

W(c)
2n

)
(4.40)

さらに，P pp
k−1が正定であることに注意すれば，Spp

k−1も正則行列になるため，Gkを次式で与
えることができる．

Gk = GF
k

{
P pp
k−1

}−1

=

{
Pmtr

k|k−1diag

(√
W(c)

0 · · ·
√
W (c)

2n

)(
Spp
k−1

)T}{
Spp
k−1

(
Spp
k−1

)T}−1

= Pmtr
k|k−1diag

(√
W(c)

0 · · ·
√

W(c)
2n

)(
Spp
k−1

)−1
(4.41)

よって，パラメータ不確かさの影響項 P pp
k|k−1の行列表現を次式で導ける．

P pp
k|k−1 = Pmtr

k|k−1diag
(
W (c)

0 · · ·W(c)
2l

) (
Pmtr

k|k−1

)T
(4.42)

=: Pmtr
k|k−1Wp

(
Pmtr

k|k−1

)T
(4.43)

(4.37)式，(4.43)式より，パラメータ不確かさの影響を考慮した予測誤差共分散行列P rob
k|k−1

は次式でまとめられる．

P rob
k|k−1 = Xmtr

k|k−1Wx

(
Xmtr

k|k−1

)T
+Qk−1 + Pmtr

k|k−1Wp

(
Pmtr

k|k−1

)T
+∆Pk (4.44)

なお，∆Pkは前出の近似誤差を補償するための設計行列である．
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4.3.2 連続・離散非線形ロバストフィルタの導出

十分に小さなサンプリング時間∆tを利用すると，非線形ダイナミクス (4.1)式を次式で近
似できる．

x(t+∆t)− x(t) = f(x(t), p, t)∆t+ L(t)∆β + o(∆t)

≈ {Fx̃+Gp̃+ E[f(x, p)]}∆t+ L(t)∆β(t) + o(∆t) (4.45)

ここで，∆β(t) ∼ N (0, Qc(t)∆t)であり，o(∆t) は ∆t → 0 のときに o(∆t)
∆t

→ 0を満足する．
なお，連続・離散REKFの導出時と同様に，簡略化のため，時刻 (t)は明確に表記する必要
がない場合は省略する．
(4.1)式の非線形関数 f(x, p)を (x̂(t), pnom)まわりで線形化を行うと次式を得る．

f(x(t), p) ≈ F (t)x̃(t) +G(t)p̃+ E [f(x, p)] (4.46)

ここで，推定誤差 x̃(t) = x(t)− x̂(t)，パラメータ偏差 p̃ = p−pnomの定義は連続・離散REKF

の導出時と同様である．
さらに，予測誤差 x̃−を x̃− := x(t+∆t)− x̂(t+∆t)で定義すると，

x̃− ≈ x(t) + [{Fx̃+Gp̃+ E[f(x, p)]}∆t+ L∆β]− x̂(t+∆t)

≈ Fx̃+Gp̃+ L∆β (4.47)

を得る．この予測誤差 x̃−を利用することで，予測誤差共分散行列を次式で近似できる．

P−(t+∆t) = E[x̃− ·
(
x̃−)T ]

≈ E
[
(Fx̃+Gp̃+ L∆β)(Fx̃+Gp̃+ L∆β)T

]
= FP xxF T +GP ppGT + LQcL

T (4.48)

以上の準備の下，4.3.1節で定義したシグマ点列の行列表現 Xmtr,Pmtrを利用すると，連
続時間系の予測式の行列表現を次のように得る．

X̂mtr(t+∆t) = Xmtr(t) + f(Xmtr(t), pnom)∆t+ o(∆t) (4.49)

m−(t+∆t) = X̂mtr(t+∆t)ωm (4.50)

P−(t+∆t) = X̂mtr(t+∆t)WxX̂mtr(t+∆t)T

+
{
PmtrWp

(
Pmtr

)T
+ LQcL

T
}
∆t (4.51)

予測平均m(t)に関する微分方程式は，(4.49)式は未知パラメータベクトル p(t)を含んで
おらず，パラメータ不確かさを考慮しない従来の連続・離散 UKF [30]と同じである．よっ
て，以降は予測誤差共分散行列に関する微分方程式のみに注目する．
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(4.49)式を (4.51)式に代入し，高次の項を省略すると次式を得る．

P−(t+∆t) =
{
Xmtr(t) + f(Xmtr(t), pnom)∆t

}
Wx {∗}T

+
{
PmtrWp[Pmtr]T + LQcL

T
}
∆t+ o(∆t)

= Xmtr(t)WxXmtr(t)T + f(Xmtx(t), pnom)WxXmtr(t)
T∆t

+ Xmtr(t)Wxf(Xmtr(t), pnom)T∆t

+
{
PmtrWp[Pmtr]T + LQcL

T
}
∆t+ o(∆t) (4.52)

なお，上式の一段目において，{∗}は {A}X{∗}T = AWAT を意味する省略記号である．
両辺を∆tで割り，サンプリング時間∆tを∆t → 0とすると，次の微分方程式を得る．

dP rnf

dt
= f(Xmtr(t), pnom)WxXmtr(t)T + Xmtr(t)Wxf(Xmtr(t), pnom)T + LQcL

T

+ PmtrWp[Pmtr]T

=
dP nkf

dt
+ PmtrWp[Pmtr]T (4.53)

上式のP nkfはパラメータ不確かさがない場合の予測誤差共分散行列を意味し，Sarkka[30]の
文献と同様に次式で定義される．

dP nkf

dt
= f(Xmtr(t), pnom)WxXmtr(t)T + Xmtr(t)Wxf(Xmtr(t), pnom)T + LQcL

T (4.54)

本節で導出した予測誤差共分散行列の微分方程式 (4.53)式と REKFの予測誤差共分散行
列の微分方程式 (4.19)式を比較すると，どちらもパラメータ不確かさの影響を考慮していな
い微分方程式にパラメータ不確かさの影響項を加算した形になっている点で類似している．

4.3.3 連続・離散非線形適応ロバストフィルタ

4.2.2節と同様に，連続・離散非線形ロバストフィルタにも適応則を採用することができる．
(4.53)式の予測誤差共分散行列に関する微分方程式を (4.55)式と (4.56)式の通り，連続時
間系の非線形ロバストフィルタの予測誤差共分散行列とパラメータ不確かさの影響に関する
二つの微分方程式に分割する．

Ṗ rnf = Ṗ nkf + Ṗ rob (4.55)

Ṗ rob := PmtrWp[Pmtr]T +∆P rnf
c (4.56)

なお，∆P rnf
c は近似誤差を補償するための設計行列である．

各微分方程式をサンプリング周期∆t間積分して得られる共分散行列をそれぞれ，P rnf
k|k−1，

P nkf
k|k−1，P rob

k|k−1とする．これらの共分散行列を利用し，適応パラメータ αkを用いて，観測値
が得られるタイミングでの予測共分散行列の推定値を次式で与える．

P arnf
k|k−1 = P nkf

k|k−1 + αkP
rob
k|k−1 (4.57)

(4.57)式の離散時間の予測共分散行列の推定値を用いれば，3.6節で導いた離散時間適応REKF

の適応則をそのまま利用することができる．
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4.3.4 連続・離散非線形ロバストフィルタのアルゴリズム

本節で提案した連続・離散非線形ロバストフィルタのアルゴリズムは次のようにまとめら
れる．

ステップ 1

サンプリング周期∆t間，(4.50)，(4.54)，(4.56)式を積分し，状態量の予測値 x̂k|k−1，
予測誤差共分散 P nkf

k|k−1と P rob
k|k−1を計算する．

ステップ 2

(3.89)式，もしくは，(3.90)式の関係式を用いて，適応パラメータ αkを計算する．

ステップ 3

予測誤差共分散行列の推定値を次式で与える．

P arnf
k|k−1 = P nkf

k|k−1 + αkP
rob
k|k−1 (4.58)

ステップ 4

P arnf
k|k−1を利用して，通常の非線形カルマンフィルタの更新式に従って更新を行う．

ステップ 5

更新ステップで得られた P arnf
k|k を，次の積分初期値として，ステップ 1に戻る．

離散時間フィルタと同様に，適応則を利用しない場合はステップ 2の演算を省略し，ステッ
プ 3で αk = 1とすればよい．

4.4 数値シミュレーション
本節では，2つの対象を例にして提案した連続・離散ロバストフィルタの有効性を検証する．

4.4.1 シミュレーション例1

まず，次式で与えられる二相永久磁石同期モータモデルを扱う ([1] Example 13.1)．

i̇a = −R

L
ia +

ωλ

L
sin θ +

ua + q1
L

(4.59)

i̇b = −R

L
ib −

ωλ

L
cos θ +

ub + q2
L

(4.60)

ω̇ = −3λ

2J
ib sin θ +

3λ

2J
ib sin θ −

Fω

J
+ q3 (4.61)

θ̇ = ω (4.62)
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なお，ua = sin(2πt), ub = cos(2πt)を時変入力とする．また，確率雑音 q1～q3は全て平均 0

で，分散がそれぞれ [2/3, 2/3, 0.5]に従うものと仮定する．さらに，上記の非線形ダイナミク
スについて，状態量 xを次の通り定義する．

x =
[
ia ib ω θ

]T
(4.63)

観測はサンプリング周期∆tごとに行われるものとし，次式の線形観測方程式に従うとする．

yk =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
xk + vk (4.64)

なお，観測雑音 vkは vk ∼ N (0，0.12I2×2)に従うものと仮定とする．
各パラメータのノミナル値と定義をTable 4.1にまとめる．

Table 4.1: Simulation parameters of continious-time motor model

Parameter Value

R Winding resistance 2.0

L Winding inductance 0.003

λ Motor constant 0.1

J Moment of inertia 0.0002

F Coefficient of viscous friction 0.001

本例では，パラメータ不確かさがある場合，パラメータ不確かさがない場合のそれぞれの
場合について，以下の連続・離散フィルタの比較を行う．

PNKF パラメータ真値を利用する連続・離散非線形カルマンフィルタ

NNKF ノミナルパラメータを利用する連続・離散非線形カルマンフィルタ

RNF 提案した連続・離散非線形ロバストフィルタ

ARNF 提案した連続・離散非線形適応ロバストフィルタ

また，「パラメータ不確かさがある場合」には，各試行ごとに巻き線抵抗Raを 1～3，モー
タ慣性 J を 10−4～3× 10−4の一様分布でそれぞれ与えるものとする．
シミュレーションの初期値として以下の値を設定する．

x0 =


0

0

0

0

 , x̂0 =


0

0

−1

1

 , P0 = 3I4×4

なお，適応則に利用する忘却係数は「ρ = 0.9」を用いることにする．
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連続系のシミュレーションには，刻み幅 δt = 0.001秒のEuler-Maruyama法 [37]を利用し，
サンプリング周期∆tを 0.02sとして，各連続・離散時間フィルタの有効性検証するシミュ
レーションを行う．なお，このサンプリング周期で離散時間フィルタを適用しようとすると，
推定値が発散してしまうことを確認している．
まず，パラメータ不確かさがある場合について，50回のモンテカルロシミュレーションを
行い，得られたRMSEの平均値をTable 4.2に示した．

Table 4.2: Simulation Results (uncertain parameter)

state PNKF NNKF RNF ARNF

x1 0.09 0.09 0.10 0.10

x2 0.09 0.09 0.10 0.10

x3 0.41 0.73 0.71 0.68

x4 0.30 0.50 0.37 0.42

Table 4.2を見ると，PNKFとNNKFを比較すると，連続・離散フィルタにおいても，パ
ラメータ不確かさによって推定精度の低下が確認できる．また，x3, x4については，RNFと
ARNFはNNKFよりも推定精度が向上していることが確認できる．なお，適応則を利用す
ると x3の推定精度は向上するものの，x4の推定精度が低下していることが確認できる．こ
れは適応パラメータがスカラで表現されていることが原因であると推測される．
Fig.4.1～4.4に各連続・離散フィルタの推定値の時系列を示した．各グラフは 50回のモン
テカルロシミュレーションのサンプルパスの平均値である．Table 4.2のRMSEの値からわ
かるように，Fig. 4.1，Fig. 4.2からは各フィルタに明確な差がみられない．一方で，Fig. 4.3

では，PNKFに対して，ほかのフィルタの推定値は立ち上がり遅く，かつ，0.2秒以降に偏差
を生じており，PNKFからの偏差はNKF，RNF，ARNFの順に小さくなっている．Fig.4.4

も推定開始初期に PNKFとのかい離が確認できる．
つぎに，パラメータ不確かさがない場合について，50回のモンテカルロシミュレーション
を行い，得られたRMSEの平均値をTable 4.3に示した．

Table 4.3: Simulation Results (nominal parameter)

state PNKF NNKF RNF ARNF

x1 0.09 0.09 0.10 0.10

x2 0.09 0.09 0.10 0.10

x3 0.41 0.41 0.62 0.46

x4 0.32 0.32 0.32 0.32

Table 4.3を見ると，離散時間系のロバストフィルタと同様に，RNFの推定結果がNNKF

よりも低下していることが確認できる．また，x3の推定値に関してはARNFの推定結果が
RNFよりも改善していることが分かる．この結果も離散時間フィルタと同様である．
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Fig 4.1: Estimation values of current ia (uncertain case)

Fig 4.2: Estimation values of current ib (uncertain case)
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Fig 4.3: Estimation values of speed (uncertain case)

Fig 4.4: Estimation values of position (uncertain case)
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Fig.4.5～4.8に各連続・離散フィルタの推定値の時系列を示した．Fig.4.7を見ると，パラ
メータ不確かさがある場合には存在していたPNKFとRNF，ARNFの偏差がなくなってい
ることがわかる．

Fig 4.5: Estimation values of current ia (nominal case)

4.4.2 シミュレーション例2

本節では，Fig. 4.9に示した台車・振り子系の推定問題を考える．
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Fig 4.6: Estimation values of current ib (nominal case)

Fig 4.7: Estimation values of speed (nominal case)
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Fig 4.8: Estimation values of position (nominal case)

Fig 4.9: Cart pendulum system
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Fig. 4.9の台車・振り子系の非線形ダイナミクスは次式で表現できる．

f(x(t), u(t), p) =
x2{

−B(J +ml2)x2 + Cml cos(x3)x4 + (J +ml2)ml sin(x3)x
2
4 −m2l2g sin(x3) cos(x3)

}
/α(x)

x4{
Bml cos(x3)x4 − C(m+M)x4 −m2l2g sin(x3) cos(x3)x

2
4

}
/α(x)



+


0

(J +ml2)/α(x)

0

−ml cos(x3)/α(x)

u(t)

α(x) = J(m+M) +Mml2 +m2l2 sin2(x3)

なお，状態ベクトル x(t) ∈ R4は次式で定義される．

x =
[
x θ ẋ θ̇

]T
(4.65)

制御入力 u(t)は時変であり，

u(t) =


10 (0 ≤ t ≤ 8)

10 sin(10t) (8 < t ≤ 12)

−10 (12 < t)

で与えるものとする．さらに，離散時間系の観測方程式は次式で与えられるものとする．

yk =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
xk + vk

本シミュレーションでも，以下の 4通りの連続・離散フィルタの比較を行う．

PNKF パラメータ真値を利用する連続・離散非線形カルマンフィルタ

NNKF ノミナルパラメータを利用する連続・離散非線形カルマンフィルタ

RNF 提案した連続・離散非線形ロバストフィルタ

ARNF 提案した連続・離散非線形適応ロバストフィルタ

なお，各フィルタの初期値は次式で与える．

x0 =


0

0

π

0

 , x̂0 =


0

0

π

0

 , P0 = 10I4×4 (4.66)
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Table 4.4: Simulation parameters of cart pendulum

Parameter Value

M Math of Cart 0.5 [kg]

m Math of Pendulum 1.0 [kg]

l Length of Pendulum 1.0 [m]

B Friction Coefficient 0.5 [kg/s]

C Viscous Friction Coefficient 0.3 [kg m2/s]

また，非線形ダイナミクス f(x(t), u(t), p)に含まれる各記号の意味，及び，その値をTable

4.4にまとめる．
本シミュレーションでは，台車と地面の摩擦係数Bと振り子と台車をつなぐリンクの粘性
摩擦係数 C は不確かさを有するものとし，各シミュレーションシナリオごとに次の分布に
従って，パラメータ真値を生成する．なお，一度サンプリングしたパラメータ真値はシミュ
レーション途中で変更しない．

B ∼ N (0.5, 0.1), C ∼ N (0.3, 0.05) (4.67)

サンプリング周期∆tを∆t = 0.2秒とし，20秒間のシミュレーションを 1セットとして，
30回のモンテカルロシミュレーションを実行したRMSEをTable 4.5にまとめた．なお，連
続系のシミュレーションには，刻み幅 δt = 0.001秒の Euler-Maruyama法を利用した．

Table 4.5: Silumation results : RMSE of each filter
PNKF NNKF RNF ARNF

x1 0.05 0.05 0.05 0.05

x2 0.09 0.54 0.48 0.45

x3 0.05 0.05 0.05 0.05

x4 0.13 0.30 0.31 0.33

Table 4.5にて，x2のRMSEに注目すると，パラメータ真値が利用できないNNKFはパラ
メータ真値を利用する PNKFに比べて推定精度が大きく低下していることがわかる．これ
に対して，パラメータ不確かさの影響項を考慮したRNFは推定精度の低下を抑制できてい
ることも確認できる．さらに，適応則を利用したARNFでは，RNFよりも推定精度低下の
抑制効果が確認できる．一方で，x4のRMSEに注目すると，NNKFよりもRNF，ARNFの
推定精度が低下していることが確認できる．
Fig. 4.10，Fig.4.11に各フィルタによる x2と x4の推定誤差の時系列をまとめた．各グラ
フは 30回のモンテカルロシミュレーションのサンプルパスの平均値を示している．ARNF

の時系列波形を確認すると，x2，x4ともに制御入力の切り替えが起こる，8秒において推定
誤差が急峻に立ち上がっていることが確認できる．また，x2については，2回目の制御入力
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の切り替えが起こる，12秒でも同様の傾向が確認できる．この現象より，サンプリング周期
が長い系においては，適応則が十分に機能し得ない場合があると推測される．

Fig 4.10: Estimation error of current x2

4.5 まとめ
本章では，ダイナミクスが連続時間系，観測方程式が離散時間系で表現される連続・離散
時間系における非線形ロバストフィルタの提案を行った．
まず，連続時間系の非線形システムをサンプリング周期で離散時間系の非線形システムの
近似することで，離散時間系の REKFの予測ステップを連続時間系に拡張した連続・離散
REKFの提案を行った．さらに，RUKFを含む非線形ロバストフィルタの行列表現を導出し，
Sarkka[30]が導出した連続・離散UKFの導出に従って，連続・離散非線形ロバストフィルタ
を導出した．これらの 2つの連続・離散非線形ロバストフィルタとも，更新式が離散時間系
に従うため，前章で導出した適応則を直接利用することもできる．
数値シミュレーションにより，連続・離散時間系においても非線形ロバストフィルタの有
効性を確認した．
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Fig 4.11: Estimation values of current x4



第5章 近似最小分散不偏フィルタ

5.1 問題設定
本章でも，(3.1)，(3.2)式で定義した，次の離散時間非線形システムを考える．

xk+1 = f(xk, pk) + wk (3.1)

yk = h(xk) + vk (3.2)

状態量 xk ∈ Rn，観測量 yk ∈ Rm，未知パラメータ pk ∈ Rl，プロセス雑音 wk，観測雑音
vkはともに平均値が 0，それぞれの分散が E[wkw

T
k ] = Qk，E[vkvTk ] = Rkに従う正規白色雑

音とする．さらに，プロセス雑音wkと観測雑音 vkには相関がない，つまり，E[wkv
T
k ] = 0，

E[vkwT
k ] = 0が成立することを仮定する．また，状態量 xkと未知パラメータ pkは相関がな

い，つまり，E[xkp
T
k ] = 0，E[pkxT

k ] = 0が成立する，と仮定する．
本章の目的は，状態量 xkの近似的な最小分散不偏推定値を求める「最小分散不偏フィル
タ」を導出することである．さらに，近似最小分散不偏フィルタを状態量 xkとパラメータ
pkを同時に推定する最適フィルタも本章にて導出する．

5.2 近似最小分散不偏フィルタによる状態量推定

5.2.1 非線形ロバストフィルタの推定誤差解析

3.4節で提案した非線形ロバストフィルタも，3.6節で提案した非線形適応ロバストフィル
タも予測誤差共分散行列P xx

k|k−1の演算のみが通常の非線形カルマンフィルタと異なるが，更
新式は (2.6)～(2.10)式に従っている．本節では，この更新式を利用することによって生じ得
る問題を明らかにする．
観測方程式 (3.2)式が次式で近似できたことに注意して，

yk ≈ Hkx̃k|k−1 + ŷk|k−1 + vk　 (3.39)

更新式 (2.6)～(2.10)で得られる推定誤差 x̃k|k := xk − x̂k|kを計算すると，

x̃k|k = xk −
{
x̂k|k−1 +Kk

(
yk − ŷk|k−1

)}
≈ (In×n −KkHk) (xk − x̂k|k−1)−Kkvk

= (In×n −KkHk) x̃k|k−1 −Kkvk (5.1)

59
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を得る．さらに，予測誤差 x̃k|k−1 = xk − x̂k|k−1は次式で近似できた．

x̃k|k−1 ≈ Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + wk−1 (3.34)

ここで，(5.1)式に (3.34)式を代入すると次式を得る．

x̃k|k = (In×n −KkHk)Fkx̃k−1 + (In×n −KkHk)Gkp̃k−1

+ (In×n −KkHk)wk−1 −Kkvk (5.2)

よって，プロセス雑音wk，観測雑音 vkは平均 0であることに注意して，更新式 (2.6)～(2.10)

で得られる推定誤差 x̃k|kの期待値を計算すると次式を得る．

E[x̃k|k] = (In×n −KkHk)FkE[x̃k−1] + (In×n −KkHk)GkE[p̃k−1] (5.3)

この解析結果より，以下の条件のうち，少なくともいずれか一方が成立しなければ，推定値
x̂k|kは不偏推定にならない．つまり，推定値にバイアスが残り得ることがわかる．{

(In×n −KkHk)Gk = 0

E[p̃k−1] = 0
(5.4)

(5.4)式の 2つの条件のうち，E[p̃k−1] = 0はシステムに依存する条件であるため，この条件
はいかなるフィルタの設計によっても満足させることはできない．このため，次節以降では，
(In×n −KkHk)Gk = 0を満足するようにフィルタ設計を行う．

5.2.2 近似最小分散不偏フィルタの導出

不偏推定を実現するために，更新式 (2.8)の代わりに，次の更新式を利用することを考える．

x̂k|k = x̂k|k−1 + Lk

(
yk − ŷk|k−1

)
(5.5)

(5.5)式における更新ゲインLkが最小分散不偏推定を実現できるように設計することが本節
の目的である．(5.5)式を利用した場合も，前節と同様に，推定誤差 x̃k|kの期待値を次式の通
り導出できる．

E[x̃k|k] = (In×n − LkHk)FkE[x̃k−1] + (In×n − LkHk)GkE[p̃k−1] (5.6)

よって，最小分散不偏推定を実現するためには，次の拘束条件付き最適問題を解くことに
なる．

arg min
Lk

Tr(P xx
k|k) s.t. (In×n − LkHk)Gk = 0 (5.7)

(5.7)式の最適化問題をラグランジュの未定乗数法 [38, 39]によって解くため，次のラグラン
ジアンを考える．

L = Tr(P xx
k|k) + 2Tr

[
(In×n − LkHk)GkΛ

T
k

]
(5.8)
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なお，Λkは未定乗数である．
ラグランジアン (5.8)の偏微分を行うことで，最適ゲインLkが満たすべき必要条件を次の
通り与えることができる．

∂L
∂Lk

= −2P xy
k|k−1 + 2LkP

yy
k|k−1 + 2Λk (HkGk)

T = 0n×m (5.9)

∂L
∂Λk

= 2 (LkHkGk −Gk) = 0n×l (5.10)

ここで，P xy
k|k−1, P

yy
k|k−1はパラメータ不確かさの影響を考慮した予測誤差共分散行列 (3.35)式

を用いて計算する値であることに注意されたい．
さらに，P yy

k|k−1が正定値行列である事実に注目し， (5.9) 式に (P yy
k|k−1)

−1を右からかける
ことで次式を得る．

−Kk + Lk + Λk (HkGk)
T
(
P yy
k|k−1

)−1

= 0n×m (5.11)

なお，上式では，表記の簡略のために，(2.10)式のカルマンゲインKk = P xy
k|k−1

(
P yy
k|k−1

)−1

を利用した．さらに，(5.11)式に右から (HkGk)をかけると次式を得る．

−Kk (HkGk) + Lk (HkGk) + Λk

{
(HkGk)

T
(
P yy
k|k−1

)−1

(HkGk)

}
= 0n×l (5.12)

ここで，(HkGk)
T
(
P yy
k|k−1

)−1

(HkGk)が正則であると仮定し，拘束条件より Gk = Lk (HkGk)

が成り立つことに注意すると，未定乗数Λkを次式の通り得ることができる．

Λk = {Kk (HkGk)−Gk}
{
(HkGk)

T
(
P yy
k|k−1

)−1

(HkGk)

}−1

(5.13)

よって，最適ゲイン Lkを次式の通り得る．

Lk = Kk − {Kk (HkGk)−Gk}

×
{
(HkGk)

T
(
P yy
k|k−1

)−1

(HkGk)

}−1

(HkGk)
T
(
P yy
k|k−1

)−1

(5.14)

近似最小分散不偏推定フィルタでは，(5.14)式の最適ゲインLkを用いて，更新ステップを
以下のように変更する．

x̂k|k = x̂k|k−1 + Lk(yk − ŷk|k−1) (5.15)

P xx
k|k = P xx

k|k−1 − Lk

(
P xy
k|k−1

)T

(5.16)

なお，先述の通り，P xx
k|k−1はパラメータ不確かさの影響を考慮した予測誤差共分散行列 (3.35)

式であることに注意されたい．
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5.2.3 近似最小分散不偏推定フィルタに関する議論

(1)近似最小分散不偏フィルタの構成

(5.2)式の構成は，Fig. 5.1に示したブロック線図として表現できる．
Fig. 5.1では，未知パラメータ pkを未知入力とみなしたシステムと考えることができる．近
似最小分散不偏フィルタでは，この未知入力から推定誤差 x̃k|kへのゲイン (In×n − LkHk)Gk

が 0になるように，最適ゲイン Lkを設計していたと考えることができる．

Fig 5.1: Block diagram of approximated linear system

(2)拡大系の可観測性との関係性

近似最小分散不偏推定フィルタの導出過程で，(HkGk)
T
(
P yy
k|k−1

)−1

(HkGk) が正則である

と仮定した．この条件は各時刻において，「rank(HkGk) = l (m ≥ l)」が満たされることを仮
定することに等しい [28]．ゆえに，近似最小分散不偏推定フィルタを適用可能な条件は，近
似線形化後の局所可観測性に着目すると，次の通りにまとめることができる．
【条件A】「 (Hk, Fk)の可観測性が成立する，かつ，rank(HkGk) = l (m ≥ l) 」
ここで，近似線形化後のシステムを線形時不変システム (LTIシステム )として考える．

xk = Fxk +Gpk−1 (5.17)

yk = Hxk (5.18)

LTIシステムなので，次の可観測性行列

Oori =


H

HF

HF 2

...

HF n−1

 (5.19)
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を利用すると，上記の【条件A】を次の【条件B】のように書き換えることができる．
【条件B】 rank(Oori) = n，かつ，rank(HG) = l (m ≥ l)

一方で，未知パラメータ pkを同時に推定する場合における条件を考える [40]．
未知パラメータを同時する場合，パラメータを状態量に含めた拡大系を考えるため，LTI

システムを次のように変形できる．

xk =

[
F G

0 I

][
xk−1

pk−1

]
=: F̄ x̄k−1 (5.20)

yk =
[
H 0

] [xk

pk

]
=: H̄x̄k (5.21)

このとき，拡大系の可観測性行列Oaugは次式で与えられる．

Oaug =


H̄

H̄F̄

H̄F̄ 2

...

H̄F̄ n+l−1

 =


H 0

HF HG

HF 2 HG+HFG
...

...

HF n+l−1 H
∑n+l−2

i=0 F iG

 (5.22)

拡大系の可観測性が成立するためには，rank(Oaug) = n+ lであれば良い．
さて，Oaugについて，j行目のブロック行列を j + 1行目のブロック行列から引くと，可
観測性行列を以下のように書き換えることができる．

Osub =


H 0

H(F − I) HG

HF (F − I) HFG
...

...

HF n+l−2(F − I) HF n+l−2G

 (5.23)

さらに，引き算の処理を施した可観測性行列Osubはケーリー・ハミルトンの定理より，F n

以上の高次の項を省略した，次の可観測性行列Oredを考えれば良いことになる．

Ored =


H 0

H(F − I) HG

HF (F − I) HFG
...

...

HF n−1(F − I) HF n−1G

 (5.24)

さらに，低次元化した可観測性行列 Oredは，次式のように OLと ORに分割することがで
きる．

Ored =

[
0 I

Oori 0

][
F − I G

H 0

]
:= OLOR (5.25)
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OLは，通常の系の可観測性行列Ooriがフルランクならば，フルランクになる．よって，拡
大系の可観測性はORのランクが n+ lであれば良い．
つまり，未知パラメータの同時推定を行う場合の可観測性の条件は，
【条件C】 rank(Oori) = n，かつ，rank(OR) = n+ l

と書き換えることができる．
なお，拡大系が可観測になるためには，m ≥ lを満たさなければならない (文献 [40] The-

orem4)ため，【条件C】は次の【条件D】となる．
【条件D】 rank(Oori) = n，かつ，rank(OR) = n+ l，かつ，m ≥ l

【条件 B】と【条件D】の違いは，rank(HG) = lと rank(OR) = n + lであり，非常に近
い関係式が成り立つと言える．
上記の導出は簡単のために，LTIシステムを前提としているため，厳密な関係性を導くこ
とはできていないものの，近似最小分散不偏フィルタが適用できる条件と，未知パラメータ
の同時推定を行う非線形フィルタの適用条件には密接な関係があると考える．

5.3 近似最小分散不偏フィルタによる状態量とパラメータの同
時推定

前節までに提案した各ロバストフィルタは全て状態量 xkの推定のみに着目していた．し
かし，実際の問題においては，未知パラメータ pkの推定も重要な課題になり得る．本節で
は，前節で提案した近似最小分散不偏フィルタを拡張し，状態量 xkと未知パラメータ pkを
同時に推定する手法を提案する．

5.3.1 同時推定フィルタの構成

状態量と未知パラメータを同時に推定する近似最小分散不偏フィルタを提案するに先立っ
て，同時推定フィルタの構成を示す．同時推定フィルタは予測ステップ，パラメータ更新ス
テップ，状態量更新ステップの 3ステップから構成され，各ステップの更新式は以下の通り
である．

予測ステップ

x̂k|k−1 =
2n∑
i=0

Wif(Xi, p
nom
k−1) (5.26)

P xx
k|k−1 = FkP

xx
k−1F

T
k +Qk−1 +GkP

pp
k−1G

T
k (5.27)

パラメータ更新ステップ

ˆ̃pk−1 = Mk

(
yk − ŷk|k−1

)
(5.28)

p̂k−1 = ˆ̃pk−1 + pnomk−1 (5.29)
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状態量更新ステップ

x̂∗
k|k = x̂k|k−1 +Gk

ˆ̃pk−1 (5.30)

x̂k|k = x̂∗
k|k +Nk

(
yk − ŷ∗k|k

)
(5.31)

ここで，(5.28)，(5.31)式の ŷk|k−1, ŷ
∗
k|kはそれぞれ，予測値 x̂k|k−1, x̂

∗
k|kに従って計算される

観測予測値である．また，Mk ∈ Rl×mとNk ∈ Rn×mはそれぞれパラメータ推定，状態推定
の最適ゲインであり，次節以降でその詳細を述べる．以降，各ゲインがパラメータ，状態量
のそれぞれについて，最小分散不偏推定を実現するように設計を行う．なお，予測ステップ
の計算 (5.26)，(5.27)式は非線形ロバストフィルタのものと同じであるため，本節では省略
する．

5.3.2 パラメータ推定ステップの導出

本節では，パラメータ偏差 p̃k−1 := pk−1 − pnomk−1の推定値 ˆ̃pk−1を次式で与え，

ˆ̃pk−1 = Mk

(
yk − ŷk|k−1

)
(5.28)

上式のパラメータ偏差の推定値 ˆ̃pk−1が最小分散不偏推定になるように最適ゲインMkを設計
する．
最適ゲインMkの導出に先立ち，観測誤差 ỹk := yk − ŷk|k−1について解析する．非線形観
測方程式に関する近似式 (3.39)を利用し，予測誤差 x̃k|k−1が (3.34)式で与えられたことに注
意すると，観測誤差 ỹkは次のように近似できる．

ỹk ≈
(
Hkx̃k|k−1 + ŷk|k−1 + vk

)
− ŷk|k−1

= Hk

(
xk − x̂k|k−1

)
+ vk

≈ Hk (Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + wk−1) + vk

= HkGkp̃k−1 + ek (5.32)

なお，(5.32)式における ekは次式で定義する．

ek := HkFkx̃k−1 +Hkwk−1 + vk (5.33)

さらに，ekの共分散行列 P ee
k は次式で与えることができる．

P ee
k = E[ek · eTk ] = HkP

xx
k|k−1H

T
k +Rk (5.34)

ここで，ekの期待値を考える．問題設定にて確率雑音wk−1, vkが平均 0のガウス分布に従
うとしたので，E[wk−1] = 0,E[vk] = 0が成り立つ．さらに，x̂k−1|k−1が不偏推定だとすると
E[x̃k−1] = 0も成立するため，(5.33)式より E[ek] = 0が成立する．
ゆえに， (5.32)式よりE[ỹk] = HkGkE[p̃k−1]も成り立つ．この結果は従来手法 [28]と同様
であるので，rank (HkGk) = lが成立するならば，従来手法と同じ方法でパラメータ推定の
最適ゲインを計算することができる．
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(5.32)式を (5.28)式に代入すると次式を得る．

ˆ̃pk−1 = Mk (HkGkp̃k−1 + ek)

= MkHkGkp̃k−1 +Mkek (5.35)

よって，パラメータ推定における最適ゲインMkは次式で与えることができる．

ˆ̃pk−1 =
{
(HkGk)

T (P ee
k )−1(HkGk)

}−1
(HkGk)

T (P ee
k )−1ỹk

:= Mkỹk (5.36)

なお，(5.36)式はパラメータ偏差 p̃k−1 = pk−1−pnomk−1についての推定式であるので，パラメー
タ推定値 p̂k−1を得るためには次の変換を行う必要があることに注意されたい．

p̂k−1 = ˆ̃pk−1 + pnomk−1 (5.37)

更に，パラメータ偏差 p̃k−1の推定誤差 δpk−1は次式で近似することができる．

δpk−1 := p̃k−1 − ˆ̃pk−1

≈ p̃k−1 −MkHkGkp̃k−1 −Mkek

= (Il×l −MkHkGk) p̃k−1 −Mkek

= −Mkek (5.38)

この式は後述の更新ステップの導出時に利用する．なお，(5.38)式の 3段目から 4段目の変
形は (5.36)式で求めた最適ゲインMkが次式を満足することを利用している．

(Il×l −MkHkGk) =
(
Il×l −

[{
(HkGk)

T (P ee
k )−1(HkGk)

}−1
(HkGk)

T (P ee
k )−1

]
HkGk

)
= (Il×l − Il×l) = 0l×l (5.39)

5.3.3 調整型パラメータ推定ステップの導出

前節の方法でも未知パラメータの推定を行うことができるが，KFを利用したパラメータ
推定手法と異なり，未知パラメータ pkの推定値の挙動を調整することはできない．この問題
を避けるために「パラメータ真値の変化が十分に遅い」という仮定を導入し，

pk = pk−1 + σk−1 (5.40)

というダイナミクスを考える．なお，σk ∈ Rlは平均が 0，分散がQpp
k で与えられるガウス

分布に従うものとする．この方程式を考慮して，パラメータ推定値を次式で与え，

p̂k = pnomk−1 + M̄k

(
yk − ŷk|k−1

)
(5.41)
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この推定値が最小分散不偏推定になるように最適ゲイン M̄k を求めることを考える．まず，
パラメータ推定誤差 p̃k = pk − p̂kは次式で与えることができる．

p̃k = (pk−1 + σk−1)−
{
pnomk−1 + M̄k

(
yk − ŷk|k−1

)}
≈

(
I − M̄kHkGk

)
(p̃k−1 + σk−1)− M̄kek (5.42)

(5.42)式を使って，調整型のパラメータ推定誤差共分散行列 P̄ pp
k を計算すると，次式を得る．

P̄ pp
k := E(p̃k · p̃Tk )

≈
(
I − M̄kHkGk

)
(P̄ pp

k−1 +Qpp
k−1)

(
I − M̄kHkGk

)T
+ M̄kP

ee
k−1M̄

T
k

=
(
I − M̄kHkGk

)
P̄ pp
k|k−1

(
I − M̄kHkGk

)T
+ M̄kP

ee
k−1M̄

T
k (5.43)

上式のパラメータ推定誤差共分散行列 P̄ pp
k を最小化する最適ゲイン M̄k は KFの導出と同

様に，

M̄k = P̄ pp
k|k−1(HkGk)

T
{
HkGkP̄

pp
k|k−1(HkGk)

T + P ee
k−1

}−1

(5.44)

を得る．パラメータ雑音 σkの分散Qpp
k の設計値を変更することで，パラメータ推定値の挙

動を調整することができる．

調整型パラメータ推定ステップに関する注意点

[注意 1]

本節の手法を利用すると，時不変パラメータの推定精度の向上が期待できるが，急峻
な変化を伴うパラメータを推定する問題では応答が低下する場合があるので注意され
たい．

[注意 2]

本節の手法は状態量 xkと未知パラメータ pkを別々のフィルタで推定するDual推定と
類似した構成になっている．

[注意 3]

(5.34)，(5.44)式より，通常のKFと同様に観測雑音の分散Rkを調整しても，パラメー
タ推定値の挙動を調整できることが分かる．ただし，Rkの値は後述の更新ステップに
おける状態推定値の推定挙動にも影響を与えるため，Rkによってパラメータ推定の応
答性を調整する場合には，パラメータ推定と状態推定のステップで異なるRkを設計す
ることが望ましい．

[注意 4]

次節の更新ステップでは，パラメータ推定に前節の更新ゲインMkを利用した場合の
みを示しているが，本節のパラメータ推定を利用した場合は，Mkを M̄kに置き換える
だけで良いことに注意されたい．　
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5.3.4 更新ステップの導出

まず，状態量 xkの予測値 x̂k|k−1をパラメータ偏差 p̃k−1の推定値 ˆ̃pk−1を使って更新する．

x̂∗
k|k = x̂k|k−1 +Gk

ˆ̃pk−1 (5.30)

このように，パラメータ偏差の推定値 ˆ̃pk−1を利用して予測値 x̂k|k−1を修正することで，推定
誤差を抑制する効果が期待できる．さらに，修正後の予測値 x̂∗

k|kを利用し，更新式を次式で
与える．

x̂k|k = x̂∗
k|k +Nk

(
yk − ŷ∗k|k

)
(5.31)

なお，ŷ∗k|kは x̂∗
k|kを利用して計算する観測値の予測値であり，次式で近似できる．

ŷ∗k|k ≈ h(x̂∗
k|k) (5.45)

以降では，状態量に関して最小分散不偏推定を実現する最適ゲインNkを導出する．
まず，修正後の予測誤差を x̃∗

k|k := xk − x̂∗
k|kで定義する．(5.30)式と (3.34)式より，予測

誤差 x̃∗
k|kを次式で与えることができる．

x̃∗
k|k = xk −

(
x̂k|k−1 +Gk

ˆ̃pk−1

)
= x̃k|k−1 −Gk

ˆ̃pk−1

≈ (Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + wk−1)−Gk
ˆ̃pk−1

= Fkx̃k−1 +Gkδpk−1 + wk−1 (5.46)

(5.38)式と (5.46)式より，修正後の予測値 x̂∗
k|kに関する誤差共分散行列P ∗xx

k|k を次式で近似す
ることができる．

P ∗xx
k|k = E[x̃∗

k|k · x̃∗T
k|k]

≈ FkP
xx
k−1|k−1F

T
k +Qk−1 +GkE[δpkδpTk ]GT

k

= FkP
xx
k−1|k−1F

T
k +Qk−1 +GkMkP

ee
k (GkMk)

T (5.47)

一方で，非線形観測方程式 (3.2)式を x̂∗
k|kの周りで線形化すると，

yk ≈ H∗
k x̃

∗
k|k + ŷ∗k|k + vk (5.48)

で近似できることに注意すると，更新式 (5.31) で得られる推定誤差を x̃k := xk − x̂k|kで定
義すると，次の近似式を導出できる．

x̃k|k = xk −
{
x̂∗
k|k +Nk

(
yk − ŷ∗k|k

)}
≈ xk −

{
x̂∗
k|k +Nk

(
H∗

k x̃
∗
k|k + vk

)}
≈ (In×n −NkH

∗
k)x̃

∗
k|k −Nkvk (5.49)
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なお，H∗
k は x̂∗

k|kの周りで非線形関数 h(x)を近似線形化，もしくは，等価線形化を行うこと
で得られる線形化行列である．
さらに，(5.46)式を (5.49)式に代入することで，次式を得る．

x̃k|k ≈ (In×n −NkH
∗
k)Fkx̃k−1 + (In×n −NkH

∗
k)wk−1

−Nkvk + (In×n −NkH
∗
k)Gkδpk−1 (5.50)

(5.50)式において，(In×n−NkH
∗
k)Gk = 0を満足すると仮定すると（これは「rank(H∗

kGk) = l」
を満足することと等価である），推定誤差 x̃k|kのダイナミクスがパラメータの推定誤差 δpk−1

の影響を受けない次式で与えられる．

x̃k|k ≈ (In×n −NkH
∗
k)Fkx̃k−1|k−1 + (In×n −NkH

∗
k)wk−1 −Nkvk (5.51)

上式において，確率雑音wk−1, vkともに平均 0を仮定しているので，時刻 k−1の推定値 x̂k−1

が不偏推定，つまり，E[x̃k−1] = 0を満足するならば，時刻 kにおいてE[x̃k|k] ≈ 0となる．こ
れにより，更新則 (5.31)で得られる推定値が近似的に不偏であることがわかる．
さらに，(In×n −NkH

∗
k)Gk = 0が成り立つと仮定すると，推定誤差共分散行列P xx

k|kを次式
で近似することができる．

P xx
k|k = E

[
x̃k|k · x̃T

k|k
]

≈ {(In×n −NkH
∗
k)Fk}P xx

k−1{(In×n −NkH
∗
k)Fk}T

+ (In×n −NkH
∗
k)Qk−1(In×n +NkH

∗
k)

T +NkRkN
T
k

= (In×n −NkH
∗
k)P

xx
k|k−1(In×n −NkH

∗
k)

T +NkRkN
T
k (5.52)

以上より，パラメータ偏差の推定誤差 δpk−1の影響を受けない最小分散推定を実現するため
に，次の拘束条件付きの最適化問題を解くことで，最適ゲインNkを求めることができる．

arg min
Nk

Tr(P xx
k|k) s.t. (In×n −NkH

∗
k)Gk = 0 (5.53)

(5.53)式にラグランジュの未定乗数法を用いることで，最適ゲインNkを以下のように求め
ることができる．

Nk = K∗
k − {K∗

k (H
∗
kGk)−Gk}

{
(H∗

kGk)
T
(
P ∗yy
k|k

)−1

(H∗
kGk)

}−1

(H∗
kGk)

T
(
P ∗yy
k|k

)−1

(5.54)

K∗
k = P ∗xx

k|k H∗
k

(
P ∗yy
k|k

)−1

(5.55)

P ∗yy
k|k = H∗

kP
∗xx
k|k (H∗

k)
T +Rk (5.56)

なお，K∗
kはカルマンゲインと同じ構造を持っており，また，最適ゲインNkの構造自体は前

節の状態量のみを推定する最小分散不偏フィルタの最適ゲイン (5.14)と同じことに注意され
たい．
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5.4 AMVUFのアルゴリズム
本節にて，近似最小分散不偏フィルタのアルゴリズムをまとめる．
前述の通り，近似最小分散不偏フィルタは 3ステップのフィルタであり，アルゴリズムの
概要を Fig.5.2のように表現できる．

Fig 5.2: Block diagram of Approximated MVUF

各時刻 kにおける具体的な演算手順を以下に示す．

ステップ 1

(3.46)，(3.47)式にて線形化行列 Fk，Gkを計算する．

ステップ 2

(3.29)，(3.35)式にて x̂k|k−1，P xx
k|k−1を計算する．

ステップ 3

(5.36)式にてパラメータ推定ゲインMk，および，パラメータ偏差の推定値 ˆ̃pkを計算
する．

ステップ 4

(5.37)式にてパラメータ推定値 p̂kを計算する．

ステップ 5

(5.30)式にて状態量の修正値 x̂∗
k|kを計算する．

ステップ 6

(5.54) ～ (5.56)式にて最適ゲインNkを計算する．
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ステップ 7

(5.31)式にて状態量の推定値 x̂k|kを計算する．

ステップ 8

(5.52)式にて状態量の推定誤差共分散 P xx
k|kを計算する．

なお，5.3.3節のパラメータ推定手法を利用する場合はステップ 3とステップ 4の最適ゲイン
の計算が (5.44)式，パラメータ推定式が (5.41)式に変更されることに注意されたい．また，
状態量のみを推定する場合には，パラメータ推定にかかわるステップ 3～ステップ 5を省略
すればよい．

5.5 数値シミュレーション
本章で提案した近似最小分散不偏フィルタの有効性を検証するために数値シミュレーショ
ンを行う．本節では，状態量 xkのみを推定する問題と状態量 xkと未知パラメータ pkを同時
に推定する問題の 2つを問題を扱う．

5.5.1 シミュレーション対象

本章でも，3章で扱った，誘導モータモデルのシミュレーションを考える [26]．
誘導モータモデルの非線形ダイナミクスを次式で与えることができた．

f(xk−1, pk−1, uk−1) = xk−1 +


−γx1,k−1 +

K
Tr
x3,k−1 +Kpx5,k−1x4,k−1 +

1
σLx

u1,k

−γx2,k−1 +
K
Tr
x4,k−1 −Kpx5,k−1x3,k−1 +

1
σLs

u2,k

M
Tr
x1,k−1 − 1

Tr
x3,k−1 − px5,k−1x4,k−1

M
Tr
x2,k−1 − 1

Tr
x4,k−1 + px5,k−1x3,k−1

pM
JLr

(x3,k−1x2,k−1 − x4,k−1x1,k−1)− Tr

J

∆t (3.93)

なお，x1, x2は固定子電流，x3, x4は回転子磁束，x5は角速度である．(3.93)式における入力
信号 ukは次式で与えるものである．

u1,k = 350 cos(0.003k), u2,k = 300 sin(0.003k)

観測方程式も 3章で扱ったものを同じものを仮定する．

Hk =

[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
(3.94)

また，プロセスノイズwk，観測ノイズ vkはそれぞれ平均値０のガウス雑音であり，その共
分散行列は次式に従うものである．

Qk = 0.012I5×5, Rk = 0.12I2×2
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(3.93)式中に現れる定数 Tr, σ,K, γの定義は以下のとおりである．

Tr =
Lr

Rr

, σ = 1− M2

LsLr

, K =
M

σLsLr

γ =
Rs

σLs

+
RrM

2

σLsLr

ここで，各パラメータのノミナル値と定義をTable 5.1に再掲する．

Table 5.1: Simulation parameters

Parameter Value Unit

Rs Stator Resistance 0.18 Ω

Rr Rotor Resistance 0.15 Ω

Ls Stator Inductance 0.0699 H

Lr Rotor Inductance 0.0699 H

M Mutual Inductance 0.068 H

J Rotor Inertia 0.0586 kg ·m2

Tl Load Torque 10 Nm

p Pole Pairs 1 -

∆t Step size 0.0001 s

3.8節のシミュレーションでは Trと γを未知パラメータとしていたが，本章では，γのみ
が未知であると仮定する．
ここで，近似最小分散不偏フィルタの適用条件を確認する．(3.93)式を未知パラメータ γ

で微分することで，次のヤコビ行列を得る．

Gk =
∂f

∂γ

=
[
−x1,k−1 −x2,k−1 0 0 0

]T
∆t (5.57)

よって，提案手法を適用するためのランク条件 rank (HkGk) = l と rank(H∗
kGk) = l が，

x1,k = 0と x2,k = 0が成り立つときに成立しないことがわかる．したがって，x1,k = 0と
x2,k = 0の近傍では，状態量，パラメータともに更新を実施しないものとする．（つまり，
x̂k|k = x̂∗

k|kとする）

5.5.2 状態量のみの推定問題

本節では，状態量のみを推定する問題において，パラメータ不確かさがない場合，パラ
メータ不確かさがある場合のそれぞれの場合について，次の 5つの非線形カルマンフィルタ
を使って，それぞれシミュレーションを行い，提案手法の有効性を確認する．
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PNKF

パラメータの真値を利用する非線形カルマンフィルタ

NNKF

パラメータのノミナル値を利用する非線形カルマンフィルタ

RNF

3.4節で導出した非線形ロバストフィルタ

ARNF

3.6章で導出した非線形適応ロバストフィルタ

AMVUF

5.2.1節で導出した近似最小分散不偏フィルタ

なお，非線形カルマンフィルタはすべて線形化にUSLを利用した等価線形化カルマンフィ
ルタを利用する．
「パラメータ不確かさがある場合」について，(3.93)式における γを次式で与える．

γ ∼ N (γnom, 10) (5.58)

なお，上付きの nomはTable 5.1のパラメータで計算されるノミナル値を意味し，その値は
γnom = 50.67である．
各種フィルタのシミュレーション初期値x0, x̂0と共分散行列の初期値P0は次の通りとする．

x0 =


0

0

0

0

0

 , x̂0 =


200

200

50

50

350

 , P0 = 1002I5

k=1～1000ステップまでの計算を 1回のシミュレーションとし，50回のモンテカルロ・シ
ミュレーションを行った．
得られた推定値のRMSEの平均値をTable 5.2にまとめた．ここで，RMSEは次式で与え
られる推定精度の評価値である．

RMSEj =

√√√√ 1

Nf

Nf∑
k=1

(xk,j − x̂k,j)
2, j = 1, · · · , n

上式のNf は１回のシミュレーションにおける最終ステップであり，サンプリング回数に等
しい．
Table 5.2より，本節のシミュレーション条件においても，パラメータ不確かさがある場
合には，ノミナルパラメータを利用した通常の非線形カルマンフィルタである NNKFの推
定精度が，パラメータ真値を利用した PNKFよりも劣化していることが確認できる．また，
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Table 5.2: Simulation results (uncertain)
PNKF NNKF RNF ARNF AMVUF

x1 6.32 6.32 6.32 6.32 6.32
x2 6.32 6.33 6.32 6.32 6.32
x3 2.22 4.15 2.67 2.57 2.54
x4 1.95 3.48 2.33 2.25 2.26
x5 127 145 154 146 136

RNFは x3, x4について，NNKFよりも推定精度が優れることが確認できる．適応則を利用し
たARNFはRNFに比べて，すべての状態量において推定精度が向上していることが確認で
きる．さらに，拘束条件を考慮した最適ゲインLkを利用したAMVUFの推定結果は，RNF，
ARNFよりも精度が良いことが確認できる．これは拘束条件によって，未知パラメータの影
響を打ち消すことができたためと考える．
RMSEの大きな x5の推定誤差の時系列を Fig. 5.3に示した．なお，x1～x4の推定誤差の
挙動は，AMVUFを含め，本節のシミュレーション条件でも，3章に示した結果と大きな差
がみられないため，ここでは割愛する．

Fig 5.3: Estimation error of state x5 (with parameter uncertainty)

Fig. 5.3を見ると，NNKFは 800ステップ以降で時間経過に応じて徐々に偏差が拡大して
おり，推定誤差が発散しそうな傾向が見て取れる．一方で，RNFはNNKFと異なり一定の
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推定誤差を維持していることが確認できる．これは，3章に示した通り，RNFは推定精度の
向上だけでなく，フィルタのロバスト性向上に効果があることが確認できる．ただし，RNF

では定常的に推定誤差が生じていることも確認できる．ARNFはRNFよりも推定誤差のバ
イアスが減少し，推定精度の向上が確認できる．しかしながら，ARNFも推定誤差が 0へと
収束するような傾向がみられない．一方で，AMVUFはARNFよりもさらに推定誤差が少
なく，PNKFの定常誤差に近づいていることが確認できる．
次に，パラメータ不確かさがない場合について，同様のシミュレーションを行った結果を

Table 5.3に示す．なお，パラメータに不確かさがない場合はPNKFとNNKFは同じ推定器
になることに注意されたい．

Table 5.3: Simulation results(nominal)
PNKF NNKF RNF ARNF AMVUF

x1 6.32 6.32 6.32 6.32 6.32
x2 6.32 6.33 6.32 6.32 6.32
x3 2.16 2.16 2.38 2.29 2.42
x4 1.91 1.91 2.09 2.02 2.18
x5 126 126 139 135 128

Table 5.3にて，PNKF，NNKF，RNF，ARNFのシミュレーション結果は，3.8節のシミュ
レーション結果と同様であるため，詳細は割愛する．また，AMVUFはx5の推定精度はRNF，
ARNFよりも優れるものの，x3, x4の推定精度はRNFよりも劣っている．
RMSEの大きな x5の推定誤差の時系列を Fig. 5.4に示した．
Fig. 5.4を見ると，パラメータ不確かさがない場合は，どの推定手法も推定誤差にバイ
アスを生じていないことが確認できる．これは，5.2.1節に示した推定誤差の解析において，
E[p̃] = 0が成立するためである．また，RNFに比べて，ARNFやAMVUFは推定誤差が収
束するのが早いことがわかる．

5.5.3 状態量とパラメータの同時推定問題

本節では，状態量と未知パラメータ γを同時に推定できる AMVUFと拡大系を考えた非
線形カルマンフィルタ (Joint-NKF:JNKF)の 2つのフィルタを比較する．
本節におけるシミュレーション初期値は以下の通りとする．

x0 =


0

0

0

0

0

 , x̂0 =


100

100

10

10

200

 , P0 = 104I5 (5.59)

また，JNKFで必要となる拡大系の状態量及び共分散行列の初期値は次の通りとする．

x̂6,0 = γnom, P(6,6),0 = 104
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Fig 5.4: Estimation error of state x5 (without parameter uncertainty)
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なお，未知パラメータの共分散行列の初期値P(6,6),0は状態量の分散と同一になるように設計
している．
未知パラメータ γは 3通りの値 γ1 = 0.7γnom(35.5)，γ2 = γnom(50.7)，γ3 = 1.3γnom(65.9)

をとるものとし，各パラメータ値においてフィルタの推定精度を検証した．なお，未知パラ
メータ γは 1回のシミュレーション中に値を変更しないものとする．
Table 5.4は 50回のモンテカルロシミュレーションを行った結果のRMSEの平均値をまと
めたものである．

Table 5.4: RMSE of each state
γ 0.7γnom γnom 1.3γnom

JNKF AMVUF JNKF AMVUF JNKF AMVUF

x1 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08

x2 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08

x3 1.98 1.90 1.56 1.85 1.28 1.86

x4 1.53 1.53 1.25 1.47 1.07 1.46

x5 83.1 86.7 54.4 88.6 35.7 90.9

x6 11.2 6.41 9.41 5.90 7.31 6.82

Table 5.4より，未知パラメータが γ = 0.7γnomのときには，JNKFとAMVUFの推定精度
はほぼ同程度であることが確認できる．ただし，未知パラメータが γ = γnomや γ = 1.3γnom

になると，未知パラメータが γ = γnomのときと比べて，JNKFは x5の推定精度が大きく変
化することが確認できる．一方で，提案手法であるAMVUFの推定精度は未知パラメータ γ

の真値によらず，ほぼ一定の精度になることが確認できる．
Fig. 5.5 は，パラメータ真値が γ = 0.7γnomと γ = 1.3γnomの 2つのシミュレーションケー
スについて，状態量 x5とパラメータ γ(= x6)の推定誤差の時系列を示している．
Fig. 5.5にて，黒線はAMVUF，灰線は JNKFのシミュレーション結果をそれぞれ示して
おり，さらに，実線が γ = 0.7γnomの場合，点線が γ = 1.3γnomの場合である．AMVUFの
推定誤差の挙動は未知パラメータ γの値によらず，ほぼ同じように収束していることが確認
できる．一方で, JNKFの推定結果はパラメータ推定誤差によって，その収束速度が大きく
変化していることが確認できる．
先述の通り，JNKFの状態量とパラメータの推定精度は互いに影響する可能性が高い．こ
れを確認するために，シミュレーション初期値を次にように変更し，状態量の推定誤差がパ
ラメータ推定に与える影響を確認する．

x0 =


50

50

5

5

0

 , x̂0 =


100

100

10

10

200

 , P0 = 104I5 (5.60)

また，JNKFで必要となる拡大系の状態量及び共分散行列の初期値は変更せず，上述のシミュ
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Fig 5.5: Estimation error of state x5 and parameter γ

レーション条件と同じく，次の通りとする．

x̂6,0 = γnom, P(6,6),0 = 104

Table 5.5 はシミュレーション初期値を変更し，50回のモンテカルロシミュレーションを行っ
た結果を示している．
Table 5.5を見ると，JNKFの推定精度がTable 5.4 に示した結果に比べて，大きく低下し
ていることが確認できる．一方，提案手法であるAMVUFの推定結果はそれほど変化してい
ないことが確認できる．このことより，AMVUFは JNKFよりも推定初期値について，ロバ
ストな特性を有していると言える．このような特性は，推定初期値を知ることが難しい実シ
ステムの推定問題では非常に有用であることが分かる．
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Table 5.5: RMSE of each state (changed initial condition)
γ 0.7γnom γnom 1.3γnom

JNKF AMVUF JNKF AMVUF JNKF AMVUF

x1 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04

x2 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04

x3 8.23 5.61 8.33 5.93 8.46 6.16

x4 7.03 5.04 7.07 5.29 7.11 5.46

x5 242 80.0 258 89.7 256 94.4

x6 19.5 4.66 22.3 4.32 24.4 5.65

Fig. 5.6は，パラメータ真値が γ = γnomのシミュレーションケースについて，状態量 x5と
パラメータ γ(= x6) の推定誤差の時系列を示している．Fig. 5.6において，黒線はAMVUF

の推定誤差，灰線は JNKFの推定誤差をそれぞれ示している．また，実線は初期条件を (5.59)

式で与えた場合， 点線は初期条件を (5.60)式で与えた場合を示している．
初期条件を (5.60)式で与えた場合の JNKFにおける x5の推定誤差が徐々に大きくなって
おり，フィルタが不安定になっているように見える．また，初期条件を (5.59)式で与えた場
合と異なり，初期条件を (5.60)式で与えた場合の JNKFのパラメータ推定値は真値に収束し
ていない．一方，初期条件を (5.60)式で与えた場合のAMVUFの x5推定誤差は大きくなる
ような傾向はみられない．ただし，いくらかの推定誤差が残っていることが確認できる．こ
の原因は USLにおける近似誤差と推定初期値がバイアスを持っていることに原因があると
考えている．なお，UMVE[28]は推定初期値の期待値が不偏であることを前提としているが，
本シミュレーションでは実問題への適用を考慮して，敢えてバイアスを設けた推定初期値を
設定している．また，AMVUFのパラメータ推定誤差はシミュレーション初期値によらず，
ほぼ 0に収束している．
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Fig 5.6: Estimation error of state x5 and parameter γ (comparison of initial condition)
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5.6 まとめ
本章では，パラメータ不確かさが推定誤差 x̃の期待値に与える影響を分析し，その影響を
打ち消すように最適ゲインを設計する近似最小分散不偏フィルタを提案した．近似最小分散
不偏フィルタは推定精度が大きく向上できる可能性があるが，適用可能条件としてランク条
件を満たす必要があるため，適用可能なシステムが非線形ロバストフィルタや非線形適応ロ
バストフィルタに比べて限定されてしまうことに注意されたい．
さらに，近似最小分散不偏フィルタをパラメータ不確かさを有する離散時間非線形システ
ムにおける状態量とパラメータの同時推定手法へと拡張した．近似最小分散不偏フィルタの
導出に当たっては，UMVE[28]を非線形システムに適用できるように，線形化を利用して状
態量とパラメータを分離した形で近似線形モデルを導出した．また，提案手法は非線形シス
テムに対して，UMVEを有効に適用できるように，パラメータ推定ゲインと状態量推定ゲ
インを求める際に，線形近似を異なる推定値の周りで 2回の線形化を行うことに特徴がある．
なお，状態量推定ゲインの設計に当たっては，パラメータ推定誤差が状態量の推定誤差ダイ
ナミクスに影響を与えない条件を導出し，この条件を拘束条件とした，拘束条件付き最適化
問題を考慮した．これによって，Joint推定において生じる推定過渡期における状態量の推
定値とパラメータの推定値が互いに影響する状況を緩和することができる．
最後に，数値シミュレーションによって，提案手法の有効性の検証を行い，近似最小分散
不偏フィルタの状態推定精度がパラメータ推定誤差に影響を受けないことを確認した．また，
定常状態においては，近似最小分散不偏フィルタと Joint推定の状態推定精度はほぼ同程度
であることも確認した．さらに，近似最小分散不偏フィルタは Joint推定に比べて，推定初
期値に対するロバスト性に優れることも確認した．以上より，提案手法である近似最小分散
不偏フィルタは状態量とパラメータの同時推定手法として有効な代替手段になると考える．
なお，本章で扱った非線形システム (3.1)が制御入力 ukを含む場合には，3.5.1節に示した
手法に従って (3.40)式を線形化すれば，本章の議論を直接的に拡張することができることに
注意されたい．
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6.1 問題設定
本章でも，(3.1)式で定義した，次の離散時間非線形システムを考える．ただし，観測方程
式は線形時変システムとし，かつ，パラメータを不確かさの影響を受けないものとする．

xk+1 = f(xk, pk) + wk (3.1)

yk = Hkxk + vk (2.2)

状態量 xk ∈ Rn，観測量 yk ∈ Rm，未知パラメータ pk ∈ Rl，プロセス雑音 wk，観測雑音
vkはともに平均値が 0，それぞれの分散が E[wkw

T
k ] = Qk，E[vkvTk ] = Rkに従う正規白色雑

音とする．さらに，プロセス雑音wkと観測雑音 vkには相関がない，つまり，E[wkv
T
k ] = 0，

E[vkwT
k ] = 0が成立することを仮定する．また，状態量 xkと未知パラメータ pkは相関がな

い，つまり，E[xkp
T
k ] = 0，E[pkxT

k ] = 0が成立する，と仮定する．
前章では，非線形システム (3.1)，(3.2)式を対象として，状態量 xkの近似的な最小分散不
偏推定を実現する，最小分散不偏フィルタを提案した．しかし，近似最小分散不偏フィルタ
は，非線形システム (3.1)を線形近似する際に生じる誤差の影響を考慮していなかった．本章
では，未知パラメータに加え，線形近似によって生じる誤差の影響を考慮したロバストフィ
ルタであるロバスト近似最小分散不偏フィルタを導出する．

6.2 線形近似誤差を考慮した予測誤差ダイナミクス
非線形ロバストフィルタ，近似最小分散不偏フィルタの導出過程では，非線形ダイナミク
ス (3.1)にTaylor展開や等価線形化 [5]などの線形近似手法を用いることで，(3.27)式で近似
し，次の予測誤差 x̃k|k−1に関するダイナミクスの近似式 (3.34)を得た．

x̃k|k−1 ≈ Fkx̃k−1 +Gkp̃k−1 + wk−1 (3.34)

ここで，Xiongら [41]の手法に倣い，∆k∆
T
k ≤ In×nを満足する時変の未知行列∆k ∈ Rn×n

と，既知のスケーリング行列Bk ∈ Rn×nを用いて，上式に含まれる線形近似誤差を陽に考慮
した予測誤差ダイナミクスを次式で与える．

x̃k|k−1 = (Fk +Bk∆kEk) x̃k−1 +Gkp̃k−1 + wk−1 (6.1)

なお，未知行列EkのサイズはEk ∈ Rn×nで与えられるものとする．
以降の節にて，推定誤差ダイナミクスが (6.1)式で与えられた場合に，前章で導出した近
似最小分散不偏フィルタがどのように変化するかを詳細に述べる．

82
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6.3 ロバスト近似最小分散不偏フィルタの導出

6.3.1 パラメータ推定ステップの導出

パラメータ偏差の推定則が次式で与えられるものとする．

ˆ̃pk−1 = M †
k

(
yk −Hkx̂k|k−1

)
(6.2)

観測方程式が線形方程式 (2.2)で与えられることに注意し，観測誤差 ỹkについて (5.32)式と
同様の解析を行うと次式を得る．

ỹk = HkGkp̃k−1 + ēk (6.3)

ēk = Hk (Fk +Bk∆kEk) x̃k−1 +Hkwk−1 + vk (6.4)

ここで，前章と同様に，状態推定値が不偏推定，つまり，E[x̃k−1] = 0を仮定すると，E[ēk] = 0

が成り立つことに注意すれば，最適ゲインM †
k を次のように導出することができる．

M †
k =

{
(HkGk)

T (P̄ ee
k )−1(HkGk)

}−1
(HkGk)

T (P̄ ee
k )−1 (6.5)

P̄ ee
k = HkP̄

xx
k|k−1H

T
k +Rk (6.6)

なお，(6.6)式の予測誤差共分散行列 P̄ xx
k|k−1については 6.3.3節にて詳細に述べる．

6.3.2 状態量推定ステップの導出

前章の近似最小分散不偏フィルタと同様に，状態量の推定則が次式で与えられるものと
する．

x̂∗
k|k = x̂k|k−1 +Gk

ˆ̃pk−1 (6.7)

x̂k|k = x̂∗
k|k−1 +N †

k

(
yk −Hkx̂

∗
k|k

)
(6.8)

ここで，推定誤差 x̃k|kについて(5.49)式と同様の解析を行うと次式を得る．

x̃k|k =
(
I −N †

kHk

)
(Fk +Bk∆kEk) x̃k−1

+
(
I −N †

kHk

)
Gkδpk−1 +

(
I −N †

kHk

)
wk−1 −N †

kvk (6.9)

(6.9)式より，予測誤差ダイナミクスを (6.1)式で与えた場合も
(
I −N †

kHk

)
Gk = 0を満足す

るように最適ゲインN †
kを設計できれば，状態量の推定誤差ダイナミクス (6.9)がパラメータ

推定誤差 p̃k−1の影響を受けないことがわかる．よって，最適ゲインN †
k の設計問題は (5.53)

式と同じ形で与えることができるため，推定誤差共分散行列 P̄ xx
k|kをどのように計算するかが

問題となる．ただし，予測誤差ダイナミクス (6.1)が未知行列∆k，Ekを含むため，これら
を考慮した誤差共分散行列の上限値Σxx

k|kを導出し，この値を最小化する問題として，次式で
定式化する．

arg min
N†

k

Tr(Σxx
k|k) s.t.

(
In×n −N †

kHk

)
Gk = 0 (6.10)
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6.3.3 誤差共分散行列の上限値Σxx
k|kの導出

誤差共分散行列の上限値 Σxx
k|kの導出にあたり，まず，(6.6)式に現れる予測誤差共分散行

列 P̄ xx
k|k−1を計算する．P̄ xx

k|k−1は (6.1)式を利用することで次式で与えられる．

P̄ xx
k|k−1 = E

(
x̃k|k−1x̃

T
k|k−1

)
= E

{
(Fk +Bk∆kEk) x̃k−1x̃

T
k−1 (Fk +Bk∆kEk)

T
}
+GkE(p̃k−1p̃

T
k−1)G

T
k +Qk−1

(6.11)

ここで，(6.11)式の第一項の期待値演算部を F̄kで定義すると，F̄kは次の通り変形すること
ができる．

F̄k := E
{
(Fk +Bk∆kEk) x̃k−1x̃

T
k−1 (Fk +Bk∆kEk)

T
}

= FkP
xx
k−1|k−1F

T
k

+ (Bk∆kEk)P
xx
k−1|k−1F

T
k + FkP

xx
k−1|k−1 (Bk∆kEk)

T + (Bk∆kEk)P
xx
k−1|k−1 (Bk∆kEk)

(6.12)

P̄ xx
k|k−1の上限を求めるために，F̄kの上限値を求める．まず，F̄kの第 2～4項に関する上限を
考えるために，

ηI − EkP
xx
k−1|k−1E

T
k > 0, η > 1 (6.13)

を満足する ηの存在を仮定した上で，以下の行列を定義する．

X1 := FkP
xx
k−1|k−1E

T
k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)−1/2
(6.14)

X2 := Bk∆k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)1/2
(6.15)

ここで，行列不等式X1X
T
2 +X2X

T
1 ≤ X1X

T
1 +X2X

T
2 を使うことで，(6.12)式の第 2，3項

の上限を次式で与えることができる．

(Bk∆kEk)P
xx
k−1|k−1F

T
k + FkP

xx
k−1|k−1 (Bk∆kEk)

T

≤ FkP
xx
k−1|k−1E

T
k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)−1 (
FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)T
+Bk∆k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)
(Bk∆k)

T

(6.16)

さらに，∆k∆
T
k ≤ In×n，(6.12)，(6.16)式より次の関係式を導ける．

F̄ ≤ FkP
xx
k−1|k−1F

T
k + FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)−1 (
FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)T
+ ηBkB

T
k

(6.17)

(6.17)式を (6.11)式に代入すると，次式を得る．

P̄ xx
k|k−1 ≤ FkP

xx
k−1|k−1F

T
k + FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)−1 (
FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)T
+ ηBkB

T
k

+GkP
pp
k−1G

T
k +Qk−1 (6.18)
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さらに，(6.18)式の第 1項，2項に注目すると，次の変形を行える．

FkP
xx
k−1|k−1F

T
k + FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)−1 (
FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)T
= FkP

xx
k−1|k−1F

T
k + FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)−1 (
P xx
k−1|k−1E

T
k

)T
F T
k

= Fk

{
P xx
k−1|k−1 + P xx

k−1|k−1E
T
k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)−1 (
P xx
k−1|k−1E

T
k

)T}
F T
k

= FkSk−1

{
In×n + ST

k−1E
T
k

(
ηI − EkSk−1S

T
k−1E

T
k

)−1 (
ST
k−1E

T
k

)T}
ST
k−1F

T
k (6.19)

上式において，P xx
k−1|k−1 = Sk−1S

T
k−1を満足する行列平方根 Sk−1を定義した．

ここで，未知行列Ekは次式を満足すると仮定する．

Ek =
(√

(P xx
k−1|k−1)

−1
)T

(6.20)

さらに，(6.19)式に逆行列補題を適用することで，次式を得る．

FkP
xx
k−1|k−1F

T
k + FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

(
ηI − EkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)−1 (
FkP

xx
k−1|k−1E

T
k

)T
= FkSk−1

{
In×n − η−1ST

k−1E
T
k EkSk−1

}−1
ST
k−1F

T
k

= (1− η−1)−1FkSk−1S
T
k−1F

T
k = (1− η−1)−1FkP

xx
k−1|k−1F

T
k (6.21)

(6.18)式，(6.21)式より予測誤差共分散行列の上限値を次式で与えることができる．

P̄ xx
k|k−1 ≤

(
1− η−1

)−1
FkP

xx
k−1|k−1F

T
k +GkP

pp
k−1G

T
k + ηBkB

T
k +Qk−1

=: Σxx
k|k−1 (6.22)

つぎに，推定誤差共分散行列 P xx
k|kの上限値 Σxx

k|kを考える．推定誤差 x̃k|kは式で与えられる
ことより，

x̃k =
(
I −N †

kHk

)
x̃k|k−1 −N †

kvk (6.23)

推定誤差共分散行列 P̄ xx
k|kは予測誤差共分散行列 P̄ xx

k|k−1を用いて次式で与えることができる．

P̄ xx
k|k = E

(
x̃kx̃

T
k

)
=
(
I −N †

kHk

)
P̄ xx
k|k−1

(
I −N †

kHk

)T

+N †
kRk

(
N †

k

)T

(6.24)

ゆえに，推定誤差共分散行列の上限値 Σxx
k|kは予測誤差共分散行列の上限値 Σxx

k|k−1を利用す
ることで，直ちに次式で与えられる．

Σxx
k|k =

(
I −N †

kHk

)
Σxx

k|k−1

(
I −N †

kHk

)T

+N †
kRk

(
N †

k

)T

(6.25)

なお，(6.10)式の最適解N †
k は，(5.52)式と (6.25)式の共通性より直ちに次式で求めること

ができる．

N †
k = K†

k −
{
K†

k (HkGk)−Gk

}{
(HkGk)

T
(
Σyy

k|k−1

)−1

(HkGk)

}−1

(HkGk)
T
(
Σyy

k|k−1

)−1

(6.26)

K†
k = Σxx

k|k−1Hk

(
Σyy

k|k−1

)−1

(6.27)

Σyy
k|k−1 = HkΣ

xx
k|k−1H

T
k +Rk (6.28)
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6.4 ロバスト近似最小分散不偏フィルタのアルゴリズム
本節にて，ロバスト近似最小分散不偏フィルタのアルゴリズムをまとめる．各時刻 kにお
ける具体的な演算手順を以下に示す．

ステップ 1

時刻 k = 0で誤差共分散行列の上限値をΣxx
0|0 = P xx

0|0とする．

ステップ 2

(3.46)，(3.47)式にて線形化行列 Fk，Gkを計算する．

ステップ 3

(3.29)，(3.35)式にて x̂k|k−1，P xx
k|k−1を計算する．

ステップ 4

(6.22)式にて予測誤差共分散行列の上限値Σxx
k|k−1を計算する．

ステップ 5

(6.6)式にて P̄ xx
k|k−1の替わりにΣxx

k|k−1を用い，パラメータ推定ゲイン M̄kを次式で計算
する．

M †
k =

{
(HkGk)

T (Σee
k )

−1(HkGk)
}−1

(HkGk)
T (Σee

k )
−1 (6.29)

Σee
k = HkΣ

xx
k|k−1H

T
k +Rk (6.30)

ステップ 6

(6.2)式にてパラメータ偏差の推定値 ˆ̃pk−1を計算する．

ステップ 7

(5.37)式にてパラメータ推定値 p̂k−1を計算する．

ステップ 8

(6.7)式にて状態量の修正値 x̂∗
k|kを計算する．

ステップ 9

(6.26)～(6.28)式にて最適ゲインN †
k を計算する．

ステップ 10

(6.8)式にて，状態量の推定値 x̂k|kを計算する．

ステップ 11

(6.25)式にて，状態量の推定誤差共分散の上限値Σxx
k|kを計算する．

なお，前章の近似最小分散不偏フィルタと同様にパラメータ推定を行わない場合には，ス
テップ 5～ステップ 7の計算を省略すればよい．
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6.5 ロバスト近似最小分散不偏フィルタに関する議論

6.5.1 スケーリング行列Bkについて

文献 [41]にも示されているように，実用上は，(6.22)式の計算に必要なスケーリング行列
Bkは未知であることが多く，Bkを設計パラメータとして利用することになる．そこで，Bk

設計方法の一例として，対角パラメータ行列 βk = diag(β1, · · · , βn)を用いて，Bk = βkFkと
することを提案する．この設計方法は，非線形関数 f(xk−1)を f(xk−1) = βkFkx̃k−1で表現す
る方法 [26]に基づいている．

6.5.2 非線形観測システムについて

本章では，観測方程式を線形システムに限定した議論を行った．これは，不偏推定を実現
するための条件

(
In×n −N †

kHk

)
Gk = 0の導出を行うためである．

このことを示すために，観測方程式が非線形の (3.2)式で与えられる場合を考えよう．(6.1

)式に倣い，スケーリング行列By
k，未知行列∆y

k，Ey
k を用いると，非線形観測方程式を次の

線形方程式で与えることができる．

yk = (Hk +By
k∆

y
kE

y
k) x̃k|k−1 + ŷk|k−1 + vk (6.31)

このとき，状態更新式 (6.8)によって得られる推定誤差 x̃k|kのダイナミクス (6.9)式は次式の
ように変更される．

x̃k|k =
{
I −N †

k (Hk +By
k∆

y
kE

y
k)
}
(Fk +Bk∆kEk) x̃k−1

+
{
I −N †

k (Hk +By
k∆

y
kE

y
k)
}
Gkp̃k−1 +

{
I −N †

k (Hk +By
k∆

y
kE

y
k)
}
wk−1 −N †

kvk

(6.32)

ゆえに，不偏推定を実現するための条件は次式で与えられる．{
I −N †

k (Hk +By
k∆

y
kE

y
k)
}
Gk = 0 (6.33)

(6.33)式には未知行列∆y
k，Ey

k が含まれるため，不偏推定の実現が困難になる．
なお，非線形観測方程式の線形化誤差を考慮しない場合（By

k∆
y
kE

y
k = 0）は，直ちに非線

形観測システム (3.2)を扱うことができることに注意されたい．

6.6 数値シミュレーション

6.6.1 シミュレーション対象

本章でも，3章で扱った，誘導モータモデルのシミュレーションを考える [26]．
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誘導モータモデルの非線形ダイナミクスを次式で与えることができた．

f(xk−1, pk−1, uk−1) = xk−1 +


−γx1,k−1 +

K
Tr
x3,k−1 +Kpx5,k−1x4,k−1 +

1
σLx

u1,k

−γx2,k−1 +
K
Tr
x4,k−1 −Kpx5,k−1x3,k−1 +

1
σLs

u2,k

M
Tr
x1,k−1 − 1

Tr
x3,k−1 − px5,k−1x4,k−1

M
Tr
x2,k−1 − 1

Tr
x4,k−1 + px5,k−1x3,k−1

pM
JLr

(x3,k−1x2,k−1 − x4,k−1x1,k−1)− Tr

J

∆t (3.93)

なお，x1, x2は固定子電流，x3, x4は回転子磁束，x5は角速度である．(3.93)式における入力
信号 ukは次式で与えるものである．

u1,k = 350 cos(0.003k), u2,k = 300 sin(0.003k)

観測方程式も 3章で扱ったものを同じものを仮定する．

Hk =

[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
(3.94)

また，プロセスノイズwk，観測ノイズ vkはそれぞれ平均値０のガウス雑音であり，その共
分散行列は次式に従うものである．

Qk = 0.012I5×5, Rk = 0.12I2×2

(3.93)式中に現れる定数 Tr, σ,K, γの定義は以下のとおりである．

Tr =
Lr

Rr

, σ = 1− M2

LsLr

, K =
M

σLsLr

γ =
Rs

σLs

+
RrM

2

σLsLr

ここで，各パラメータのノミナル値と定義をTable 6.1に再掲する．
本章のシミュレーション条件も，前章と同様に，パラメータ γ のみが未知であると仮定
する．
また，近似最小分散不偏推定フィルタの適用条件とロバスト近似最小分散フィルタの適用
条件は同じであるため，x1,k = 0と x2,k = 0の近傍では，状態量，パラメータともに更新を
実施しないものとする．（つまり，x̂k|k = x̂∗

k|kとする）
本章では，状態量とパラメータを同時に推定する問題について次の 3つの非線形フィルタ
を使って，それぞれシミュレーションを行い，提案手法の有効性を確認する．

JNKF (Joint NKF)

未知パラメータ γを含めた拡大系に非線形カルマンフィルタを適用したもの

AMVUF

5章で導出した近似最小分散不偏フィルタ

RAMVUF

6章で導出したロバスト近似最小分散不偏フィルタ



89

Table 6.1: Simulation parameters

Parameter Value Unit

Rs Stator Resistance 0.18 Ω

Rr Rotor Resistance 0.15 Ω

Ls Stator Inductance 0.0699 H

Lr Rotor Inductance 0.0699 H

M Mutual Inductance 0.068 H

J Rotor Inertia 0.0586 kg ·m2

Tl Load Torque 10 Nm

p Pole Pairs 1 -

∆t Step size 0.0001 s

なお，5章のシミュレーション結果において，JNKFの推定結果が推定初期値によって大
きく異なることが分かったので，本章でも初期条件の異なる 2通りのシミュレーションを実
施する．

6.6.2 シミュレーション結果:条件1

本節におけるシミュレーション初期値は次の通りとする．

x0 =


0

0

0

0

0

 , x̂0 =


100

100

10

10

200

 , P xx
0 (= Σxx

0 ) = 104I5 (6.34)

また，JNKFで必要となる拡大系の状態量及び共分散行列の初期値は次の通りとする．

x̂6,0 = γnom, P xx
(6,6),0 = 104

前述の通り，γnomは γの公称値であり，Table 6.1のパラメータに従って計算でき，その値
は γnom = 50.67となる．
さらに，RAMVUFに利用する正のスカラ値 η，スケーリング行列Bkを次式で与える．

η = 100, Bk =
1

η
Fk (6.35)

未知パラメータ γは 3通りの値 ([1]γ = 0.7γnom，[2]γ = γnom，[3]γ = 1.3γnom)をとるもの
とし，各パラメータ値においてフィルタの推定精度を検証した．なお，未知パラメータ γは
1回のシミュレーション中は値を変更しないものとする．
Table 6.2は 50回のモンテカルロシミュレーションを行った結果のRMSEをまとめたもの
である．なお，x6がパラメータ γの推定結果を示している．
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Table 6.2: RMSE of each state

γ 0.7γnom γnom 1.3γnom

JNKF AMVUF RAMVUF JNKF AMVUF RAMVUF JNKF AMVUF RAMVUF

x1 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08

x2 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08 4.08

x3 1.98 1.90 1.68 1.56 1.85 1.65 1.28 1.86 1.64

x4 1.53 1.53 1.39 1.25 1.47 1.34 1.07 1.46 1.31

x5 83.1 86.7 79.1 54.4 88.6 81.4 35.7 90.9 84.5

x6 11.2 6.41 4.24 9.41 5.90 3.03 7.31 6.82 4.21

Table 6.2より，未知パラメータが γ = 0.7γnom のときには，JNKFと AMVUの状態量
推定精度はほぼ同程度であることが確認できる．ただし，未知パラメータが γ = γnom や
γ = 1.3γnomになると，未知パラメータが γ = 0.7γnomのときと比べて，JNKFは x5の推定
精度が大きく変化することが確認できる．一方で，提案手法であるAMVUFの推定精度は未
知パラメータ γの真値によらず，ほぼ一定の精度になることが確認できる．また，RAMVUF

は状態量，パラメータともに，すべての条件においてAMVUFよりも高精度な推定を実現で
きることが確認できる．
Fig. 6.1～6.3 は，パラメータ真値の異なる 3つのシミュレーションケースについて，各
フィルタの状態量 x5とパラメータ γ(= x6)の推定誤差の時系列を示している．
Fig.6.1～6.3 にて，黒実線は γ = γnom，黒点線は γ = 0.7γnom，灰線は γ = 1.3γnomのシ
ミュレーション結果をそれぞれ示している．JNKFの推定結果はパラメータ推定誤差によっ
て，状態推定誤差の収束速度が大きく変化していることが確認できる．一方で，AMVUFの
推定誤差の挙動は未知パラメータ γの値によらず，ほぼ同じように収束していることが確認
できる．RAMVUFもほぼ同様である．このように，提案手法 (AMVUF，RAMVUF)はパ
ラメータ推定値の挙動に状態量推定値の挙動が左右されないことが特徴である．

6.6.3 シミュレーション結果:条件2

先述の通り，JNKFの状態量とパラメータの推定精度は互いに影響すると考えられる．こ
れを確認するために，シミュレーション初期値を次にように変更し，状態量の推定誤差がパ
ラメータ推定に与える影響を確認する．

x0 =


50

50

5

5

0

 , x̂0 =


100

100

10

10

200

 , P xx
0 (= Σxx

0 ) = 104I5 (6.36)
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Fig 6.1: Estimation error of JNKF

Fig 6.2: Estimation error of AMVUF
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Fig 6.3: Estimation error of RAMVUF

また，JNKFで必要となる拡大系の状態量及び共分散行列の初期値は変更せず，上述のシミュ
レーション条件と同じく，次の通りとする．

x̂6,0 = γnom, P xx
(6,6),0 = 104

なお，RAMVUFに利用する正のスカラ値 η，スケーリング行列Bkも変更しないものする．
Table 6.3はシミュレーション初期値 (6.36)を利用した 50回のモンテカルロシミュレーショ
ンをRMSEの平均値を示している．

Table 6.3: RMSE of each state

γ 0.7γnom γnom 1.3γnom

JNKF AMVUF RAMVUF JNKF AMVUF RAMVUF JNKF AMVUF RAMVUF

x1 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04

x2 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04

x3 8.23 5.61 4.28 8.33 5.93 4.75 8.46 6.16 5.15

x4 7.03 5.04 3.88 7.07 5.29 4.29 7.11 5.46 4.62

x5 242 80.0 56.8 258 89.7 74.5 256 94.4 82.6

x6 19.5 4.66 4.50 22.3 4.32 5.36 24.4 5.65 7.38

Table 6.3を見ると，JNKFの推定精度がTable 6.2に示した結果に比べて，著しく低下し
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ていることが確認できる．一方，提案手法であるAMVUFの推定結果はそれほど変化してい
ないことが確認できる．また，RAMVUFについても同様である．このことより，RAMVUF

もAMVUFと同様に，推定初期値についてロバストな特性を有していると言える．このよう
な特性は，推定初期値を知ることが難しい実システムの推定問題では非常に有用である．な
お，RAMVUFの状態量の推定結果 (x1 ∼ x5)はすべての条件においてAMVUFよりも高精
度であるが，パラメータ推定結果 (x6)についてはパラメータ真値 γの値によって AMVUF

よりも劣ることがあることが確認できる．この結果はRAMVUFが状態量の線形化誤差のみ
しか考慮していないことに起因していると推測する．
Fig. 6.4～6.6は，パラメータ真値が γ = 0.7γnomのシミュレーションケースについて，状
態量 x5とパラメータ γ(= x6) の推定誤差の時系列を示している．なお，Fig. 6.4～6.6は全
て 50回のシミュレーションのサンプルパスの平均値をまとめたものである．
Fig. 6.4～6.6において，実線はシミュレーション初期条件が (6.34)式の推定誤差，点線は
シミュレーション初期条件が (6.36)式の推定誤差をそれぞれ示している．

Fig 6.4: Estimation error of JNKF

初期条件を (6.36)式で与えた場合の JNKFにおけるx5の推定誤差が徐々に大きくなってお
り，フィルタが不安定になっているように見える．また，初期条件を (6.34)式で与えた場合
と異なり，初期条件を (6.36)式で与えた場合の JNKFのパラメータ推定値は真値に収束して
いない．一方，初期条件を (6.36)式で与えた場合のAMVUFのx5の推定誤差は大きくなるよ
うな傾向はみられない．ただし，いくらかの推定誤差が残っていることが確認できる．この
原因はUSLにおける近似誤差を持っていることに原因があると考えている．これは，Fig.6.6
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Fig 6.5: Estimation error of AMVUF

Fig 6.6: Estimation error of RAMVUF
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において，RAMVUFの x5の推定誤差が 0に収束していることからも判断できる．



96 第 6 章 ロバスト近似最小分散不偏フィルタ

6.7 まとめ
本章では，前章の近似最小分散不偏フィルタの導出過程で省略した，線形化誤差を陽に考
慮して，未知パラメータの影響のみでなく，線形化誤差を考慮した推定誤差共分散行列を最
小化するロバスト近似最小分散不偏フィルタを導出した．
数値シミュレーションによって，提案手法の有効性の検証を行い，RAMVUFの状態推定
精度が，AMVUFと同様にパラメータ推定誤差に影響を受けないことを確認した．さらに，
RAMVUFが Joint推定に比べて，推定初期値に対するロバスト性に優れることも確認した．
以上より，提案手法であるRAMVUFも状態量とパラメータの同時推定手法として有効な代
替手段になると考える．
なお，状態推定精度，パラメータ推定精度は設計パラメータ η，スケーリング行列Bkの
設計次第で，さらに向上し得ると期待しており，設計パラメータ η，スケーリング行列Bkの
理論的な設計方法の確立が今後の課題である．
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本研究では，パラメータ不確かさを有する非線形システムを対象として，ロバストな状態
推定，およびパラメータ推定を行う手法を提案した．
2章では，本研究の事前知識として，不確かさを含まない非線形カルマンフィルについて
紹介した．
3章では，パラメータ不確かさを有する非線形システムにおいて，パラメータ不確かさが
非線形カルマンフィルタの予測誤差共分散行列に与える影響を解析し，非線形ロバストフィ
ルタを導出した．本手法は，真値が分からないパラメータを拡大系とした，同時推定手法を
適用することが困難なシステムにおいても適用可能であり，実用上のメリットもある．さら
に，観測誤差共分散行列の近似値を利用した適応則を併用することで，不確かさのないシス
テムにおいても推定精度を維持することができる非線形適応ロバストフィルタを提案した．
4章では，3章で導出した離散時間非線形ロバストフィルタを連続・離散時間系へと拡張
した．連続系の予測ステップを利用することで，サンプリングの間隔が長いシステムにおい
ても，ロバストな推定が可能になる．連続時間系の非線形システムをサンプリング周期で離
散時間系の非線形システムに近似することで，離散時間系の REKFの予測ステップを連続
時間系に拡張した連続離散 REKFの提案を行った．さらに，RUKFを含む非線形ロバスト
フィルタの行列表現を導出し，Sarkka[30]が導出した連続離散UKFの導出に従って，連続離
散非線形ロバストフィルタを導出した．これらの 2つの連続離散非線形ロバストフィルタと
も，更新式が離散時間系に従うため，前章で導出した適応則を直接利用することもできる．
5章では，パラメータ不確かさが推定誤差 x̃の期待値に与える影響を解析し，その影響を
打ち消すように最適ゲインを設計する近似最小分散不偏フィルタを提案した．さらに，近似
最小分散不偏フィルタをパラメータ不確かさを有する離散時間非線形システムにおける状態
量とパラメータの同時推定手法へと拡張した．なお，状態量推定ゲインの設計に当たっては，
パラメータ推定誤差が状態量の推定誤差ダイナミクスに影響を与えない条件を導出し，この
条件を拘束条件とした，拘束条件付き最適化問題を考慮した．これによって，Joint推定に
おいて生じる推定過渡期における状態量の推定値とパラメータの推定値が互いに影響する状
況を緩和することができることを示した．
6章では，5章の近似最小分散不偏フィルタの導出過程で省略した線形化誤差を陽に考慮
し，誤差共分散行列の上限値を最小化する問題として定式化することで，ロバスト近似最小
分散不偏フィルタも導出した．
これらの結果は，非線形システムの状態推定に関する研究，並びに応用を大きく進展させ
ると期待している．
本研究では，非線形システムの不確定性を未知パラメータのみに注目した検討を行った．
しかし，実問題では，ノンパラメトリックな不確定性が課題になる状況も多いため，これら
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の不確定性に対してもロバストな推定を実現できるフィルタの検討が今後の課題になると考
えている．
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