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要旨

本論文は組合せ剛性理論に基づいた剛な構造物の生成手法を探求し, 建築デザ

インに応用することを目的とする．建築の形態をデザインする際には, スケッチ

や模型の作成, CADソフトによるモデリングといった方法を用いて設計を行う.

そのようなとき, 設計者は実際に構造物を建築することを想定し, 直感的に部材

の接続関係などから「剛な構造物として実現可能である」, 「実現するために柔

らかそうな部分には部材を追加する」といった判断を行なっていると言える. 実

際に構造物を建築する段階では部材の正確な座標位置を決定し, 数値解析によっ

て構造物が剛であるかを判断するが, 設計の初期段階から厳密な座標を決定する

ことはデザインを限定することともなる. 本論文で扱う「組合せ剛性理論」とは,

構造物の接続関係をグラフとして扱うことで構造物が剛であるかを組合せ的に扱

う理論である. その成果は, 構造物の剛性について人が働かせる直感を, 厳密に

数理の問題として議論したものであると言える. これらのことから, 組合せ剛性

理論を建築デザインへと応用することにより, 設計の初期段階より剛性の検討が

可能となり, 設計者が直感的に思い浮かべる形態を, より自然に建築物として実

現できるようになると考える. しかしながら組合せ剛性理論による構造物が剛で

あるかの判定は, ある種の一般性の仮定のもとで行なわれ, このことに建築デザ

インに応用する難しさがある.

本論文では剛なパネルがヒンジによって繋がれた panel-hinge フレームワー

クと剛な棒材がピン接合によって繋がれた bar-jointフレームワークを扱う. は

じめに極小剛な panel-hinge フレームワークに対応するグラフをもれなく全て



4

列挙する手法を示す. さらに冗長性を考慮した剛なグラフの組合せ的な特徴付

けを示す. 次に, グラフを列挙する操作に基づき, 一般的ではない配置の剛な

panel-hingeフレームワークを生成する操作を示す. 操作に基づき形態生成や模

型作成を行ない, 建築デザインへの応用可能性を示す. bar-jointフレームワーク

については, 空間充填立体を極小剛にする手法を提案し, 建築的な構造物を想定

し筋交いを追加することにより極小剛な構造物を得る手法を示す.

【第 1章 序論】

第 1章では, 研究の背景, 既往研究, 研究の目的及び概要について述べる.

【第 2章 構造物の剛性行列と剛性の組合せ的特徴付け】

第 2章では, 本論文で扱う構造物である bar-jointフレームワークと panel-hinge

フレームワークを定義し, 剛性行列による剛性の判定方法を述べる. その後, そ

れぞれの構造物について, 剛性の組合せ的な特徴付けを述べる.

【第 3章 極小剛な panel-hingeグラフの逐次生成手法】

第 3章では, 逐次的に panel-hingeグラフを生成する 5つの操作を定義し, 次の

ことを示している. (i) 極小剛な panel-hingeグラフに対して 5つの操作を行っ

てできるいずれのグラフもまた, 極小剛な panel-hingeグラフである. (ii) 5つの

操作の操作列を施すことにより, 任意の極小剛な panel-hingeグラフを生成可能

である.

【第 4章 panel-hingeグラフの冗長剛性及び冗長大域剛性の特徴付け】

第 4 章では, 2 次元において次の三条件が等価であることを示している. (i)

panel-hingeグラフが (k, h)-剛である. (ii) panel-hingeグラフが (k, h+1)-大域

剛である. (iii) グラフが (k, h+2)-連結である. さらに, 3次元以上においては次

の三条件が等価であることを示している. (i’) panel-hingeグラフが (k, h)-剛で

ある. (ii’) panel-hingeグラフが (k, h)-大域剛である. (iii’) グラフが (k, h+ 1)-

連結である.
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【第 5章 剛な panel-hingeフレームワークの生成手法】

第 5章では, 極小剛な panel-hingeグラフを逐次的に生成する操作に基づき, 非

一般配置の剛な panel-hingeフレームワークを生成する手法を探究している. さ

らにフラクタル図形に基づき, 空間充填多面体を基本形とする非一般配置の剛な

panel-hinge フレームワークを生成する手法を提案している. その後, 提案手法

が建築デザインに応用可能であることを, 構造物の例や模型を作成することで示

している.

【第 6章 極小剛な bar-jointフレームワークの生成手法】

第 6章では, 空間充填立体の bar-jointフレームワークに対して, 最小本数の筋交

いを追加することで極小剛とする手法を示す. さらに開発した操作を拡張し, 内

部空間や開口部を想定した極小剛な構造物の生成手法を提案している.

【第 7章 結論】

第 7章では, 本論文で得られた成果と今後の課題をまとめる.
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第 1章

序論

建築の形態をデザインする際には, スケッチや模型の作成, CADソフトによる

モデリングといった方法を用いて設計を行う. そのようなとき, 設計者は実際に

構造物を建築することを想定し, 直感的に部材の接続関係などから「剛な構造物

として実現可能である」, 「実現するために柔らかそうな部分には部材を追加す

る」といった判断を行なっていると言える. 実際に構造物を建築する段階では部

材の正確な座標位置を決定し, 数値解析によって構造物が剛であるかを判断する

が, 設計の初期段階から厳密な座標を決定することはデザインを限定することと

もなる. 本論文で扱う組合せ剛性理論 (theory of combinatorial rigidity) とは,

構造物の接続関係をグラフとして扱うことで構造物が剛であるかを組合せ的に扱

う理論である. その成果は, 構造物の剛性について人が働かせる直感を，厳密に

数理の問題として議論したものであると言える. これらのことから, 組合せ剛性

理論を建築デザインへと応用することにより, 設計の初期段階より剛性の検討が

可能となり, 設計者が直感的に思い浮かべる形態をより自然に建築物として実現

できるようになると考える. しかしながら組合せ剛性理論による構造物が剛であ

るかの判定は, ある種の一般性の仮定のもとで行われ, このことに建築デザイン

に応用する難しさがある.

構造体の動きが元々の構造体の合同変換のみである場合, その構造体は剛
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(rigid) であるとする. 剛な棒材 (bar) とピン接合 (joint) で構成される構造体

を bar-joint フレームワークとよぶ. 剛な構造体からどの棒材を 1 つ取り除

いた場合にも, 剛ではなくなる (柔軟となる) フレームワークのことを極小剛

(minimally rigid)とよぶ.

panel-hinge フレームワークとは, ヒンジ (hinge)によってつながれた 2 次

元の剛なパネル (panel)の集合である (図 1.1(a)). パネルは R3 において連続的

に動くことが許されている. ここでのヒンジとは直線で, ヒンジによってつなが

れた 2 つのパネルの動きはヒンジ周りの回転である. panel-hinge フレームワー

クをグラフ G = (V,E) と e ∈ E の 1次元アフィン部分空間 p(e)への写像 p の

組 (G,p)として考える. v ∈ V はパネルに対応し, uv ∈ E は 2 つのパネル u, v

をつなぐヒンジ p(uv) に対応する. このとき, R3 上に G が実現されたといい,

このグラフ G を panel-hinge グラフとよぶ (図 1.1(b)).

(a) (b)

図 1.1 (a) panel-hinge フレームワーク (b) panel-hinge グラフ

組合せ剛性理論は構造物の接続関係をグラフとして扱うことで, その剛性につ

いての特徴付けを組合せ的に行う理論であり, 様々な構造物の特徴付けが成され

ている [49]. さらに, 構造物の剛性に関する基礎的知見を与えることに留まらず,

機械設計やタンパク質の挙動シミュレーション・知的 CAD の開発・センサー

ネットワークのローカライゼイション等, 90 年代後半から様々な分野において

応用されている [14]. 組合せ的な特徴付けに基づき, いわゆる一般的な (generic)

配置を前提としたフレームワークの剛性判定は, 構造力学分野において行われて

いる剛性行列のランクを計算する剛性判定と比較して, 少ない計算時間で実行可
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能である. このことは, 構造物を構成する部材が増えるに従って有用である．例

えば，デザインの変更に伴って，部材数が数千～数万程度の構造物の剛性判定

を，繰り返し行う場合などを想定した時に，組合せ剛性論の成果を効果的に活

用できると考える．また，一般的な配置の詳細な定義については, 2章に記載す

る. アルゴリズミック・デザインと呼ばれる設計手法 [56]により生成される形態

には, 大量の部材によって構成されるものが多く, 組合せ剛性理論の応用が期待

される. 組合せ剛性理論では, 様々な構造物の剛性について組合せ的な特徴付け

が為されている. 本研究では建築への応用を考慮した場合に有用な bar-joint フ

レームワーク, panel-hinge フレームワークに着目する.

建築デザインの分野では, 評価基準が必ずしもはっきりせず, 最適化問題が明

確に定義できない場合が多い. このような場合, 大域最適解 (数理計画問題にお

ける目的関数を最適化する解. 単に最適解ということが多いが, 局所最適解との

区別を強調するとき, 大域最適解と呼ぶ. ) を求めることはできないので, 制約条

件を満たす解をすべて列挙しておけば, その中から, 設計者が解を１つに絞り込

むことができる [57]. そのため, 本研究では列挙問題を扱う.

panel-hingeグラフから 3次元的なフレームワークを想像することは困難であ

る. さらに剛なフレームワークを得るためには具体的なヒンジ配置を考慮する必

要がある. そこで, 本研究ではヒンジ配置を考慮した上で剛なフレームワークを

生成し, 建築デザインへの応用が可能であることを示す.

panel-hingeフレームワークが剛であるかどうかの判定は剛性行列のランク計

算によって確認することができる. フレームワークを構成する部材数が多くなる

につれて, 剛性行列のランク計算において数値誤差が生じる. 一方で, 組合せ的

な特徴づけによる構造物の剛性判定では, そのような数値誤差は生じない. しか

し, 組合せ剛性理論による構造物の剛性判定はいわゆる一般的な配置の構造物に

のみ適応することができる (図 1.2). 従って, 組合せ剛性理論に基づいた建築デ

ザインの手法を開発するためには, 一般的な配置を考慮する必要がある. 建築デ

ザインへの応用を考える際には, 一般的な配置ではない場合を扱うことが多いた
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め, 理論を拡張する必要がある (デザインにはパターンを繰り返し用いたり, 平行

や対称な配置が扱われる [3]).

(a) (b) (c)

図 1.2 (a) panel-hingeグラフ (b) (a)に対応する柔軟な panel-hingeフレー

ムワーク (c) (a)に対応する剛な panel-hingeフレームワーク

本研究で扱う panel-hingeフレームワークは，折紙を拡張した枠組みとみなす

ことができ, 折紙は建築デザインに応用され始めている [39]. 折紙を panel-hinge

フレームワークとみなし，枠組みを拡張することにより, より建築デザインに適

した形態を生成可能にすると考える. 例えば，いくつかのヒンジを追加すること

で，小さな panel-hingeフレームワークを大きな panel-hingeフレームワークと

することができる．あるいはヒンジを除くことで，大きな panel-hingeフレーム

ワークを小さな panel-hingeフレームワークとすることができる．さらに，冗長

な panel-hingeフレームワークを考えることで, 剛性を失うことなくヒンジやパ

ネルを修理することができる. あるいは自由度を持つフレームワークを考えるこ

とで, 変形可能な形態を生成することができる.

また，本論文における組合せ剛性理論に関する用語は，日本において組合せ剛

性理論の第一人者である Katoh [53], Tanigawa [54]が用いる言葉に従う．
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1.1 組合せ剛性理論に関する理論的研究

1.1.1 既往研究

2 次元の bar-joint フレームワークが極小剛であるための必要十分条件は

Lamanによって示されており [19], 特に極小で剛なグラフを Lamanグラフと

呼ぶ. この Lamanグラフを演繹的に生成する手法については, Henneberg構

築という方法が知られており, これによりすべての Lamanグラフを生成できる

ことが知られている [48]. しかしながら基本的な問題である，3次元の bar-joint

フレームワークに対する剛性の組合せ的特徴付けの導出は未解決な状態であ

る [48].

Tay, Whiteley らにより, body-bar, body-hinge フレームワーク (図 1.3(a)

および (b)) といった構造物の特徴付けが為されている [48]. Body-bar フレー

ムワークとは, 剛な棒材 (bar) によってピン接合でつながれた剛体 (body) の

集合であり, Body-bar グラフは剛体をグラフの頂点に, 棒材をグラフの辺に対

応させたグラフである. Body-hinge フレームワークとは, ヒンジ (hinge) でつ

ながれた剛体 (body) の集合である. 一般的なジョイント配置の body-bar フ

レームワークに関して, 極小剛な body-bar フレームワークに対応する極小剛な

body-bar グラフは, 6 つの辺素な全域木によって, 剛性を特徴づけることができ

ることを Tay は示した [42]. また, 極小剛な body-bar グラフは, [46] のアルゴ

リズムを用いることですべて高速に列挙可能である.

Katoh らは panel-hinge フレームワーク (図 1.3(c))に関して, パネルを剛体

として扱うことで body-hinge フレームワーク (図 1.3(b)) と同様の議論が可能

であることを示している [14]. panel-hinge グラフに関しては第 2章 2.2.2項で

述べるグラフの特性上, body-bar グラフと同様なアルゴリズムで列挙すること

はできず, 多項式時間で列挙するアルゴリズムはこれまで知られていなかった.

また，グラフの冗長剛性については 2次元の bar-jointフレームーワークにつ
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(a) (b) (c)

図 1.3 (a) body-bar フレームワーク (b) body-hinge フレームワーク (c)

panel-hinge フレームワーク

いては，剛性とグラフの連結性に関する既往研究がある [11, 23, 37].

1.1.2 本論文の位置付け

本論文ではこれまで知られていなかった，逐次的に極小剛な panel-hingeグラ

フを生成する手法を開発し，もれなく効率よく列挙する手法を明らかにする．

さらに冗長剛な panel-hingeグラフについては，グラフ理論において広く研究

がなされている，グラフの連結性との関係を明らかにする．

2次元の bar-jointフレームーワークの場合，任意のグラフから冗長剛な bar-

jointグラフを求める問題は多項式時間で解くことはできないが [7], 本論文の成

果により，任意の panel-hingeグラフを任意の次元において最小本数の辺を追加

することにより, 冗長剛とすることができる.

1.2 建築デザインへの応用を目的とした研究

1.2.1 既往研究

組合せ剛性理論の成果は分子生物学や機械工学等, 様々な分野において応用さ

れている [49, 53]. 分子生物学分野においては，分子を構成する原子を剛体とみ

なし，原子間の結合や原子間に働く力を棒材によって表現した分子フレームワー

クとしてモデル化し，組合せ剛性理論を用いた剛性判定が行われている [53].
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建築学分野への応用に関する研究は, 大崎, 第二著者ら [32]による, 部材同士

が交差しないことを制約として極小剛な 2次元 bar-jointフレームワークを生成

する手法の研究, 岡野, 第二著者ら [33]による, グラフの同型性判定を行いなが

ら極小剛な 2次元 bar-jointフレームワークを列挙する手法の開発と, 極小剛な

3次元構造物の模型作成, 古田, 第二著者ら [17]の研究といった構造分野におけ

る研究がある.

折紙は本研究で扱う panel-hinge フレームワークの特殊な場合として捉えるこ

とができる. 折紙に関しては形態生成について多くの研究がなされており, Lang

による意図した構造を持った形を折り出すための理論 [20] や, それを実現する

ためのソフトウェア TreeMaker [21] などが考案されている.

1.2.2 本論文の位置付け

本論文では，組合せ剛性理論に基づいて一般のヒンジ配置ではない剛な panel-

hingeフレームワークを逐次的に生成する手法を探求する．例えば分子生物学分

野では，一般の配置を前提として，厳密な剛性判定ではなく，高速で精度の良い

シミュレーション方法が求められていることから，組合せ剛性理論による剛性判

定が利用されている．本論文では，数値解析による剛性判定と比較してより直感

的な剛性の組合せ的特徴付けを，建築デザインへと応用することを目指し，非一

般のヒンジ配置の剛な panel-hingeフレームワークの生成手法を提案し，建築デ

ザインへの応用手法を提案する.

さらに組合せ的な特徴付けが長年未解決である 3次元 bar-jointフレームワー

クについては，空間充填多面体を用いた 3 次元の極小剛な bar-joint フレーム

ワークの生成手法，剛な panel-hingeフレームワーク生成手法を探求し, 建築デ

ザインへの応用手法を提案する.
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1.3 本論文の目的

本論文は組合せ剛性理論に基づいた剛な構造物の生成手法を探求し, 建築デザ

インに応用することを目的とする．構造物の剛性を考えることなく建築形態を実

現することはできない. 組合せ剛性理論を建築デザインに応用することにより,

構造物の接続関係から剛性を判定する特性を生かし, 設計の初期段階より構造物

の剛性を検討することができる. このことは, 通常，建築分野において独立した

プロセスである意匠設計と構造設計を, 横断的に行うことを可能とし, より魅力

的な建築構造物の実現につながると考える.

1.4 本論文の成果

第 2章: 構造物の剛性行列と剛性の組合せ的特徴付け.

本論文で扱う構造物である bar-jointフレームワークと panel-hingeフレーム

ワークを定義し, 剛性行列による剛性の判定方法を述べる. その後, それぞれの

構造物について, 剛性の組合せ的な特徴付けを述べる.

第 3章: 極小剛な panel-hingeグラフの逐次的生成手法.

極小剛な panel-hinge グラフの列挙問題を扱う. 極小剛な panel-hinge グラフ

を逐次的に導出する操作を開発し, これによりすべての panel-hinge グラフを漏

れなく, 効率よく出力 1つあたり多項式時間で生成可能であることを示した.

第 4章: Panel-hinge グラフの冗長剛性及び冗長大域剛性の特徴付け.

冗長剛な panel-hinge グラフの組合せ的な特徴づけを行う．冗長剛な panel-

hingeグラフとグラフ理論分野で広く知られている, グラフの連結性との関係を

明らかにした．

第 5章: 剛な panel-hingeフレームワークの生成手法.

剛な panel-hingeフレームワークを実現する問題を扱う. 2枚, 3枚の直交パネ

ルを追加して剛な panel-hingeフレームワークを生成する方法を開発し，建築デ
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ザインへの応用に取り組んだ．

第 6章: 極小剛な bar-joint フレームワークの生成手法.

極小剛な空間充填立体 bar-joint フレームワークを生成する問題を扱う. 空間

充填立体 bar-joint フレームワークに対して, ブレースを追加することで極小剛

にする手法を示し，提案手法を用いた剛な bar-jointフレームワークの形態生成

を行った．

1.4.1 本論文の構成

本論文では組合せ剛性理論分野における問題を第 3 章および第 4 章で扱い，

構造物の生成における問題を第 5章, 第 6章で扱う (図 1.4). 第 5章で提案する

剛なフレームワークを生成する操作は, 第 3章のグラフを逐次的に生成する操作

に基づく．

1.4.2 発表文献

第 3章は発表文献 [B]に基づき，第 4章は [D]に基づいている. [A]は [B]の

準備段階の論文である．第 5章は [E]に基づき，第 6章は [F]に基づいている.

[C]は [E]の準備段階の論文である．
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第 2章
構造物の剛性行列と剛性の組合せ的特徴付け

第７章
結論

第 3章
極小剛な panel-hinge グラフの

逐次生成手法

第 4章
panel-hinge グラフの冗長剛性及び

冗長大域剛性の特徴づけ

第１章
序論

第 5章
剛な panel-hinge

フレームワークの生成手法

第 6章
極小剛な bar-joint

フレームワークの生成手法

図 1.4 本論文の構成
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第 2章

構造物の剛性行列と剛性の組合

せ的特徴付け

2.1 剛性行列

2.1.1 Bar-joint フレームワークの剛性行列

ここでは, bar-joint フレームワークの剛性に関するいくつかの定義と事実を

記す．組合せ剛性理論において, 3 次元 bar-joint フレームワーク は グラフ

G = (V,E) と写像 p : V → R3 の組 (G,p) で表される. ここで G の各頂

点はジョイントを, 各辺は棒材に対応しており, p は各ジョイントの配置である.

このようなグラフ G のことを bar-joint グラフと呼び, 極小剛な bar-joint フ

レームワークとして実現可能な bar-joint グラフのことを, 極小剛な bar-joint

グラフと呼ぶ．

辺 e = (u, v) ∈ E に対応するフレームワークの棒材の長さは ∥p(u) − p(v)∥

により与えられる. 棒材は剛であるとし, ∥p(u) − p(v)∥ はいかなるフレーム

ワークの変形のもとでも一定である. フレームワークの連続変形を考えた場合,

p(u) を変数 t の連続関数, すなわち pt(u) として表すことができる. ここで, す

べての v ∈ V に対して, p0(v) = p(v) が成立すると仮定する. フレームワーク
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が変形した場合にも, 棒材の長さは変わらないことより, 以下の式を得る.

(pt(u)− pt(v)) · (ṗt(u)− ṗt(v)) = 0, ∀(u, v) ∈ E (2.1)

ṗ0(v) は t = 0 におけるジョイント v の速度ベクトルとみなすことができ, 単

純に, ṗ(v) = (ẋ(v), ẏ(v), ż(v)) とする. u(v) = ṗ0(v) とし, t = 0 について式

(2.1) は以下のように変換できる.

(p(u)− p(v)) · (u(u)− u(v)) = 0,∀(u, v) ∈ E (2.2)

式 (2.2) の線形方程式は, 以下の行列として表すことができ,

R(G,p)u⊤ =


...

. . .
... · · ·

...
. . .

...

0 · · · (pi − pj) · · · (pj − pi) · · · 0
...

. . .
... . . .

...
. . .

...

u⊤ = 0⊤

行列 R(G,p) は剛性行列 (rigidity matrix)と呼ばれている.

例えば以下の図 2.1のような 2次元フレームワークの剛性行列 RG(p)は以下

のようになる.

v1

e4

v3v4

v2

e2

e3

e5

e1

図 2.1 2次元 bar-jointフレームワーク



v1 v2 v3 v4 v1 v2 v3 v4

e1 px,1 − px,2 px,2 − px,1 0 0 py,1 − py,2 py,2 − py,1 0 0

e2 0 px,2 − px,3 px,3 − px,2 0 0 py,2 − py,3 py,3 − py,2 0

e3 0 0 px,3 − px,4 px,4 − px,3 0 0 py,3 − py,4 py,4 − py,3
e4 px,1 − px,4 0 0 px,4 − px,1 py,1 − py,4 0 0 py,4 − py,1
e6 px,1 − px,3 0 px,3 − px,1 0 py,1 − py,3 0 py,3 − py,1 0
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また, このR(G,p)に対して, 3つの独立なベクトル ux = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0),

uy = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1), ur = (−py,1,−py,1,−py,1,−py,1, px,1, px,2, px,3, px,4)

はそれぞれ先の等式を満たすことが確認される. この ux は x軸方向の平行移動,

uy は y 軸方向の平行移動, また ur は反時計まわりの回転に相当する. つまり,

これらの線形結合で得られるベクトルも同様に先の等式を満たし, そのような無

限小動き uを自明な無限小動き (trivial infinitesimal motion)と呼ぶ. 可能な無

限小動きが全て自明なフレームワークを, 無限小剛 (infinitesimally rigid) とい

う. またそれ以外のとき, フレームワークは無限小柔軟 (infinitesimally flexible)

という.

(b)(a)

図 2.2 2次元上で (a)無限小剛なフレームワークと (b)無限小柔軟なフレー

ムワーク (矢印が非自明な無限小動きを表す)

どのようなフレームワークに関しても自明な無限小動きの集合の次元は
(
d+1
2

)
であり，R(G,p)が無限小剛であるためには,

rank R(G,p) = d|V | −
(
d+ 1

2

)
(2.3)

が必要十分条件となる.
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2.1.2 Panel-hinge フレームワークの剛性行列

パネルの合同変換は同次座標系を用いることで, 平行移動と回転を共に含んだ

4×4の行列M で表すことができる. ここで, 2つのパネル B, B′ がヒンジ H に

よって接続されているとし, H の両端点の同次座標を p1 = (p1,x, p1,y, p1,z, 1),

p2 = (p2,x, p2,y, p2,z, 1) とする (図 2.3). そして, パネルの動きを表す行列 M ,

M ′ がそれぞれ B, B′ に与えられているとする. このとき, ヒンジによる制約は

Mp1 = M ′p1, Mp2 = M ′p2 と表すことができる. この等式を微分して, 以下

の式が得られる.

Mpi = M ′pi for i = 1, 2 (2.4)

図 2.3 2枚のパネルがヒンジにより接続されている

I および I ′ は B, B′ に割り当てられた無限小動きとみなすことができ

る. I =

R v⊤

0 0

 とあらわすことができると知られている. ここで R
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は R =


0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx

−ωy ωx 0

, v = (vx, vy, vz) ∈ R3 である. 同様に I ′ も

R′ v′⊤

0 0

 と表わすことができる. (2.4) に代入して整理すると以下の式が得

られる.

( ∣∣∣∣∣ωy − ω′
y ωz − ω′

z

p1,y p1,z

∣∣∣∣∣+ vx − v′x,

∣∣∣∣∣ωz − ω′
z ωx − ω′

x

p1,z p1,x

∣∣∣∣∣+ vy − v′y,∣∣∣∣∣ωx − ω′
x ωy − ω′

y

p1,x p1,y

∣∣∣∣∣+ vz − v′z,

∣∣∣∣∣ ωy − ω′
y ωz − ω′

z

p1,y − p2,y p1,z − p2,z

∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣ ωz − ω′
z ωx − ω′

x

p1,z − p2,z p1,x − p2,x

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ ωx − ω′

x ωy − ω′
y

p1,x − p2,x p1,y − p2,y

∣∣∣∣∣
)

= 0

となり, 次の等式をみたす tが存在する.

(ω − ω′, v − v′) = t

( ∣∣∣∣∣p1,x 1

p2,x 1

∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣p1,y 1

p2,y 1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣p1,z 1

p2,z 1

∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣p1,y p1,z

p2,y p2,z

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣p1,z p1,x

p2,z p2,x

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣p1,x p1,y

p2,x p2,y

∣∣∣∣∣
) (2.5)

式 (2.5) の左辺はヒンジでつながれた両側の剛体の無限小動きを表わしており,

右辺の 6次元ベクトルはヒンジによる制約を表している.

無限小動きの定義より, すべての e = uv ∈ E について, 以下の等式を満たす

無限小動きに直交するベクトル ri(p(e))(1 ≤ i ≤ 5) をとることができ, このと

き S を (G,p) の無限小動きとよぶ.

(S(u)− S(v)) · ri(p(e)) = 0

すなわち, 式 (2.4) の無限小動きは 5|E| 個の等式で記述され, 5|E| × 6|V | の

行列 R(G,p) を
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R(G,p) =

· · · u · · · v · · ·
..
.

..

.
e=uv · · · 0 · · · r(p(e)) · · · 0 · · · −r(p(e)) · · · 0 · · ·

...
...

とする. ここで, r(p(e)) は 5 × 6 の行列であり, r(p(e)) =


r1(p(e))

...

rD−1(p(e))

 であ

る. この R(G,p) が panel-hingeフレームワークの剛性行列であり, R(G,p) の

ランクが 6(|V | − 1) と等しい場合, そのフレームワークは剛であることが知られ

ている [14]. R(G,p)が, すべての部分グラフにおいて最大のランクをもつとき,

そのフレームワークは一般的であるという [12].

2.2 剛性の組合せ的特徴付け

2.2.1 剛な bar-joint フレームワークの組合せ的特徴付け

以下の定理はMaxwell の条件として知られている [25].

定理 2.1 (Maxwell [25]). 伸び縮みのない |E|本の棒材と |V |個のジョイントで

構成された 3 次元 bar-joint フレームワークが剛であるためには |E| ≥ 3|V | − 6

が必要条件である．

さらに Alexandrov [1]は以下の定理を示している.

定理 2.2 (Alexandrov [1]). 任意の凸多面体の各面を三角形分割した bar-joint

フレームワークは剛である.



第 2. 構造物の剛性行列と剛性の組合せ的特徴付け 27

(a) (b)

図 2.4 (a) D = 6 のとき，図 1.3(c) のフレームワークに対応するグラフの

各辺を D − 1 (= 5) 本の辺で置き換えてできたグラフ G̃. (b) G̃ における 6

個の辺素な全域木

2.2.2 剛な panel-hinge フレームワークの組合せ的特徴付け

2.1.2 節では, すべてのヒンジ配置について剛性判定が可能な手法について述

べてきた. 一方で, 剛性行列のランク計算はその複雑さから, 構造物の部材数が

多くなるにつれて困難となり, 数値誤差も生じやすくなる. そのため, 一般的な

ヒンジ配置を前提とした組合せ的な特徴付けが有用となる.

body-hingeフレームワークの各剛体を剛なパネルで置き換えたフレームワー

クが panel-hinge フレームワークである (図 1.3(c))．Katoh と Tanigawa [14]

は以下の命題を示した．

命題 2.1 (Katoh et al. [14]). G = (V,E)をグラフとする．G が Rd において

無限小剛な body-hingeフレームワークとして実現可能であるための必要十分条

件は G は Rd において無限小剛な panel-hinge フレームワークとして実現可能

であることである．

このことから, 一般的なヒンジ配置の剛な panel-hinge フレームワークの組合

せ的な特徴付けは以下である.

命題 2.2 (Katoh et al. [14]). グラフ G の各辺を 5 本の多重辺で置き換えたグ

ラフを G̃ とする. G̃ が 6 個の辺素な全域木をもつことは, G が R3 において一

般的なヒンジ配置をとる剛な panel-hinge フレームワークとして実現可能であ
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ることの必要十分条件である.

図 2.4(a) は図 1.3(c) の panel-hinge フレームワークに対応するグラフであ

る. G を 5 重化したグラフ G̃ には図 2.4(b) のように 6 つの辺素な全域木を詰

込むことが可能であり, 命題 2.2 は 3 次元上に一般的なヒンジ配置をとる剛な

panel-hinge フレームワークを実現可能であることを示している.

ここで，無限小剛な panel-hinge フレームワークに対応するグラフのことを

剛な panel-hingeグラフと呼ぶ．さらに, 極小で無限小剛な panel-hingeフレー

ムワークに対応するグラフのことを極小剛な panel-hingeグラフと呼ぶ．

多重辺を含むが自己ループを持たない多重グラフを G = (V,E) とする.

X ⊆ V について，G[X] を X により誘導されるグラフとし，δG(X) = {uv ∈

E | u ∈ X, v ̸∈ X}とする．任意の正の整数を mとし，1 ≤ i, j ≤ m, i ̸= j と

し，∪m
i=1Vi = V としたとき，頂点の部分集合の集合 {V1, V2, . . . , Vm} を V の

分割 P とする．δG(P)を，P において別の頂点集合間をつなぐ Gの辺集合とす

る．Ẽ を G̃の辺集合とする．以下の Tutte-Nash-Williamsの辺素な木に関する

定理が知られている [31, 45]．

命題 2.3 (Tutte, Nash-Williams [31, 45]). 多重グラフ G = (V,E) に k 個の

辺素な全域木を詰め込み可能であることは，V のすべての分割 P について

|δG(P)| ≥ k(|P| − 1)が成り立つことが必要十分条件である．

2.3 結語

本章では，bar-jointフレームワーク，panel-hingeフレームワークの剛性行列

を定義した．さらに組合せ剛性理論において，これまでに明らかとなっている，

bar-jointフレームワーク，panel-hingeフレームワークについての組合せ的な特

徴付けを述べた．
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第 3章

極小剛な panel-hingeグラフの逐

次生成手法

3.1 序説

一般の 2次元の bar-joint フレームワークが無限小剛であるための必要十分条

件は Laman [19]により示されている．Lamanグラフは Henneberg 構築によっ

て生成可能であることが知られており，すべての Laman グラフが Henneberg

構築によって生成可能であることも示されている [9, 49]．さらに，マトロイド

の性質を用いることによって，[46] のアルゴリズムにより，効率よくすべての

Lamanグラフを列挙することが可能である．一方で，一般の 3次元の bar-joint

フレームワークの組合せ的な特徴づけについては未解決である [49]．

3 次元 bar-joint フレームワークの特殊な場合である body-bar フレーム

ワーク, panel-hinge フレームワークについては組合せ的な特徴づけは Tay と

Whiteley [43, 48] によりなされている．body-bar フレームワーク (図 1.3(a))

は剛な棒材でつながれた剛体の集合であり，剛体は頂点，棒材は辺に対応させ

た body-barグラフとして表現される．d次元において, 一般的配置の極小剛な

body-barフレームワークに対応する極小剛な body-barグラフが，D 個の辺素
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な全域木によって特徴づけられることが知られている [42]．D 個の辺素な全域

木は D 個のグラフィックマトロイドの和集合とみなすことができ，[46]のアル

ゴリズムを用いることにより，すべての極小剛な body-barグラフを列挙する多

項式時間アルゴリズムを容易に開発することができる．さらに，d次元の極小剛

な body-barグラフを逐次的に生成する方法も知られている [5].

一方で, 極小剛な panel-hinge グラフについては, これまで逐次的な生成手法

は知られていなかった．Katoh と Tanigawa は極小剛な panel-hinge グラフが

与えられた時，より小さなサイズの極小剛な panel-hingeグラフを生成する 2つ

の操作 (極小剛な真部分グラフを縮約する操作と次数 2の頂点を 1つ除いて辺を

追加する操作 splitting off) については示している [14]．

本章では d ≥ 3 とした時, d 次元において単純グラフである極小剛な panel-

hingeグラフを逐次的に生成する 5つの操作を開発した (詳細は 3.2節を参照)．

より正確には, 以下の定理を示した．

定理 3.1. 任意の極小剛な panel-hinge グラフ Gが与えられたとき，5つの操作

のうち少なくともひとつを適用することができ，頂点数が 1または 2, Gよりも

大きい単純グラフである極小剛な panel-hinge グラフを得ることができる．さら

に，各操作は多項式時間で実行可能である．

定理 3.2. 三角形グラフから開始し，5 つの操作の操作列を施すことによって，

任意の単純グラフである極小剛な panel-hinge グラフを得ることができる．

多重グラフである panel-hinge グラフは工学的な観点からは重要ではないの

で，本研究では，単純グラフである panel-hingeグラフに着目する．

多重辺を含むが自己ループを持たない多重グラフを G = (V,E) とする.

X ⊆ V について，G[X] を X により誘導されるグラフとし，δG(X) = {uv ∈

E | u ∈ X, v ̸∈ X}とする．X = {v}について，単体のみによる集合を記述す

る際に，集合を表す括弧を例えば δG({v})は δG(v)とするように省略する．本

章において，任意の正の整数をmとし，1 ≤ i, j ≤ m, i ̸= j とし，∪m
i=1Vi = V
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としたとき，頂点の部分集合の集合 {V1, V2, . . . , Vm} を V の分割 P とする．

δG(P) を，P において別の頂点集合間をつなぐ G の辺集合とする．Ẽ を G̃ の

辺集合とする．さらに ẽを Ẽ の辺 eを D − 1個の平行な辺に置き換えた辺の集

合とする．1 ≤ i ≤ D − 1とし，ẽの辺を ei とインデックスをつけ，ẽの i番目

の辺と表すこととする．

Katohと Tanigawa [14]は極小剛な panel-hingeグラフ G = (V,E)から，よ

り小さな極小剛な panel-hingeグラフを生成する 2つの操作を示した．

一つ目の操作は剛な真部分グラフを縮約する操作である. ここで，1 < |V ′| <

|V |を満たす Gの部分グラフ G′ = (V ′, E′)が剛であるとき，G′ を剛な真部分

グラフと呼ぶ (図 3.1(a)).

二つ目の操作は，splitting off と呼ばれる操作である (図 3.1(b))．Gの頂点 v

について，Gにおいて v が隣接する頂点の集合を NG(v)とする．次数 2の頂点

についてのみ splitting off の操作を行うことができる．ここで NG(v) = {a, b}

とする．Gab
v を, Gから v と v に接続する辺を除き，新たな辺 abを追加してで

きるグラフとする．したがって，Gab
v は va または vb を縮約してできるグラフ

と同型である．

剛な真部分グラフには様々な頂点数のグラフを考えることができ，縮約の逆操

作によって，より大きな極小剛なグラフを生成すると頂点数が突然大きいグラフ

ができることとなり，列挙することができない．

したがって，これら 2 つの逆操作のみによって，直接的にすべての極小剛な

panel-hingeグラフを多項式時間で列挙するアルゴリズムは構築できないことに

注意する．

さらに，以下の 6つの補題が知られている [14]．

補題 3.1. [14] 剛な panel-hinge グラフを G とする．このとき G は 2辺連結グ

ラフである．

以下の補題は，極小剛な panel-hingeグラフの剛な部分グラフを縮約してでき
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図 3.1 (a) 真に剛な部分グラフを縮約する操作 (b) 次数 2 の頂点に対して

splitting offの操作を行う.

るグラフが，より小さなサイズの極小剛な panel-hingeグラフであることを示し

ている．

補題 3.2. [14] 多重グラフである極小剛な panel-hingeグラフを G = (V,E)と

し，Gの剛な部分グラフを G′ = (V ′, E′)とする．このとき Gに対して E′ を縮

約してできるグラフは多重グラフである極小剛な panel-hingeグラフである．

剛な真部分グラフを持たない極小剛な panel-hingeグラフに着目したとき，頂

点の個数により，辺の本数の上限が以下の補題によって与えられる．

補題 3.3. [14] 剛な真部分グラフを持たない，多重グラフである極小剛な panel-

hingeグラフを G = (V,E)とする．このとき，以下が成り立つ．

(D − 1)|E| < D(|V | − 1) +D − 1 (3.1)

以下の補題は次数が低い頂点が存在していることを示している．

補題 3.4. [14] 剛な真部分グラフを持たない，多重グラフである極小剛な panel-

hinge グラフを G = (V,E) とする．このとき，G はサイクルグラフであるか，

0 ≤ i ≤ d − 1において vivi+1 ∈ E のような長さ dの鎖 v0, v1, . . . , vd を含み，

1 ≤ i ≤ d− 1において |δG(vi)| = 2が成り立つ．

以下の補題は極小剛な panel-hingeグラフ Gにおいて Gab
v は常に剛であるこ
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とを示している.

補題 3.5. [14] 剛な panel-hinge グラフを G = (V,E) とする．このとき，

NG(v) = {a, b}とする次数 2の任意の頂点 vについて，Gab
v は剛な panel-hinge

グラフである．

splitting offは一般に極小性は保証していない. しかし剛な真部分グラフを持

たない極小剛な panel-hinge グラフについては splitting offを行ってできるグラ

フは極小剛となる．

補題 3.6. [14] 剛な真部分グラフを持たない，極小剛な panel-hinge グラフを

G = (V,E)とする．このとき，NG(v) = {a, b}とする次数 2の任意の頂点 v に

ついて，Gab
v は極小剛な panel-hingeグラフである．

本章の構成は以下の通りである．3.2節では 5つの操作を導入し，定理 3.1を

証明する．3.3節では定理 3.2を証明する．3.4節では本章の結語を述べる．

3.2 極小剛な panel-hingeグラフを逐次的に生成する 5

つの操作

頂点数を n とし n ≥ 3 とする. 単純グラフである極小剛な panel-hinge グラ

フ G = (V,E)について考える．n = 3のとき, Gは三角形グラフである. Gよ

りも頂点数が 1 または 2 大きい単純グラフである極小剛な panel-hinge グラフ

G′ = (V ′, E′)を生成する以下の 5つの操作を定義する.

操作 1 (edge-split): ある辺 abを選び，ab に対して新たに頂点 v を追加してで

きるグラフが剛であるとき，頂点を追加する (図 3.2(1)).

操作 2 (edge-split plus 1-addition): 以下を満たす V の頂点分割 P が存在する
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場合を考える．

(D − 1)|δG(P)| = D(|P| − 1) (3.2)

P = {V1, V2, . . . , Vm}とする．ある辺 ab ∈ δG(P)に対して，ab に対して新

たに頂点 v を追加する．1 ≤ i, j ≤ m, i ̸= j としたとき，x ∈ Vi, y ∈ Vj と

なり, 辺 ab を E ∪ {va, vb}\{ab} に追加することによって G よりできるグラ

フ H が極小剛となる頂点 x, y ∈ V を見つける．このとき辺 xy を追加する

(図 3.2(2)). 次節では常にこのような辺 xy が存在することを示す．

操作 3 (vertex 2-addition): 新たに頂点 v を追加し，頂点 a, bを選び, 辺 va, vb

を追加してできるグラフが極小剛であるとき，この操作を行う (図 3.2(3))．

操作 4 (triangle-addition): 任意の頂点 aを選び, 新たに頂点 v1 と v2, 辺 v1a,

v1v2, v2aを追加する (図 3.2(4)).

操作 5 (triangle-expansion): 任意の頂点 a を選択する．a の次数を d とす

る. 頂点 b と c が少なくともひとつ, a の隣接頂点につながった三角形グラ

フ v, b, c で a を置き換えることで G からできるグラフを H とする．この操

作は操作後のグラフが極小剛である場合にのみ行う (図 3.2(5)). より正確に

は, NG(a) = {v1, v2, . . . , vp} とし, p′ を 2 ≤ p′ ≤ p を満たす正の整数とする.

V ′ = V ∪ {b, c}\a, E′ = E ∪ {vib : 1 ≤ i ≤ p′ − 1} ∪ {vic : p′ ≤ i ≤ p}\{via :

1 ≤ i ≤ p}とする H = (V ′, E′)とする.

3.2.1 定理 3.1の証明

5つの操作のうちの 1つを施してできるグラフを H = (V ′, E′)とする．

(1) edge-split (図 3.2(1)).

H が極小であることを示す．背理法を用いるために H が極小ではない，すなわ

ち冗長な辺 f が H に存在すると仮定する．従って f を取り除いても H は剛で
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図 3.2 極小剛な panel-hingeグラフを逐次的に生成する操作
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図 3.3 D = 6 の時の操作 1 に関する図．(a) 極小剛な panel-hinge グラフ

G と G に対応する G̃．(b) 操作 1 を G に対して行ってできるグラフ H と

H に対応する H̃．

ある．v は次数 2であるので, f ̸= va, vbである. よって f ∈ E である．H\{f}

は剛であるので, 補題 3.5 より Hab
v \{f} もまた剛である．Hab

v = G より G が

冗長であることとなり，Gが極小剛であることに反する．従って，H は極小剛

な panel-hingeグラフである．

(2) edge-split plus 1-addition (図 3.2(2)).

はじめに H が剛であることを示す．(D − 1)|δG(P)| = D(|P| − 1)より, P ′ =
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図 3.4 D = 6 の時の操作 2 に関する図．(a) 極小剛な panel-hinge グラフ

G と G に対応する G̃．(b) 操作 2 を G に対して行ってできるグラフ H と

H に対応する H̃．

(V1, V2, . . . , Vm, Vm+1 (= {v})) は命題 2.3 の条件を満たしていないので ab を

edge-splitしてできたグラフは剛ではない. そこで, 1 ≤ i, j ≤ m, i ̸= j とした

とき, x ∈ Vi, y ∈ Vj とし, E ∪ {va, vb}\abに辺 xy を追加することで Gよりで

きるグラフ H を剛とするような辺 xy が常に存在することを示す．そのような

辺 xy が存在することを適確と呼ぶこととする．このことを示すために, abが適

確であることを示す．辺 abj を使用する全域木を Tj (1 ≤ j ≤ D − 1)とし, ãb

を使用しない全域木を TD とするような G̃ における D 個の辺素な全域木を Tj

(1 ≤ j ≤ D)とする (図 3.4(a)). T1, . . . , TD において j = 1, 2, . . . , D − 2とし,

T ′
j = Tj∪{vaj , vbj}\{abj}, T ′

D−1 = TD−1∪{vaD−1, ab1}, T ′
D = TD∪{vbD−1}

とする (図 3.4(b)). このとき T ′
1, . . . , T

′
D は明らかに H̃ において辺素な全域木

である．よって H は剛である．しかし, 極小剛ではない場合がある.

操作を行ってできるグラフが極小剛であるときのみ，この操作は行うことと

し，グラフが極小剛であるかの判定は例えばペブルゲームアルゴリズムを用いる

ことで調べることができる [22].

(3) vertex 2-addition (図 3.2(3)).
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図 3.5 D = 6 の時の操作 3 に関する図．(a) 極小剛な panel-hinge グラフ

G と G に対応する G̃．(b) 操作 3 を G に対して行ってできるグラフ H と

H に対応する H̃．

H が剛であることを示す．vaj または vbj′ を追加することにより, G̃の D 個の

辺素な全域木 Tj (1 ≤ j ≤ D)から D 個の辺素な全域木 T ′
j (1 ≤ j ≤ D)を H̃

についてとることができることを示す (図 3.5(b)). ṽa ∪ ṽb の辺数は 2(D − 1)

であることから, 常に可能である．従って, vertex 2-additionによって得られる

グラフH もまた剛である. 一方で常に極小であるとは限らないので, この操作も

また, 操作後のグラフが極小剛であるときにのみ行う．

(4) triangle-addition (図 3.2(4)).

H が極小剛な panel-hinge グラフであることを示す．グラフ G は極小剛な

panel-hingeグラフであるので, G̃には D 個の辺素な全域木が存在する. F を三

角形グラフとし, ここで F は極小剛な panel-hingeグラフである. このとき, F̃

にはD個の辺素な全域木が存在する (図 3.6(a)). G と F は単一の頂点 aを共有

するので, G̃と F̃ の全域木の和集合は明らかに H̃ の全域木となる (図 3.6(b)).

Gと F のが極小剛であることから H も明らかに極小である. 従って H は極小

剛な panel-hingeグラフである.
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図 3.6 D = 6 の時の操作 4 に関する図．(a) 極小剛な panel-hinge グラフ

G と G に対応する G̃．(b) 操作 4 を G に対して行ってできるグラフ H と

H に対応する H̃．

(5) triangle-expansion (図 3.2(5)).

H が剛であることを示す．F = vbcを三角形グラフとする. このとき F は極小

剛な panel-hingeグラフである. 従って F̃ には D 個の辺素な全域木が存在する

(図 3.7(a)). G′ を H から v 及び接続する辺 vbと vcを除き bcとしたグラフと

する．

Gの全域木を T としたとき，1辺が aに接続するとき (その辺を viaと呼ぶ)，

1 ≤ i ≤ p′ − 1として G′ の部分グラフ ST の vibに対応させ，それ以外を vicと

するような ST を自然に定義することができる．

より丁寧に言えば，ST の辺集合は以下によって定義される．

{e ∈ T | e is not incident to a} ∪ {vib | via ∈ T, 1 ≤ i ≤ p′ − 1}

∪{vic | via ∈ T, p′ ≤ i ≤ p}

このとき, F の全域木と ST の和集合が H の全域木であることは容易に確認
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図 3.7 D = 6 の時の操作 5 に関する図．(a) 極小剛な panel-hinge グラフ

G と G に対応する G̃．(b) 操作 5 を G に対して行ってできるグラフ H と

H に対応する H̃．

a c

b
G H

v

図 3.8 D = 6 の時の操作 5 に関する図．操作 5 を行なって極小剛ではない

panel-hingeグラフができる例．

できる. すなわち triangle-expansionによってできるグラフ H は剛である.

しかし, 操作 5 によってできるグラフは常に極小剛であるとは限らない. 図

3.8に示す極小剛な panel-hingeグラフ Gについて, 三角形 v, b, cによって頂点

aを置き換えてできるグラフ H を考える. H から辺 bcを除いてできるグラフが

剛であることから H は冗長なグラフである.

最後に 5つの操作が多項式時間で実行可能であることを示す．(3.2)を満たす
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P を多項式時間で見つけることができる (より正確には, 最大流 O(n)で計算す

ることを応用することで可能である [35]). 操作 2を行う際に辺 xyを追加するこ

とによってできるグラフが剛であるかの確認はペブルゲームアルゴリズム [22]

を用いることによって O(n2)で可能である. その他の 4つの操作も多項式時間

で実行可能である.

3.3 定理 3.2の証明

本節では定理 3.2の証明を行う. はじめに以下の 3つの補題を示す.

補題 3.7. G′ = (V ′, E′) を |V ′| ≥ 3 とし, 剛な真部分グラフを含まない, 単純

グラフである極小剛な panel-hingeグラフとする. このとき, 次数 2の頂点数は

(D − 3)|V ′|/(D − 1) + 2/(D − 1)以上である.

証明 補題 3.3より, 以下が成り立つ.

(D − 1)|E′| < D(|V ′| − 1) + (D − 1) (3.3)

次数 2の頂点数を k とする. このとき |V ′| − k 個の次数 2よりも大きい頂点が

存在することとなる. これより以下が成り立つ.

2k + 3(|V ′| − k) ≤ 2|E′| (3.4)

式 (3.3) と 式 (3.4)より

2(D − 1)k + 3(D − 1)(|V ′| − k) ≤ 2(D − 1)|E′| ≤ 2D(|V ′| − 1) + 2(D − 1)

その結果, 以下が得られる.

k ≥ (D − 3)|V ′|/(D − 1) + 2/(D − 1) □

補題 3.8. 多重グラフである極小剛な panel-hingeグラフを G = (V,E)とする.
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図 3.9 頂点 a，b間の 2重辺を縮約した後に 2重辺ができる場合．

このとき, (a) Gは 2つより多い多重辺を持たない. (b) 二重辺を 1つの頂点に

縮約して新たに多重辺ができることはない.

証明 (a) Gが頂点 a と bの間に三重辺を持つと仮定する. G̃と G̃の D個の辺

素な全域木について考える．このとき G̃は高々 D が D 個の辺素な全域木に用

いられる辺 3(D− 1) D ≥ 6及び 2(D− 1) ≥ Dより aと bの三重辺の少なくと

も 1辺は冗長である.

(b) 二重辺を縮約した後のグラフも, 補題 3.3より極小剛である．二重辺を縮約

することによってできるグラフに新しい二重辺ができると仮定する．これは二

重辺 e と e′ が頂点 a, b ∈ V の間に存在することであり, さらに頂点 aと bは共

通の隣接頂点 vを持つ (図 3.9). eまたは e′ が冗長であり, Gの極小性に反する．

従って二重辺を縮約することによって新たに二重辺はできない．

以下の補題は定理 3.2の証明において重要な役割を担う．

補題 3.9. |V | ≥ 3 とし, 単純グラフである極小剛な panel-hinge グラフ G =

(V,E)には少なくとも 1つ次数 2の頂点が存在する.

証明 背理法を用いるために, すべての頂点の次数が 3以上である単純グラフで

ある極小剛な panel-hinge グラフ G が存在すると仮定する. 以下の 2 つの場合

を考える.

場合 1. Gが剛な真部分グラフを持たない場合.
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各頂点の次数が 3以上であるので, 以下が成り立つ.

3|V | ≤ 2|E| (3.5)

補題 3.3及び式 (3.5) より

3(D−1)|V |≤2(D−1)|E| ≤ 2D(|V |−1)+2(D−1) (3.6)

その結果 (D − 3)|V | ≤ −2となり, |V | ≥ 3に反する.

場合 2. Gが剛な真部分グラフを持つ場合.

各頂点の次数が 3以上であるすべての極小剛な panel-hingeグラフ Gの中から

最小の頂点数のグラフを選ぶ. G′ = (V ′, E′)を Gの最小の頂点数の真部分グラ

フとする．仮定より Gは次数 2の頂点を持たず, 補題 3.7より |δG(V ′)| ≥ 3と

なる. G′ を頂点 sに縮約してできるグラフを G′′ とし, 以下の 2つの場合につい

て考える. 補題 3.2より, G′′ は極小剛な panel-hingeグラフである.

場合 2A. G′′ が二重辺を持たない場合.

このとき, G′′ は単純グラフである極小剛な panel-hinge グラフである. さらに

|δG(V ′)| ≥ 3より sの次数は 3以上であり, Gについての仮定より, 他の頂点の

次数についても 3以上である. これは Gの頂点数が最小であることに反する.

場合 2B. G′′ が二重辺を持つ場合.

このとき, G′ と G \ G′ をつなぐ辺は G \ G′ の頂点を共有する (図 3.11). G′

を単一の頂点に縮約した後, いくつかの二重辺の集合が存在する. すべての二重

辺を単一の頂点に縮約した後, 補題 3.8より縮約した後のグラフは二重辺を持た

ない.

主張 3.1. G′′ について s に隣接する頂点数が 3 以上のとき, s に接続するすべ

ての多重辺を縮約してできるグラフに次数 2の頂点は存在しない.

証明 v1, . . . , vl を s に隣接する頂点とする. 多重辺が存在する場合を考える. s
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図 3.10 s′ に隣接する頂点

と vi (1 ≤ i ≤ k)の間に多重辺が存在し, sと vj (k+1 ≤ j ≤ l)の間に単一の辺

が存在すると仮定した場合にも一般性は失われない (図 3.10). v1, . . . , vk の次数

は 3以上なので, v1, . . . , vk の各頂点は s以外の頂点に少なくとも 1つ隣接する.

vi (1 ≤ i ≤ k)について wを vi の s以外の隣接する頂点とする. w ̸= v1, . . . , vk

であることを背理法によって示す．三角形グラフは極小剛な panel-hingeグラフ

であるので, vi, w, sの誘導部分グラフは冗長である. G′′ は冗長となり, G′′ が

極小剛であることに反する. したがって，1 ≤ j ≤ k の時，任意の j について

w ̸= vj が成立する．

s′ を s と vl の間のすべての多重辺を縮約してできる頂点とし, G′′′ をすべて

の多重辺を縮約してできるグラフとする. このとき |δG′′′(s′)| ≥ l となる. l ≥ 3

より, s に接続するすべての多重辺を縮約して次数 2 の頂点ができることはな

い.

補題 3.4より, G′ は (D + 1)以上の頂点数のグラフ，または頂点数 D 以下の

サイクルグラフであるので, それぞれの場合について考える.

場合 2B-a. G′ の頂点数が D + 1 以上の場合. G′ の頂点数が最小であるので,

G′ は剛な真部分グラフを持たない. 従って補題 3.7より, G′ は D − 1以上の次

数 2の頂点を持つ. G′ とG\G′ の間にD−1本以上の辺が存在することとなる.

補題 3.7より |δG′′(s)| = |δG(V ′)| ≥ D − 1が成り立つ. 補題 3.2より G′′ は

極小剛であり, G′′ は補題 3.8より 2より多い多重辺は持たない. 従って, G′′ に
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図 3.11 G′ の頂点数は高々 D + 1 (図は D = 6の場合)
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図 3.12 (a) G′ はサイクルグラフ (b) G′′ について，G′ を縮約してできる頂

点 sは 2つの隣接頂点を持つ．

おいて sに隣接する頂点数は ⌈(D − 1)/2⌉以上であり, D ≥ 6より 3以上であ

る. このことから, この場合は主張 3.1が適応できる. したがって, 縮約によって

次数 2の頂点ができることはない. 従って, 縮約によって各頂点が次数 3以上の

単純グラフである極小剛な panel-hingeグラフができるが, このことは Gの頂点

数の最小性に矛盾する.

場合 2B-b. G′ が頂点数 D 以上のサイクルグラフの場合.

G′ と G \ G′ の間の 3辺が G \ G′ の頂点を共有しているとき, そのうちの 1辺

は冗長であり, Gが極小剛であることに矛盾する.

従って, G′とG\G′の間の 2辺がG\G′の頂点を共有している場合を考える.
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va, vb がそのような辺であるとする. このとき補題 3.1 より, 剛な panel-hinge

グラフは 2-辺連結であるので, G′ の頂点 aと bの間には辺素な経路 P1, P2 が存

在する (図 3.12(a)). G′ は Gの最小の剛な真部分グラフであるので，以下が成

り立つ．

|P1|+ |P2| ≤ |P1|+ 2, |P1|+ |P2| ≤ |P2|+ 2 (3.7)

成立しないとした時，サイクルグラフ P1 ∪ {va, vb}または P2 ∪ {va, vb}の頂

点数が G′ よりも小さいこととなり，Gのすべての剛な真部分グラフの中で最小

の頂点数であるようにG′ を選んだことに反する．|P1| ≤ 2かつ |P2| ≤ 2である

ので以下の場合を考える．

場合 2B-b-i. |P1| = 1 and |P2| = 1.

このとき, 多重グラフとなり，Gが単純グラフであることに反する．

場合 2B-b-ii. |P1| = 2 and |P2| = 1.

G′ が頂点数 3以上のサイクルグラフであるとき，V ′ ∪ v の誘導部分グラフは明

らかに冗長であり，Gの極小性に反する．

場合 2B-b-iii. |P1| = 2 and |P2| = 2.

c と d がそれぞれ P1, P2 に含まれる頂点であるとする．Ex を x ∈ V ′ と

G \ G′ をつなぐ辺の集合であるとする．adbc を G′ の閉路とする．G′ はサイ

クルグラフであるので，adbc は G′ と一致する．G の各頂点は次数 3 以上であ

り, δG(V
′) = 4 となる. G \ G′ における δG(V

′) の端点の集合を W とする．

|W | ≥ 3のとき, G′ を頂点 sに縮約した後，補題 3.1が適応できる．さらに G′′

の多重辺を縮約することで, 各頂点の次数が 3以上の単純グラフである極小剛な

panel-hingeグラフができる．これは, 次数が 3以上のすべての単純グラフであ

る極小剛な panel-hingeグラフにおいて，Gが頂点数最小であることに反する．

従って, |W | = 2と仮定する. W = {v, v′}とする．この場合, 図 3.12(b)のよう

な状況である．このとき，頂点 v, a, c, v′, d, bで構成される 6-閉路が存在し, 6-閉
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路は極小剛な panel-hingeグラフであるので辺 ad, bcは冗長であるので, Gの極

小性に反する．従って, G′ は D 以上のサイクルグラフではない.

場合 1及び 2より, 単純グラフである極小剛な panel-hingeグラフにおいて次

数 2の頂点は 1つ以上存在する.

単純グラフである極小剛な panel-hingeグラフにおける頂点数の帰納法によっ

て証明する. 基本的な場合として，三角形グラフは明らかに単純グラフである極

小剛な panel-hingeグラフであり，定理を満たす．

n ≥ 4として, 頂点数が n− 1以下の任意の極小剛な panel-hingeグラフを, 三

角形グラフから始める 5つの操作の操作列によって生成可能であると仮定する.

頂点数 nの極小剛な panel-hingeグラフ G = (V,E)が存在すると仮定する．G

に対して, 5つの操作のうちのいずれかの操作の逆操作を施すことにより，頂点

数が n− 1または n− 2の極小剛な panel-hingeグラフを生成可能であることを

証明する．空ではない E の分割を E1, E2 とする. E1, E2 の辺集合により誘導

される部分グラフをそれぞれ G[E1], G[E2]とする.

G[E1] 及び G[E2]は単一の頂点 v を共有しており，すなわち v は切断点であ

り, G[E2]が三角形グラフであると仮定する．このとき, Gは G[E1]に対して操

作 4を施してできたグラフである. 従って, Gが G[E2]が三角形グラフであるよ

うな E1 及び E2 の分割を持たない場合を考える. さらに, Gが三角形グラフを

剛な真部分グラフとして持ち, 三角形グラフの頂点のうち一つが次数 2 のとき,

操作 5の逆操作を行う．この場合, 補題 3.2より, 操作後のグラフは極小剛なグ

ラフである. 従って, 以下では Gは三角形グラフを部分グラフとして持たない場

合を考える.

操作 1, 2, 3 のいずれかの操作のうちの一つの逆操作を施すことができるこ

とを示す. はじめに操作 1 の逆操作を行うことを考える. 補題 3.9 より, 次数

2 の頂点は少なくとも一つ存在する．ここで, 操作 1 の逆操作とは, すなわち

splitting offのことである. 従って, v に隣接する頂点を a, bとし, 操作後のグラ

フを Gab
v とする. G にはその部分グラフとして三角形グラフが存在しないと仮
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図 3.13 操作 2の逆操作

定しているので, 辺 abは存在しない. よって, Gab
v は単純グラフである.

ここで, Gが剛な真部分グラフを持つ場合と持たない場合で場合分けをして証

明する.

場合 1. Gが剛な真部分グラフを持たない場合.

この場合, 補題 3.6 より, 操作 1の逆操作 (すなわち splitting off) により, 頂点

数が n− 1の極小剛な panel-hingeグラフを生成することができる.

場合 2. Gが剛な真部分グラフを持つ場合.

この場合, 補題 3.5 より操作後のグラフは剛である. しかし, 極小性は保証さ

れていない. 操作後のグラフが極小剛である場合, 頂点数が n − 1 の極小剛な

panel-hinge グラフを得ることができる. そこで, それ以外の場合について考え

る. 辺 abが冗長であるとき, Gab
v より abを除いたグラフは剛である. このグラ

フは操作 3(vertex 2-addition)の逆操作を行ってできるグラフと同じである. こ

のとき G は極小剛であるので, 操作 3 の逆操作を行ってできるグラフは常に極

小剛である. 従って, 次数 2の頂点 v が存在し, Gab
v において辺 abが冗長である

とき, Gについて操作 3の逆操作を施して頂点数 n− 1の極小剛な panel-hinge

グラフができる.

従って, Gab
v について abが冗長ではなく冗長な辺 e ∈ E \ {av, bv}が存在す

る場合を考える (図 3.13). G′ = Gab
v \ {e}とする. Gは極小剛であり, 命題 2.3

より, 任意の頂点分割 P に対して以下が成り立つ.
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(D − 1)|δG(P)| ≥ D(|P| − 1) (3.8)

Gが極小剛であるので, eを除いたとき, G\{e}は剛ではない. 従って, 命題 2.3

より, 以下の式を満たす e ∈ δG(P)となる頂点分割 P が存在する.

(D − 1)|δG\{e}(P)| < D(|P| − 1) (3.9)

これより以下を得る.

(D − 1)|δG(P)| < D|P| − 1 (3.10)

P = {V1, V2, . . . , Vm}とし, v ∈ V1 とする.

|V1| ≥ 2または |V1| = 1の場合について考える.

場合 2A. |V1| ≥ 2

P ′ を P において V1 より v を除いてできる頂点分割とする.

このとき，以下の式が成り立つ.

|P ′| = |P|, |δG′(P ′)| ≤ |δG(P)| − 1 (3.11)

式 (3.11)より, 以下が成り立つ.

(D − 1)|δG′(P ′)| −D(|P ′| − 1) ≤ (D − 1)(|δG(P)| − 1)−D(|P| − 1)

= (D − 1)|δG(P)| −D|P|+ 1 < 0 (3.12)

これは G′ が剛であることに矛盾するので, このような頂点分割 P は存在し

ない.
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場合 2B. |V1| = 1.

P ′ = P \ {{v}}とする.

場合 2B-a. ある i ̸= 1とする Vi に aと bが含まれる場合.

このとき以下が成り立つ.

|P ′| = |P| − 1, |δG′(P ′)| = |δG(P)| − 3 (3.13)

これより以下を得る.

(D − 1)|δG′(P ′)| −D(|P ′| − 1)

= (D − 1)(|δG(P)| − 3)−D(|P| − 2)

= (D − 1)|δG(P)| −D|P|+ 1−D + 2 < 0 (3.14)

G′ の剛性に矛盾するので, このような P は存在しない.

場合 2B-b. i > 1, j > 1とし i ̸= j とする Vi と Vj に aと bが含まれる場合.

P ′ = P \ V1 とする. このとき以下が成り立つ.

|P ′| = |P| − 1, |δG′(P ′)| = |δG(P)| − 2 (3.15)

Gab
v は剛であり, 辺 eは冗長であるので, G′ もまた剛な panel-hingeグラフで

ある. このとき命題 2.3より, 以下が成り立つ.

(D − 1)|δG′(P ′)| ≥ D(|P ′| − 1) (3.16)

式 (3.15)(3.16)より,
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(D − 1)|δG(P)| ≥ D|P| − 2 (3.17)

式 (3.10)(3.17)より,

(D − 1)|δG(P)| = D|P| − 2 (3.18)

式 (3.15)(3.18)より,

(D − 1)(|δG′(P ′)|+ 2) = D(|P ′|+ 1)− 2

(D − 1)|δG′(P ′)| = D(|P ′| − 1) (3.19)

式 (3.19)より, G′ は極小剛である. さらに, 式 (3.19)は操作 2の条件に等しい.

よって, 極小剛な panel-hinge グラフ G に対して操作 2 の逆操作を行うことで

頂点数が n− 1の極小剛な panel-hingeグラフを作ることができる.

従って, 任意の与えられた頂点数 nの単純グラフである極小剛な panel-hinge

グラフに対して, 5 つの操作の逆操作のうちの一つを施すことにより, 頂点数が

n− 1または n− 2の極小剛な panel-hingeグラフを生成することができる.

3.4 結語

第 3 章では, d ≥ 3 とする d 次元の単純グラフである極小剛な panel-hinge

グラフを逐次的に生成する操作を定義し, 以下のことを証明した. (i) 極小剛な

panel-hinge グラフに対して 5 つの操作を行ってできるいずれのグラフもまた,

極小剛な panel-hingeグラフである. (ii) 5つの操作の操作列を施すことにより,

任意の極小剛な panel-hingeグラフを生成可能である.

多項式時間で全ての単純グラフである極小剛な panel-hingeグラフを生成する
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手法の開発は今後の課題である. 操作 5を行う場合, 頂点 aの d個の隣接頂点を

2つの部分集合に分ける際, O(2d)の選択肢が存在するため，多項式時間アルゴ

リズムを開発することの問題点となっている．
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第 4章

Panel-hinge グラフの冗長剛性及

び冗長大域剛性の特徴付け

4.1 序説

本研究の目的はグラフの連結性の観点から Rd の panel-hingeグラフの冗長な

剛性及び冗長な大域的剛性の特徴づけを行うことである．グラフの連結性はこれ

までに広く研究が行われてきており [6, 30], 2次元の bar-jointフレームーワー

クについては，剛性とグラフの連結性に関する既往研究がある [11, 23, 37].

ここで，混合連結度 (mixed-connectivity) の定義を行う．

定義 4.1. 混合連結度 (mixed-connectivity) k と hをそれぞれ k ≥ 1, h ≥ 1と

する整数とする．グラフ G から任意の (k − 1) 個の頂点を取り除いてできるグ

ラフが, h-辺連結グラフであるとき, グラフ Gを (k, h)-連結と呼ぶ.

以下では, 任意の (h− 1)本の辺をグラフ Gより除いてできるグラフが Rd に

おいて剛であるとき, Rd において Gは h-辺剛であると呼ぶ. 我々の定義と成果

は任意の次元 d (d ≥ 2)において成立し，それぞれの例においては，特定の次元

についてのものとする．
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ここで，グラフについての冗長剛性の定義を行う．

定義 4.2. 冗長剛性 (redundant rigidity) k と hをそれぞれ k ≥ 1, h ≥ 1とす

る整数とする．グラフ G から任意の (k − 1) 個の頂点を取り除いてできるグラ

フが, Rd において h-辺剛グラフであるとき, グラフ Gを Rd において (k, h)-剛

であるという.

さらに, 本研究は大域剛性に応用することができる．(G,p)と表現できる全て

の d次元フレームワークが，唯一の実現のみであるとき，Rd において (G,p)を

大域剛であるという (より詳細な定義は [13]を参照)．Rd においてグラフ Gの

一般配置における全ての実現が大域剛であるとき，Rd において，グラフ Gは大

域剛である．Gより (h− 1)本の辺を除いてできるグラフが Rd において大域剛

であるとき, Gは Rd において h-辺大域剛であるという.

ここで，グラフについての冗長な大域剛性についての定義を行う．

定義 4.3. 冗長大域剛性 (redundant global rigidity) k と hをそれぞれ k ≥ 1,

h ≥ 1とする整数とする．グラフ Gから任意の (k− 1)個の頂点を取り除いてで

きるグラフが, Rd において h-辺大域剛グラフであるとき, グラフ Gを Rd にお

いて (k, h)-大域剛であるという.

本章の主な成果は以下の定理を示したことである．

定理 4.1. k と hをそれぞれ k ≥ 1, h ≥ 1とする整数とする．(1) グラフ Gが

(k, h + 1)-連結であることとは R2 において G が (k, h)-剛であることの必要十

分条件である. さらに Gが (k, h)-連結であることは R2 において Gが (k, h)-大

域剛であることの必要十分条件である.

(2) d ≥ 3について, 任意のグラフ Gについて以下の 3つの条件は等価である.:

(i) Rd において Gは (k, h)-剛である. (ii) Rd において Gは (k, h)-大域剛であ

る. (iii) Gは (k, h+ 1)-連結である.
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Katohらは以下の命題を示した [14].

命題 4.1 (Katoh et al.). Gをグラフとする. このとき, d ≥ 2とし, Gが Rd に

おいて剛であるとき, Gは 2-辺連結である.

Jordánらは panel-hingeフレームワークの大域剛性の特徴づけを行った [13].

命題 4.2 (Jordán et al.). Gをグラフとしたとき, Gが 3-辺連結であることは

R2 において Gが大域剛であることの必要十分条件である.

命題 4.3 (Jordán et al.). G をグラフとし, d ≥ 3 とする. D =
(
d+1
2

)
とし,

(D − 1)Gの任意の辺 f について (D − 1)G − f が D 個の辺素な全域木を持つ

ことは Rd において Gが大域剛であることの必要十分条件である.

4.2 定理 4.1の証明

本節では定理 4.1 の証明を行う. そのために次の 3 つについて証明を行う. (a)

Gが (k, h+ 1)-連結であることは, Gが d ≥ 2としたとき Rd において (k, h)-剛

であることの必要十分条件である. (b) Gが (k, h+ 2)-連結であることは, R2 に

おいて Gが (k, h)-大域剛であることの必要十分条件である. (c) Gが (k, h)-大

域剛であることは, d ≥ 3について Rd において Gが (k, h)-剛であることの必要

十分条件である.

これら 3つをまとめたとき，定理 4.1の証明を完了することとなる．

(a)の十分条件についての証明

対偶をとり，(a)が十分条件であることを示す．従って, “Gが (k, h+ 1)-連結

ではないとき, Rd において Gは (k, h)-剛ではない”ということを示す.

|V ′| ≤ k − 1 とし G から頂点集合 V ′ ⊂ V を除いてできるグラフ G′ が,

(1, h + 1)-連結ではないような |V ′| が存在する. このとき, 命題 2.3 より,

|P| = 2 であり, |δG′(P)| ≤ h となるような頂点分割 P が存在する. ここで,
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|δG′′(P)| ≤ 1 となるような δG′(P) より (h − 1) 本の辺を除いてできるグラフ

G′′ が存在し, 命題 2.1, 2.3 より G′′ は剛ではない. 従って, 元のグラフ G は

(k, h)-剛ではない.

(a)の必要条件についての証明

背理法により証明する. : Gは (k, h+1)-連結であり, Rd において (k, h)-剛で

はないと仮定する. (k − 1)個の頂点の集合を Gより除いてできるグラフ G′ が

h-辺剛ではないような頂点集合が存在する. (h− 1)本の辺を G′ より除いてでき

るグラフG′′が剛ではないような辺集合 F が存在する. 命題 2.1より, G′′の各辺

を (D − 1)本の多重辺で置き換えてできるグラフに D 個の辺素な全域木を詰め

込むことはできない. 命題 2.3より, |P| ≥ 2及び (D−1)|δG′′(P)| < D(|P|−1)

となるような, G′ の頂点分割 P が存在する. また, |δG′(P)| ≤ |δG′′(P)|+ h− 1

が成り立ち, 以下の式を得る.

|δG′(P)| < D

D − 1
(|P| − 1) + h− 1 (4.1)

一方, G′ は (1, h+ 1)-連結であるので, 以下が成り立つ.

|δG′(P)| ≥ h+ 1

2
|P| (4.2)

value(D,h, |P|)を以下のように定義する．

value(D,h, |P|) = D

D − 1
(|P| − 1) + h− 1− h+ 1

2
|P|

d ≥ 2より D ≥ 3であるので, D/(D − 1) ≤ 3/2となる. 従って，以下が成り

立つ.

value(D,h, |P|) ≤ 3

2
(|P| − 1) + h− 1− h+ 1

2
|P|

= −1

2
(h− 2)(|P| − 2)− 1

2
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このとき, 条件より h ≥ 2 と |P| ≥ 2, value(D,h, |P|) < 0は常に成り立ち,

これらより

D

D − 1
(|P| − 1) + h− 1 <

h+ 1

2
|P| (4.3)

となり, (4.1) と (4.2)に矛盾する.

(b)の証明

定義 4.1, 4.3と命題 4.2より, 証明は直ちに導かれる.

(c)の十分条件についての証明

大域剛の定義より, このことは明らかである.

(c)の必要条件についての証明

はじめに, 以下の補題を示す.

補題 4.1. d ≥ 3 とし, D =
(
d+1
2

)
としたとき, G = (V,E) を |V | ≥ 6 かつ

(D − 1)|E| = D(|V | − 1)を満たすグラフとする. このとき Gには次数 2の頂

点が少なくとも 6個以上存在する.

補題 4.1の証明

Gの次数 2の頂点の数を sとする. このとき, 以下の式を得る.

2|E| ≥ 2s+ 3(|V | − s) (4.4)

式 4.4 と (D − 1)|E| = D(|V | − 1)より, 以下の式を得る．

2D(|V | − 1) ≥ 2(D − 1)s+ 3(D − 1)(|V | − s) (4.5)

s ≥ D − 3

D − 1
|V |+ 2D

D − 1
(4.6)

|V | ≥ 6及びD ≥ 6より, (D− 3)|V |/(D− 1) = (1− 2/(D− 1))|V | ≥ 18/5と

2D/(D − 1) = 2 + 2/(D − 1) > 2を得る. これより s ≥ 6となる.

ここで背理法により証明する: G が Rd において (k, h)-剛であり, Rd におい
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て (k, h)-大域剛ではないと仮定する. G′ を G から (k − 1) 個の頂点と (h − 1)

本の辺を除くことによりできるグラフとし, G′ を大域剛とする. 命題 4.3 より,

(D−1)G′−f がD個の辺素な全域木を持たないような (D−1)G′の辺 f が存在

する. このとき, 命題 2.3より, |δ(D−1)G′−f (P)| < D(|P|− 1)となるような, G′

の頂点分割 P が存在する. G′ は剛であるので, (D−1)|δG′(P)| ≥ D(|P|−1)と

なる. |δ(D−1)G′−f (P)| = (D−1)|δG′(P)|−1より, (D−1)|δG′(P)| = D(|P|−1)

を得る.

補題 4.1 より, P の 6 つ以上の頂点集合が存在し, i = 1, . . . , p について

|δG′(Vi)| = 2となるような V1, . . . , Vp with p ≥ 6とする. G\G′ の任意の辺 e

について, G′ + eを考える. P と同じ頂点分割について, eが Vl と Vk をつなぐ

場合においても, |δG′+e(Vi)| = 2となるような少なくとも 4頂点以上の頂点集合

Vi が存在する.

G′ + eより Vi に接続する e′ を除いたとき, 命題 3より G′ + e− e′ は柔軟と

なる. 一方, Gは (k, h)-剛であることから G′ + eは 2-辺剛であるはずなので, 矛

盾.

4.3 結語

本章では, Rd においてグラフの冗長な剛性と冗長な大域剛性をグラフの連結

性によって特徴づけた.

最小本数の辺の追加で Laman グラフ (2 次元の一般の極小剛な bar-joint フ

レームワーク [19]) から 2-辺剛な bar-joint グラフを求める問題は NP 困難 [7]

であることと, 本研究の成果は大きく異なる.

定理 4.1より, 任意のグラフGを任意の次元において最小本数の辺を追加する

ことにより, h-辺剛とするために, Gを (h + 1)-辺連結とする多項式時間アルゴ

リズム [29]を用いることができる.

さらに, 定理 4.1 より, 与えられたグラフが h-辺剛であるかの確認は, グラ
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フが (h + 1)-辺連結であるかを O(|E| +min{h|V |2, |E||V | + |V |2 log |V |})で

確認することで, 可能である [27]. 特に h = 2 の場合, 線形時間で可能であ

る [26, 28, 41]. 同様に, h-辺大域剛も確認することができる.
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第 5章

剛な panel-hingeフレームワーク

の生成手法

5.1 序説

本章では, 組合せ剛性理論を建築形態デザインへと応用することを目的とし，

2 つの新たなアプローチを開発した．一つは一般的な配置ではない, 直交パネ

ルで構成された剛な panel-hinge フレームワークを演繹的に生成する手法であ

る. もう一つは, 空間充填多面体を基本形としてフラクタル図形に基づき, 一般

的な配置ではない, 剛な panel-hingeフレームワークの生成手法である. 形態デ

ザインへの応用可能性を示すために, 2つの提案手法により生成される，それぞ

れ異なる形態の例を示す．さらに, 適切なヒンジを除くことで展開可能な剛な

panel-hingeフレームワークの模型を示す．このように折紙のような展開可能な

構造物の工業分野への高い応用可能性は, これまでに示されている [38].

本章の構成は以下の通りである. 5.2 節では, 一般的ではない配置の剛な

panel-hinge フレームワークを逐次的に生成する手法を提案する．5.3 節は空間

充填多面体を用いて，剛な panel-hinge フレームワークを生成する手法を提案

する．
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5.2 直交パネルを用いた剛な panel-hingeフレームワー

クの生成手法

本節では，3章で開発した操作に基づき，非一般のヒンジ配置で構成される剛

な panel-hingeフレームワークを逐次的に生成する手法を探求した．

すべてのパネルが矩形で，x− y, y − z, z − x平面のうち一つに平行であり，

ヒンジはパネルの端にあるような panel-hingeフレームワークを，逐次的に生成

する手法をはじめに提案する．より大きなサイズの剛な panel-hinge フレーム

ワークを生成する 2 つの逐次的操作を定義する．このうち，1つの操作は第 3章

で示した panel-hingeグラフを逐次的に生成する操作に対応する．さらに，提案

する操作によって生成される形態の例を示す．これらの構造物の例では，部材自

体の荷重等は考慮していないことに注意する．前述の通り，提案手法のヒンジ配

置は一般的ではない．従って，提案手法を行なった後のフレームワークが剛であ

ることを示す必要がある．

操作 1 (Add 2-panel):新たなパネルを追加可能な辺があるパネル P1 を選ぶ. 2

枚の新たなパネル P2 と P3 を，P1, P2, P3 がそれぞれ直行し，P2 と P3 が P1

と，P2 と P3 がヒンジによって繋がっており，3つのヒンジは頂点 v において交

わるように追加する．

操作 2 (Add 3-panel):新たなパネルを追加可能な辺があるパネル P1 を選ぶ. 3

枚の新たなパネル P2, P3, P4 を，P1, P2, P4 が互いに直行し，P3 は P1 と平行

し，P2 と P4 は P1 とヒンジによって繋がり，P2 は P3 と，P3 は P4 とヒンジに

よって繋がっているように追加する．

ここで，操作Add 2-panelは第 3章で提案したグラフについての操作 triangle-

additionに対応している．図 5.1に操作 Add 2-panelによって生成された形態

を示す．図 5.2に操作 Add 2-panelを繰り返しによって生成された形態を示す．
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図 5.1 操作 Add 2-panel (上部，下部の図はそれぞれ，panel-hingeフレー

ムワーク，panel-hingeグラフ)．赤色破線で囲うパネルは P1，青色破線で囲

うパネルは新たに追加するパネル P2，P3 である．

ここで，以下の定理を示す．

定理 5.1. フレームワークが剛であるとき，操作 1を施してできるフレームワー

クもまた剛である．

証明 x1 ̸= x2, y1 ̸= y2, z1 ̸= 0 とし，P1 = (x1, y1, 0), P2 = (x1, y2, 0),

P3 = (x1, y2, z1), P4 = (x2, y2, 0) とする．ヒンジ P1P2, P2P3, P2P4 の 2-

extensor をそれぞれ，C(p(1)), C(p(2)), C(p(3)) とする．式 (2.5) より，以下

の等式が成り立つ．

C(p(1)) = (0,−(y1 − y2), 0, 0, 0, x1y2 − x1y1) (5.1)

C(p(2)) = (0, 0,−z1, y2z1,−x1z1, 0) (5.2)

C(p(3)) = (x1 − x2, 0, 0, 0, 0, x1y2 − x2y2) (5.3)

ヒンジ P1P2, P2P3, P2P4 によって繋がれたパネルの無限小動きをそれぞれ，

S1 と S2, S2 と S3, S3 と S1 とする．式 (2.5)より，以下の等式が成り立つ．
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S2 − S1 = t1C(p(1)) (5.4)

S3 − S2 = t2C(p(2)) (5.5)

S1 − S3 = t3C(p(3)) (5.6)

これらより，以下が成り立つ．

0 = t1C(p(1)) + t2C(p(2)) + t3C(p(3)) (5.7)

式 (5.1), (5.2), (5.3), (5.4)より，0 = t3(x1−x2), 0 = t1(y1−y2), 0 = −t2z1,

0 = −t2x1z1, 0 = (t1 − t3)(x1y2 − x2y2)となる．x1 ̸= x2, y1 ̸= y2, z1 ̸= 0よ

り，t1 = t2 = t3 = 0が成り立つ．式 (5.4), (5.5), (5.6)より，S1 = S2 = S3 が

成り立つ．従って，この操作によりできるフレームワークもまた剛である．

図 5.2 操作 Add 2-panelを繰り返し行なってできる構造物の例

操作 Add 2-panelを繰り返し行なって生成した構造物のイメージを図 5.3に

示す．

図 5.4に Add 3-panelによって生成した panel-hingeフレームワークを示す．

図 5.5に繰り返しこの操作を行なって生成した例を示す．ここで以下の定理を証

明する．

定理 5.2. フレームワークが剛であるとき，操作 2を施してできるフレームワー

クもまた剛である．
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図 5.3 操作 Add 2-panelを繰り返し行なって生成した構造物のイメージ

証明 x1 ̸= x2, y1 ̸= y2, z1 ̸= 0 とし，P1 = (x1, 0, 0), P2 = (x2, 0, 0), P3 =

(x1, 0, z1), P4 = (x2, 0, z1), P5 = (0, y1, z1), P6 = (0, y2, z1), P7 = (0, y1, 0) ,

P8 = (0, y2, 0)とする (図 5.6). ヒンジ P1P2, P3P4, P5P6, P7P8 の 2-extensor

をそれぞれ，C(p(1)), C(p(2)), C(p(3)), C(p(4))とする．式 (2.5)より以下が

成り立つ．

C(p(1)) = (x1 − x2, 0, 0, 0, 0, 0) (5.8)

C(p(2)) = (x1 − x2, 0, 0, 0, z1(x2 − x1), 0) (5.9)

C(p(3)) = (0,−(y1 − y2), 0, z1(y1 − y2), 0, 0) (5.10)

C(p(4)) = (0,−(y1 − y2), 0, 0, 0, 0) (5.11)

ヒンジ P1P2, P2P3, P2P4 によって繋がれたパネルの無限小動きをそれぞれ，

S1 と S2, S2 と S3, S3 と S4, S4 と S1 とする．式 (2.5)より，以下の式を得る．
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図 5.4 操作 Add 3-panel (上部，下部の図はそれぞれ，panel-hingeフレー

ムワーク，panel-hingeグラフ)．赤色破線で囲うパネルは P1，青色破線で囲

うパネルは新たに追加するパネル P2，P3，P4 である．

図 5.5 操作 Add 3-panelを繰り返し行なってできる構造物の例

S2 − S1 = t1C(p(1)) (5.12)

S3 − S2 = t2C(p(2)) (5.13)

S4 − S3 = t3C(p(3)) (5.14)

S1 − S4 = t4C(p(4)) (5.15)
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操作 Add 2-panelと同様に，S1 = S2 = S3 = S4 を示すことができる．従っ

て，この操作によってできるフレームワークもまた剛である．

5.2.1 建築的な形態を想定した剛な panel-hinge フレームワークの

生成

前節で提案した手法を建築デザインに応用可能であることを示すために，剛な

panel-hingeフレームワークを生成する．

はじめに，一つの頂点が原点と一致するような panel-hingeフレームワークで

ある単位立方体を考える (図 5.6)．後述する 3つのパネルで構成されるコンポー

ネントを，剛であることが保証された操作 Add 3-panel によって追加する．こ

の操作を繰り返し行うことで，剛な矩形の面を得ることができる (図 5.7)．

3 つのパネルで構成される panel-hinge フレームワーク F を以下のように定

義する．F の 3つのパネルは互いに直行しているとする．F の凸法は単位立方

体に一致し，F の 2つのパネル P1, P2 は正方形であり，P3 は P1 または P2 に

繋がっているパネルとする．さらに P3 の幅は [0.1, 1] の間の大きさとすること

とする (図 5.7)．F の追加は y-軸または z-軸方向に行うこととし，パネル P3

は常に yz 平面に平行となる．この 3 つのパネルで構成される単位立方体を剛

な panel-hinge フレームワークに対して追加することは，5.2節で示した，操作

Add 3-panelを行うことと同じである．

図 5.8 に，この制約のもとで Add 3-panel によって生成した panel-hinge フ

レームワークを示す．図 5.8(b)のフレームワークのスリットの幅は乱数により

決定し，値の大きさを z-座標の値が大きくなるにつれて増加することとした．こ

のように，3-panelコンポーネントによって構成される，剛で不均一な面を生成

することができる．このフレームワークを建築の壁や屋根，ファサードなどに利

用可能であると考える．本手法により剛な面を生成し，光や風の透過をスリット

の幅を変えることにより，制御できると考える．図 5.9に提案手法により生成し
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図 5.6 立方体の面のラベル付け
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図 5.7 立方体を基本形とし，操作 Add 3-panel によって剛な面を生成した

例．赤線は追加したヒンジである．青色箇所はパネルの隙間部分である．

た面によって構成した空間の例を示す．この時，生成した面同士は剛な接合を用

いていることに注意する．
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図 5.8 (a) 0 から 0.5 の間で隙間の幅をランダムに決定するように生成した

構造物の例．(b) z 軸座標の値が増加するに従って，隙間の幅を大きくするよ

うに構造物を生成した例．

5.3 空間充填多面体とフラクタル図形を用いた

panel-hingeフレームワークの生成

平行移動のみを許した時，空間充填可能な多面体は立方体，六角柱，菱形十二

面体，長菱形十二面体，切頂八面体の 5種類であることが知られている [1, 4]．

本節では，フラクタル図形に基づいて非一般配置の剛な panel-hingeフレーム

ワークを逐次的に生成する手法を提案する．フラクタル図形は再帰構造を持つ

図形である [24]．立方体と切頂八面体を基本単位として，フラクタル図形である

剛な panel-hingeフレームワークを生成する手法を提案する．空間充填多面体を

用いることにより，面が交差することなく panel-hingeフレームワークを生成す

ることができる．
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図 5.9 3つの剛な面を用いて空間を作ることを想定した例．

はじめに，立方体，切頂八面体を panel-hingeフレームワークとしてみなす．

立方体，切頂八面体に基づく基本単位を考えるため，冗長なヒンジとパネルを削

除する．立方体と切頂八面体には極小剛性の観点からすると，冗長なヒンジとパ

ネルがある．基本単位を以下のように定義する．立方体の基本単位 F0 は 2枚の

パネルとパネルにつながったヒンジを取り除き，さらにもう一つのヒンジを取り

除いてできる 4つのパネルで構成されるフレームワークである．したがって，フ

レームワークに対応する panel-hinge グラフは 4-閉路グラフとなる (図 5.10)．

切頂八面体の基本単位 F0 は 6つの四角形パネルと 2つの六角形パネルを除いた

フレームワークである．したがってフレームワークに対応する panel-hingeグラ

フは 6-閉路グラフとなる (図 5.10).

前節と同様の方法で，図 5.11(a), 5.11(a)の基本単位 F0 の剛性を確かめるこ

とができる．

立方体の基本単位が剛であることは，操作 Add 3-panel と同様に説明するこ

とができる．したがって，切頂八面体の場合に関して以下の定理を示す．

定理 5.3. 6枚の四角形パネルと 2枚の六角形パネルを切頂八面体から取り除い

たフレームワークを基本単位 F0 とする．このとき，F0 は剛である．
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図 5.10 (a) 立方体による基本単位 (b) (a)に対応する panel-hingeグラフ

証明 p0 = (0, 1,−2), p1 = (0, 2,−1), p2 = (−1, 0,−2), p3 = (−2, 0,−1),

p4 = (−1,−2, 0), p5 = (−2,−1, 0), p6 = (0,−2, 1), p7 = (0,−1, 2), p8 =

(2, 0, 1), p9 = (1, 0, 2), p10 = (2, 1, 0), p11 = (1, 2, 0) とする．ヒンジ p0p1,

p2p3, p4p5, p6p7, p8p9, p10p11 の 2-extensorをそれぞれ C(p(i))(0 ≤ i ≤ 5)と

する (図 5.11(a)). p0p1, p2p3, p4p5, p6p7, p8p9, p10p11 によって繋がれるパネ

ルの無限小動きをそれぞれ S0 と S1, S2 と S3, S3 と S4, S4 と S1 とする. 式

(2.5)より，以下の式を得る．

S0 − S1 = t0C(p(0)) = t0(0, 1,−1, 3, 0, 0) (5.16)

S1 − S2 = t1C(p(1)) = t1(1, 0,−1, 0, 3, 0) (5.17)

S2 − S3 = t2C(p(2)) = t2(1, 1, 0, 0, 0,−3) (5.18)

S3 − S4 = t3C(p(3)) = t3(0, 1,−1,−3, 0, 0) (5.19)

S4 − S5 = t4C(p(4)) = t4(1, 0,−1, 0,−3, 0) (5.20)

S5 − S0 = t5C(p(5)) = t5(1, 1, 0, 0, 0, 3) (5.21)
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図 5.11 (a) 切頂八面体による基本単位 (b) (a)に対応する panel-hingeグラフ

式 (5.16), (5.17), . . ., (5.21)より，以下の式を得る．

t1 + t2 + t4 + t5 = 0 (5.22)

t0 + t2 + t3 + t5 = 0 (5.23)

−t0 − t1 − t3 − t4 = 0 (5.24)

3t0 − 3t3 = 0 (5.25)

−3t1 − 3t4 = 0 (5.26)

−3t2 + 3t5 = 0 (5.27)

式 (5.25), (5.26), (5.27) より，t3 = t0, t4 = t1, t5 = t2 を得る．さらに

式 (5.22) より, t4 = t1, t5 = t2 となり，t2 = −t1 を得る．式 (5.23) より，

t2 = −t1, t3 = t0, t5 = −t1 となり, t1 = t0 を得る．式 (5.24) より, t0 = 0

となることから, t0 = t1 = t2 = t3 = t4 = t5 = 0 を得る．したがって，

S0 = S1 = S2 = S3 = S4 = S5 となり，F0 は剛である.



第 5. 剛な PANEL-HINGEフレームワークの生成手法 73

panel-hinge フレームワーク F0 の各パネルを F0 自体によって置き換えるこ

とで新たな panel-hingeフレームワーク F1 を作ることができる．同様に，F1 か

ら F2 を作ることができる (図 5.12(a) 及び図 5.13(a)). panel-hinge フレーム

ワーク Fi (i = 1, 2, 3) したがって，それぞれ新たにできた panel-hinge フレー

ムワーク Fi (i = 1, 2, 3)は，ひとつ前のフレームワーク Fi−1 を各頂点としてみ

なすことで，同じ panel-hingeグラフによって表現できることとなる．

(a) (b)

F
0

F
1

F
2

F
3

図 5.12 (a) 基本形 F0 を用いて再帰的に生成した例 (赤色破線は基本形同

士を接続するヒンジ) (b) (a) の各フレームワークに対応する panel-hinge グ

ラフ

5.4 模型作成

レーザーカッターを用いて，panel-hingeフレームワークの木の模型を作成し

た (図 5.14)．パネルはヒンジによって繋がれているので，簡単に組み立てるこ
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図 5.13 (a) 基本形 F0 を用いて再帰的に生成した例 (赤色破線は基本形同

士を接続するヒンジ) (b) (a) の各フレームワークに対応する panel-hinge グ

ラフ

とができる．

1 0

6 5

43

2

(a) (b) (c)

図 5.14 (a) 極小剛な panel-hingeグラフ (b) (a)に対応する panel-hingeフ

レームワークの木製模型 (c) (b) を組み立てる工程

さらに，6枚のパネルによって構成される剛な panel-hingeフレームワークの

椅子を作成した．この椅子は，450 mm × 900 mmの大きさの矩形へと折りた

たむことができ (図 5.15(i)), 座ることができる (図 5.15(iv))．このように，剛な

panel-hingeフレームワークは有用な折りたたみ可能な機構に利用可能である．
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(i) (ii) (iii) (iv)

図 5.15 剛な panel-hingeフレームワークの椅子

5.5 結語

逐次的に panel-hinge グラフを生成する手法 [15] に基づいて，2 つの操作を

開発した．はじめに，直行パネルによって構成される非一般配置の剛な panel-

hingeフレームワークを逐次的に生成する手法を開発し，空間充填多面体を基本

単位として，剛な panel-hingeフレームワークを生成する手法を開発した．提案

手法により形態生成を行い，模型作成や椅子を作成することによって，提案手法

を建築デザインへと応用可能であることを示した．
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第 6章

極小剛な bar-joint フレームワー

クの生成手法

空間内を隙間なく埋め尽くすことができる多面体のことを空間充填多面体と

言い, 空間充填多面体を隙間なく並べてできる立体のことを空間充填立体と言う.

また，回転は行わず平行移動のみを許した場合に, 一種類の多面体で空間充填可

能なものは立方体，六角柱，菱形十二面体，切頂八面体，長菱形十二面体の 5 種

類 (図 6.1) であることが知られている [1, 4].

本章で空間充填多面体を用いるのは, 棒材が交差することなく形態生成を行う

ことができるためである．回転を許した場合や複数の種類の多面体を使った場

合，より多くの空間充填可能な多面体が知られているが，研究の始まりとして，

まずは回転を許容しない空間充填立体について限定し，極小剛な構造物を生成可

能であるかの確認を行った．

組合せ剛性理論の成果は分子生物学や機械工学等, 様々な分野において応用さ

れている [49, 53]. 建築学分野への応用に関する研究は, 大崎, 第二著者ら [32]に

よる, 部材同士が交差しないことを制約として極小剛な 2次元 bar-jointフレー

ムワークを生成する手法の研究, 岡野, 第二著者ら [33]による, グラフの同型性

判定を行いながら極小剛な 2次元 bar-jointフレームワークを列挙する手法の開
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(a) (b) (c) (d) (e)

図 6.1 (a) 立方体 (b) 六角柱 (c) 菱形十二面体 (d) 切頂八面体 (e) 長菱形十二面体

発と, 極小剛な 3次元構造物の模型作成, 古田, 第二著者ら [17]の研究といった

構造分野における研究がある.

本章では新たに, 空間充填多面体を用いた 3次元の極小剛な bar-jointフレー

ムワークの生成手法を開発し, 建築デザインへの応用手法を提案する.

図 6.2 (a) 3次元の柔軟な bar-jointフレームワーク (b) (a) に筋交いを追加

したことにより，剛となったフレームワーク

空間充填立体の辺を棒材 (bar)に，頂点をピン接合 (joint)に置き換えた bar-

joint フレームワークは剛ではない．そのため, 空間充填立体 bar-joint フレーム

ワーク (図 6.2(a)) に対して, 筋交いを追加することで極小剛にする手法を示す

(図 6.2(b))．さらに提案手法を拡張し, 建築デザインへの応用を目指した極小剛

な bar-jointフレームワークの形態生成を行う.

極小剛なフレームワークを採用することにより，最小本数の部材により剛なフ

レームワークを得ることができる．本論文では扱わないが，極小剛なフレーム

ワークがわかることによって，極小剛なフレームワークに対してブレースを追加

することにより，冗長性を指定した構造物を作ることができる．
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ここで，以下より組合せ剛性理論の既往研究について述べる．組合せ剛性

理論において, 3 次元 bar-joint フレームワークはグラフ G = (V,E) と写像

p : V → R3 の組 (G,p) で表される. ここで G の各頂点はピン接合, 各辺は棒

材に対応しており, p は各ピン接合の配置である. このとき, グラフ G のことを

bar-joint グラフと呼び, 極小剛な bar-joint フレームワークとして実現可能な

bar-joint グラフのことを, 極小剛な bar-joint グラフと呼ぶ.

2 次元の bar-joint フレームワークが極小剛であるための必要十分条件を

Laman [19] は示しており, 極小剛なグラフを Laman グラフと呼ぶ. この

Lamanグラフを演繹的に生成する手法については, Henneberg 構築という方

法が知られており, これによりすべての Laman グラフを生成できる [9]. また,

Bolkerら [2]は, 正方形で構成されたグリッドフレームワークに対して, 筋交い

を追加したフレームワークが剛であるかを組合せ的に判定するアルゴリズムを提

案し, 最近, 著者らは穴をもつグリッドフレームワークを極小剛とするブレース

追加手法を明らかにした [10].

一般の 3次元 bar-jointフレームワークに対する剛性の組合せ的特徴付けは長

年の未解決問題である [8]. Recski [34]は, 立方体で構成された 3次元 bar-joint

フレームワークに対して, 筋交いを追加することで剛であるときの必要条件を示

した. Whiteley [49]は，剛な 3次元 bar-jointフレームワークを生成するいくつ

かの操作を示しており，本章では後述するそのうちの一つの操作を用いて, 極小

剛な空間充填立体の生成手法を提案する．

6.1 Bar-joint フレームワークの剛性と組合せ的な特徴

付け

bar-joint グラフ G = (V,E)の辺 e = (u, v) ∈ E に対応するフレームワーク

(G,p)の棒材の長さは ∥p(u)− p(v)∥ により与えられる. 棒材は剛であるとし,

∥p(u)− p(v)∥ はいかなるフレームワークの変形のもとでも一定である. フレー
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ムワークの連続変形を考えた場合, p(u) を変数 t の連続関数, すなわち pt(u) と

して表すことができる. ここで, すべての v ∈ V に対して, p0(v) = p(v) が成立

すると仮定する. フレームワークが変形した場合にも, 棒材の長さは変わらない

ことより, 以下の式を得る.

(pt(u)− pt(v)) · (ṗt(u)− ṗt(v)) = 0, ∀(u, v) ∈ E. (6.1)

Whiteley により, 以下の操作が定義されている [49].

操作 1 (Vertex 3-addition). グラフ G = (V,E) が与えられているとし,

v1, v2, v3 ∈ V とする. 新たに頂点 v0 及び辺 (v0, v1), (v0, v2), (v0, v3) を追加す

る操作を操作 1 (Vertex 3-addition) とする (図 6.3).

G'G
v
0

v
1
v
2

v
3

v
1
v
2

v
3

図 6.3 Vertex 3-addition

さらに Whiteley は操作 1について, 以下の補題を示している [49]. ここで頂

点 vi のジョイント配置を pi とする.

補題 6.1 (Whiteley [49]). グラフ G = (V,E) が与えられているとし,

v1, v2, v3 ∈ V とする. 剛なフレームワーク (G,p) に新たな頂点 v0 と, 新たな

辺 (v0, v1), (v0, v2), (v0, v3) を追加したフレームワークを (G′,p′) とする. この

とき p0, p1, p2, p3 が同一平面上にないならば, (G′,p′) もまた剛である.

さらに補題 6.1の条件を満たす操作を極小剛なフレームワークに施すことで,

新たに頂点数が一つ大きい, 極小剛なフレームワークを得ることができるため,

以下の補題が成り立つ.

補題 6.2 (Whiteley [49]). グラフ G = (V,E) が与えられているとし,

v1, v2, v3 ∈ V とする. 極小剛なフレームワーク (G,p) に新たな頂点 v0 と, 新
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たな辺 (v0, v1), (v0, v2), (v0, v3) を追加したフレームワークを (G′,p′) とする.

このとき p0, p1, p2, p3 が同一平面上にないならば, (G′,p′) もまた極小剛で

ある.

また, 本章では筋交いは空間充填多面体の面内にのみ追加することとする

(図 6.4(b)). これは, 筋交いを多面体の内部に追加した場合, 多面体内を人が利用

する空間として捉えると, 空間内を分断することとなるためである (図 6.4(a)).

従って応用上の観点より, 筋交いは面内にのみ追加することに限定する.

本章では一つの多面体によって空間充填可能な多面体を単位として，各操

作を定義し，形態生成を行なっているが，補題 6.2 の条件を満たして vertex

3-addition を行う場合においては，操作後のフレームワークもまた，極小剛であ

り，提案する各操作の基本単位は，本章で採用した座標位置の多面体に限定され

ることはない．

さらに，棒材同士が交差することなく，補題 6.2 の条件を満たして vertex

3-addition を行うことができる形状については，極小剛性を保って形態生成可

能であり，その一般化について本稿では扱わないが，発展の可能性がある．本稿

では，基礎理論の構築を目指し，基本的な空間充填立体を扱う．

ピン自体が大きさを持つ場合を本手法で考える時には，ピンを剛体として扱っ

てモデル化することとなり，body-bar フレームワークとして扱うこととなる．

body-bar フレームワークについても組合せ的な特徴付けは知られているが，本

稿では，基礎的な問題として bar-joint フレームワークの空間充填立体の形態生

成について扱う．さらに，実際の建築空間の構造体として考えた場合には，棒材

の太さ，それに伴う荷重について考慮する必要がある．
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(a) (b)

図 6.4 (a) 筋交いを空間充填多面体の内部に追加した例 (b) 面に追加した例

6.2 空間充填立体を極小剛とする手法

6.2.1 立方体の空間充填立体を極小剛とする手法

ここでは, 立方体により構成される空間充填立体に, 筋交いを追加することで

剛にする手法を示す.

辺の長さ 1 の l ×m × n 個の立方体で構成する空間充填立体の bar-joint フ

レームワーク X について考える (図 6.2(a)). 立方体の各面は xy, zx, yz 平面

のうち, いずれかの平面について平行であるとする. X のうちの一つの立方体

C について, C の頂点のなかで x座標，y 座標，z 座標の各々が最小の頂点が存

在する．その頂点を vC とする. vC = (s, t, u) のとき, C を (s, t, u)–立方体と

呼ぶ.

さらに, (s, t, u)–立方体の頂点をそれぞれ, v1 = (s + 1, t, u), v2 = (s +

1, t + 1, u), v3 = (s, t + 1, u), v4 = (s, t, u), v5 = (s + 1, t, u + 1), v6 =

(s + 1, t + 1, u + 1), v7 = (s, t + 1, u + 1), v8 = (s, t, u + 1)とし, 複数の立方

体の頂点を定義する必要がある場合には, それぞれ v1(s,t,u), v2(s,t,u), v3(s,t,u),

v4(s,t,u), v5(s,t,u), v6(s,t,u), v7(s,t,u), v8(s,t,u) とする (図 6.5).

以下では, 筋交いを適宜追加しながら立方体を逐次的に追加していき, 極小剛

な空間充填立体を生成することを考える. このとき新たな立方体を追加する際に

は, すでに存在する剛な複数の立方体と面を共有することとする. 一つの面, 二



第 6. 極小剛な BAR-JOINT フレームワークの生成手法 83

つの面, 三つの面を共有する場合について以下の 3 つの操作を定義する.
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図 6.5 立方体の頂点のラベル

操作 C1 剛な一つの面 v1v4v8v5 が与えられているとし, 操作 1 (vertex 3-

addition) を以下の順序で実行し, 新たな立方体を得る (図 6.6).

(i) 頂点 v6 と辺 (v1, v6), (v5, v6), (v8, v6) を追加する.

(ii) 頂点 v2 と辺 (v1, v2), (v4, v2), (v6, v2) を追加する.

(iii) 頂点 v7 と辺 (v4, v7), (v6, v7), (v8, v7) を追加する.

(iv) 頂点 v3 と辺 (v2, v6), (v4, v6), (v7, v6) を追加する.
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(iii) (iv)

図 6.6 操作 C1

操作 C2 剛な二つの面 v1v4v8v5, v1v2v3v4 が与えられているとし, 操作 1 を以

下の順序で実行し, 新たな立方体を得る (図 6.7).
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(i) 頂点 v6 と辺 (v1, v6), (v5, v6), (v8, v6) を追加する.

(ii) 頂点 v2 と辺 (v1, v2), (v4, v2), (v6, v2) を追加する.
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図 6.7 操作 C2

操作 C3 剛な三つの面 v1v4v8v5, v1v2v3v4, v3v4v8v7 が与えられているとし,

操作 1 により, 頂点 v6 と辺 (v1, v2), (v4, v2), (v6, v2) を追加し, 新たな立方体

を得る (図 6.8).

v
1

v
4

v
2

v
3

v
5

v
8

v
7

v
6

図 6.8 操作 C3

補題 6.3. 3つの操作によって得られる新たな立方体は, 極小剛である.

証明 補題 6.2 の条件を満たす操作 1 によって得られており, 操作を施すことに

よって得られる立方体は極小剛である.

立方体の空間充填立体フレームワークに対して, 筋交いを追加することによっ

て極小剛なフレームワークを生成するアルゴリズムは, 3 つの操作を用いた, 4

つのステップで構成される以下のアルゴリズム 1 として記述される. このとき,
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1 ≤ s ≤ l − 1, 1 ≤ t ≤ m− 1, 1 ≤ u ≤ n− 1 とする.

アルゴリズム １.

入力: (0, 0, 0)–立方体.

ステップ 1: (0, 0, 0)–立方体の各面にブレースを追加する (図 6.9(a)).

ステップ 2: (1, 0, 0), (2, 0, 0), . . . , (l − 1, 0, 0)–立方体を操作 C1 により,

(1, 0, 0)–立方体から順に追加する. 同様に, 操作 C1 により (0, t, 0), (0, 0, u)–立

方体をそれぞれ, (0, 1, 0)–立方体, (0, 0, 1)–立方体から順に追加する (図 6.9(b)).

ステップ 3: (s, t, 0), (0, t, u), (s, 0, u)–立方体を操作 C2 により, 順に追加する

(図 6.9(c)).

ステップ 4: (s, t, u)–立方体を操作 C3 により追加する (図 6.9(d)).

(a) (b)

(c) (d)

m-1

k-1

l-1

m-1

k-1

l-1

k-1

l-1

m-1

m

k

l

図 6.9 アルゴリズム 1 (a) ステップ 1 (b) ステップ 2 (c) ステップ 3 (d) ステップ 4
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ここで,以下の定理を示す.

定理 6.1. アルゴリズム 1 によって得られるフレームワークは, 極小剛なフレー

ムワークである.

証明 ステップ 1 で得られる立方体は定理 2.2より剛である. さらに定理 2.1の

等式を満たすことから極小剛である. また, ステップ 2 から 4 によって得られ

る立方体は 3つの操作によって得られており, 補題 6.3より剛である. さらに, 3

つの操作は操作 1のみを用いているので極小性も保たれている. したがって, ア

ルゴリズム 1 によって得られるフレームワークは極小剛なフレームワークであ

る.

6.2.2 菱形十二面体の空間充填立体を極小剛とする手法

以下では菱形十二面体で構成される剛な空間充填立体の生成手法を示す. 他の

空間充填多面体についても, 立方体，菱形十二面体と同様な手法により, 極小剛

な空間充填立体を得ることができることはこれまでに確認しており [52], 本稿で

は紙面の都合上, 菱形十二面体に関しての詳細についてのみ以下で述べる.

ここでは,菱形十二面体により構成される空間充填立体に,ブレースを追加する

ことで剛にする手法を示す. 頂点をそれぞれ v1 = (0, 0,−2), v2 = (1,−1,−1),

v3 = (1, 1,−1), v4 = (−1, 1,−1), v5 = (−1,−1,−1), v6 = (2, 0, 0), v7 =

(0, 2, 0), v8 = (−2, 0, 0), v9 = (0,−2, 0), v10 = (1,−1, 1), v11 = (1, 1, 1),

v12 = (−1, 1, 1), v13 = (−1,−1, 1), v14 = (0, 0, 2) とする [55].

これらの頂点で構成される菱形十二面体を (0, 0, 0)–菱形十二面体 R とし,

R の面 v3v7v11v6, v2v6v10v9, v6v11v14v10 に隣接する菱形十二面体をそれぞれ

(1, 0, 0)–菱形十二面体, (0, 1, 0)–菱形十二面体, (0, 0, 1)–菱形十二面体とする. 同

様に (s, t, u)–菱形十二面体を, R から順に s, t, u個の菱形十二面体を配置した

場所に位置する菱形十二面体とする. このようにして配置された l×m× n 個の

菱形十二面体で構成される空間充填立体の bar-joint フレームワークについて考
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図 6.10 (a) 菱形十二面体の頂点のラベル (b) 操作 R1

える.

菱形十二面体について立方体と同様に 8 つの操作を定義する.

操作 R1 剛な面 v2v6v10v9 が与えられているとし, 操作 1を以下の順序で実行

し, 新たな菱形十二面体を得る (図 6.10).

(i) 頂点 v14 と辺 (v6, v14), (v10, v14), (v9, v14), 頂点 v1 と辺 (v9, v1), (v6, v1),

(v2, v1), 頂点 v8 と辺 (v9, v8), (v14, v8), (v1, v8), 頂点 v7 と辺 (v6, v7), (v8, v7),

(v1, v7) をそれぞれ操作 1 により追加する.

(ii) 頂点 v3 と辺 (v1, v3), (v6, v3), (v7, v3), 頂点 v4 と辺 (v1, v4), (v7, v4),

(v8, v4),頂点 v5と辺 (v1, v5), (v8, v5), (v9, v1),頂点 v11と辺 (v6, v11), (v7, v11),

(v14, v11), 頂点 v13 と辺 (v8, v13), (v9, v13), (v14, v13) をそれぞれ操作 1 により

追加する.

操作 R2 剛な面 v2v6v10v9, v3v7v11v6 が与えられているとし, 操作 1 を以下の

順序で実行し, 新たな菱形十二面体を得る (図 6.11).

(i) 頂点 v1 と辺 (v2, v1), (v3, v1), (v9, v1), 頂点 v14 と辺 (v7, v14), (v10, v14),

(v11, v14) をそれぞれ操作 1 により追加する.

(ii) 頂点 v8 と辺 (v14, v8), (v7, v8), (v9, v8), 頂点 v4 と辺 (v1, v4), (v7, v4),

(v8, v4), 頂点 v5 と辺 (v1, v5), (v8, v5), (v9, v5) をそれぞれ操作 1 により追加す
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図 6.11 操作 R2.

る.

(iii) 頂点 v12 と辺 (v7, v12), (v8, v12), (v14, v12), 頂点 v13 と辺 (v8, v13),

(v9, v13), (v14, v13) をそれぞれ操作 1 により追加する.

操作 R3 剛な面 v1v5v9v2, v1v3v6v2, v1v4v7v3, v1v4v8v5 が与えられていると

し, 操作 1 を以下の順序で実行し, 新たな菱形十二面体を得る (図 6.12(a)).

(i) 頂点 v14 と辺 (v6, v14), (v7, v14), (v9, v14), 頂点 v10 と辺 (v6, v10), (v9, v10),

(v14, v10), 頂点 v11 と辺 (v6, v11), (v7, v11), (v14, v11) をそれぞれ操作 1 により

追加する.

(ii)頂点 v12 と辺 (v7, v12), (v8, v12), (v14, v12),頂点 v13 と辺 (v8, v13), (v9, v13),

(v14, v13) をそれぞれ操作 1 により追加する.

操作 R4 剛な面 v1v5v9v2, v1v3v6v2, v1v4v7v3, v1v4v8v5, v2v4v8v5 が与えられ

ているとし, 頂点 v11 と辺 (v6, v11), (v7, v11), (v10, v11), 頂点 v14 と辺 (v9, v14),

(v10, v14), (v11, v14), 頂点 v12 と辺 (v7, v12), (v8, v12), (v14, v12), 頂点 v13 と辺

(v8, v13), (v9, v13), (v14, v13) をそれぞれ操作 1 により追加する (図 6.12(b)).

操作 R5 剛な面 v1v3v6v2, v1v5v9v2, v2v6v10v9 が与えられているとし, 操作 1

を以下の順序で実行し, 新たな菱形十二面体を得る (図 6.13(a)).

(i) 頂点 v7 と辺 (v1, v7), (v3, v7), (v6, v7), 頂点 v8 と辺 (v1, v8), (v5, v8),

(v9, v8), 頂点 v14 と辺 (v6, v14), (v9, v14), (v10, v11) をそれぞれ操作 1 により
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図 6.12 (a) 操作 R3, (b) 操作 R4.
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図 6.13 (a) 操作 R5, (b) 操作 R6.

追加する.

(ii)頂点 v4と辺 (v1, v4), (v7, v4), (v8, v4),頂点 v11と辺 (v6, v11), (v7, v11), (v14, v11),

頂点 v13 と辺 (v8, v13), (v9, v13), (v14, v13), 頂点 v12 と辺 (v7, v12), (v8, v12),

(v14, v12)をそれぞれ操作 1 により追加する.

操作 R6 剛な面 v1v5v9v2, v1v3v6v2, v1v4v7v3, v1v4v8v5, v2v4v8v5, v3v7v11v6

が与えられているとし, 頂点 v14 と辺 (v7, v14), (v10, v14), (v11, v14), 頂点 v12

と辺 (v7, v12), (v8, v12), (v14, v12), 頂点 v13 と辺 (v8, v13), (v9, v13), (v14, v13)

をそれぞれ操作 1 により追加する (図 6.13(b)).

操作 R7 剛な面 v1v5v9v2, v1v3v6v2, v2v6v10v9, v3v7v11v6 が与えられている

とし,

(i) 頂点 v4 と辺 (v1, v4), (v5, v4), (v7, v4), 頂点 v14 と辺 (v7, v14), (v10, v14),
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図 6.14 (a) 操作 R7, (b) 操作 R8.

(v11, v14), 頂点 v13 と辺 (v5, v13), (v9, v13), (v14, v13) をそれぞれ操作 1 により

追加する.

(ii) 頂点 v8 と辺 (v4, v8), (v5, v8), (v13, v8), 頂点 v12 と辺 (v7, v12), (v8, v12),

(v14, v12) をそれぞれ操作 1 により追加する (図 6.14(a)).

操作 R8 剛な面 v1v3v6v2, v2v6v10v9, v3v7v11v6 が与えられているとし,

(i) 頂点 v8 と辺 (v1, v8), (v7, v8), (v9, v8), 頂点 v4 と辺 (v1, v4), (v7, v4),

(v8, v4), 頂点 v5 と辺 (v1, v5), (v8, v5), (v9, v5) をそれぞれ操作 1 により追

加する.

(ii) 頂点 v12 と辺 (v7, v12), (v8, v12), (v11, v12), 頂点 v14 と辺 (v10, v14),

(v11, v14), (v12, v14), 頂点 v13 と辺 (v8, v13), (v9, v13), (v14, v13) をそれぞれ

操作 1 により追加する (図 6.14(b)).

補題 6.4. 8 つの操作によって得られる新たな菱形十二面体は全て, 極小剛で

ある.

証明 8 つの操作は全て, 補題 6.1の条件を満たす操作 1 によって得られている

ので, 操作によって得られる菱形十二面体は極小剛である.

菱形十二面体に関する 8 つの操作を用いて, 7 つのステップから成るアルゴリ

ズムを以下に示す.

アルゴリズム 2.
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入力: (0, 0, 0)–菱形十二面体.

ステップ 1: (0, 0, 0)–菱形十二面体の各面に筋交いを追加する (図 6.15(a)).

ステップ 2: (1, 0, 0), (2, 0, 0), . . . , (l− 1, 0, 0)–菱形十二面体を操作 R1 により,

(1, 0, 0)–菱形十二面体から順に追加する. 同様に, 1 ≤ t ≤ m− 1 とし, (0, t, 0)–

菱形十二面体を追加する (図 6.15(b)).

ステップ 3: 1 ≤ s ≤ l − 1, 1 ≤ t ≤ m− 1 とし, (s, t, 0)–菱形十二面体を操作

R2 により追加する (図 6.15(c)).

ステップ 4: (0, 0, 1)–菱形十二面体を操作 R3 により追加する (図 6.15(d)).

ステップ 5: (1, 0, 1), (2, 0, 1), . . . , (l− 2, 0, 1)–菱形十二面体を操作 R4 により,

順に追加する. 同様に, 1 ≤ t ≤ m− 2 について (0, t, 1)–菱形十二面体を追加す

る. さらに, (l − 1, 0, 1), (0,m − 1, 1)–菱形十二面体を操作 R5 により追加する

(図 6.15(e)).

ステップ 6: 1 ≤ s ≤ l− 2, 1 ≤ t ≤ m− 2 について (s, t, 1)–菱形十二面体を操

作 R6 により追加する. さらに, (l − 1, t, 1), (s,m − 1, 1)–菱形十二面体を操作

R7 により追加する. 最後に, (l− 1,m− 1, 1)–菱形十二面体を操作 R8 により追

加する (図 6.15(f)).

ステップ 7: ステップ 4∼6 を繰り返す (図 6.15(g)).

ここで,以下の定理を示す.

定理 6.2. アルゴリズム 2 によって得られる bar-jointフレームワークは, 極小

剛な bar-jointフレームワークである.

証明 ステップ 1 で得られる菱形十二面体は定理 2.2より剛である. さらに定理

2.1の等式を満たすことから極小剛である. また, ステップ 2 から 7 によって得

られる菱形十二面体は 8つの操作によって得られており, 補題 6.4より剛である.

さらに, 8つの操作列は操作 1のみを用いているので極小性も保たれている. し

たがってアルゴリズム 2 によって得られるフレームワークは, 極小剛なフレーム

ワークである.
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(d) (e)

(g)(f)

(a) (b) (c)

図 6.15 アルゴリズム 2 (a) ステップ 1 (b) ステップ 2 (c) ステップ 3 (d)

ステップ 4 (e) ステップ 5 (f) ステップ 6 (g) ステップ 7

6.3 建築形態生成手法への拡張

6.3.1 内部空間をもつ極小剛な空間充填立体の生成手法

ここでは, 提案手法を建築の形態生成に用いることを想定し，はじめに, 大き

さ (k− 2)× (l− 2)× (m− 2)の立方体の穴を内側にもつ大きさ k× l×mの剛

な立体の作り方を示す．

このとき, 新たな操作 C4を定義する.

操作 C4 剛な二つの面 v1(s,t,u)v4(s,t,u)v8(s,t,u)v5(s,t,u), v4(s+1,t−1,u)v3(s+1,t−1,u)

v7(s+1,t−1,u)v8(s+1,t−1,u) と剛な一つの頂点 v3(s,t,u) が与えられているとし,

操作 1 により, 頂点 v7(s,t,u) と辺 (v7(s,t,u), v8(s,t,u)), (v7(s,t,u), v3(s,t,u)),

(v7(s,t,u), v8(s+1,t−1,u)) を追加する (図 6.16).
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図 6.16 操作 C4

このとき, 操作 C4も補題 6.2 の条件を満たした, 操作 1のみを用いているこ

とから, 極小剛性を保つ操作である.

4 つの操作を用いた, 4 つのステップで構成されるアルゴリズムを以下に示す.

アルゴリズム 3.

ステップ 1: アルゴリズム 1のステップ 1 ∼ 3を行う (図 6.17(a)).

ステップ 2: 操作 C2により, (k− 1, t, u), (s, l− 1, u), (s, t,m− 1)–立方体を追

加する (図 6.17(b)). ここで, 1 ≤ s ≤ l − 3, 1 ≤ t ≤ m− 3, 1 ≤ u ≤ n− 3 と

する.

ステップ 3: 操作C4により,頂点 (k−2, l−2, u), (s, l−2,m−2), (k−2, t,m−2)

を追加する (図 6.17(c)). ここで, 2 ≤ s ≤ l − 2, 2 ≤ t ≤ m− 2, 2 ≤ u ≤ n− 2

とする.

ステップ 4: 操作 C3により, 残りの立方体を追加する (図 6.17(d)).

図 6.17 において，全ての棒材，頂点を表現すると図が煩雑になるため，図 6.17

(a), (b), (d)は追加する立方体を黒色で表現している．

ここで,以下の定理を示す.

定理 6.3. アルゴリズム 3 によって得られる bar-jointフレームワークは, 極小

剛な bar-jointフレームワークである.

証明 極小性が保証された操作 C1∼C4によりフレームワークは得られており, ア
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図 6.17 アルゴリズム 3 (a) ステップ 1 (b) ステップ 2, (c) ステップ 3 (d)

ステップ 4

ルゴリズム 3 によって得られるフレームワークは極小剛である.

6.3.2 内部空間が外部につながった剛な空間充填立体の生成手法

さらに, 建築的な構造物の形態生成を行うため, 開口部となるような穴が空間

充填立体の外側にもある立体 (図 6.18) を想定し, 極小剛とする手法の検討を

行った. この場合にも新たに 1つの操作を定義し, その操作を用いることで極小

剛な立体を得ることができる.

操作 C5剛な二つの面 v1(s,,t,u)v4(s,,t,u)v8(s,,t,u)v5(s,,t,u), v4(s+1,,t−1,u)v3(s+1,,t−1,u)

v7(s+1,,t−1,u)v8(s+1,,t−1,u) が与えられているとし, 操作 1 により, 頂点 v8 と辺

(v4, v8), (v7, v8), (v5, v8) を追加する (図 6.19).
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図 6.19 操作 C5

このとき, 操作 C5も補題 6.2 の条件を満たした, 操作 1のみを用いているこ

とから, 極小剛性を保つ操作である.

これまでと同様に, 5 つの操作を用いた 5 つのステップで構成されるアルゴリ

ズムを以下に示す.

アルゴリズム 4.

ステップ 1: アルゴリズム 3 のステップ 1 ∼ 2 と同様に, (8,0,4), (9,0,3),

(9,0,4), (9,1,3), (9,1,4)–立方体を除いた高さ 5 までの剛な立方体を追加する

(図 6.20(a)).

ステップ 2: (8,0,4), (9,0,3), (9,0,4), (9,1,3), (9,1,4)–立方体を, アルゴリズム 3

のステップ 3 ∼ 4と同様に追加する (図 6.20(b)).
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(a)

(d) (e)

(b) (c)

図 6.20 アルゴリズム 4 (a) ステップ 1 (b) ステップ 2 (c) ステップ 3 (d)

ステップ 4 (e) ステップ 5

ステップ 3: アルゴリズム 3 のステップ 1 ∼ 2 と同様に, (8,9,6), (9,8,6),

(9,9,6)–立方体を除いた高さ 7までの剛な立方体を追加する (図 6.20(c)).

ステップ 4: 操作 C5 により, (8,9,6), (9,8,6), (9,9,6)–立方体を追加する

(図 6.20(d)).

ステップ 5: アルゴリズム 3 のステップ 1 ∼ 4 と同様に剛な立方体を追加する

(図 6.20(e)).

定理 6.4. アルゴリズム 4 によって得られる bar-jointフレームワークは, 極小

剛な bar-jointフレームワークである.

証明 極小性が保証された操作 C1∼C5によりフレームワークは得られており, ア

ルゴリズム 4 によって得られるフレームワークは極小剛である.

図 6.21, 6.22にアルゴリズム 4によって得られた極小剛な構造物を示す．
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図 6.21 アルゴリズム 4による極小剛なフレームワークの例

6.4 結語

組合せ剛性理論を用いて, 空間充填立体を極小剛とするブレースの追加手法を

開発した. さらに，建築構造物への応用を想定した剛な形態生成を可能とする操

作の開発と形態生成を行い，建築デザインへの応用の可能性を示した．

建築構造物への応用を想定した形態生成手法を, 開口部や内部空間の数や形状

などを, 条件として与えることのできる手法として確立することは, 今後の課題

である．
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図 6.22 別の角度から見た例
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第 7章

結論

本論文では組合せ剛性理論の建築デザインへの応用を目指し，panel-hingeフ

レームワーク及び，bar-jointフレームワークに着目し，各章において以下のこ

とを明らかにした．

第 3章「極小剛な panel-hingeグラフの逐次生成手法」では, 逐次的に panel-

hinge グラフを生成する 5 つの操作を定義し, 次のことを示した. (i) 極小剛な

panel-hinge グラフに対して 5 つの操作を行ってできるいずれのグラフもまた,

極小剛な panel-hingeグラフである. (ii) 5つの操作の操作列を施すことにより,

任意の極小剛な panel-hingeグラフを生成可能である.

第 4章「Panel-hingeグラフの冗長剛性及び冗長大域剛性の特徴付け」では, 2

次元において次の三条件が等価であることを示している. (i) panel-hinge グラ

フ Gが (k, h)-剛である. (ii) panel-hingeグラフ Gが (k, h + 1)-大域剛である.

(iii)グラフ Gが (k, h+ 2)-連結である. さらに, 3次元以上においては次の三条

件が等価であることを示している. (i’) panel-hingeグラフGが (k, h)-剛である.

(ii’) panel-hingeグラフ Gが (k, h)-大域剛である. (iii’) グラフ Gが (k, h+ 1)-

連結である.

第 5章「剛な panel-hingeフレームワークの生成手法」では, 極小剛な panel-

hinge グラフを逐次的に生成する操作に基づき, 非一般配置の剛な panel-hinge
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フレームワークを生成する手法を探究した. さらにフラクタル図形に基づき, 空

間充填多面体を基本形とする非一般配置の剛な panel-hingeフレームワークを生

成する手法を提案した. その後, 提案手法が形態デザインに応用可能であること

を, 構造物の例や模型を作成することで示した.

第 6章「極小剛な bar-jointフレームワークの生成手法」では, 空間充填立体

の bar-jointフレームワークに対して, 最小本数の筋交いを追加することで極小

剛とする手法を示した. さらに開発した操作を拡張し, 内部空間や開口部を想定

した極小剛な構造物の生成手法を提案した.

最後に, 本研究の今後の課題について述べる．極小剛な panel-hingeグラフの

逐次生成手法については，逐次的に極小剛な panel-hingeグラフを生成する操作

によってはペブルゲームアルゴリズムによって，操作後のグラフの極小剛性を確

認する必要がある．ペブルゲームアルゴリズムを用いることなく，逐次的にグラ

フを生成する操作は明らかとなっていない．さらに，多項式時間で全ての単純グ

ラフである極小剛な panel-hingeグラフを生成する手法の開発も今後の課題であ

る. この時，操作 5を行う場合, 頂点 aの d個の隣接頂点を 2つの部分集合に分

ける必要があり, O(2d)の選択肢が存在するため，多項式時間アルゴリズムを開

発することの問題点となっている．

第 5章，第 6章で提案している剛な構造物を生成する手法では，パネルや棒材

自体の荷重を考慮しておらず，実際に建築の構造体として実現することを考える

場合には，数値解析が必要となる．

さらに第 5 章で提案するグラフに対する操作に基づく形態生成手法は，一つ

の提案例であり，提案手法以外にも異なる生成手法を考えることができることに

注意する．そして，第 5 章では第 3 章で開発した操作の一部に対応する形態生

成手法を提案しているため，他のグラフを生成する操作に対応する形態生成手法

を検討することも考えられる．また，本研究での提案手法は逐次的に剛なフレー

ムワークを生成する手法であるが，panel-hingeグラフに対応する一般的な配置

を考慮したフレームワークを生成することが可能となれば，形態デザインにとっ
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て，より有用となる．さらに，提案手法によって剛な形態を生成する場合におい

て，光環境や温熱環境といったシミュレーションと関連付けて，形態の最適化を

行うことも今後の課題である．

第 6章の極小剛な bar-jointフレームワークの生成手法については，柔軟なフ

レームワークに対して，筋交いを追加することにより極小剛なフレームワークを

得る手法を提案しているが，筋交いを全て追加した状態から考えて，柔軟となら

ないように筋交いを抜いていく，といった問題を考えることもできる．また，複

数の多面体からなる空間充填立体についても同様に，極小剛とする筋交いの追加

方法が存在するかといったことについても，本研究では確認をしていない．建築

構造物への応用を想定した形態生成手法を, 開口部や内部空間の数や形状などを,

条件として与えることのできる手法として確立することは, 今後の課題である．

室配置の接続関係をグラフとして扱い，分析するといったように，建築計画分

野においてもグラフ理論は応用がこれまでになされている．組合せ剛性理論に

おける知見を建築計画分野において活用することも今後の課題である．
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