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要旨（和文 2000字程度） 
Thesis Summary （approx.2000 Japanese Characters ） 

 ロジスティック型の非線形項を持つ反応拡散方程式は，1930 年代以降から現在に至るまで，さまざまな形で盛ん

に研究されている．特に，1951年に Skellamによって生物種の個体密度分布を表すモデルとして提唱されて以降は，

数理生物学の方面からも興味のある研究対象となっている．その後，自明解の周りでの線形化固有値問題を考えた

際，最大固有値が負であればこの方程式の自明解は不安定となり，非自明な正値定常解が存在し大域的漸近安定で

あることが示された．これは生物種が増殖し，生き残ることに対応する．最大固有値が 0以上の場合は自明解が安

定となり，解は自明解に収束する．これは生物種が絶滅してしまうことに対応する．本論文の目的は，最大固有値

が負で生物種が増殖する状況において，リソースの配置が総個体数に対しどのような影響を及ぼすかを数学的に解

析することである．本論文は“Maximization of the total population in reaction-diffusion models with logistic 

growth”(ロジスティック成長を伴う反応拡散モデルにおける総個体数の最大化)と題し，以下の 3章から成ってい

る． 

第１章「Introduction」では，ロジスティック型の反応項を持つ連続拡散モデルおよびそれを離散化したマルチ

パッチモデルを導入し，その定常解に関する研究の歴史と背景について述べる．特に 2010年に Dingらにより提唱

された「総個体数を最大化するリソースの配置に対応する大域的最大化解は bang-bang性を持つ」という予想を紹

介し，その研究の重要性と数学的な困難さについて解説している．本論文では，連続モデルに対してこの予想を肯

定的に証明し，離散モデルに対して大域的最大化解のリソースの最適配置について明らかにする． 

第 2章「Reaction-diffusion model」では，第 1章で導入した連続モデルに対して，リソースの正則性に関する

ある条件のもとで，Dingらの予想について考察する．まず，定常解を記述するロジスティック型の非線形項を持つ

半線形楕円型方程式を考え，局所的最大化解が満たすべき条件を求めている．具体的には，リソースの摂動による

定常解の漸近展開を用いて，総個体数を表す積分量の第一変分および第二変分を計算する．第一変分は非斉次項を

持つ線形楕円型方程式の解の積分によって与えられるので，対応する線形作用素に関連する Strum-Liouville型の

固有値問題を考え，そのレーリー商による変分法的特徴づけを用いてその性質を明らかにする．第一変分が消えて

しまう場合には，第二変分を考えることでリソースの再配置による積分量の変化を調べることができる．これらの

解析によって，リソースの正則性をリーマン積分可能なクラスまで上げれば，局所的最大化解は必ず bang-bang性

を持つことを証明する．なお，この章の終わりでは，自明解の周りでの線形化固有値問題の最大固有値の最小化に

ついての結果についても述べているが，これは Lou-Yanagida(2006)によって示された結果の拡張になっている． 

連続モデルに対し，大域的最大化解のリソースを配置する可測集合について具体的な情報を得ることは極めて

難しい問題となる．そのため，第 3章「Multi-patch model」では，対応する離散モデルの大域的最大化解の形状

に関する詳細な解析を行っている．はじめに，離散化したマルチパッチモデルの正値定常解について，2パッチの

場合とマルチパッチの場合に分けて考察している．第 2章の手法を離散化した計算により，2パッチの場合は片方

にリソースを集中させるのが最適であることが示される．しかし，3パッチ以上の場合には拡散係数が小さい場合

と十分大きい場合では状況が異なる．拡散係数が十分大きい場合は，リソースをすべて端に寄せて配置するもの

が最大化解であることが比較的簡単に示される．しかし，拡散係数が小さい場合は，非線形項の影響が大きいこ

とから最大化解の形状は単純ではなくなり，その形状を決定するには総個体数を拡散係数について漸近展開した

ときの係数を低次の項から順に調べる必要がある．より詳細な解析が必要な場合は，高次のオーダーまで展開し

て最大化解の形状を絞る形で議論を進め，パッチの数を 3 で割ったときの余りによってその構造が大きく変化す

るという顕著な性質を明らかにしている．また，高次の項まで展開した際に現れる係数を具体的に与える漸化式

を導き，パッチ数が多いとリソースの配置が分断化されることを示すとともに，その規則性を具体的に決定して

いる．なお，漸近展開には複雑な計算が必要となるが，それらは章末の付録にまとめている． 
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要旨（英文 300 語程度） 
Thesis Summary （approx.300 English Words ） 

This thesis is concerned with a nonlinear optimization problem that naturally arises in population 

biology. We consider the effect of spatial heterogeneity on the total population of a biological species 

at a steady state, using a reaction-diffusion model, or multi-patch model with logistic growth. Our 

objective is to maximize the total population when resources are distributed in habitat or some patches 

to control the intrinsic growth rate, but the total amount of resources are limited. 

In Chapter 1, we introduce these nonlinear optimization problems and their backgrounds more precisely. 

We first mention to the stability of a trivial solution of a reaction-diffusion model with logistic growth. 

If a trivial solution is stable, then any solution tends to 0 as the time goes to sufficiently large, 

namely, the species goes to extinction. Conversely, if the trivial solution is unstable, then there is 

a unique positive steady state, namely, the species can survive. These results hold the case of multi-patch 

model. We also mention to main results of this thesis. It is shown that global maximizer is of “bang-bang” 

type under some constraints. Further, global maximizer can be expressed in a patchy environment for any 

number of patches with sufficiently small and large diffusion constant. 

In Chapter 2, we prove main results corresponding to the reaction-diffusion model. We compute asymptotic 

expansion of the total population by using perturbation theory. The main idea is calculation of the first 

and second variation. In the last section of this chapter, we treat related problems. 

In Chapter 3, we prove main results corresponding to the multi-patch model. We mainly compute asymptotic 

expansion of the total population with respect to diffusion rate. The idea of the main theorem is expression 

of coefficients by using recurrence relations. 
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