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風洞実験を踏まえた超弾性三次元角柱の振動特性の把握のための基礎的検討 

その 2 連続体振動理論とFEM による弾性固有値解析 

 

構造－振動 正会員 ○ 山口雄大＊１  正会員 佐藤大樹＊２ 

  〃   中川尚大＊３   〃  丸山勇祐＊３ 

超弾性体 連続体振動理論 固有値解析  〃   田村哲郎＊４
  

FEM 解析  

 
1. 緒言 

本報その 1 では，自由振動実験により 2 種類の超弾性

三次元角柱の固有振動数と減衰定数を評価し，その結果

を踏まえて空力振動実験の再評価を試みた．本報その 2 で

は，連続体振動理論と FEMを用いた弾性固有値解析から，

自由振動実験では得られなかった高次モードの曲げ固有

振動数や捩れ固有振動数を調べた結果を報告する．また

最後に，得られた結果を用いて，空力振動実験時の振動

モードと質量減衰パラメータに関して検証を行う． 

 

2. 連続体の自由振動理論 

 本章では，連続体の自由振動理論に基づき，角柱の固有

振動数と固有モードに関する理論式の導出を行う． 

2.1 曲げ自由振動 

 Fig.1 に示すような，密度 ρ，断面積 A，ヤング係数 E，

断面二次モーメント I の一様断面を持つ長さ H の弾性角

柱モデルの無減衰自由振動の運動方程式は，任意の微小

要素における力の釣り合いから，次式のようになる． 
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式(1)の解を，次のような形で仮定する． 
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式(2)を式(1)に代入して整理すると，次式が得られる． 
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式(3)の左辺は z のみの式，右辺は t のみの式であるた

め，式(3)が恒常的に成り立つためには，両辺が定数と等

しくなる必要がある．そこで，式(3)の両辺を定数 4 とお

いて整理すると，式(4)，(5)が得られる． 
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式(4)の一般解が固有モードの式であり，双曲線関数と三

角関数を用いて表すと次式のようになる． 

zAzAzAzAu  sincossinhcosh 4321        (6) 

ここに，式(6)の A1～A4は定数である．一方で，式(5)は単

振動の運動方程式であり，一般解は次式のようになる． 
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ここに，B1とB2は定数，式(8)は曲げ固有円振動数である． 

 ここで，次のような固定－自由の境界条件 
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を式(6)に適用して整理すると，次式が得られる． 
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式(10)が振動状態を表すための条件 
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より，振動方程式が次式のように得られる． 

  01coshcos HH                (12) 

式(12)の解は，モードの次数 n に応じて次のように求まる． 

          ,855.7,3,691.4,2,875.1,1, Hn n  (13) 

上の結果と式(8)より，n 次の曲げ固有振動数に関する式

は，次式のようになる． 
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また，n 次の曲げ固有モードを表す式は，式(9)の左から
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3つの条件を式(6)に適用して得られる式を用いてA2，A3，

A4 を A1 で表すことにより，次式のように整理される． 
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2.2 捩れ自由振動 

2.2.1 円柱モデルにおける理論展開 

 Fig.2 に示すような密度 ρ，半径 a，せん断弾性係数 G，

断面二次極モーメント Ip の円断面をもつ長さ H の一様な

弾性円柱モデルの捩れ振動について考える．任意の微小

要素における力（トルク）のつり合いから，無減衰捩れ自

由振動の方程式は次式のような波動方程式の形で表され

る． 
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ここに， は捩れ角を表す．ここで，式(16)の解を次式の

ように仮定する． 

       tQztz ,                              (17) 

式(17)を式(16)に代入して整理すると，次式が得られる． 
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式(18)が恒常的に成り立ち，かつ振動するためには，両辺

は負の定数でなければならないため，両辺を 2 （ > 0）

とおいて整理すると，式(19)，(20)が得られる． 
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上式はいずれも単振動の方程式であるから，一般解はそ

れぞれ次式のように表される． 
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sincos 21              (21) 

tDtDQ  sincos 21                     (22) 

ここに，C1，C2，D1，D2 は定数，は捩れの固有円振動

数である． 

 ここで，次に示す固定－自由の境界条件 
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を式(21)に適用すると，C1 = 0 となり，次式が得られる． 
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ここに，n はモードの次数である．式(24)より，n 次の捩

れ固有振動数は次式のようになる． 
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また，n 次の捩れ固有モードは次式のようになる． 
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2.2.2 角柱モデルへの適用 

 2.2.1 項の議論は円柱モデルでのみ成立するもので，角

柱の場合は捩れ振動に関する厳密な理論展開は困難であ

る．そこで，本項では，円柱モデルの理論に長方形断面に

おけるサンブナンの捩り定数を後付け的に導入すること

で，角柱モデルの捩れ振動特性を近似することを試みる． 

 円柱モデルの無減衰捩れ自由振動の方程式である式

(16)に着目すると，式の構造から，左辺の Ipは回転慣性を

表すのに対し，右辺の Ip は円断面の捩れ強さを表す量で

あることが分かる．よって，右辺の Ip をサンブナンの捩

り定数 J に置き換えると，式(16)は次式のようになる． 
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式(27)より，2.2.1 項と同様の手順から，n 次の捩れ固有振

動数が次式のように得られる． 
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ここで，見附幅 B，奥行 D の長方形断面の場合，Ｊの値

は次式により求められる 10)． 
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Fig.1 Bending free vibration of elastic square cylinder 

 

Fig.2 Torsional free vibration of elastic circular cylinder 
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ここに，  は辺長比 D/B ごとに決まる定数である．D/B 

＝1，2，3 の場合，  の値は以下のようになる 10)． 

       2633.0,3,2287.0,2,1406.0,1,/ BD    (30) 

以上の結果を角柱の捩れ振動に関する式として採用し，

FEM 解析結果との比較を試みることとする． 

 

3. FEM による弾性固有値解析の概要 

 FEM 解析モデルのパラメータを Table1 に示す．パラ

メータは，基本的に実験模型に基づいているが，ヤング係

数 E やポアソン比 ν については把握できていない．そこ

で，E の値は，本報その 1 の自由振動実験から得られた 1

次の曲げ固有振動数 f1 の値を式(14)に代入することで得

た値を用いることとし，ν の値は 0.47 とした．厳密な物

性の把握のための材料実験は，今後の検討課題の 1 つで

ある．なお，解析には Abaqus / CAE を用い，弾性体モデ

ルで固有値解析を実施する．Fig.3 に，解析モデル図を示

す．解析精度と計算負荷に関して検証を行った結果，要素

タイプを六面体の 1 次要素（非適合モード）である C3D8I，

要素サイズは各辺 10 mm とすることとした．要素タイプ

や要素サイズごとの解析精度の検証の概要については付

録に示すこととする． 

 

4. 理論式と FEM による固有値解析結果とその比較 

 Table2 に，2 章で示した連続体振動に関する理論式と 3 

章で述べた FEM解析により得られた超弾性角柱の固有振

動数の値を示す．f と F はそれぞれ曲げと捩れの固有振動

数を示し，Theory と FEM は，それぞれ理論計算値と FEM

解析値を表す．表に示す通り，本解析では，1 次から 3 次

までの曲げモードと，1 次と 2 次の捩れモードに結果を限

定している．また，捩れの理論計算は，2.2.2 項で示した

円柱の理論を角柱に適用した近似式を用いているため，

厳密な理論に基づくものではないが，ここでは便宜上こ

れも Theory と表示している． 

 まず，理論値と FEM解析値の整合性について考察する．

曲げ 1 次モードに関しては，116Y と 116B は E の値を自

由振動実験の結果に合わせこんでいることもあり，理論

値と FEM 値がどちらも実験値と精度よく一致している．

一方で，高次モードでは，いずれのモデルでも FEM 解析

値が理論値より小さく，また，次数が最も大きい 3 次モー

ドの場合が最もその差が大きいことが分かる．一方で，捩

れモードの場合は，FEM 解析値と理論値（近似式による

計算結果）が，1 次と 2 次のどちらともほぼ一致している

ことが確認できる．この結果から，円柱の捩れ振動理論に

サンブナンの捩り定数を適用した近似式は，正四角柱の

捩れモードの予測に有用であると考えられる． 

 次に，振動モードの出現順に着目すると，理論では，1

次曲げ，1 次捩れ，2 次曲げ，3 次曲げ，2 次捩れの順で

あるのに対し，FEM では，1 次曲げ，1 次捩れ，2 次曲げ，

2 次捩れ，3 次曲げの順となっている．また，FEM では，

2 次曲げと 1 次捩れの固有振動数が近い値となっている

ことも特徴として挙げられる． 

今後は，振動台を用いた加振実験により，これらの結果

を検証していく予定である． 

 

5. 空力振動時のモードと質量減衰パラメータの評価 

 Fig.4 に，116B と 116Y の風洞実験により得られた風速

と応答（標準偏差）の関係図 7)から抽出した共振風速時の

風直交方向の変形モードと，式(15)により得られた 1 次曲

げの変形モード，そして，ロッキングモードを重ねた図を

示す．図から，実験のモードと理論の曲げモードがほぼ一

致しており，空力振動時に曲げの 1 次モードで振動して

いたことが確認できる． 

 一般に，角柱の空力振動特性の評価指標として，次式で

Table1 Parameters for analysis 

 

 

Fig.3 FEM analysis model of cylinder 

Table2 Natural frequency derived from theory and FEM 

 

116Y 116B

0.08 0.08
0.08 0.08
0.48 0.48
15.8 49.1

Young's modulus E  [N/m2] 6.22×104 3.92×105

Poisson's ratio ν 0.47 0.47

Breadth B [m]

Depth D [m]

Height  H [m]

Density ρ  [kg/m3]

Name of model

fix 
free 

Theory [Hz] FEM [Hz] FEM / Theory

f 1 3.52 3.52 1.001

f 2 22.03 19.53 0.886

f 3 61.77 47.51 0.769

F 1 17.51 17.43 0.996

F 2 52.53 52.27 0.995

f 1 5.01 5.01 1.000

f 2 31.36 27.77 0.885

f 3 87.92 67.56 0.768

F 1 24.92 24.79 0.995

F 2 74.76 74.33 0.994
Torsional

mode

116Y

116B

Bending
mode

Torsional
mode

Bending
mode
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定義される質量減衰パラメータ δ8)が用いられている． 

  h
BDH

M

a
 1                (31) 

     
H

dzzuzmM
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ここに，ρa は空気密度，h は減衰定数，M1 は 1 次モード

の一般化質量，m(z)と u(z)はそれぞれ高さ z における質量

と振動モード，他の変数は Table1 と同様である．既往研

究では，δ の導出時にロッキングモード仮定が用いられて

きた 2), 9)．しかし，超弾性角柱の場合，前述のように空力

振動時の振動モードは連続体の曲げ振動モードとなる．

そこで，本報その 1 で示した共振風速時の減衰定数の評

価値を用い，曲げモードとロッキングモードの 2 つの仮

定から 116Y と 116B の δ を導出し，その結果を比較して

みることとした．Table3 に δ の計算結果を示す．なお，計

算に用いる曲げモードは理論式(15)を採用し，M1 の導出

には Simpson 則 11)による数値積分を用いた．Table3 の結

果より，ロッキングモード仮定の場合，曲げモードを用い

た場合よりも δ が 3 割程度過大評価されていることが分

かる．よって，超弾性角柱の空力振動特性を δ で評価し

ようとする場合，やはり連続体の振動モードを用いて厳

密に δ を算出することが望ましいものと考えられる． 

 

6. 結言 

 本報その 2 では，連続体振動理論と弾性 FEM 解析によ

り超弾性三次元角柱の固有値解析を実施し，結果の比較

を行った．その結果，高次の曲げモードでは，FEM によ

る固有振動数の解析値が理論値よりも小さい評価となっ

た．また，角柱の捩れ固有振動数の近似式に関して，2 次

モードまで FEM解析と高精度で一致する解が得られるこ

とを確認した．さらに，空力振動時の振動モードが理論の

曲げ振動モードと一致することを確認したうえで，曲げ

振動モードに基づいて質量減衰パラメータの導出を行い，

ロッキングモードを仮定した場合との比較を行った． 

得られた結果を踏まえて，今後は振動台による加振実

験を行い，超弾性角柱の振動特性を実験的に調べていく

予定である．また，材料や辺長比の異なる模型に関しても

実験や解析を実施し，材料特性を踏まえた超弾性角柱の

空力振動特性の評価手法について詳細に検討していく． 
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付録 FEM 解析における要素の種類とサイズごとの精度の比較 

 Fig.A に，要素の種類とサイズごとの FEM 解析精度の比較を示す．縦軸は

節点数，横軸は曲げ固有振動数の解析結果を理論値で除した値である．解析

モデルの要素の詳細は，C3D4 が四面体 1 次要素，C3D10 が四面体 2 次要素，

C3D8 が六面体 1 次要素，C3D8I が六面体 1 次要素の非適合モード，C3D20 が

六面体 2 次要素である．プロットの種類は凡例に示す通りである． 

 

 

Fig.A  Verification of FEM analysis model 
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Fig.4 Comparison of mode 

Table3 Comparison of δ derived from each mode 
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0.75 1 1.25

fFEM / fTheory

1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500
5000
Number of node

Element size = 20 mm

4 
― 300―


