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1.1 本研究の背景と⽬的 
 
 ⽀持層に傾斜のある地盤条件や，低層部と⾼層部があり⻑期軸⼒に偏りのある荷重条件
においては，直接基礎と杭基礎を併⽤した形式の異種基礎がしばしば⽤いられる 1.1)〜1.3) 。
図 1.1 は，⽇本建築学会基礎構造設計指針（2019）1.4) による異種基礎の分類である。同図
のような条件下では，異種基礎の採⽤が合理的だと考えられる。未開発の傾斜地が多く平野
部の都市における⼈⼝過密が未だ問題視されている 1.5) ⽇本国内では，同図タイプ A の異種
基礎の利⽤促進が特に重要である。 
 直接基礎と杭基礎は，⼀般に基礎部材が接触する地層の違いや接触⾯積の違い，また部材
そのものの⼒学特性の違いから，⻑期軸⼒や地震時⽔平⼒などの荷重に対する特性（剛性，
耐⼒）が⼤きく異なる。そのため，直接基礎と杭基礎を併⽤した異種基礎は，⻑期軸⼒によ
る不同沈下，地震時⽔平⼒による過⼤なねじれ応答（に起因する被害）が懸念され，近年ま
で避けるべき基礎形式とされてきた 1.4)。しかし⼀⽅で，⽇本国内ではその地形的な特徴か
ら，異種基礎は合理的な基礎形式の⼀つと考えられるため，異種基礎を⼀律排除することは
現実的では無い。現実に実施例が存在する 1.3) こと，またある程度実情に沿った⾼度な変形
解析が可能となってきたことから，⽇本建築学会の建築基礎構造設計指針でも，2001 年の
改訂版から併⽤基礎の章に異種基礎の解説が記載されるようになり，2019 年の改訂では独
⽴して異種基礎の章が設けられるまでになった。傾斜地利⽤のニーズがあり，技術的なハー
ドルも下げられつつあることから，異種基礎の利⽤（特に図 1.1 タイプ A のもの）は今後
拡⼤していくものと考えられる。 
 

 
 
 
 
 
 
 

図 1.1 直接基礎と杭基礎の組み合わせによる異種基礎の分類（⽇本建築学会 (2019)1.4) ） 
(a) タイプ A (b) タイプ B (c) タイプ C 
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 異種基礎において懸念される不同沈下やねじれ応答の問題に対応した設計をするために
は，直接基礎部と杭基礎部それぞれの荷重変位関係を正確に把握する必要がある。以下，各
基礎部に働く単位荷重あたりの変位を「柔性」，柔性の逆数（単位変位あたりの反⼒）を「ば
ね」と呼ぶ。異種基礎のばねは，3 次元有限要素法やサブストラクチャ法例えば 1.6) （以下，こ
れらの⼿法を総称して「精算解法」と呼ぶ）により評価できるが，精算解法は数値解析モデ
ル作成の⼿間（境界条件の設定，離散化の設定，種々の物性に関する膨⼤なパラメータ⼊⼒
など）が⼤きく，また複雑なモデルに基づく数値計算に不可避な問題として⼊⼒パラメータ
と計算結果の因果関係が把握し⾟いという⽋点がある。これらの⽋点は，特に設計初期の検
討段階において⼤きな障害になると考えられる。初期段階の検討では，杭径や杭⻑の変更に
加え，杭基礎部と直接基礎部の境界付近の仕様変更（地盤改良で済ませるか，ラップルコン
クリートの打設や杭⻑数 m 以下の極端に短い杭の打設を⾏うかなどの仕様変更）の検討も
あり，スパン割の異なる基礎の仕様を同時並⾏で検討することも有る。このような場合，全
ての検討を精算解法で⾏っていては，モデルの変更の度に⼤きな⼿間が発⽣することに加
え，モデルの⼊⼒パラメータと結果との因果関係が分かり⾟いということもあり，仕様変更
の⽅針が⽴てにくい。簡易な⼿順で計算でき，⼊出⼒の因果関係の把握が容易なばねの評価
⽅法が必要である。 
 「異種基礎の検討は，経験を積んだ地盤・基礎の専⾨家が⾏うので，複雑な精算解法を⽤
いてもある程度の結果の⾒通しは⽴つはずで，簡易な代わりに不正確になるような評価法
は不要である」とする意⾒もあるかも知れないが，この意⾒には次の２つの理由により反論
できる。まず，実際の計算を実施するのが専⾨家であっても，基礎の仕様変更の⽅針を⽴て
るのは設計者であり，専⾨家の意⾒（⾒通し）が受け⼊れられない場合がある。基礎や地盤
の専⾨的な知識の無い設計者にも容易に理解できる簡易な理論があれば，専⾨家との意⾒
交換を仲⽴ちするコミュニケーション・ツールとして，有⽤だと考えられる。また，精算解
法による異種基礎の計算モデルは⾮常に複雑なので，モデルに不備が無いことをチェック
する作業は専⾨家であっても⾮常に⼿間がかかる。モデルの検証としては，例えば理論的な
検証の可能な簡単なモデルで，かつ検討対象に極⼒近い条件のモデルを幾つか作って計算
し，傾向を把握するような作業を実施する。経験的にある程度結果の⾒通しが⽴っていても，
それだけでは⼼許ない。このときチェック・ツールとして利⽤できる簡易な⽅法があれば，
作業の⼿間を⼤きく軽減できる。以上の理由から，簡易評価法の検討が必要だと考えている。 
 本研究では，実⽤的な異種基礎のばねの簡易評価法を確⽴するための基礎として，弾性半
無限弾性地盤に規則的に部材が配置された異種基礎の静的なばねの評価法について検討す
る。実⽤的には，より現実的な地盤条件下での不規則な部材配置の異種基礎のばねを動的効
果も含めて評価する必要があると考えられるが，それは今後の課題とする。異種基礎のばね
については，「半無限弾性地盤に規則的に部材が配置された異種基礎に静的荷重が作⽤する」
といった⾮常に単純な条件においてさえも簡易に評価する⽅法が確⽴されていない。現実
的な条件の異種基礎のばねについて考えるための基礎として，理想化された単純な条件の
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異種基礎のばねについて検討し，その評価法を整理することは，⼯学的にも⼤きな価値を持
つものと考える。 
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1.2 基礎のばね評価における既往の知⾒ 
 
 異種基礎のばねを直接簡易に評価する先⾏研究は⾒当たらないが，直接基礎のばねと杭
基礎のばねについては，多くの先⾏研究が存在する。本研究に関連する先⾏研究とそれを理
解するための予備知識について，以下に説明する。 
 
1.2.1 地盤と構造物の相互作⽤に関する基礎事項 
 
 本研究で⽤いる地盤と構造物の相互作⽤の理論については，第 2 章で詳しく説明する。
しかし，基礎のばねに関する先⾏研究とそれに対する本研究の位置付けを理解するために
は，ある程度の予備知識が必要である。 
 
(1) 基礎のばね 
 
 「基礎のばね」は，「評価対象となる基礎に強制的に単位変位を⽣じさせたときに⽣じる
反⼒」として定義される。基礎のばねは，基礎と地盤の接触⾯積が⼤きくなるほど⼤きくな
るが，接触⾯積に正⽐例しない（例えば，構造部材の断⾯積が⼤きくなることと単純に対応
しない）ことに注意が必要である。このことを説明する模式図を図 1.2 に⽰す。基礎⾯積が
増えると，基礎底⾯の応⼒はそれに反⽐例して減る。このメカニズムは，ばねが硬くなる⽅
向に働く。⼀⽅，基礎⾯積が増えれば，より広い範囲の地盤が荷重に抵抗するため，同⼀の
応⼒レベルに対して発⽣する変位は⼤きくなる。このメカニズムは，ばねが柔らかくなる⽅
向に働く。基礎のばねと接触⾯積との関係には，これら 2 つのメカニズムが同時に作⽤す
るが，前者のメカニズムの⽅が優位であるため，基礎と地盤の接触⾯積が⼤きくなるほど基
礎のばねは硬くなる。ただし後者のメカニズムも同時に働くため，接触⾯積と基礎のばねは
⽐例関係には無い。 

 
 基礎のばねを求める問題は，地盤と構造物の相互作⽤に関する問題としては最も単純な
部類の問題ではあるが，それでも簡単では無い。上記の 2 つのメカニズムのバランスを正

図 1.2 基礎底⾯が広がることによる応⼒の低下と抵抗範囲の拡⼤の模式図 
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確に評価しなければ正しい値が得られないため，1.2.2 で⽰すような単純な条件を除いては
閉じた形の解（微分・積分や無限級数などを含まない，容易に数値計算できる単⼀の数式で
表される解）が得られていない。⼀般的な条件における基礎のばねは，地盤を 3 次元弾性連
続体とみなし，その点載荷変位解（⼀般に「グリーン関数」と呼ばれるもので，本論⽂でも
以下「グリーン関数注

0F

1」と呼ぶ）と基礎と地盤の接触⾯上の応⼒との積を接触⾯全体で積分
した結果の逆数として表される。地盤のグリーン関数を𝑔ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻとし（ここに，𝒓𝒐はグリー
ン関数における変位の評価点の位置ベクトル，𝒓𝒔はグリーン関数における載荷点の位置ベク
トルを表す），接触⾯上の応⼒を𝜎ሺ𝒓𝒄ሻとすると（ここに，𝒓𝒄は接触⾯上の点の位置ベクトル
を表す），基礎のばね𝑠は次のように表される。 
 

𝑐ሺ𝒓𝒐ሻ ൌ
∬ 𝜎ሺ𝒓𝒄ሻ𝑔ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒄ሻ𝑑𝒓𝒄஺

∬ 𝜎ሺ𝒓𝒄ሻ𝑑𝒓𝒄஺

 (1.1) 

 
𝑠 ൌ

1
𝑐ሺ𝒓𝒐ሻ

 (1.2) 

ここに，𝑐ሺ𝒓𝒐ሻは基礎の柔性（単位荷重あたりの変位），𝐴は接触⾯に対応する積分領域を表
す。 
(1.1)，(1.2)式において，𝒓𝒐は基礎のばねを評価する際の変位の評価点であり，通常は直接
基礎の中⼼位置や杭基礎の杭頭中⼼位置を指す。この式によってばねを求めるためには，接
触⾯上の応⼒分布𝜎ሺ𝒓𝒄ሻが定まっている必要があるが，これは簡易には等分布や基礎部材が
剛体であることを仮定した分布を⽤い，より⼀般的な場合には 2 章で説明するような数値
的な⽅法により決定する。 
 
(2) 影響係数とフーチング群・群杭のばね 
 
 基礎構造の分野における「影響係数」は，主に複数の杭から成るグループ（以下，「群杭」
と呼ぶ）における杭同⼠の相互作⽤を評価するために⽤いられている 1.21), 1.22) が，地盤を介
した部材間相互作⽤⼀般の評価に⽤いることのできる概念である。本研究では，フーチング
同⼠の相互作⽤や異種基礎間の相互作⽤の評価にも影響係数の考え⽅を⽤いる。 
 基礎構造の分野における影響係数は，変位評価点間の影響の⼤きさを表す。これは，理論
的には（数式上は）(1.1)式で表される基礎の柔性の拡張として定義される。例えば，𝑁本の
杭があり𝑖番⽬の杭に対応する𝒓𝒐, 𝒓𝒄,𝐴をそれぞれ𝒓𝒐𝒊, 𝒓𝒄𝒊,𝐴௜と書くことにすると，杭𝑗の杭𝑖に
対する影響を表す影響係数𝑔௜௝は次の通りに表される。 

 
注1 グリーン関数という⽤語は，本研究に近い分野では，地震学や地盤と構造物の動的相互作⽤の分

野で使われているもので，断り無くグリーン関数といった場合には，通常は動的な解を指す。静
的な解のことに限定したい場合には，「静的グリーン関数」と呼ぶのが⼀般的であるが，本論⽂で
は「静的グリーン関数」しか扱わないので，「静的」を省略して単に「グリーン関数」と呼ぶ。 
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𝑔௜௝ ൌ

∬ 𝜎൫𝒓𝒄𝒋൯𝑔൫𝒓𝒐𝒊; 𝒓𝒄𝒋൯𝑑𝒓𝒄𝒋஺ೕ

∬ 𝜎 ቀ𝒓𝒄𝒋ቁ 𝑑𝒓𝒄𝒋஺ೕ

 (1.3) 

(1.1)式と(1.3)式の⽐較から明らかなように，𝑔௜௜は杭𝑖の柔性に対応する。ここで杭𝑗杭頭に
荷重𝑓௝が作⽤している状況を考えると，影響係数𝑔ଵ௝ ,𝑔ଶ௝ ,⋯ ,𝑔ே௝は，図 1.3 にあるような，
杭𝑗への載荷によって⽣じる各杭の変位を表す。より⼀般的な状況として，各杭杭頭に働く
荷重を𝑓ଵ, 𝑓ଶ,⋯ , 𝑓ேとし，それに対する各杭の変位を𝑢ଵ,𝑢ଶ,⋯ ,𝑢ேとした場合を考えると，この
状況における荷重変位関係は，影響係数を⽤いて次のように表される。 
 

൞

𝑢ଵ
𝑢ଶ
⋮
𝑢ே

ൢ ൌ ൦

𝑔ଵଵ 𝑔ଵଶ ⋯ 𝑔ଵே
𝑔ଶଵ 𝑔ଶଶ ⋯ 𝑔ଶே
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑔ேଵ 𝑔ேଶ ⋯ 𝑔ேே

൪൞

𝑓ଵ
𝑓ଶ
⋮
𝑓ே

ൢ (1.4) 

 
(1.4)式の関係は，群杭だけでなく複数のフーチングからなるグループ（以下，「フーチング
群」と呼ぶ）や異種基礎を含む𝑁個の構成要素を持つ基礎⼀般に成り⽴つ。このように，影
響係数を⽤いて𝑁個の構成要素を持つ基礎⼀般の荷重変位関係を表すことができる。 
 (1.4)式右辺の⾏列は基礎の柔性を表す⾏列であり，この⾏列の定義より，その逆⾏列が
基礎のばねを表す⾏列となる。 
 

𝑮 ≔ ൦

𝑔ଵଵ 𝑔ଵଶ ⋯ 𝑔ଵே
𝑔ଶଵ 𝑔ଶଶ ⋯ 𝑔ଶே
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑔ேଵ 𝑔ேଶ ⋯ 𝑔ேே

൪ (1.5) 

とすると，基礎のばねを表す⾏列は次のように表せる。 
 

𝑺 ≔ ൦

𝑠ଵଵ 𝑠ଵଶ ⋯ 𝑠ଵே
𝑠ଶଵ 𝑠ଶଶ ⋯ 𝑠ଶே
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑠ேଵ 𝑠ேଶ ⋯ 𝑠ேே

൪ ൌ 𝑮ିଵ (1.6) 

 
൞

𝑓ଵ
𝑓ଶ
⋮
𝑓ே

ൢ ൌ 𝑺൞

𝑢ଵ
𝑢ଶ
⋮
𝑢ே

ൢ (1.7) 

このばね⾏列は，その定義より，対⾓成分𝑠௜௜が基礎の構成要素（ここではフーチングもしく

図 1.3 群杭の影響係数の模式図 
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は杭）単体のばねを表し，⾮対⾓成分𝑠௜௝ ሺ𝑖 ് 𝑗ሻが要素𝑗の要素𝑖に対する相互作⽤（相互作⽤
によるばねの増減）を表す。基礎全体のばね（𝑆とする）は，基礎の全要素に単位強制変位
を与えたときの反⼒の総和であるので，(1.7)式より，次のように表される。 
 

𝑆 ൌ ሼ1, 1,⋯ ,1ሽ𝑺൞

1
1
⋮
1

ൢ ൌ෍෍𝑠௜௝

ே

௝ୀଵ

ே

௜ୀଵ

 (1.8) 

⼀⽅，要素間の相互作⽤が無い場合の基礎のばね（𝑆ᇱとする）を考えると，これは要素単独
のばねの総和となるので，次式の通りである。 
 

𝑆ᇱ ൌ෍𝑠௜௜

ே

௜ୀଵ

 (1.9) 

以上より，複数の構成要素を持つ基礎のばねに構成要素間の相互作⽤が与える影響の指標
として，次の𝜉が定義できる。 
 

𝜉 ≔
𝑆
𝑆ᇱ

 (1.10) 

𝜉は群杭のばねについて研究が進んでおり，群杭に関する𝜉は群杭係数と呼ばれている。フー
チング群の𝜉については，以下「相互作⽤係数」と呼ぶ。基礎のばねに関する相互作⽤は常
に変位を増⼤させる⽅向に働くため𝜉 ൏ 1であり，また常に𝑆 ൐ 0かつ𝑆ᇱ ൐ 0なので𝜉 ൐ 0であ
る。つまり，常に0 ൏ 𝜉 ൏ 1であり，𝜉が０に近いほど相互作⽤が強く，1 に近いほど相互作
⽤が弱いということが⾔える。 
 なお，⼀つのフーチングや杭に⼀対⼀で影響係数を対応させるだけでなく，⼀つの基礎部
材を複数の要素に分割して各要素ごとに影響係数を対応させることも可能である。このこ
とは，基礎部材と地盤の接触⾯上の応⼒分布が未知である場合に影響係数を数値的に計算
する⽅法に応⽤できる。これについては 2 章で詳しく述べる。 
 
(3) 単独の杭（以下，「単杭」と呼ぶ）と地盤の相互作⽤の簡易評価モデル 
 
 杭は，べた基礎，フーチングと異なり地中での部材の変形が顕著なため，地盤との接触⾯
での応⼒分布が複雑になり，影響係数やばねに関する解析的な解（基本となる⽀配⽅程式よ
り理論的に定まる数式で表された解）を求めるのが特に難しい。そこで実⽤的な計算法とし
て，「ある点の地盤反⼒は，その位置の変位に⽐例する」として，地盤をばねに置き換え杭
の周⾯および先端に付加したモデル（以下，「梁ばねモデル」と呼ぶ）が良く⽤いられる。
⼀般に，ある点における地盤反⼒は，その点の変位のみに依存せず，その点の周囲の地盤の
変位と応⼒の影響を受けるため，梁ばねモデルは，厳密には正しくない。しかし以下２つの
理由により，実⽤的簡易計算法としては有⽤であるため，広く⽤いられている 1.16), 1.17)。① 
地盤の反⼒をばねで表現できるものと仮定すると杭と地盤の相互作⽤の計算が⾮常に簡便
になること，また② 適切なばね値を設定すれば，ばねで地盤反⼒を表現したとしても地中
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の杭の挙動を概ね再現できることが分かっていること 1.19)〜1.23) ，の２つである。 
 梁ばねモデルにおける杭の断⾯⼒と地盤反⼒の関係は，杭の変位に関する以下の微分⽅
程式で表される。 
 鉛直⽅向： 

െ𝐸௣𝐴
𝑑ଶ𝑢௩ሺ𝑧ሻ

𝑑𝑧ଶ
൅ 𝑠௩𝐵𝑢௩ሺ𝑧ሻ ൌ 0 (1.11) 

 ⽔平⽅向： 
𝐸௣𝐼

𝑑ସ𝑢௛ሺ𝑧ሻ

𝑑𝑧ସ
൅ 𝑠௛𝐵𝑢௛ሺ𝑧ሻ ൌ 0 (1.12) 

ここに，𝑢௩ሺ𝑧ሻは深度𝑧における鉛直⽅向の杭の変位，𝑢௛ሺ𝑧ሻは深度𝑧における⽔平⽅向の杭の
変位，𝐸௣は杭のヤング係数, 𝐴は杭の断⾯積, 𝐵は杭径, 𝐼は杭の断⾯２次モーメント，𝑠௩は杭
の鉛直⽅向の地盤反⼒係数, 𝑠௛は杭の⽔平⽅向の地盤反⼒係数を表す（地盤反⼒係数とは，
地下構造物（主に杭）と地盤の接触⾯，単位⾯積当たりのばね定数である）。 
 
1.2.2 直接基礎のばねの簡易評価に関する先⾏研究 
 
 直接基礎の研究は，主に地表⾯上の単独のべた基礎を対象に⾏われている。複数のフーチ
ングから成る直接基礎の計算法も良く知られたものが存在するが，フーチング数の多い場
合や，フーチング配置の複雑な場合は，かなり煩雑な重ね合わせ計算を要するため，必ずし
も「簡易」な評価法とは⾔えない。 
 
(1) 半無限弾性地盤上の単独のフーチングのばね 
 

 単独のフーチングのばねは，鉛直⽅向については Boussinesq の解（半無限弾性地盤に
対する地表⾯上の点集中鉛直載荷の解），⽔平⽅向については Cerruti の解（半無限弾性地
盤に対する地表⾯上の点集中⽔平載荷の解）をグリーン関数として計算する（(1.1), (1.2)式）
⽅法が基本である。基礎のばねを求める積分（(1.1)式）は，基礎底⾯の応⼒分布が⼀様（𝜎ሺ𝒓𝒄ሻ

が⼀定）である場合は⽐較的容易に実⾏できるが，基礎⾃体の剛性を考慮すれば，基礎底⾯
の応⼒分布は⼀様にはならない。⼀般に，べた基礎の剛性は地盤よりも遥かに⾼く，地盤に
対して剛体的に挙動するので，べた基礎のばねの実⽤的な解として剛板直下の応⼒分布を
仮定した種々の解が⽤いられている。表 1.1 にこれらの解を⽰す。矩形剛基礎のばねにつ
いては，半無限弾性地盤が対象であっても解析的な閉じた形の解は求まらないので，数値的
な近似解を求め表 1.1 と表 1.2 のように，基本形の式と補正係数の数値表をセットで⽤い
るのが通例である。矩形剛基礎のばねは，数値解の求め⽅によって，⽂献ごとに表記（と数
値表の数値）にばらつきが⾒られるが，ここでは⽇本建築学会（1996）1.9) による表記と数
表を⽰している（例えば，鉛直のばねは Whitman and Richart (1967)1.10) , ⽔平のばねは
Barkan (1962)1.11) にも⽰されている）。 
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表 1.1 半無限弾性地盤上の剛基礎のばね 
  円形剛基礎（円形剛板） 矩形剛基礎（矩形剛板）例えば 1.9)  

 
鉛直 4𝜇𝑏

1 െ 𝜈
 1.15𝛼௩

4𝜇𝑏
1 െ 𝜈

 
 例えば 1.7) 

 
⽔平 

Muki (1961)1.8) ： 

8𝜇𝑏
2 െ 𝜈

 
1.15𝛼௛

8𝜇𝑏
2 െ 𝜈

 
 

 
ここに，𝜇は地盤のせん断弾性係数, 𝑏は基礎の半径（円形の場合）もしくは矩形剛基礎の⼀
⽅の辺の⻑さ/2（図 1.4 参照）, 𝜈は地盤のポアソン⽐, 𝛼௩,𝛼௛はそれぞれ鉛直，⽔平⽅向の
矩形剛基礎のばねの補正係数を表す。 
 

表 1.2 矩形剛基礎のばねの補正係数（⽇本建築学会（1996）1.9) ） 
  c / b 

0.50 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2.00 
 ν  
αv - 1.025 1.004 1 1.003 1.009 1.016 1.025 

αh 

 0.20 1.009 0.997 1 1.008 1.019 1.030 1.042 
 0.25 1.004 0.996 1 1.009 1.021 1.034 1.047 
 0.30 1.000 0.993 1 1.011 1.024 1.038 1.052 
 0.35 0.995 0.991 1 1.013 1.028 1.043 1.058 
 0.40 0.989 0.989 1 1.014 1.031 1.047 1.064 
 0.45 0.984 0.987 1 1.016 1.035 1.053 1.071 
 0.50 0.978 0.984 1 1.018 1.039 1.058 1.078 

 
ここに，𝑐は矩形剛基礎の𝑏に対応しない⽅の辺の⻑さ/2（図 1.4 参照） 

 
 

図 1.4 基礎⼨法の記号の説明 
(a) 円形剛基礎 (b) 矩形剛基礎 
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 なお「計算は簡単であるが⾮現実的」として初めに検討対象から除外した𝜎ሺ𝒓𝒄ሻ⼀定条件
のばねも， 表 1.1 の定数倍となるだけで，「ばね＝定数×地盤のせん断弾性係数×基礎幅」
の関係は剛基礎条件と変わらないことが知られている 1.9) 。ばねが（荷重）／（⻑さ）の次
元を持ち，地盤剛性が（荷重）／（⻑さの 2 乗）の次元を持つので，フーチングのような単
純な基礎要素のばねが「ばね＝（無次元）定数×地盤のせん断弾性係数×基礎幅」の関係を
満たすことは，次元解析の観点からも⾃然である。この事実は第 3 章での検討にも⽤いる。 
 
(2) 多層地盤の補正 
 
 表 1.1 のばねは，半無限弾性地盤に対するばねなので，多層もしくは不整形な地下構造
を持つ実地盤には適⽤できない。多層の場合の簡易な計算法としては，Steinbrenner の多層
近似 1.12) が良く⽤いられる 1.13), 1.14) 。Steinbrenner の多層近似とは，半無限弾性地盤での変
位解を⽤いて多層地盤地表⾯の柔性を計算する⽅法で，地層の数を𝑛とすると次式のように
表される。 
 𝑢௠ሺ0ሻ

𝑃
ൌ
𝐼ሺ𝑧௡ሻ

𝜇௡𝑏
൅෍

𝐼ሺ𝑧௜ሻ െ 𝐼ሺ𝑧௜ାଵሻ
𝜇௜𝑏

௡ିଵ

௜ୀଵ

 (1.13) 

 
𝐼ሺ𝑧ሻ ≔

𝜇𝑢଴ሺ𝑧ሻ

𝑃
 (1.14) 

ここに，𝑢௠ሺ𝑧ሻは Steinbrenner の多層近似に基づく多層地盤の深度𝑧における変位，𝑃は基礎
に働く荷重，𝑧௜は𝑖番⽬の地層の上端深度，𝜇௜は𝑖番⽬の地層のせん断弾性係数，𝜇は半無限弾
性地盤のせん断弾性係数, 𝑢଴ሺ𝑧ሻは半無限弾性地盤の深度𝑧に変位を表し，また𝐴 ≔ 𝐵は記号
𝐴を右辺の式𝐵で表すことを意味する。 
上記の正規化された変位𝐼ሺ𝑧ሻは，円形剛基礎については，Muki(1961)1.8) より以下のように
なる。以下において，円形剛基礎の𝐼ሺ𝑧ሻを鉛直⽅向については𝐼௖௩ሺ𝑧ሻ，⽔平⽅向については
𝐼௖௛ሺ𝑧ሻと書き，同様に矩形剛基礎の𝐼ሺ𝑧ሻを鉛直⽅向について𝐼௥௩ሺ𝑧ሻ, ⽔平⽅向について𝐼௥௛ሺ𝑧ሻ

と書く。 
 

𝐼௖௩ሺ𝑧ሻ ൌ
ሺ1 െ 𝜈ሻ

4𝜋
൬𝜋 െ 2 tanିଵሺ𝜁ሻ ൅

𝜁
ሺ𝜁ଶ ൅ 1ሻ

൰ (1.15)  

 
𝐼௖௛ሺ𝑧ሻ ൌ

1
8𝜋

ቆ
1
2
ቆ
𝜋
2
൅ tanିଵ ቆ

1 െ 𝜁ଶ

2𝜁
ቇ െ

2𝜁
1 ൅ 𝜁ଶ

ቇ ൅ ሺ3 െ 2𝜈ሻ tanିଵ ൬
1
𝜁
൰ቇ (1.16)1.15) 

ここに，𝜁 ≔ 𝑧/𝑏。 
(1.15), (1.16)式を(1.13)式に代⼊すれば，多層地盤における円形剛基礎の柔性が求まり，そ
の逆数をとれば基礎のばねが求まる。矩形剛基礎の𝐼ሺ𝑧ሻについては，表 1.1 の円形剛基礎と
矩形剛基礎の⽐較より，以下のようにすれば良い。 
 

𝐼௥௫ሺ𝑧ሻ ൌ
1

1.15𝛼௫
𝐼௖௫ሺ𝑧ሻ       ሺ𝑥 ൌ 𝑣,ℎሻ (1.17) 
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 以上，単独のフーチングのばねについては，簡易計算法が整備されている。しかし，複数
のフーチング群では，地盤を介してフーチング同⼠が相互作⽤を及ぼし合うため，フーチン
グ群全体としてのばねは，フーチング群に含まれる各フーチング単体としてのばねの単純
和にはならない。このフーチング群のばねの評価については，簡易法が整備されていない。
それについては，本論⽂の 3 章で検討する。 
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1.2.3 杭基礎のばねの簡易評価に関する先⾏研究 
 
(1) 単杭のばね 
 

杭頭単位荷重載荷を境界条件として梁ばねモデルの微分⽅程式（(1.11), (1.12)式）の変位
解を求め，杭頭変位を求めたものが，梁ばねモデルにおける杭のばねとなる。(1.11), (1.12)
式の変位解は，数値的に求めるのもそれほど難しくないが，半無限弾性地盤内の均⼀な杭
（𝐸𝐴,𝐸𝐼, 𝑘௩, 𝑘௛が深度に応じて変化しない条件）においては，以下の通りに閉じた形の解析
解が得られており，広く⽤いられている 1.16), 1.17)。 

表 1.3 半無限弾性地盤内の均⼀な杭の杭頭ばね 
 鉛直 

(有限⻑杭, 杭⻑𝑙) 𝐸௣𝐴𝛽௩
𝐸௣𝐴𝛽௩൫1 െ eିଶఉೡ௟൯ ൅ 𝐾௕ሺ1 ൅ eିଶఉೡ௟ሻ

𝐸௣𝐴𝛽௩ሺ1 ൅ eିଶఉೡ௟ሻ ൅ 𝐾௕ሺ1 െ eିଶఉೡ௟ሻ
 

 

 
⽔平 1.18) 

（半無限杭） 

杭頭回転⾃由条件： 杭頭回転拘束条件：  

 2𝐸௣𝐼𝛽௛
ଷ 4𝐸௣𝐼𝛽௛

ଷ  

ここに，𝐾௕は杭先端の地盤ばねであり円形剛基礎のばねの式（表 1.1）などにより定める。
𝛽௩,𝛽௛は梁ばねモデルの特性値であり，次式で表される。 
 

𝛽௩ ≔ ඨ
𝑠௩𝐵
𝐸௣𝐴

 (1.18) 

 
𝛽௛ ≔ ඨ

𝑠௛𝐵
4𝐸௣𝐼

ర  (1.19) 

また，鉛直地盤反⼒係数𝑠௩は Randolf の式 1.19) により，⽔平地盤反⼒係数𝑠௛௜（𝑖番⽬の地層
の地盤反⼒係数を𝑠௛௜とする）は Francis の式 1.20) により以下の通り求めることができる。 
 𝑠௩𝐵 ൌ

2𝜋𝜇௘

log ቀ
2𝑟௠
𝐵 ቁ

 (1.20) 

 
𝜇௘ ≔

1
𝑙
෍𝜇௜𝐻௜ (1.21) 

 𝑟௠ ≔ 2.5𝑙ሺ1 െ 𝜈௘ሻ (1.22) 
 

𝜈௘ ≔
1
𝑙
෍𝜈௜𝐻௜ (1.23) 

 
𝑠௛௜𝐵 ൌ 1.3

𝐸௜
1 െ 𝜈௜

ଶ ቆ
𝐸௜𝐵ସ

𝐸௣𝐼
ቇ

ଵ
ଵଶ

 (1.24) 

ここに，𝜇௘は杭周⾯における平均的な地盤のせん断弾性係数, 𝑟௠は杭が地盤に及ぼす影響の
半径, 𝜇௜は𝑖番⽬の地層のせん断弾性係数, 𝐻௜は𝑖番⽬の地層の層厚, 𝜈௘は杭周⾯における平
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均的な杭のポアソン⽐, 𝜈௜は𝑖番⽬の地層のポアソン⽐, 𝐸௜は𝑖番⽬の地層の地盤の変形係数
（ൌ 2ሺ1 ൅ 𝜈௜ሻ𝜇௜）。 
 
(2) 群杭のばね 
 
 群杭係数の定義（(1.10)式）より，単杭のばねの和に群杭係数をかけた結果が群杭のばね
に対応する。単杭のばねの簡易評価法は前述の通り整備されているので，「群杭のばねの簡
易評価」の問題は，「群杭係数の簡易評価」の問題に帰着される。群杭係数の簡易評価につ
いては多くの先⾏研究例えば 1.22), 1.24)〜1.28) があるが，ここでは現時点（2021 年）の標準的な⽅
法として，⽇本建築学会の「建物と地盤の動的相互作⽤を考慮した応答解析と耐震設計」
（2006）1.29) にも記載されている護らの⽅法 1.27) を紹介する。以下が護らの⽅法による群杭
係数である。 
 

𝜉௫ ൌ 0.4 ൬
𝛥𝑟
𝐵
൰
଴.ଷ

ቀ
𝑛௫
2
ቁ
௘భ
ቀ
𝑛௬
2
ቁ
௘మ

 (1.25) 

 
𝜉௬ ൌ 0.4 ൬

𝛥𝑟
𝐵
൰
଴.ଷ

ቀ
𝑛௫
2
ቁ
௘మ
ቀ
𝑛௬
2
ቁ
௘భ

 (1.26) 

 
𝑒ଵ ≔ െ0.74 ൬

𝛥𝑟
𝐵
൰
ି଴.ସଷ

 (1.27) 

 
𝑒ଶ ≔ െ0.59 ൬

𝛥𝑟
𝐵
൰
ି଴.ହସ

 (1.28) 

 𝜉௩ ൌ 𝑁ିሺ଴.ସହା଴.଴଴ହሺ௟ ஻⁄ ሻି଴.ହ ୪୭୥ሺ௱௥ ஻⁄ ሻሻ (1.29) 
ここに，𝜉௫は群杭の⻑辺⽅向載荷に対する群杭係数，𝜉௬は群杭の短辺⽅向載荷に対する群杭
係数，𝜉௩は鉛直⽅向載荷に対する群杭係数，𝛥𝑟は杭間隔, 𝑛௫は⻑辺⽅向の杭本数, 𝑛௬は短辺
⽅向の杭本数（杭総数𝑁 ൌ 𝑛௫ ൈ 𝑛௬である）を表す。 
 上記の護らの⽅法は，精算解法によるパラメータスタディ結果の回帰分析に基づいてい
る。こうした⽅法は，当然パラメータスタディで検証した範囲から逸脱した条件下での適⽤
性は担保されない（例えば，上記の護らの⽅法の式では，𝛥𝑟が極端に⼤きい場合には群杭係
数が１を超える計算になってしまうが，これは物理的に有り得ない）。現在知られている群
杭係数の簡易評価法例えば 1.22), 1.24)〜1.28)は，簡易な⽅法ほど精算解法による経験則に依存する
部分が⼤きく，⽐較的経験則的な側⾯が弱く理論的な側⾯が強い⼿法（例えば，Poulos ら
の⽅法 1.24) や Dobry らの⽅法 1.25) など）では計算が煩雑になる傾向がある。したがって，
群杭係数の簡易評価の問題も，完全に解決しているわけでは無い。しかしながら，未解決問
題は残されているとしても，簡易評価法が既に存在するという点において，群杭のばねの研
究は，フーチング群のばねの研究に先⾏している。 
 本研究では，群杭の簡易評価法については扱わない。異種基礎のばね評価への応⽤につい
ては，既往の知⾒が活⽤できるものとし，未解決の問題については今後の課題とする。ただ
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し，群杭とフーチング群の間の相互作⽤に関して，⼀部，群杭に関する既往の知⾒だけでは
対応しきれない部分があるので，その点について 4 章で説明する。 
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1.3 本研究の位置付け，および本論⽂の構成 
 
 図 1.5 に基礎のばねの簡易評価に関する先⾏研究と未解決の問題に対する本研究の位置
付けを⽰す。本研究では，弾性半無限弾性地盤に規則的に部材が配置された異種基礎（図 
1.5 において「整形」とされている異種基礎）のばねの簡易評価法について検討する。また，
その際必要となるフーチング群のばねの簡易評価法について検討する。 
 図 1.5 における「整形」，「不整形」の定義は，図 1.6〜図 1.8 の通りである。整形なフー
チング群と群杭は，部材の⼨法と部材の間隔が全て均⼀かつ地盤への埋め込み部分の無い
な部材のグループであり，整形な異種基礎は整形なフーチング群と整形な群杭のペアであ
る。不整形なフーチング群，群杭，異種基礎とは，整形の条件に該当しない全てのフーチン
グ群，群杭，異種基礎を指す。また，不整形地盤とは半無限地盤（図 1.8(a)）にも⽔平成層
地盤（同図(b)）にも該当しない地盤を指す。不整形地盤は，直接基礎や杭基礎を適⽤条件
としてはイレギュラーではあるものの，異種基礎の適⽤条件としてはむしろ標準的（図 1.1
参照）であり，実⽤的な異種基礎のばね評価法の確⽴のためには，地盤の不整形性の評価は
必須だと考えられる。しかし，現状では不整形地盤よりも単純で基本的と考えられる半無限
弾性地盤や⽔平成層地盤におけるばねの検討も⼗分に為されていない。よって本研究では
これらの基本的な条件に対する検討を優先し，地盤の不整形性の影響の検討は今後の課題
とする。同様に，基礎の不整形性の影響検討についても今後の課題とする。 

図 1.9 に本論⽂の構成を⽰す。本章（第 1 章）の後，第 2 章にて検討対象の条件につい
て詳細を整理し，ばねの簡易評価法の検討⽅法と検証⽅法について述べる。研究で検討した
内容については，第 3 章でフーチング群について，第 4 章で群杭について，第 5 章で異種
基礎（フーチング群と群杭のペア）について説明する。以上の結論を第 6 章でまとめる。 
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図 1.5 基礎のばねの簡易評価法における先⾏研究と本研究の検討対象 

図 1.6 図 1.5 におけるフーチング群の整形・不整形の定義 
(a) 整形フーチング群 (b) 不整形フーチング群の例 

図 1.7 図 1.5 における群杭の整形・不整形の定義 
(a) 整形群杭 (b) 不整形群杭の例 
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図 1.8 図 1.5 における地盤種別の定義 
(a) 半無限地盤 (b) ⽔平成層地盤 (c) 不整形地盤の例 

図 1.9 本論⽂の構成（図中⾚の四⾓で塗り潰した部分が本研究オリジナルの内容） 
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2.1 検討対象の詳細とそれに対するアプローチの⽅法 
 
2.1.1 検討対象の詳細 
 
 検討対象となるフーチング群，群杭，異種基礎の条件については第１章でも説明したが，
ここでは，さらに詳細な条件について説明する。図 2.1 に，本研究で検討の対象とする群
杭，フーチング群，異種基礎の模式図を⽰す。整形な群杭，フーチング群を取り扱うのは，
第 1 章で述べた通りである。また，これらの群杭，フーチング群において，杭同⼠，フーチ
ング同⼠は剛な梁で連結されているものとする。杭同⼠は杭頭部で連結される。またフーチ
ングは，剛板とする。これは，グループに含まれる全ての部材の変位を同⼀にするための条
件設定である（群杭で 1 グループ，フーチング群で 1 グループ，異種基礎には計 2 グルー
プが含まれると考える）。グループ内部で部材の変位（群杭の場合は杭頭部の変位）が異な
ることを許すと，グループとしての変位が⼀意に定まらないので，検討を進める上で不都合
が⽣じる。例えば，杭頭⾃由の条件で，群杭中央位置の杭頭変位を群杭を代表する変位とし
た場合と，群杭に含まれる全ての杭の杭頭変位の平均値を群杭を代表する変位とした場合
とでは，同じ代表変位でも値に違いがでる。「群杭を代表する変位をどう定めるべきか？」
という新たな問題が発⽣してしまう。剛梁で連結しないフーチング群も同様の問題が発⽣
する。このような混乱を避け，理論的な取り扱いをスムーズにするため，各グループの部材
は互いに剛な梁で連結されているものとする。同じ理由で，群杭は，杭頭の回転が群杭全体
としても各杭についても拘束されているものとする。部材の連結要素が剛でない場合の連
結要素の剛性の影響の検討については，今後の課題とする。 
 群杭とフーチング群は連結しない。第１章でも述べた通り，異種基礎の変位の検討では不
同沈下やねじれに⼤きな関⼼がある場合が多く，杭基礎部分の変位と直接基礎部分の変位
を個別に評価できた⽅が都合が良いためである。また，連結部分や上部構造への影響は，後
からでも評価できる。連結されていない異種基礎（群杭とフーチング群のペア）の柔性は，
図 2.2 に⽰す４成分で表せるので，群杭に作⽤する荷重を𝐹௣, フーチング群に作⽤する荷重
を𝐹௙とし，群杭の杭頭の変位を𝑢௣, フーチング群の変位を𝑢௙とすると，この異種基礎の荷重
変位関係は次の通りに書ける。 
 

ቄ
𝑢௣
𝑢௙ቅ ൌ ቂ

𝑔௣௣ 𝑔௙௣
𝑔௣௙ 𝑔௙௙ቃ ൜

𝐹௣
𝐹௙
ൠ (2.1) 

(2.1)式右辺の⾏列は，剛梁によって群杭 1 ⾃由度，フーチング群 1 ⾃由度に⾃由度が集約
された形の異種基礎の柔性を表す⾏列である（剛梁が無ければ 1 章で⽰した(1.4)式の形に
なる）。𝑔௣௣は群杭単体の柔性，𝑔௙௙はフーチング群単体の柔性を表し，𝑔௙௣,𝑔௣௙は両者の影響
係数を表す。また，荷重𝐹௣,𝐹௙は同⽅向とし，鉛直載荷と⽔平載荷どちらの場合も考える（今
後出てくる模式図では，鉛直載荷の模式図が多いが，これは単に鉛直載荷の⽅が図が描きや
すいためで，鉛直載荷に偏重して検討している訳では無い）。 
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 (2.1)式より，異種基礎のばねは，同式右辺の柔性⾏列の逆⾏列として表される。異種基
礎間の連結要素や上部構造の剛性の影響を考える場合，これらの構造物の⾜元に，このばね
を付加して構造計算を⾏えば良い。異種基礎建物を，連結されていない異種基礎部分とそれ
以外の部分に分けて考えるということである（図 2.3 参照）。同様に，杭同⼠もフーチング
同⼠も連結しない⽅が正確で汎⽤的な取り扱いができるが，その場合，柔性⾏列の⾃由度が
⼤きくなり過ぎる。簡易法としては，基礎のばねは極⼒少ない⾃由度で表したいので，群杭
とフーチング群については，杭同⼠，フーチング同⼠を剛梁で連結し⾃由度を集約する。 
 

 

 

図 2.1 本研究において検討の対象とする群杭とフーチング群 

(b) 配置図 

(a) 断⾯図 

図 2.2 連結されていない群杭とフーチング群の柔性 
(a) フーチング群載荷 (b) 群杭載荷 
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2.1.2 異種基礎のばねと上部構造の部分系の関係についての補⾜ 
 
 2.1.1 で述べた異種基礎のばねとは，群杭のばねとフーチング群のばねのみのことを指す
のではない。群杭とフーチング群の間の相互作⽤効果（図 2.2 参照）を表すばねもある。異
種基礎のばねの⾏列を以下のように書くとき，この⾮対⾓成分が相互作⽤効果を表すばね
となる。 
 

ቂ
𝑠௣௣ 𝑠௙௣
𝑠௣௙ 𝑠௙௙ቃ ൌ ቂ

𝑔௣௣ 𝑔௙௣
𝑔௣௙ 𝑔௙௙ቃ

ିଵ

ൌ
1

𝑔௣௣𝑔௙௙ െ 𝑔௙௣𝑔௣௙
ቂ
𝑔௙௙ െ𝑔௙௣
െ𝑔௣௙ 𝑔௣௣ ቃ (2.2) 

ここに，𝑠௣௣, 𝑠௙௣, 𝑠௣௙, 𝑠௙௙は異種基礎のばね⾏列の各成分を表す。 
(2.2)式において，𝑠௣௣は群杭のばね，𝑠௙௙はフーチング群のばねであり，𝑠௙௣, 𝑠௣௙が群杭とフー
チング群の間の相互作⽤効果を表すばねである。(2.2)式のばねを図 2.3(b)の上部構造と連
結部の梁要素の部分系の⾜元に付加すれば，完全に全体系と等価な計算ができる。模式図的
に書けば，図 2.4 の通りである。例えば，汎⽤⾻組解析プログラムで作成した上部構造のモ
デルの⾜元に，同図(b)のようにばねを付加すれば，元の全体系（同図(a)）と理論的に完全
に等価な計算ができる。 

 

図 2.3 異種基礎建物と本研究の検討対象の関係 
(a) 全体系（異種基礎建物） (b) 検討対象外の部分系 (c) 検討対象の部分系 

(a) 元の全体系 (b) 基礎 - 地盤系を等価な 
  ばねに置換した全体系 

図 2.4 本研究における異種基礎のばねの意味 



第 2 章  検討対象に対するアプローチおよび検討結果を数値的に検証するための⽅法 

25 
 

 図 2.3，図 2.4 の部分系への分離とばねへの置換は，サブストラクチャ法 2.19) の最も簡単
な例である。このように，基礎‐地盤系の⾃由度を 2 ⾃由度のみに集約した場合は，汎⽤⾻
組解析プログラムでも容易に基礎‐地盤系をばね置換できる。ただし，常にこのように簡単
にばね置換ができるわけでは無いので，注意が必要である。例えば杭同⼠やフーチング同⼠
を結ぶ梁が剛でないとして，基礎‐地盤系の⾃由度を増やした場合，負のばね定数を持つ相
互作⽤ばねが発⽣する場合がある。このようなばねは，単体のばねとしては極めて不⾃然で
あるが，3 ⾃由度以上の多⾃由度の基礎‐地盤系をばね置換したときのばね⾏列の中ではし
ばしば発⽣するものである（⼀成分だけ取り出すと不⾃然に⾒えても，ばね⾏列全体で⼒学
的辻褄が合うようになっている）。負のばね定数を持つばね要素は⼀般的な汎⽤プログラム
では設定できないので，このような場合は，図 2.4 のような分かり易い置き換えは不可能
になる。⾃由度の⼤きい基礎‐地盤系のばね⾏列は，ばね要素には置き換えずに⾏列のまま
の形で上部構造物の剛性⾏列を組み合わせて計算するのが⼀般的である 2.19)。  
 
2.1.3 検討対象に対するアプローチの⽅法 
 
 本研究では，厳密解を従来それを数値的に求めるのに⽤いていた煩雑な⼿順（精算解法）
よりも簡易な⼿順により近似する⽅法（簡易法）を，精算解法や実験の結果を⽤いた回帰分
析などの経験則的なアプローチではなく，純粋に理論的な考察により導く。そして理論的に
導いた簡易法に対して，精算解法による精度の検証を⾏い，その結果について考察する。 

理論的なアプローチには，以下２つのメリットがあり，未解明の問題が数多く存在する異
種基礎のばねの検討（図 1.5 参照）には，適していると考えられる。① 理論の前提となる
仮定条件や近似（テイラー展開を⽤いた多項式近似や，離散値の和の計算による積分の近似
など）の成⽴条件が，そのまま簡易法を適⽤することが可能な条件となるので，⼿法の適⽤
限界が明確。② 理論の前提となる仮定条件を⼀部緩めたり，逆に新たな条件を追加したり，
⽤いている近似式を別の近似式に置き換えたりすることで，新たな⼿法を導くことができ
る可能性があり，発展性がある。 
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2.2 地盤‐構造物間相互作⽤の理論と精算解法 
 
 ここでは，異種基礎のばね評価の基礎となっている⼒学理論を概観し，本研究において簡
易法の検証計算に採⽤した精算解法とその理由について述べる。 
 
2.2.1 地盤‐構造物間相互作⽤評価の基本 
 
(1) ⼒の釣合い⽅程式とその離散化 
 構造物と地盤の境界⾯上の点を𝒓௖とし，それ以外の構造物内部の点を𝒓௕，地盤内部および
地表⾯上の点を𝒓௦とする。さらに系の内部の任意の点𝒓における変位を𝒖ሺ𝒓ሻ, 荷重を𝒇ሺ𝒓ሻと
して，荷重に対する構造物の復元⼒を𝑹௕൫𝒖ሺ𝒓௕ሻ൯, 地盤の復元⼒を𝑹௦൫𝒖ሺ𝒓௦ሻ൯とすると，全体
の⼒の釣合いは以下の通りに書ける（図 2.4 参照）。 
 

൞

𝑹௕൫𝒖ሺ𝒓௖ሻ൯ ൅ 𝑹௦൫𝒖ሺ𝒓௖ሻ൯ ൌ 𝒇ሺ𝒓௖ሻ

𝑹௕൫𝒖ሺ𝒓௕ሻ൯ ൌ 𝒇ሺ𝒓௕ሻ                         

𝑹௦൫𝒖ሺ𝒓௦ሻ൯ ൌ 𝒇ሺ𝒓௦ሻ                          

 
 

 (2.3) 
  

外⼒分布𝒇ሺ𝒓ሻが分かっているか，もしくは想定値が設定されていて，それに対して任意の点
𝒓で(2.2)式を満たすような変位分布𝒖ሺ𝒓ሻを決定するのが，⼀般的な構造物‐地盤間の相互作
⽤問題である。 

 
(2.2)式は外⼒と復元⼒の釣合いを部位ごとに分けて書いただけなので，⼀⾒すると当た

り前のつまらない式にも思えるが，分け⽅が重要である。同式は，「建物と地盤の連成系の
⼒の釣合いは，建物部分，地盤部分，そして両者の境界部分の 3 つの部分系に分けて考える
ことができる」ということを⽰している。構造物の復元⼒関数𝑹௕は構造⼒学，⾻組解析の既
往の知⾒例えば 2.2) を⽤いて構造物の諸元から決定でき，地盤の復元⼒関数𝑹௦は弾性連続体の
⽀配⽅程式（詳細は後述）を⽤いて地盤の諸元から決定できるので，原理的には，𝒇ሺ𝒓ሻを境
界条件として𝒖ሺ𝒓ሻを求めることができる。しかし，𝒖ሺ𝒓ሻを解析的に求めることは，構造物と

図 2.5 部分系に分離した⼒の釣合い式（(2.2)式）の説明図 
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地盤がごく単純な場合注
1F

2を除いて，⾮常に困難である。そこで通常は，任意の点𝒓で(2.2)式
を満たすような変位分布𝒖ሺ𝒓ሻを求めるのは諦め，「𝒖ሺ𝒓ሻは，有限の離散点𝒓ଵ, 𝒓ଶ,⋯ , 𝒓ே（以下，
「評価点」と呼ぶ）上でのみ(2.2)式を満たせば良い」ということにして，𝒖ሺ𝒓ଵሻ,𝒖ሺ𝒓ଶሻ,⋯, 
𝒖ሺ𝒓ேሻを求める。この検討対象の系を離散的な評価点で表すことを以下「離散化」，離散化を
⽤いた解法を以下「離散化法」と呼ぶ。離散化の例を図 2.5 に⽰す。例えば，異種基礎建物
の隣に盛⼟をする場合の影響を評価するとか，（動的項を考慮する必要があるので本研究の
検討対象からは外れるが）建物に隣接する道路の交通振動の影響を評価するとかいう場合
には，このような離散化になる。 

 
評価点の内，𝒓௕に対応する点を𝒓ଵ, . 𝒓ଶ,⋯ , 𝒓஻, 𝒓௖に対応する点を𝒓஻ାଵ, . 𝒓஻ାଶ,⋯ , 𝒓஻ା௖, 𝒓𝒔に

対応する点を, 𝒓஻ା஼ାଵ, . 𝒓஻ା஼ାଶ,⋯ , 𝒓஻ା஼ାௌ  ሺ𝐵 ൅ 𝐶 ൅ 𝑆 ൌ 𝑁ሻとすると，評価点上の復元⼒関数
は以下のように表せる。 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝑹௕൫𝒖ሺ𝒓ଵሻ൯

⋮
𝑹௕൫𝒖ሺ𝒓஻ሻ൯

𝑹௕൫𝒖ሺ𝒓஻ାଵሻ൯
⋮

𝑹௕൫𝒖ሺ𝒓஻ା஼ሻ൯⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

ൌ ൤
𝑺௕௕௕ 𝑺௕௕௖
𝑺௕௖௕ 𝑺௕௖௖

൨

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝒖ሺ𝒓ଵሻ
⋮

𝒖ሺ𝒓஻ሻ
𝒖ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ሻ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 (2.4) 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝑹௦൫𝒖ሺ𝒓஻ାଵሻ൯

⋮
𝑹௦൫𝒖ሺ𝒓஻ା஼ሻ൯

𝑹௦൫𝒖ሺ𝒓஻ା஼ାଵሻ൯
⋮

𝑹௦൫𝒖ሺ𝒓஻ା஼ାௌሻ൯⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

ൌ ൤
𝑺௦௖௖ 𝑺௦௖௦
𝑺௦௦௖ 𝑺௦௦௦

൨

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝒖ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ሻ
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ାௌሻ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 (2.5) 

(2.3), (2.4)式右辺の⾏列は構造物（(2.3)式）と地盤（(2.4)式）の剛性を表す⾏列である。
構造物の剛性⾏列は，⼀般的な⾏列を⽤いた構造計算の剛性⾏列にそのまま対応するので

 
注2 例えば，構造物が剛円板，地盤が半無限弾性地盤で外⼒が剛円板上にのみ作⽤する場合，この円板

の変位の解析解を得ることができる。第 1 章の表 1.1 で⽰した円形剛基礎のばねは，この解によ
るものである。このくらい条件が単純でなければ，変位を解析的に求めることは難しい。 

図 2.6 異種基礎建物と地盤の離散化の例 
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容易に決定できる。地盤の剛性⾏列は，基本的には弾性連続体の⽀配⽅程式に基いて決定す
ることになるが，技術的な詳細の異なる幾つかの決定⽅法が存在する。これについては 2.2.2
で説明する。(2.3), (2.4)式と(2.2)式をまとめると，次式の通りに離散化された⼒の釣合い式
が得られる。 

 

൥
𝑺௕௕௕ 𝑺௕௕௖ 𝟎
𝑺௕௖௕ 𝑺௕௖௖ ൅ 𝑺௦௖௖ 𝑺௦௖௦
𝟎 𝑺௦௦௖ 𝑺௦௦௦

൩

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

𝒖ሺ𝒓ଵሻ
⋮

𝒖ሺ𝒓஻ሻ
𝒖ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ሻ
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ାௌሻ⎭

⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

ൌ

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

𝒇ሺ𝒓ଵሻ
⋮

𝒇ሺ𝒓஻ሻ
𝒇ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒇ሺ𝒓஻ା஼ሻ
𝒇ሺ𝒓஻ା஼ାଵሻ

⋮
𝒇ሺ𝒓஻ା஼ାௌሻ⎭

⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

 ሺ2.6ሻ 

ሺ2.5ሻ式において，左辺の剛性⾏列は構造物と地盤の諸元により決定できるので，右辺の外
⼒ベクトルが与えられていれば，同式は評価点各点の変位を未知数とした連⽴⽅程式とな
り，これを解くことで評価点各点の変位が求まる。「建物と地盤の連成系における⼒の釣合
い関係を，ሺ2.5ሻ式の連⽴⽅程式に帰着して解く」，これが地盤‐構造物間相互作⽤の数値的
評価の基本である。 

「任意の点で⼒の釣合いを満たすのと，限られた離散点で⼒の釣合いを満⾜するのでは，
条件が違い過ぎる」と思う読者が居るかもしれないが，荷重の分布が離散的で，かつ点
𝒓ଵ, 𝒓ଶ,⋯ , 𝒓ேが荷重の作⽤点を全て含む場合，離散化法による解は境界条件をすべて満たす
ので，剛性⾏列の評価が正確なら厳密な解に⼀致する。したがって，荷重の作⽤範囲内に，
離散化法の評価点𝒓ଵ, 𝒓ଶ,⋯ , 𝒓ேが⼗分な密度で分布するのであれば，離散化法の解は，厳密
な解に近似的に⼀致する（剛性⾏列が正確なら）。 
 
2.2.2 地盤の剛性⾏列評価 
 
(1) 評価法の概要 
 
 地盤の剛性⾏列の評価法は，評価の対象とする領域近傍の地盤を切り出して，その領域内
を離散化して剛性を評価する⽅法（以下，「領域法」と呼ぶ）と，図 2.5 のように外⼒の作
⽤している領域と構造物との境界そして変位を評価する対象となる点のみを離散化する⽅
法（以下，「境界法」と呼ぶ）に⼤別される。領域法の⽅が地盤の⾮線形性や不整形性を反
映させやすいため，現時点（2021 年）では領域法の⽅が計算環境が整備されており，異種
基礎の計算においても多くの実施例がある例えば 2.3)〜2.5) 。しかしながら，領域法では，検討対
象となる領域全体の離散化が必要であるため，部材間，基礎間の距離が⼤きくなるほどその
分広い領域を考慮する必要がある。したがって，3 次元の問題では部材間，基礎間の距離の
3 乗に⽐例して評価点の数が増⼤するし，これらの距離の⼤きい異種基礎の評価が難しいと
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いう⽋点がある。図 2.5 の例で⾔えば，境界法なら同図に⽰されている通りの評価点で剛
性⾏列の評価が可能だが，領域法の場合は，同図に評価点の無い（本来の⼯学的な問題解決
のためには変位を知る必要の無い）⼟中の領域にも⼗分な密度で評価点を分布させなけれ
ばならない。⼀⽅，境界法では，評価の必要がある部位にのみ評価点を分布させれば良いの
で，部材間の距離が広がっても評価点の数が増⼤することは無い。以上まとめると，表 2.1
の通りになる。本研究では，地盤の⾮線形性や不整形性は検討の対象外であるため，計算効
率の点で優位性がある境界法に基づく剛性⾏列を⽤いることとする。 
 
     表 2.1 領域法と境界法のメリット・デメリット 

  領域法 境界法  

 メリット 地盤の⾮線形性，不整形性が反映し易
い。 

⼟中の評価点は，構造物との境界上と荷
重が作⽤している部分にしか必要ない
ため，評価点の数を最⼩化できる。 

 

 デメリット 評価領域内の地盤全体に⼀定間隔で評
価点を配置する必要があり，特に 3 次元
の計算では計算負荷が⾮常に⾼くなる。 

地盤の⾮線形性，不整形性を反映するの
が難しい。 

 

 
(2) 境界法による地盤の剛性⾏列評価⽅法 
 
 境界法による剛性⾏列は，群杭の杭頭ばね（1.2.3 (2)参照）と同様に，評価点全点対全の
柔性⾏列の逆⾏列として与えられる。(2.4)，(2.5)式の表現に従えば，地盤の柔性⾏列と，
変位ベクトル，荷重ベクトルとの関係は次のように書ける。 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝒖ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ሻ
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ାௌሻ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

ൌ ൤
𝑺௦௖௖ 𝑺௦௖௦
𝑺௦௦௖ 𝑺௦௦௦

൨
ିଵ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝒇ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒇ሺ𝒓஻ା஼ሻ
𝒇ሺ𝒓஻ା஼ାଵሻ

⋮
𝒇ሺ𝒓஻ା஼ାௌሻ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 (2.7)  

(2.6)式から明らかなように，柔性⾏列の𝑖⾏𝑗列成分は，𝑗番⽬の評価点に単位荷重が働いた
ときの𝑖番⽬の評価点の変位となる。これは，地盤のグリーン関数（1.2.1(1) 参照）に基づ
いて評価できるが，グリーン関数そのものは使⽤できない。柔性⾏列の対⾓成分は，荷重の
作⽤する評価点と変位を評価する評価点が⼀致するが，地盤のグリーン関数は，載荷点と評
価点が⼀致する場合には無限⼤に発散するためである。これは，点載荷の場合には載荷点で
応⼒が無限⼤になるからで，それを回避するには，荷重が点でなくある広がりを持った範囲
に分布していることを考慮する必要がある。 

本研究では，地盤への荷重は，群杭とフーチング群を介して与えられるので，荷重は杭周
⾯かフーチング底⾯に分布している。これらの分布に応じてグリーン関数を数値積分し，柔
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性⾏列の各成分を求める。分布荷重と評価点の関係は，先⾏研究に倣い，図 2.6 の通りに設
定する。フーチングについて 2.6), 2.7) は，有限の矩形要素に分割して，要素中央を評価点と
し，各要素内で荷重は等分布とする。杭について 2.8) は，杭材軸⽅向⼀定間隔で分割し，評
価点は杭芯位置，荷重は各評価点と同⼀⽔平⾯内，杭周位置にリング状に等分布させる。こ
れは，同図のように要素分割されたフーチングと杭の各要素について，要素中⼼の評価点間
の影響係数（1.2.1(2) 参照）を評価するということである。このようにすれば，変位の発散
を回避して柔性⾏列の全成分を定めることができる。 

 
 
(3) 地盤のグリーン関数評価の基礎 
 
 弾性領域における地盤のグリーン関数は，Navie の⽅程式例えば 2.9) と呼ばれる 3 次元弾性
連続体の⽀配⽅程式（次式，ただし本研究では静的問題を扱うため動的項は省略する）の点
荷重に対する解として与えられる。 

 
െ𝜇𝛁 ൈ ൫𝛁 ൈ 𝒖ሺ𝒓ሻ൯ ൅

2
1 െ 𝜈

𝜇𝛁൫𝛁 ⋅ 𝒖ሺ𝒓ሻ൯ ൅ 𝒇ሺ𝒓ሻ ൌ 𝟎 (2.8) 

ここに，𝜇は地盤のせん断弾性係数，𝜈はポアソン⽐，𝛁はベクトル解析における微分演算⼦
のナブラ（3 次元空間における各⽅向を𝑥,𝑦, 𝑧としたとき，𝛁 ≔ ሺ𝜕 𝜕𝑥⁄ ,𝜕 𝜕𝑦⁄ ,𝜕 𝜕𝑧⁄ ሻ）を表す。
また，(2.7)式において太字の𝒖ሺ𝒓ሻと𝒇ሺ𝒓ሻは 3 次元空間における位置ベクトル𝒓の点における
変位ベクトル，（単位体積当たりに作⽤する）外⼒ベクトルを表す。スカラーではないこと
に注意を要する。 
 Navier の⽅程式（(2.7)式）は，3 成分の変位が互いに連成した形の偏微分⽅程式になっ
ており，これをそのままの形で解くことは困難であるが，変位ベクトルに対して適切な変数
変換を施せば，変位とは別の３変数に関する独⽴した３つの微分⽅程式に変形できる。これ
を解いて⼀般解を得た後，変数を逆変換すれば変位と応⼒に関する⼀般解を得ることがで
きる。変位と応⼒の⼀般解に対して境界条件を適⽤し⼀般解に含まれる未知係数を決定す
れば，境界条件を満たす特殊解が得られる。以上が Navier の⽅程式を解いてグリーン関数

(a) フーチングの離散化 (b) 杭が存在する領域 

図 2.7 フーチングおよび杭との境界⾯における地盤の離散化と評価点，荷重分布の関係 

の地盤の離散化 
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を求める⼿順の概要である。まとめると以下の通りになる。 
1)  変位ベクトルを変数変換し，微分⽅程式を簡単な形に変形する。 
2)  変換した変数に関する簡単な微分⽅程式の⼀般解を得る。 
3)  前の⼿順で得た⼀般解に対して，変数変換を逆向きに適⽤して変位と応⼒に関する⼀

般解を得る。 
4)  変位と応⼒に関する⼀般解に境界条件を適⽤し，境界条件に適合する特殊解を得る。 
 Navier の⽅程式は，半無限弾性地盤では閉じた形の解析解が得られており，⽔平成層地
盤では無限積分と未知係数を含む⼀般解，およびその解の数値的な評価⽅法が知られてい
る。これらの解について，以下に簡単に説明する。これらの解は，本研究の検討した内容を
検証するため単なる⼿段であって，本研究の検討の内容には直接の関係は無いので，詳細に
は⽴ち⼊らない。これらの解の詳細に興味のある読者は，固体⼒学，連続体⼒学，地震学な
どの教科書例えば 2.9)〜2.11)を参照されたい。 
 
(4) 半無限弾性地盤におけるグリーン関数（Navier の⽅程式の解） 
 
 Mindlin (1936)2.12) は，Galekin ベクトル例えば 2.9) と呼ばれる変位ベクトルを変数変換して
作られるベクトルを⽤いて半無限弾性における Navier の⽅程式の解を導いた。この解は
Mindlin 解と呼ばれ半無限弾性地盤におけるグリーン関数として利⽤できる。位置𝒓におけ
る Galekin ベクトルを𝑭ሺ𝒓ሻとすると，Galerkin ベクトルと変位ベクトルの関係は次式の通
りになる。これが Galerkin ベクトルの定義である。 

 
𝒖ሺ𝒓ሻ ൌ

1
2𝜇

ቀ2ሺ1 െ 𝜈ሻ𝛁ଶ𝑭ሺ𝒓ሻ െ 𝛁൫𝛁 ⋅ 𝑭ሺ𝒓ሻ൯ቁ (2.9) 

(2.8)式を Navier の⽅程式（(2.7)式）に代⼊して整理すると，次のような単純な形の微分⽅
程式を導くことができる。 

 𝛁ସ𝑭ሺ𝒓ሻ ൌ 0 (2.10) 
この微分⽅程式を解いて，Galerkin ベクトルによる解を変位と応⼒の解に逆変換し，地表⾯
で応⼒がゼロとなる条件と組み合わせると，Mindlin 解が得られる。 
 Mindlin 解には，外⼒の作⽤⽅向と変位，応⼒の評価⽅向の組み合わせによって異なる形
の式が，変位解で 6 通り，応⼒解で１０通り存在する。以下に，本研究で利⽤する２つの変
位解のみを⽰す。3 次元空間上で載荷点座標を𝒓𝒔 ≔ ሺ𝑥௦, 𝑥௦, 𝑧௦ሻ，評価点座標を𝒓𝒐 ≔ ሺ𝑥௢,𝑦௢, 𝑧௢ሻ

として，𝑅ଵ ≔ ሺሺ𝑥௢ െ 𝑥௦ሻଶ ൅ ሺ𝑦௢ െ 𝑦௦ሻଶ ൅ ሺ𝑧௢ െ 𝑧௦ሻଶሻଵ/ଶ ,𝑅ଶ ≔ ሺሺ𝑥௢ െ 𝑥௦ሻଶ ൅ ሺ𝑦௢ െ 𝑦௦ሻଶ ൅ ሺ𝑧௢ ൅

𝑐௦ሻଶሻଵ/ଶとすると，𝑧⽅向単位外⼒載荷に対する𝑧⽅向変位（𝑔௭௭ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻとおく）は，次のよう
になる。 
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𝑔௭௭ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻ ൌ

1
16𝜋𝜇ሺ1 െ 𝜈ሻ

ቆ
3 െ 4𝜈
𝑅ଵ

൅
8ሺ1 െ 𝜈ሻଶ െ ሺ3 െ 4𝜈ሻ

𝑅ଶ
൅
ሺ𝑧௢ െ 𝑧௦ሻଶ

𝑅ଵ
ଷ    

  
൅
ሺ3 െ 4𝜈ሻሺ𝑧௢ ൅ 𝑧௦ሻଶ െ 2𝑧௢𝑧௦

𝑅ଶ
ଷ ൅

6𝑧௢𝑧௦ሺ𝑧௢ ൅ 𝑧௦ሻଶ

𝑅ଶ
ହ ቇ (2.11) 

𝑥⽅向単位外⼒載荷に対する𝑥⽅向変位（𝑔௫௫ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻとおく）は，次のようになる。 
 

𝑔௫௫ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻ ൌ
1

16𝜋𝜇ሺ1 െ 𝜈ሻ
ቆ

3 െ 4𝜈
𝑅ଵ

൅
1
𝑅ଶ

൅
ሺ𝑥௢ െ 𝑥௦ሻଶ

𝑅ଵ
ଷ ൅

ሺ3 െ 4𝜈ሻሺ𝑥௢ െ 𝑥௦ሻଶ

𝑅ଶ
ଷ    

  
൅

2𝑧௢𝑧௦
𝑅ଶ
ଷ ቆ1 െ

3𝑥ሺ𝑥௢ െ 𝑥௦ሻଶ

𝑅ଶ
ଶ ቇ ൅

4ሺ1 െ 𝜈ሻሺ1 െ 2𝜈ሻ

𝑅ଶ ൅ 𝑧௦ ൅ 𝑧௢
ቆ1 െ

ሺ𝑥௢ െ 𝑥௦ሻଶ

𝑅ଶሺ𝑅ଶ ൅ 𝑧 ൅ 𝑐ሻ
ቇ൱ (2.12) 

載荷直交⽅向に対する変位解もあるが，静的な問題では，載荷⽅向と⼀致する⽅向の変位が
卓越するので，本研究では載荷直交⽅向の変位は無視する。 
 
(5) ⽔平成層地盤におけるグリーン関数（Navier の⽅程式の解） 
 
 ⽔平成層地盤においては Galerkin ベクトルによる解法を⽰した研究は⾒当たらない。恐
らく，① Galerkin ベクトルの物理的背景が明確でなく使い⾟い（物理的背景が明確になっ
ている⼿法よりも応⽤性・発展性に⽋ける懸念がある）こと，② 動的問題では微分⽅程式
が(2.9)式のような単純な形にならず動的問題には適⽤し⾟いこと，の２点がその理由だと
考えられる。⽔平成層地盤でグリーン関数を計算する場合，スカラーポテンシャルとベクト
ルポテンシャルを⽤いた解法が⼀般的である。これらのポテンシャル関数は物理的に何を
意味するか明らかにされており，動的問題でも静的問題でも得られる微分⽅程式の形がほ
とんど変わらないため，汎⽤性が⾼い。3 次元変位場に対するスカラーポテンシャルとベク
トルポテンシャルは，次のように定義される。 

 𝒖ሺ𝒓ሻ ൌ 𝛁𝜙ሺ𝒓ሻ ൅ 𝛁 ൈ 𝑨ሺ𝒓ሻ (2.13) 
(2.12)式において，𝜙がスカラーポテンシャル，𝑨がベクトルポテンシャルである。弾性連続
体（この場合，地盤）の変位を扱う場合は，ベクトルポテンシャル𝑨は次のように定義され
る。 

 
𝑨ሺ𝒓ሻ ≔ ൝

0
0

𝜒ሺ𝒓ሻ
ൡ ൅ 𝛁 ൈ ൝

0
0

𝜓ሺ𝒓ሻ
ൡ (2.14) 

ベクトル解析の公式より，任意のスカラー𝑠ついて𝛁 ൈ 𝛁𝑠 ൌ 0, 任意のベクトル𝒗について𝛁 ⋅

ሺ𝛁 ൈ 𝒗ሻ ൌ 0であるので，(2.12)式より，以下の関係が成り⽴つ。 
 𝛁 ⋅ 𝒖ሺ𝒓ሻ ൌ 𝛁 ⋅ 𝛁𝜙ሺ𝒓ሻ (2.15) 
 𝛁 ൈ 𝒖ሺ𝒓ሻ ൌ 𝛁 ൈ 𝛁 ൈ 𝑨ሺ𝒓ሻ (2.16) 

(2.14)式左辺は体積ひずみを表すので，同式よりスカラーポテンシャル𝜙ሺ𝒓ሻは体積変化を伴
う変位成分（動的問題では粗密波）に対応し，(2.15)式左辺は変位の剛体回転成分を表すの
で，同式よりベクトルポテンシャルは体積変化を伴わない変位成分，つまりせん断変形によ
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る変位成分（動的問題ではせん断波）に対応する。また，ベクトルポテンシャルについては，
その定義（(2.13)式）より次式の関係が成り⽴つので， 

 

𝛁 ൈ 𝑨ሺ𝒓ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜒ሺ𝒓ሻ
𝜕𝑦

െ
𝜕𝜒ሺ𝒓ሻ
𝜕𝑥
0 ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

൅
𝜕
𝜕𝑥

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧െ

𝜕𝜓ሺ𝒓ሻ
𝜕𝑧
0

𝜕𝜓ሺ𝒓ሻ
𝜕𝑥 ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

൅
𝜕
𝜕𝑦

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0
𝜕𝜓ሺ𝒓ሻ
𝜕𝑧

െ
𝜕𝜓ሺ𝒓ሻ
𝜕𝑦 ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 (2.17) 

ベクトルポテンシャルの内，𝜒ሺ𝒓ሻは𝑥-𝑦平⾯上のせん断変形（動的問題におけるＳＨ波）に
対応し，𝜓ሺ𝒓ሻは𝑥-𝑧平⾯と𝑦-𝑧平⾯上のせん断変形（動的問題におけるＳＶ波）に対応する。
このように，スカラーポテンシャルとベクトルポテンシャルを⽤いた変数変換では，すべて
の変数の物理的背景が明確になっている。 
 (2.12)式を Navier の⽅程式（(2.7)式）に代⼊して整理すると，次のような単純な形の微
分⽅程式を導くことができる。 

 𝛁ଶ𝜙ሺ𝒓ሻ ൌ 0 (2.18) 
 𝛁ଶ𝜒ሺ𝒓ሻ ൌ 0 (2.19) 
 𝛁ଶ𝜓ሺ𝒓ሻ ൌ 0 (2.20) 

円筒座標系𝒓 ൌ ሺ𝑟,𝜑, 𝑧ሻにおいて（地盤のグリーン関数の評価では，点荷重に対する変位場の
対称性から，円筒座標を⽤いるのが便利であり，円筒座標が多⽤される），(2.17)式の微分
⽅程式の⼀般解は，次のようになる 2.10) 。 

 
𝜙ሺ𝒓ሻ ൌ න ෍𝑅ሺ𝑟ሻ𝛷ሺ𝜙ሻ𝑍ሺ𝑧ሻ

ஶ

௡ୀ଴

ஶ

଴
𝑑𝑘 (2.21) 

 𝑅ሺ𝑟ሻ ≔ 𝐴ଵ𝐻௠
ሺଵሻሺ𝑘𝑟ሻ ൅ 𝐵ଵ𝐻௠

ሺଶሻሺ𝑘𝑟ሻ (2.22) 
 𝛷ሺ𝜑ሻ ≔ 𝐴ଶe୧௠ఝ ൅ 𝐵ଶeି୧௠ఝ (2.23) 
 𝑍ሺ𝑧ሻ ≔ 𝐴ଷe௞௭ ൅ 𝐵ଷeି௞௭ (2.24) 

ここに，𝐴௜ ,𝐵௜   ሺ𝑖 ൌ 1, 2, 3ሻは境界条件より定まる未知係数, 𝐻௡ሺଵሻは第⼀種𝑛次の Hankel 関数，
𝐻௡
ሺଶሻは第⼆種𝑛次の Hankel 関数を表す。 
(2.18)，(2.19)式についても，(2.17)式と同じ形式の微分⽅程式であるので，(2.20)〜(2.23)

式と同様の解が得られる。これらの解を元に変位，応⼒の⼀般解を導くことができる。これ
ら変位と応⼒に関する⼀般解は，元々のポテンシャルに関する解（(2.20)〜(2.23)式）の形
より「（未知係数）ൈ 𝐻௡

ሺ௜ሻሺ𝑘𝑟ሻ  ሺ𝑖 ൌ 1, 2ሻ」の𝑘に関する無限の重ね合わせ（無限積分）の形に
なる。𝑘は，⼀般に「波数」と呼ばれるパラメータである。本論⽂でも，以下「波数」と呼
ぶ（波数の物理的な意味については後述）。Hankel 関数には直交性があるので，全ての波数
成分の重ね合わせが境界条件を満たすためには，任意の波数において境界条件が満たされ
る必要がある。したがって，⼀般解に含まれる未知係数は波数依存で変化することになる。
波数に関するこのような未知関数を解析的に求めることは⾮常に困難であるため，⼀般解
に含まれる未知係数を決定し境界条件に適合した特殊解を得ようとする場合には，構造物
と地盤を離散化したのと同様に，波数も離散化する。離散化された評価対象の波数において
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境界条件を適⽤し，未知係数についての連⽴⽅程式を導いてこれを解き，その解を重ね合わ
せることにより，境界条件に適合した変位解を得ることができる。この⼿法は，波数成分の
重ね合わせを⾏うことから，⼀般に「波数積分法」と呼ばれる。未知係数の決定のために⽤
いる境界条件は，① 地表⾯で応⼒がゼロとなる条件，② 層境界での変位と応⼒の連続条件，
③ 外⼒の条件，の３つである。外⼒の条件については，外⼒の空間分布関数（点荷重では
デルタ関数）に Hankel 変換を施して得られる各波数成分を外⼒の存在深度に不釣り合い⼒
として与えることで，波数ごとの未知係数を決定する⽅程式の中に導⼊することができる。 

上記の通り，波数積分法は，点荷重に対する評価点の変位を，載荷点と評価点の間の地盤
をモデル化せずに直接評価するものであり，境界法においてグリーン関数を評価するため
の⼿法である。波数積分法は，主に地震動の評価を⽬的として発展してきた⼿法であり，ま
た，静的な分野では領域法の利⽤が標準になっているため，静的な変位の評価に波数積分法
を⽤いた事例は⾒当たらない。しかしながら，(1)で説明した通り，本研究の検証のために
は，領域法よりも境界法の⽅に優位性がある。そこで本研究では，波数積分法によるグリー
ン関数を⽤いた境界法を精算解法として採⽤する。 

なお波数とは，⼀般に何らかの媒体を伝播する波の波⻑の逆数に 2𝜋をかけた量として説
明される（波⻑を𝜆とすると，波数𝑘 ≔ 2𝜋/𝜆）注

2F

3 。本研究は，静的な問題を取り扱ってお
り，⼀般的な意味での「波」が動的に地盤を伝わっていくようなことは無いため，この説明
には当てはまらない。しかし，静的な変位分布も動的な変位分布も，数学的にはどちらも正
弦波関数（直交座標系の場合）や Bessel 関数（円筒座標系の場合）の重ね合わせとして表
すことが可能である。つまり，静的な変位分布についても，静⽌した波の重ね合わせとして
表すことは可能である。本研究における波数とは，そのような静⽌した波の波数を指す。 
 
2.2.3 本研究における精算解法の詳細に関する補⾜ 
 
(1) 波数積分法の具体的⼿順 
 
 波数積分においては，波数に関する無限積分の評価が問題となる。無限積分をそのまま数
値的に評価することは不可能なので，何らかの⽅法で無限積分を有限区間の積分に帰着さ
せる必要がある。本研究では，この無限積分の評価に Hisada (1994)2.13) によってまとめら
れた⼿順を⽤いる。Hisada の⽅法は，漸近解法（Asymptotic solution method）と呼ばれる
⼿法 2.13), 2.14) に分類されるもので，波数の⼤きい領域で厳密な解に漸近的に⼀致する解析的
な積分の可能な近似解（漸近解）を⽤いて無限積分を効率化することを特徴とする。漸近解

 
注3 「波⻑の逆数に2𝜋かけた値」というと無駄に複雑な定義に思えるかもしれないが，これは振動論

で⾓周波数（周期の逆数に2𝜋かけた値）を多⽤するのと同じである。時間軸に関するフーリエ変
換から⾓周波数が現れるのと同様，空間軸に対するフーリエ変換からは波数が現れるので，理論
的（数学的）には波⻑よりも波数を使った⽅が便利である。 



第 2 章  検討対象に対するアプローチおよび検討結果を数値的に検証するための⽅法 

35 
 

の無限積分は解析的に評価できるので，厳密解と漸近解の誤差が無視できない波数の⽐較
的⼩さい区間のみを数値積分で評価し，厳密解と漸近解がほぼ⼀致する⼗分⼤きい波数の
区間については漸近解の解析的な積分を⽤いることで，数値積分の評価範囲を有限区間に
収めることができる。 
 波数の⼩さい区間で必要となる数値積分について，Hisada (1994)は，特に具体的な⽅法
を指定していない。この数値積分について，本研究では，被積分関数に含まれる Bessel 関
数の零点ごとに積分区間（波数の⼩さい区間）を分割し，分割された⼩区間について適応
Gauss-Kronrod 求積 2.15) （標準的な数値積分ライブラリである QUADPACK2.16) で採⽤さ
れている適応数値積分法，ここでは許容相対誤差1.5 ൈ 10ି଼として適応数値積分のアルゴリ
ズムを利⽤）を実施した結果の合計として評価する。 
 
(2) 剛性⾏列の評価法の詳細（容積法） 
 
 剛性⾏列の評価の対象となるのは連結されない群杭とフーチング群であり，上部構造物
は評価しない（図 2.1，図 2.3 参照）ので，全評価点が構造物と地盤の境界⾯上に位置する。
(2.5)式の表現で書くと，次の部分だけが評価の対象となる。 

 

ሾ𝑺௕௖௖ ൅ 𝑺௦௖௖ሿ ൝
𝒖ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ሻ

ൡ ൌ ൝
𝒇ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒇ሺ𝒓஻ା஼ሻ

ൡ (2.25) 

(2.24)式において，𝑺௕௖௖は群杭の剛性⾏列から成り，𝑺௦௖௖は群杭上の評価点とフーチング底
⾯の評価点に対する地盤の剛性⾏列から成る。剛梁やフーチング（剛板）は，評価点の多点
拘束条件例えば 2.17) により表現するため，剛性⾏列には現れない。(2.24)式に現れている評価
点の内，群杭と地盤の境界上の点を𝒓஻ାଵ, 𝒓஻ାଶ,⋯ , 𝒓஻ା௉，フーチング群と地盤の境界上の点
を𝒓஻ା௉ାଵ, 𝒓஻ା௉ାଶ,⋯ , 𝒓஻ା஼とすると，(2.24)式は，次のように群杭に関する部分とフーチング
群に関する部分，そして両者の相互作⽤に関する部分に分けて書くことができる。 

 

൬൤
𝑺௕௣௣ 𝟎
𝟎 𝟎

൨ ൅ ൤
𝑺௦௣௣ 𝑺௦௣௙
𝑺௦௙௣ 𝑺௦௙௙

൨൰

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝒖ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା௉ሻ
𝒖ሺ𝒓஻ା௉ାଵሻ

⋮
𝒖ሺ𝒓஻ା஼ሻ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝒇ሺ𝒓஻ାଵሻ

⋮
𝒇ሺ𝒓஻ା௉ሻ
𝒇ሺ𝒓஻ା௉ାଵሻ

⋮
𝒇ሺ𝒓஻ା஼ሻ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 (2.26) 

ここに，(2.25)式左辺の⾏列と(2.24)式左辺の⾏列の対応は以下の通りである。 
 

𝑺௕௖௖ ൌ ൤
𝑺௕௣௣ 𝟎
𝟎 𝟎

൨ (2.27) 

 
𝑺௦௖௖ ൌ ൤

𝑺௦௣௣ 𝑺௦௣௙
𝑺௦௙௣ 𝑺௦௙௙

൨ (2.28) 

群杭の剛性⾏列𝑺𝒃𝒑𝒑は，前述の通り構造⼒学の既往の知⾒より求めることができる。本研究
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では，有限要素法を⽤いて定める。鉛直⽅向載荷時には棒（ロッド）要素，⽔平⽅向載荷時
には梁要素を⽤いる。地盤の剛性⾏列𝑺𝒔𝒄𝒄は，2.2.2 で述べたように，グリーン関数の積分に
よって影響係数を求め，それを並べた柔性⾏列の逆⾏列を計算することにより求まる。しか
し，(2.27)式をそのまま計算しようとすると，杭によって置換された部分を取り除いた地盤
の柔性を評価する必要が⽣じる。この評価には，前述の単純な杭の離散化⽅法（図 2.6 参
照）を⽤いることはできない。より複雑な離散化モデルが必要となる。これを回避するため，
杭によって置換された⼟柱の剛性⾏列を𝑺𝒔𝒑𝒑ᇱ として，次の剛性⾏列を考える。 

 
𝑺௕௖௖
ᇱ ൌ ൤

𝑺௕௣௣ െ 𝑺௦௣௣ᇱ 𝟎
𝟎 𝟎

൨ (2.29) 

 
𝑺௦௖௖ᇱ ൌ ቈ

𝑺௦௣௣ ൅ 𝑺௦௣௣ᇱ 𝑺௦௣௙
𝑺௦௙௣ 𝑺௦௙௙

቉ (2.30) 

このような𝑺𝒃𝒄𝒄
ᇱ ，𝑺𝒔𝒄𝒄ᇱ を定義すると，𝑺𝒃𝒄𝒄，𝑺𝒔𝒄𝒄との⽐較より，𝑺𝒃𝒄𝒄

ᇱ ൅ 𝑺𝒔𝒄𝒄ᇱ ൌ 𝑺𝒃𝒄𝒄 ൅ 𝑺𝒔𝒄𝒄で
あるので，全体系の剛性⾏列として𝑺𝒃𝒄𝒄 ൅ 𝑺𝒔𝒄𝒄の代わりに𝑺𝒃𝒄𝒄

ᇱ ൅ 𝑺𝒔𝒄𝒄ᇱ を⽤いることができる。
𝑺𝒔𝒄𝒄ᇱ は，杭部分の⼟柱を取り除いた地盤の剛性⾏列に⼟柱の剛性⾏列𝑺𝒔𝒑𝒑ᇱ が⾜された形にな
っているので，結果として⾃由地盤（⽋損や構造物の埋め込みの無い無垢の地盤）の剛性⾏
列となっており，図 2.6 に⽰した離散化に基づいて⽐較的簡単に評価可能である。𝑺𝒃𝒑𝒑 െ

𝑺𝒔𝒑𝒑ᇱ の評価は，有限要素法で剛性⾏列を計算する際に，梁要素もしくは棒要素の剛性として，
杭の剛性から⼟柱の剛性を差し引いた剛性を⽤いることで求めること可能であり，𝑺𝒃𝒄𝒄

ᇱ を
𝑺𝒃𝒄𝒄の代わりに⽤いても計算の⼿間が増えることは無い。したがって，全体系の剛性⾏列と
して𝑺𝒃𝒄𝒄 ൅ 𝑺𝒔𝒄𝒄の代わりに𝑺𝒃𝒄𝒄

ᇱ ൅ 𝑺𝒔𝒄𝒄ᇱ を⽤いることで，剛性⾏列を求めるための計算を効率
化できる。この⽅法は，Lysmer (1973)2.18) によって提案されたもので，容積法あるいはフ
レキシブルボリューム法と呼ばれている。本研究では，この容積法を⽤いて系の剛性⾏列を
評価する。 
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2.2.4 本研究における精算解法の全体フロー 
 
 精算解法では，2.2.2，2.2.3 で説明した⽅法に基づいて系の剛性⾏列を評価し，それを⽤
いて系の⼒の釣合いを解いて，異種基礎各部の変位や負担荷重を求める。この評価のフロー
をまとめると，表 2.2 のようになる。同表の評価ステップの順に評価を進める。グリーン関
数の積分により影響係数が求まり，それを並べた柔性⾏列の逆⾏列と有限要素法により別
途求めた群杭の剛性⾏列を⾜し合わせることで全体系の剛性⾏列が求まるので，それを⽤
いて所要の変位や荷重を計算する。 
 地盤の柔性⾏列を評価する際（ステップ 1〜３）には，膨⼤な数のグリーン関数の評価が
必要であり，それほど要素数（杭やフーチングの数）が多くない場合でも，計算量が⼤きく
なりがちである。また地盤の柔性⾏列および剛性⾏列は⼀般にフルマトリクスになる（⾮対
⾓成分が疎にならない）ので，逆⾏列を求める計算（ステップ３）や，連⽴⽅程式の数値解
を求める計算（ステップ４）の計算負荷も⾼い。このような計算を回避できる簡易法が提案
できれば，その有⽤性は⾼い。 
     

表 2.2 精算解法における評価の対象と⽅法 
 評価ステップ 評価対象 評価⽅法  
 1 グリーン関数 Mindlin 解（半無限弾性地盤）， 

波数積分法（多層地盤） 
 

 2 影響係数 グリーン関数の数値積分  
 3 剛性⾏列 影響係数を並べた柔性⾏列の逆⾏列（地盤の剛性

⾏列）＋群杭の剛性⾏列 
 

 4 変位，負担荷重など ⼒の釣合い⽅程式  
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3.1 概要 
 
 この章の内容は，既発表論⽂ 3.1), 3.2) の内容を再構成し，⼀部説明を追加したものである。 

第 1 章，第 2 章でも述べた通り，本研究では，整形なフーチング群を検討の対象とする
（図 3.1）。⼀部の数値的検証では，𝑥⽅向と𝑦⽅向でフーチング間隔やフーチングの並んで
いる数が異なるケースも扱うが，基本は同図の通り，フーチング間隔にも並んでいる数にも
異⽅性の無いフーチング群を検討の対象とする。以下，3.2〜3.4 でフーチング群のばねの簡
易評価法の理論的な導出と簡易評価法の特徴に関する理論的検討，3.5 でその理論に対する
数値的検証を⾏う。 

 
 なお，以下の理論的検討を説明する模式図において，載荷⽅向が常に鉛直に描かれている
が，これは図的な表現として，地表⾯への載荷や地表⾯上のフーチングへの載荷の図として，
鉛直⽅向の載荷が書き易いから，図としてはそのような表現をしているだけで，鉛直載荷だ
けを取り扱っていることを意図するものでは無い。以下の理論は，載荷⽅向の区別なく成⽴
する。 

図 3.1 検討の対象とする整形なフーチング群 
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3.2 フーチング群における部材間相互作⽤の定量的な定義 
 
 第 3 章の理論的検討では，図 3.1 の整形な𝑁個の剛フーチング間の相互作⽤を各フーチ
ング中央位置の評価点間の影響係数を⽤いて表す（数値的に相互作⽤を評価する場合には，
2.2.2 で説明した通り，各フーチングをより細かい要素に分割して影響係数を考えるが，理
論的検討においてはフーチングと評価点は⼀対⼀とする）。各フーチング間の影響係数を並
べたフーチング群の柔性⾏列と，その逆⾏列によって定義されるフーチング群の剛性⾏列
を以下のようにおくと， 
 

𝑮௙ ≔ ൦

𝑔ଵଵ 𝑔ଵଶ ⋯ 𝑔ଵே
𝑔ଶଵ 𝑔ଶଶ ⋯ 𝑔ଶே
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑔ேଵ 𝑔ேଶ ⋯ 𝑔ேே

൪ (3.1) 

 
𝑺௙ ≔ ൦

𝑠ଵଵ 𝑠ଵଶ ⋯ 𝑠ଵே
𝑠ଶଵ 𝑠ଶଶ ⋯ 𝑠ଶே
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑠ேଵ 𝑠ேଶ ⋯ 𝑠ேே

൪ ൌ 𝑮௙
ିଵ (3.2) 

フーチング群のばね𝑆௙と，相互作⽤を無視したフーチング群のばね𝑆௙
ᇱ, 相互作⽤係数𝜉௙を次

のように定義できる。 
 

𝜉௙ ≔
𝑆௙
𝑆௙
ᇱ (3.3) 

 
𝑆௙ ≔෍෍𝑠௜௝

ே

௝ୀଵ

ே

௜ୀଵ

 (3.4) 

 
𝑆௙
ᇱ ≔෍𝑠௜௜

ே

௜ୀଵ

 (3.5) 

 
 
3.3 簡易評価式 
 
3.3.1 影響係数法 
 
 本研究で提案する新しい簡易評価法は，群杭係数の簡易評価の分野で⽤いられている影
響係数法 3.3), 3.4) の考え⽅に基づくものである。群杭係数の簡易評価における影響係数法と
は，「相互作⽤によるばねの低下率は，相互作⽤による変位の増加率の逆数に近似する」と
仮定して群杭係数を評価するもので，この仮定を⽤いれば，逆⾏列の計算を省略し柔性⾏列
から直接ばねの低下率が評価できる。(3.1)〜(3.5)式の表現を⽤いれば，影響係数法の仮定
は次の通りに定式化できる。 
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 ∑ 𝑠௜௝
ே
௝ୀଵ

𝑠௜௜
≃

𝑔௜௜
ᇱ

∑ 𝑔௜௝
ᇱே

௝ୀଵ
 (3.6) 

ただし，ここで⽤いる影響係数は，影響係数法の考え⽅を個別のフーチングにも適⽤し，フ
ーチング底⾯の応⼒分布を⼀定としたときの影響係数とする。これをフーチングが剛な場
合の影響係数𝑔௜௝と区別して𝑔௜௝

ᇱ と書く。 
 
3.3.2 本研究で提案する新しい簡易評価式 
 
 まず，フーチング群中央位置のフーチングに働く相互作⽤で，フーチング群全体の相互作
⽤が近似できると仮定する。このとき，フーチング群中央位置のフーチング番号を𝑐とする
と，次式が成り⽴つ。 
 

𝜉௙ ≃
∑ 𝑠௖௝
ே
௝ୀଵ

𝑠௖௖
 (3.7) 

これと影響係数法（(3.6)式）を組み合わせると，次の関係が得られる。 
 

𝜉௙ ≃
𝑔௖௖ᇱ

∑ 𝑔௖௝
ᇱே

௝ୀଵ
ൌ

𝑔௖௖ᇱ

𝑔௖௖ᇱ ൅ ∑ 𝑔௖௝
ᇱ

௝ஷ௖
 (3.8) 

 ここで，フーチング群中央位置を評価点とし点ሺ𝑥,𝑦ሻを載荷点とした地盤のグリーン関数
を𝑔௖ሺ𝑥, 𝑦ሻとすると，離散和と積分の近似関係（図 3.2 参照）より，次の関係が成り⽴つ。 
 

෍𝑔௖௝
ᇱ

௝ஷ௖

≃
1
𝛥𝑟ଶ

ቆන න 𝑔௖ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦
௡௱௥

ି௡௱௥

௡௱௥

ି௡௱௥
െ න න 𝑔௖ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦

௱௥/ଶ

ି௱௥/ଶ

௱௥/ଶ

ି௱௥/ଶ
ቇ (3.9) 

 
 
 

図 3.2 離散的な荷重の和と分布荷重の積分の近似関係 
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⼀⽅，幅𝐵の剛なフーチングのばねを𝑠ሺ𝐵ሻとし，幅𝐵のフーチング底⾯で応⼒分布⼀定と
した場合のばねを𝛼௖𝑠ሺ𝐵ሻ（ここに，𝛼௖は剛なフーチングのばねに対する⽐例定数）とすると，
次式の関係が成り⽴つ。 
 1

𝛼௖𝑠ሺ𝐵ሻ
ൌ 𝑔௖௖ᇱ  (3.10) 

 1
𝛼௖𝑠ሺ𝑛𝛥𝑟ሻ

ൌ
1

𝑁𝛥𝑟ଶ
න න 𝑔௖ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦

௡௱௥

ି௡௱௥

௡௱௥

ି௡௱௥
 (3.11) 

 1
𝛼௖𝑠ሺ𝛥𝑟ሻ

ൌ
1
𝛥𝑟ଶ

න න 𝑔௖ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦
௱௥/ଶ

ି௱௥/ଶ

௱௥/ଶ

ି௱௥/ଶ
 (3.12) 

(3.11)，(3.12)式を(3.9)式に代⼊すると，次の関係が得られるので， 
 

෍𝑔௖௝
ᇱ

௝ஷ௖

≃
𝑁

𝛼௖𝑠ሺ𝑛𝛥𝑟ሻ
െ

1
𝛼௖𝑠ሺ𝛥𝑟ሻ

 (3.13)  

これと(3.10)式を(3.8)式に代⼊して整理すると，以下の通りの相互作⽤係数の評価式が導
ける。 
 

𝜉௙ ≃
1

1 ൅ 𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ
 (3.14) 

 
𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ ≔

𝑁𝑠ሺ𝐵ሻ

𝑠ሺ𝑛𝛥𝑟ሻ
െ
𝑠ሺ𝐵ሻ
𝑠ሺ𝛥𝑟ሻ

 (3.15) 

これが，本件研究で提案する相互作⽤係数の簡易評価式である。この式を使えば，精算解法
の⼿順に則って膨⼤な数のグリーン関数の計算を⾏わなくても，第⼀章で紹介した剛なフ
ーチングのばねの式（表 1.1）式により𝑠ሺ𝐵ሻ, 𝑠ሺ𝛥𝑟ሻ, 𝑠ሺ𝑛𝛥𝑟ሻを計算して式に代⼊するだけで，
相互作⽤係数の評価ができる。多層地盤の場合も，Steinbrenner の多層近似（1.2.2 参照）
に基づいて𝑠ሺ𝐵ሻ, 𝑠ሺ𝛥𝑟ሻ, 𝑠ሺ𝑛𝛥𝑟ሻを計算すれば良い。上記の簡易式に基づく相互作⽤係数の推
定値を，以下𝜉መ௙と書く。 
 

𝜉መ௙ ≔
1

1 ൅ 𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ
≃ 𝜉௙ (3.16) 

なお，(3.8)式と(3.14)式の⽐較より，𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻは次式のようにも書ける。 
 

𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ ≃
1
𝑔௖௖ᇱ

෍ 𝑔௖௝
ᇱ

௝ஷ௖
 (3.17) 

(3.17)式より，𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻは𝑔௖௖ᇱ で正規化した𝑔௖௖ᇱ 以外の𝑔௖௝
ᇱ の総和に近似する。このことから，

以下，𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻを「累積影響係数」と呼ぶ。 
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3.3.3 簡易評価式導出⼿順の説明の補⾜ 
 
 (3.8)式において，わざわざ∑ 𝑔௖௝

ᇱே
௝ୀଵ を𝑔௖௖ᇱ ൅ ∑ 𝑔௖௝

ᇱ
௝ஷ௖ と書き換えたことに疑問を持つ読者も

居るかもしれないので補⾜する。これは，𝑔௖௝
ᇱ   ሺ𝑗 ൌ 1,⋯ ,𝑁ሻの中で，𝑔௖௖ᇱ のみ図 3.2 の近似が

成り⽴たないことに対する措置である。評価点と載荷点が⼀致する場合，地盤のグリーン関
数は無限⼤に発散するため，積分領域に載荷点が含まれる場合には，有限値の関数に対する
積分の法則は成り⽴たない。𝑔௖ሺ𝑥, 𝑦ሻの積分と𝑔௖௖ᇱ の関係は，数式で表すと以下のようになる
ので， 
 

𝑔௖௖ᇱ ൌ
1
𝐵ଶ

න න 𝑔௖ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦
஻/ଶ

ି஻/ଶ

஻/ଶ

ି஻/ଶ
ൌ

1
𝛼௖𝑠ሺ𝐵ሻ

 (3.18) 

 
𝑔௖௖ᇱ ്

1
𝛥𝑟ଶ

න න 𝑔௖ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦
௱௥/ଶ

ି௱௥/ଶ

௱௥/ଶ

ି௱௥/ଶ
ൌ

1
𝛼௖𝑠ሺ𝛥𝑟ሻ

 (3.19) 

次式の両辺は⼀致しないだけでなく近似もしない。 
 

෍𝑔௖௝
ᇱ

ே

௝ୀଵ

്
1
𝛥𝑟ଶ

න න 𝑔௖ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦
௡௱௥

ି௡௱௥

௡௱௥

ି௡௱௥
ൌ

𝑁
𝛼௖𝑠ሺ𝑛𝛥𝑟ሻ

 (3.20) 

よって，𝑔௖௖ᇱ だけは積分による近似の対象とはせず，分けて考える必要がある。 
評価点と載荷領域が離れていれば，領域内で荷重が離散的に分布しているか連続的に分

布しているかは問題にならない（図 3.2 の通りの近似が成り⽴つ）が，評価点と載荷領域が
重なっている場合には，荷重の分布範囲や分布形状に注意を要するということである。 
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3.4 簡易評価式の性質に関する理論的検討 
 
3.4.1 多層地盤における単独のフーチングのばねの性質 
 
 簡易評価式（(3.14), (3.15)式）の備えている性質について理論的な検討を加える前準備と
して，多層地盤における単独のフーチングのばねの性質について説明する。まず，半無限弾
性体上のフーチングのばねは次式の通りに表せる（表 1.1 参照）ので， 
 𝑠ሺ𝐵ሻ ൌ 𝛼௫𝜇𝐵 (3.21) 

ここに，𝛼௫は載荷⽅向および地盤のポアソン⽐によって定まる⽐例定数を表す。 
これを⽤いて，多層地盤上のフーチングに対する「等価」なせん断弾性係数が次のように定
義できる。 
 

𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ ≔
𝑠ሺ𝐵ሻ
𝛼௫𝐵

 (3.22) 

この場合の「等価」せん断弾性係数とは，「半無限弾性地盤上のフーチングのばねの式に代
⼊した結果が多層地盤のばねの値と⼀致するせん断弾性係数」という意味での「等価」であ
る。この等価せん断弾性係数を⽤いると，累積影響係数は次のようにも書ける。 
 

𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ ൌ ቆ𝑛
𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ

𝜇௘௤ሺ𝑛𝛥𝑟ሻ
െ
𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ

𝜇௘௤ሺ𝛥𝑟ሻ
ቇ
𝐵
𝛥𝑟

 (3.23) 

⼀⽅，地盤（弾性連続体）への載荷については，載荷範囲が⼤きくなるほど，より広くよ
り深い範囲に応⼒が分布することが知られている。図 3.3 は，その模式図である。同図から
分かるように，⼩さいフーチングの挙動には浅い地層しか寄与しないし，⼤きいフーチング
ほど深い地層の特性が影響する。したがって，等価せん断弾性係数について，次の関係が成
り⽴つことが仮定できる。 
 𝜇௘௤ሺ𝐵 ∣∣ 𝐵 ≪ 𝑧ଵ ሻ ≃ 𝜇ଵ (3.24) 
 𝜇௘௤ሺ𝐵 ∣∣ 𝐵 ≫ 𝑧௠ିଵ ሻ ≃ 𝜇௠ (3.25) 

ここに，𝑓ሺ 𝑥 ∣ 𝐴 ሻは𝑥を引数とする関数𝑓において引数𝑥が条件𝐴を満たす場合の値, 𝜇௜は𝑖番
⽬の地層におけるせん断弾性係数, 𝑚は最下層の層番号を表す。 

 
図 3.3 フーチングの⼤きさと応⼒の分布範囲の関係 
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以下の議論の⼀部では，(3.24)，(3.25)式の仮定が成り⽴つことを前提としている。この仮
定について，2 層地盤では，数値的に確からしいことを確認済みである（3.5.3 に⽰す）。 
 
3.4.2 相互作⽤係数の境界条件 
 
 相互作⽤係数について，フーチング間隔が最も狭い場合の境界条件と，フーチング間隔が
広い極限（𝛥𝑟 → ∞）の境界条件が設定できる。フーチング間隔が最も狭い場合の境界条件
とは，フーチング相互が互いに密着している場合（定量的には，𝛥𝑟 ൌ 𝐵）の条件である。こ
れよりフーチング間隔が狭くなると，フーチング同⼠が重なってしまう状況になり，物理的
に有り得ない。𝛥𝑟 → ∞の極限と𝛥𝑟 ൌ 𝐵のどちらの境界においても，簡易評価式（(3.15)，
(3.16)式）による相互作⽤係数𝜉መ௙が境界条件を満たすことを⽰すことができる。 
 𝛥𝑟 → ∞の極限では，フーチング間で相互作⽤は働かないので，𝜉௙ ൌ 1である。 
 𝜉௙ሺΔ𝑟 → ∞ሻ ൌ 1 (3.26) 

⼀⽅，簡易評価式においては，以下の通りである。まず累積影響係数が次式のようになる。 
 

𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟 → ∞,𝐵ሻ ൌ ቆ𝑛
𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ

𝜇௘௤ሺ𝑛𝛥𝑟 ∣ 𝛥𝑟 → ∞ሻ
െ

𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ

𝜇௘௤ሺ𝛥𝑟 → ∞ሻ
ቇ lim
௱௥→ஶ

൬
𝐵
𝛥𝑟
൰ (3.27) 

(3.27)式右辺において，𝜇௘௤ ቀ𝑛𝛥𝑟 ∣ 𝛥𝑟 → ∞ቁ，𝜇௘௤ ቀ𝛥𝑟 → ∞ቁは，等価せん断弾性係数の仮定

（(3.25)式）を受け⼊れれば𝜇௠，受け⼊れなくともminሺ𝜇௜ሻ ൑ 𝜇௘௤ ൑ maxሺ𝜇௜ሻ   ሺ𝑖 ൌ 1,⋯ ,𝑚ሻで
あり，どちらにしても⾮零の有限値となる。よって(3.27)式右辺の 1 項⽬の括弧内は有限で
ある。⼀⽅，(3.27)式右辺の２項⽬は，lim୼௥→ஶሺ𝐵/𝛥𝑟ሻ ൌ 0なので，次式が成り⽴つ。 
 𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟 → ∞,𝐵ሻ ൌ 0 (3.28) 

よって，(3.16)式より次式が成り⽴つので，簡易評価式は𝛥𝑟 → ∞の境界条件を満たす。 
 𝜉መ௙ሺΔ𝑟 → ∞ሻ ൌ 1 (3.29) 
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 フーチング間隔が狭い極限（𝛥𝑟 ൌ 𝐵）では，幅𝑛𝐵の巨⼤な単独のフーチングと，𝑛 ൈ 𝑛個
のフーチング群は，フーチングが剛かつフーチング同⼠は相互に剛な梁で連結されている
という条件下で等価になる（図 3.4）。したがって，相互作⽤係数の定義（(3.3)式）より，
次の境界条件が成り⽴つ。 
 

𝜉௙ሺΔ𝑟 ൌ 𝐵ሻ ൌ
𝑠ሺ𝑛𝐵ሻ
𝑁𝑠ሺ𝐵ሻ

 (3.30) 

相互作⽤係数の簡易評価式（(3.16)式）に𝛥𝑟 ൌ 𝐵を代⼊することで，簡易評価式が上記の境
界条件を満たすことは容易に確かめられる（次式）。 
 

𝜉መ௙ሺ𝛥𝑟 ൌ 𝐵ሻ ൌ ൭1 ൅ ቆ
𝑁𝑠ሺ𝐵ሻ

𝑠ሺ𝑛𝐵ሻ
െ
𝑠ሺ𝐵ሻ
𝑠ሺ𝐵ሻ

ቇ൱

ିଵ

ൌ
𝑠ሺ𝑛𝐵ሻ
𝑁𝑠ሺ𝐵ሻ

 (3.31) 

 
3.4.3 半無限弾性地盤の累積影響係数 
 
(1) 半無限弾性地盤の累積影響係数と多層地盤の累積影響係数の関係 
 
 半無限弾性地盤ではフーチング幅によらず等価せん断弾性係数𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ ൌ 𝜇で⼀定なので，
等価せん断弾性係数を⽤いた累積影響係数の定義式（(3.23)式）より次式が成り⽴つ。 
 

𝐼൫𝑛,𝛥𝑟,𝐵 ∣ 𝜇௘௤ ൌ const. ൯ ൌ ൬𝑛
𝜇
𝜇
െ
𝜇
𝜇
൰
𝐵
𝛥𝑟

ൌ ሺ𝑛 െ 1ሻ
𝐵
𝛥𝑟

 (3.32) 

(3.32)式より，半無限弾性地盤では，単独のフーチングのばねすら計算せずに𝑛,𝛥𝑟,𝐵のみか
ら累積影響係数を決定でき，⾮常に簡便に相互作⽤を評価できる。以下，(3.32)式右辺を𝐼ଵ

とする。 
 

𝐼ଵ ≔ ሺ𝑛 െ 1ሻ
𝐵
𝛥𝑟

 (3.33) 

 等価せん断弾性がフーチング幅に対して単調増加ならば𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ ൏ 𝐼ଵであり，単調減少
ならば𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ ൐ 𝐼ଵである。以下にその証明を⽰す。まず，等価せん断弾性係数がフーチ

図 3.4 単独フーチングと密着したフーチング群の等価性（成⽥ら (2018)3.1) , ⼀部修正） 
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ング幅に対して単調増加ならば𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ ൏ 𝜇௘௤ሺ𝛥𝑟ሻ ൏ 𝜇௘௤ሺ𝑛𝛥𝑟ሻであるので，(3.23)式より次式
が成り⽴つ。 
 

𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ ൏ ቆ𝑛
𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ

𝜇௘௤ሺ𝛥𝑟ሻ
െ
𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ

𝜇௘௤ሺ𝛥𝑟ሻ
ቇ
𝐵
𝛥𝑟

ൌ ሺ𝑛 െ 1ሻ
𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ

𝜇௘௤ሺ𝛥𝑟ሻ
𝐵
𝛥𝑟

  

  
  ൏ ሺ𝑛 െ 1ሻ

𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ

𝜇௘௤ሺ𝐵ሻ
𝐵
𝛥𝑟

ൌ 𝐼ଵ (3.34) 

よって，𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ ൏ 𝐼ଵとなる（つまり，相互作⽤の影響が半無限弾性地盤よりも弱くなる）。
等価せん断弾性係数がフーチング幅に対して単調減少の場合には，単調増加の場合と⼤⼩
関係のみが逆転した同様の議論により，𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ ൐ 𝐼ଵとなる。 
 ⼀般に，深い地層ほど剛性が⾼い傾向がある例えば 3.5) ので，等価せん断弾性係数が(3.24)，
(3.25)式の仮定を満たすのであれば，単調増加となり𝐼ሺ𝑛,𝛥𝑟,𝐵ሻ ൏ 𝐼ଵとなる場合が多いと考
えられる。このことから，𝐼ଵをフーチング群の相互作⽤評価における⼀次的な判断の指標と
して利⽤することが可能であろう。 
 
(2) 半無限弾性地盤の累積影響係数と境界条件 
 
 半無限弾性地盤では，影響係数法の仮定（(3.8)式）と相互作⽤係数に関する境界条件，お
よび半無限弾性地盤におけるフーチングのばねの性質（(3.21)式）と影響係数の性質より，
離散和と積分の近似関係（図 3.2 参照）を使わずに，累積影響係数の式（(3.33)式）を導く
ことが可能である。得られる累積影響係数の形はすでに説明した(3.33)式の通りで変わりな
いため，アプローチを変えて再度累積影響係数を導くことに実⽤的な意味は無いが，相互作
⽤係数の評価に境界条件の概念を⽤いることの有効性を⽰す例として，以下に離散和と積
分の近似関係を使わない累積影響係数の式の誘導を⽰す。 
 まず半無限弾性地盤では，フーチングのばねは𝑠ሺ𝐵ሻ ൌ 𝛼௫𝜇𝐵（(3.21)式）なので，フーチ
ング同⼠が密着した条件の相互作⽤係数は，(3.30)式より以下の通りになる。 
 

𝜉௙ሺ𝛥𝑟 ൌ 𝐵ሻ ൌ
𝛼௫𝜇𝑛𝐵
𝑁𝛼௫𝜇𝐵

ൌ
1
𝑛

    ሺ∵ 𝑁 ൌ 𝑛ଶሻ (3.35) 

次に中央フーチングに対する影響係数𝑔௖௝
ᇱ について考える。フーチング𝑐と𝑗の間の距離を𝑟௖௝

とすると，両者の間の影響係数は𝑔௖௝
ᇱ は，半無限弾性地盤では𝑟௖௝に近似的に反⽐例する（次

式）。 
 

𝑔௖௝
ᇱ ≃

𝛽௫
𝜇𝑟௖௝

 (3.36) 

ここに，𝛽௫は載荷⽅向と地盤のポアソン⽐により定まる定数を表す。 
上の近似は，半無限弾性地盤のグリーン関数（Mindlin 解，(2.10), (2.11)式）より導くこと
ができる。Mindlin 解の式の形から，𝑔௖௝ᇱ について概ね(3.36)式のような近似が成り⽴つであ
ろうことは，直感的にも予測できるはずである。同式の厳密な証明は第５章（5.2）で⾏う。
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同式において，フーチング間隔𝛥𝑟 ൌ 1であるときの𝑟௖௝を𝑟௖௝とし，𝑟௖௝ ൌ 𝛥𝑟𝑟௖௝とすると，次式
が成り⽴つ。 
 

𝑔௖௝
ᇱ ≃

𝛽௫
𝜇𝛥𝑟𝑟௖௝

 (3.37) 

よって，𝑔௖௖ᇱ 以外の𝑔௖௝
ᇱ の総和は次のように書ける。 

 
෍ 𝑔௖௝

ᇱ

௝ஷ௖
≃

𝛽௫
𝜇𝛥𝑟

෍
1
𝑟௖௝௝ஷ௖

 (3.38) 

⼀⽅，𝑔௖௖ᇱ はフーチングの柔性とばねの関係（(3.18)，(3.21)式）より， 
 𝑔௖௖ᇱ ൌ 𝛼௖𝛼௫𝜇𝐵 (3.39) 

なので，累積影響係数と影響係数の関係（(3.17)式）より，次式が成り⽴つ。 
 

𝐼൫𝑛,𝛥𝑟,𝐵 ∣ 𝜇௘௤ ൌ const. ൯ ≃
1
𝑔௖௖ᇱ

෍ 𝑔௖௝
ᇱ

௝ஷ௖
≃ 𝑐ଵ

𝐵
𝛥𝑟

 (3.40) 

 
𝑐ଵ ≔

𝛽௫
𝛼௖𝛼௫

෍
1
𝑟௖௝௝ஷ௖

 (3.41) 

ここで，𝜉௙ ൌ 1/ሺ1 ൅ 𝐼ሻなので，(3.40)式より次式が成り⽴つ。 
 𝜉௙ሺ𝛥𝑟 ൌ 𝐵ሻ ≃

1

1 ൅ 𝑐ଵ
𝐵
𝐵

ൌ
1

1 ൅ 𝑐ଵ
 (3.42) 

𝑐ଵを含む相互作⽤係数の式も境界条件（(3.35)式）は満たす必要があるので，(3.35)式と
(3.42)式の⽐較より，𝑐ଵに関して次の近似が成り⽴つ。 
 𝑐ଵ ≃ 𝑛 െ 1 (3.43) 

これを(3.40)式右辺に代⼊すると，(3.32)式の右辺と同じ形の相互作⽤係数の式が得られる。 
以上，初めに⽰したのとは別のアプローチから相互作⽤係数の簡易評価式を導いた。この

アプローチでは，「𝑐ଵを含む相互作⽤係数の式も，相互作⽤係数に関する境界条件を満たす
必要がある」ということのみ⽤いて，取り扱いの困難な複雑な形の𝑐ଵの定義式（(3.41)式）
には全く触れずに，簡潔な形の近似式（(3.43)式）を導くことに成功しており，相互作⽤係
数の評価に境界条件の概念を⽤いることの有効性が分かる。 
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3.4.4 理論的検討のまとめ 
 
 以上，理論的検討において，フーチング群の相互作⽤係数の簡易評価式を導き，それが
𝛥𝑟 ൌ 𝐵と𝛥𝑟 → ∞における相互作⽤係数の境界条件を満たすことを⽰した。したがって，こ
れらの極端な状況における簡易評価式の精度は担保されていると⾔える。𝛥𝑟 → ∞まで実際
に計算して簡易評価式の信頼性を検証することは不可能だが，𝛥𝑟 → ∞の境界条件を満たす
ことより，検証の範囲外への外挿にもある程度信頼のおける⼿法になっていると考えられ
る。 
 また，半無限弾性地盤における累積影響係数（相互作⽤の強さ）𝐼ଵと多層地盤の累積影響
係数の関係についても⽰した。半無限弾性地盤の累積影響係数𝐼ଵは⾮常に簡便な計算
（(3.32)式）によって求まる。多層地盤の累積影響係数と𝐼ଵの⼤⼩関係は，多層地盤の累積
影響係数を計算すること無しに，ある程度判別可能であり，𝐼ଵをフーチング群の相互作⽤評
価における⼀次的な判断の指標として利⽤することが可能だと考えられる。 
 𝐼ଵについては，相互作⽤係数の境界条件を利⽤して導くことが可能であることも⽰した。
このアプローチによる𝐼ଵの誘導では，累積影響係数（より求まる相互作⽤係数）が境界条件
を満たす必要があるという事実のみに基づき，影響係数法の定義より定まる複雑な形の累
積影響係数の式（(3.40)，(3.41)式）から，(3.32)式の簡潔な形の𝐼ଵが導かれる。このことか
ら，相互作⽤係数の評価に境界条件の概念を⽤いることの有効性が分かる。 
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3.5 数値的検証 
 
3.5.1 正⽅形配置のフーチング群における簡易評価式と精算解法の⽐較 
 
 正⽅形配置とは，⽔平 2 ⽅向で並んでいるフーチングの数およびフーチングの間隔が変
わらないフーチング群の配置を意味する。フーチングの数は3 ൈ 3と12 ൈ 12の 2 ケース，フ
ーチング幅は⼀律 2m とし，地盤は 2 層とする。地盤条件を 2 層としたのは，① 半無限弾
性地盤（1 層）とすると，累積影響係数の形が単純になり過ぎ（(3.33)式）地盤条件の違い
が簡易評価式の精度に与える影響が検証できないこと，② 3 層以上の多層地盤⼀般とする
と，考えられる地盤条件のパターンが膨⼤になり，網羅的に検証するのが難しくなること，
の 2 点が理由である。地盤条件は表 3.1 に⽰す 6 通りとする。地盤モデル１から４は 2 層
⽬の剛性の⽅が⾼いモデルであり，1 層⽬の層厚が薄いか厚いか，1 層⽬と 2 層⽬の剛性の
コントラストが弱い（モデル 1, 3）か強いかの組み合わせで，4 通りの地盤モデルとしてい
る。地盤モデル 5, 6 は 1 層⽬の地盤剛性が 2 層⽬よりも⾼い地盤モデルであり，剛性コン
トラストの⼤きい条件のみを検証することとして，1 層⽬の層厚の薄いモデル５と層厚の厚
いモデル６で計算を実施する。地盤のポアソン⽐は，静的荷重に対する⼀般的な値として全
層 0.3 を⽤いるケースと，極端な場合の検証として全層 0.49 を⽤いるケース，2 ケースと
する。 
      

表 3.1 正⽅配置フーチング群の検証計算のための地盤諸元 
 地盤モデル μ1 (MN/m2) μ2 (MN/m2) z1 (m)  
 1 18 45 1  
 2 18 180 1  
 3 18 45 5  
 4 18 180 5  
 5 180 18 1  
 6 180 18 5  
  ここに，𝜇௜は𝑖層⽬の地盤のせん断弾性係数, 𝑧ଵは 1 層⽬の地層の下端深度を表す。 
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 精算解では，各フーチングを3 ൈ 3の要素に分割し，要素の中央に評価点を設定して，波
数積分法に基づいてフーチング群の柔性⾏列を評価し，その逆⾏列をとることで，ばねの⾏
列を求め（2.2 参照），定義（(3.3)〜(3.5)式）に従って相互作⽤係数を計算する。その際，
載荷要素内に変位を出⼒する評価点を含む場合には，精度確保のため，要素を更に 2×２に
分割して積分を実施する。各要素におけるグリーン関数の数値積分は Gauss 求積（積分点
3×３）を⽤いる。簡易評価式の計算は，相互作⽤係数の簡易評価式（(3.14), (3.15)式）に
代⼊する単独のフーチングのばね𝑠ሺ𝐵ሻ, 𝑠ሺ𝛥𝑟ሻ, 𝑠ሺ𝑛𝛥𝑟ሻを，精算解法に基づいて求めるケース
と Steinbrenner の多層近似（1.2.2 参照）に基づいて求めるケース，2 ケースで実施する。
実⽤的には，簡易式に代⼊するばねは，Steinbrenner の多層近似を⽤いて簡易に求めること
を想定しているが，その場合の簡易計算の誤差は，簡易評価式が⽤いた仮定および近似と精
算解法との乖離による誤差に，Steinbrenner の多層近似の誤差が上乗せされたものとなる。
ここでは，簡易評価式由来の誤差の程度を正確に把握するため，簡易評価式に代⼊するばね
に，精算解基づいて得られるばねを⽤いるケースの検証も⾏う。以下検証において，精算解
法による相互作⽤係数を𝜉௙，精算解法に基づくばねを簡易評価式に代⼊して得た相互作⽤係
数を𝜉መ௙，Steinbrenner の多層近似に基づくばねを簡易評価式に代⼊して得た相互作⽤係数を
𝜉መ௙
ᇱと書く。さらに簡易評価式の誤差率𝜀, 𝜀ᇱを以下のように定義する。 
 

𝜀 ≔
𝜉መ௙ െ 𝜉௙
𝜉௙

 (3.44) 

 
𝜀ᇱ ≔

𝜉መ௙
ᇱ െ 𝜉௙
𝜉௙

 (3.45) 

 図 3.5，図 3.6 に，地盤のポアソン⽐ 0.3 における検証計算の結果を簡易評価式と精算解
で⽐較して⽰す。これらの図に⽰される全ケースにおいて，簡易評価式と精算解による結果
は概ね⼀致している。鉛直載荷（図の左列）と⽔平載荷（図の右列），フーチングの少ない
ケース（図 3.5）と多いケース（図 3.6），1 層⽬と 2 層⽬のコントラストの⼩さいケース
（地盤モデル 1, 3）と⼤きいケース（地盤モデル 2, 4, 5, 6），2 層⽬の剛性の⽅が⼤きいケ
ース（地盤モデル 1〜4）と 1 層⽬の剛性の⽅が⼤きいケース（地盤モデル 5, 6），いずれの
ケースでも簡易評価式と精算解は概ね⼀致する。 
 より詳細な誤差の分析のため，検証計算結果の誤差率を図 3.7，図 3.8 に⽰す。これらの
誤差率の絶対値は最⼤でも 10%以内に収まっており，簡易評価式の精度が確認できる。𝛥𝑟

の変化に対する誤差の推移に着⽬すると，全てのケースで，「𝛥𝑟 ൌ 𝐵において誤差ゼロ，𝛥𝑟

が⼩さい領域では𝛥𝑟の増⼤に伴って誤差も増⼤するが，𝛥𝑟が⼗分に⼤きい領域では誤差は
減少傾向に転ずる」ような傾向を⽰している。この傾向は，簡易評価式が𝛥𝑟 ൌ 𝐵と𝛥𝑟 → ∞

での境界条件を満たすことを反映したものと考えられる。 
 𝛥𝑟以外の計算条件の違いと誤差率の関係は，複数の誤差要因が複合的に影響し合ってい
るような傾向を⽰しており，複雑である。以下，その例を３つ⽰す。 
1)  １層⽬と２層⽬の剛性のコントラストの⼤きい地盤モデルの⽅が，全般的に誤差が⼤
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きい傾向があるが，⼀部の計算条件では誤差の⼤きさと地盤剛性のコントラストの⼤
きさが逆転している（例えば，地盤モデル１（コントラスト⼩）の 12×12 フーチング
鉛直載荷の結果と地盤モデル２（コントラスト⼤）の 12×12 フーチング鉛直載荷の結
果など）。 

2)  １層⽬の剛性が 2 層⽬の剛性よりも低い地盤モデル（モデル 1, 2, 3, 4）では誤差率が
負の値をとる（簡易評価式の相互作⽤係数の⽅が精算解よりも⼩さい）傾向があり，2
層⽬の剛性の⽅が⾼い地盤モデル（モデル 5, 6）では誤差率が正の値をとる（簡易評価
式の相互作⽤係数の⽅が精算解よりも⼤きい）傾向が⾒られるが，⼀部の計算条件では
その傾向に反した結果が得られている（例えば地盤モデル１, 12×12 フーチング鉛直
載荷など）。 

3)  簡易評価式の近似の原理（図 3.2）から考えると，フーチングの数が少ないほど離散和
と積分の違いが⼤きくなるはずなので，フーチングの数の少ない計算ケースの⽅が誤
差が⼤きくなることが予想されるが，計算結果は必ずしもそうなっていない。 

以上より，1 層⽬と 2 層⽬の剛性のバランスやフーチングの数が，誤差率の正負やその絶対
値の⼤⼩に⼤きく影響することは確かだと考えられるが，全ての誤差要因の特定とそれが
互いに影響し合うメカニズムの解明には更なる検討が必要である。これは今後の課題とす
る。 
 地盤のポアソン⽐ 0.3 での誤差率（図 3.7）と 0.49 での誤差率（図 3.8）を⽐較すると，
ポアソン⽐ 0.49 の結果の⽅が誤差率が 1 割程度⼤きい傾向があるが，定性的な傾向は両者
ほぼ変わらない。したがって，地盤のポアソン⽐は簡易評価式の精度には⼤きな影響を及ぼ
さないものと考えられる。 
 相互作⽤係数の簡易評価式（(3.14), (3.15)式）に代⼊する単独のフーチングのばねに
Steinbrenner の多層近似に基づくものを⽤いた場合の誤差率を図 3.9 に⽰す。この場合，
簡易評価式の誤差に Steinbrenner の多層近似の誤差が上乗せされるため，単独のフーチン
グのばねを精算解法に基づく⼿順で⽤いた場合よりも，誤差が⼤きい傾向にある。𝜇ଵ ൐ 𝜇ଶ

の地盤モデル 5 と 6（同図(i), (j), (k), (l)）では，特に誤差が⼤きい。同様の現象は
Steinbrenner の多層近似の適⽤性に関する既往の研究 3.6), 3.7) でも報告されており，浅い地
層の剛性が深い地層の剛性よりも⾼くなる地盤条件⼀般で成り⽴つ傾向と考えられるので，
注意が必要である。⼀⽅，𝜇ଵ ൏ 𝜇ଶである地盤モデル 1〜４では，精算解に基づいて単独のフ
ーチングのばねを求める場合に⽐べて誤差が⼤きい傾向はあるものの，最⼤で誤差率 10％
程度であり，実⽤に⾜る精度は確保できていると考えられる。 
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図 3.5 3x3 フーチング群の相互作⽤係数（ポアソン⽐ 0.3） 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 

(i) (j) 

(k) (l) 
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 

(i) (j) 

(k) (l) 

図 3.6 12x12 フーチング群の相互作⽤係数（ポアソン⽐ 0.3） 
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 

(i) (j) 

(k) (l) 

図 3.7 精算解法に基づいて単独フーチングのばねを計算した場合の誤差率（ポアソン⽐
0.3） 
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 

(i) (j) 

(k) (l) 

図 3.8 精算解法に基づいて単独フーチングのばねを計算した場合の誤差率（ポアソン⽐
0.49） 
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 

(i) (j) 

(k) (l) 

図 3.9 Steinbrenner の多層近似を⽤いて単独フーチングのばねを計算した場合の誤差率
（ポアソン⽐ 0.3） 
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3.5.2 ⻑⽅形配置のフーチング群における簡易評価式と精算解法の⽐較 
 ⻑⽅形配置とは，⽔平⽅向に並んでいるフーチングの数もしくはフーチングの間隔が⽅
向によって変わるフーチング群の配置を意味する。図 3.10 に⻑⽅形配置のフーチング群の
例を⽰す。検証計算は，同図に⽰す正⽅形格⼦（⽔平 2 ⽅向でフーチング間隔が共通，フー
チングの数が異なる）と⻑⽅形格⼦（⽔平 2 ⽅向でフーチング間隔が異なり，フーチングの
数が共通）の 2 パターンで⾏う。このフーチング配置の影響のみを⾒るため，地盤は半無限
弾性地盤とする。ポアソン⽐は 0.48 である。精算解法では，半無限弾性地盤が対象なので
グリーン関数に Mindlin 解を⽤いる。それ以外は，正⽅形配置のフーチング群に対する⼿順
と同様の⼿順を⽤いる。 
 図 3.11〜図 3.13 に，正⽅形格⼦の結果を⽰す。精算解がマーカー（○，△，□）の値，
簡易評価式（式に代⼊する𝑛は，ඥ𝑛௫𝑛௬とする）が破線の値である。これらの図より，⻑⽅
形配置では，⻑辺／短辺の⽐が⼤きくなるほど，精算解と簡易評価式の誤差が⼤きくなる傾
向が⾒られる。また，載荷⽅向により誤差の⼤きさが顕著に異なる傾向も⾒られる。これら
の結果に現れている⻑辺／短辺⽐の影響と載荷⽅向の影響について検討するため，載荷さ
れたフーチング周りの変位場の模式図を図 3.14 に⽰す。。鉛直載荷では，載荷されたフー
チング周りの変位場は同⼼円状に広がる（同図(a), (d)）ため，矩形の基礎の中では正⽅形
配置の基礎が最も相互作⽤効果が強く，基礎形状が細⻑くなるほど相互作⽤効果は弱まる
と考えられる。また，⽔平載荷による変位場は，載荷⽅向に広く載荷直交⽅向に狭くなる傾
向を⽰す（同図(b), (c), (e), (f)）ため，載荷⽅向と基礎⻑辺⽅向が直交している場合（同図
(e)）に最も相互作⽤効果が弱く，載荷⽅向と基礎⻑辺⽅向が⼀致している場合（同図(f)）
に最も相互作⽤効果が強くなると考えられる。以上の図 3.14 に基づく考察より，図 3.11〜
図 3.13 に現れている⻑⽅形配置の影響を説明できる。また，図 3.12 と図 3.13 の差異に表
れている傾向，つまり短辺⽅向載荷のばねが強くなり⻑辺⽅向載荷のばねが弱くなる傾向
は，単⼀の⻑⽅形基礎に関する既往の知⾒例えば 3.8) とも整合的である。 
 定量的な誤差の⼤きさに着⽬すると，フーチング数，⻑辺 16×短辺 9（⻑辺／短辺⽐ 1.78）
のケースでは，いずれの載荷⽅向に対しても誤差 10%以内であり，この程度の⻑辺／短辺
⽐までは簡易評価式は実⽤上問題なく利⽤できるものと考えられる。ただし，それ以上の⻑
辺／短辺⽐を持つ（正⽅格⼦の）基礎に対しては，10%〜最⼤ 40%以上の顕著な誤差が発
⽣する可能性があるため，簡易評価式を利⽤しようとする際には，⻑辺／短辺⽐に応じた補
正が必要になると考えられる。この補正に関しては今後の課題とする。 
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(a) 正⽅形格⼦ (b) ⻑⽅形格⼦ 
図 3.10 ⻑⽅形配置のフーチング群 

(a) 相互作⽤係数 (b) 相互作⽤係数の⽐ 
図 3.11 正⽅形格⼦，鉛直載荷の相互作⽤係数 

(a) 相互作⽤係数 (b) 相互作⽤係数の⽐ 
図 3.12 正⽅形格⼦，短辺⽅向載荷の相互作⽤係数 

(a) 相互作⽤係数 (b) 相互作⽤係数の⽐ 
図 3.13 正⽅形格⼦，⻑辺⽅向載荷の相互作⽤係数 
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 図 3.15 に⻑⽅形格⼦の計算結果（標準的結果として鉛直載荷の結果のみ）を⽰す。⻑⽅
形格⼦については，縦横でフーチング間隔が異なるため，簡易評価式に代⼊する等価な𝛥𝑟と
して，縦横フーチング間隔の相乗平均（ඥ𝛥𝑟௫𝛥𝑟௬）の値を⽤いた。同図より，⻑⽅形格⼦の
計算では正⽅格⼦の計算よりも誤差が⼩さく，⻑辺／短辺⽐が８倍のケースでも誤差が
10%以内に収まっていることが分かる。したがって，⻑⽅形格⼦に関しては，簡易評価式の
精度は実⽤に⾜るものと考えられる。⻑⽅形格⼦において誤差が⼩さくなっているのは，簡
易評価式に代⼊する𝛥𝑟として縦横フーチング間隔の相乗平均を⽤いていることが，⻑辺／
短辺⽐の補正として働いていることによるものと考えられる。誤差発⽣のメカニズム⾃体
は，正⽅格⼦・⻑⽅形格⼦とも図 3.14 で説明されるもので変わりないはずである。 
 
 

(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 

図 3.14 載荷されたフーチング周りの変位場の模式図 

(a) 相互作⽤係数 (b) 相互作⽤係数の⽐ 
図 3.15 ⻑⽅形格⼦，鉛直⽅向載荷の相互作⽤係数 
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3.5.3 単独フーチングのばねに対する等価せん断弾性係数についての仮定の検証 
 
 正⽅形配置フーチング群の検証（3.5.1 参照）における地盤モデル１と３に，１層⽬の層
厚 2m の地盤モデルを追加し，単独のフーチングに鉛直荷重を与えて，そのばねに対する等
価せん断弾性係数を計算した結果を図 3.16 に⽰す。同図より，等価せん断弾性係数は，フ
ーチング幅が狭い極限で１層⽬の地盤のせん断剛性に漸近し，フーチング幅が広い極限で
最下層の地盤のせん断剛性に漸近する傾向が確認できる。 

 
 
3.5.4 数値的検証のまとめ 
 
 数値的検証において提案した相互作⽤係数の簡易評価式と精算解法の⽐較を⾏い，簡易
評価式が実⽤上⼗分な精度を確保できていることを確認した（⽔平載荷，鉛直載荷とも）。
簡易評価式は，フーチング同⼠が密着する場合とフーチング同⼠が無限に離れている場合
の境界条件を満たすため，フーチング間隔が極端に狭い場合と極端に広い場合に特に精度
が向上する傾向も確認した。 

フーチングの配置が正⽅形状でなく，フーチング数やフーチング間隔が⽔平２⽅向で異
なる場合，⻑辺／短辺⽐が⼤きくなるほど誤差が⼤きくなるが，⻑辺／短辺⽐ 1.78 でも誤
差は 10%以内であり，それ以下の縦横⽐であれば，本研究の簡易評価式で実⽤上問題ない
と考えられる。⻑辺／短辺⽐が⼤きいフーチング群は，整形なフーチング群を対象とした本
研究の簡易評価式では対応できないと考えられるので，別途補正が必要である。これについ
ては今後の課題とする。 

また，理論的検討において導⼊したフーチング幅に対する等価せん断剛性の数値的検証
も⾏った。等価せん断剛性は，理論的な検討の際に仮定した通り，フーチング幅が⼩さい極
限で最上層のせん断剛性に漸近し，フーチング幅が⼤きい極限で最下層のせん断剛性に漸
近することを確認した。 
 

図 3.16 フーチング幅と等価せん断剛性の関係 



第 3 章  フーチング群のばねの簡易評価 

64 
 

第 3 章の参考⽂献 
 
3.1) 成⽥修英, ⽥村修次：「半無限弾性体表⾯におけるフーチング群の相互作⽤を考慮した

静的地盤ばね簡易評価法」, ⽇本建築学会構造系論⽂集, 第 83 巻, 第 753 号, pp. 1629-
1638, 2018, DOI: 10.3130/aijs.83.1629 

3.2) 成⽥修英, ⽥村修次：「２層地盤地表⾯におけるフーチング群の相互作⽤を考慮した静
的地盤ばね簡易評価法」, ⽇本建築学会構造系論⽂集, 第 86 巻, 第 781 号, pp. 405-414, 
2021, DOI: 10.3130/aijs.86.405 

3.3) POULOS, H. G.：”Analysis of settlement of pile groups”, Géotechnique, Vol. 18, Issue 
4, pp. 449-471, 1968, DOI: 10.1680/geot.1968.18.4.449 

3.4) ⼟⽅勝⼀郎, 柳下⽂雄, 富井隆：「群杭の動的インピーダンス簡易評価法」, ⽇本建築学
会構造系論⽂集, 第 455 号, pp. 73-82, 1994, DOI: 10.3130/aijs.59.73_1 

3.5) 太⽥裕, 後藤典俊：「横波速度を推定するための実験式とその物理的背景」, 物理探鉱, 
第 31 巻, 第 1 号, pp. 8-17, 1978 

3.6) POULOS, H. G. and DAVIS, E. H.：”Elastic solutions for soil and rock mechanics”, John 
Wiley & Sons, 1973 

3.7) 伊藤淳志, ⼭肩邦男：「剛な基盤上の弾性地盤における Steinbrenner の近似解の適⽤性
に関する検討」, ⽇本建築学会構造系論⽂集, 第 493 号, pp. 57-64, 1997, DOI: 
10.3130/aijs.62.57_1 

3.8) ⽇本建築学会：「⼊⾨・建物と地盤の動的相互作⽤」, pp. 337-350, 1996 
 



第 4 章  群杭の荷重中⼼ 

65 
 

第4章 群杭の荷重中⼼



第 4 章  群杭の荷重中⼼ 

66 
 

4.1 概要 
 
 この章の内容は，既発表論⽂ 4.1) の内容を再構成し，⼀部説明を追加したものである。 

群杭については，第 1 章の 1.2.3 で述べた通り，既にばねの求め⽅が整備されている。フ
ーチング群の場合と異なり，本研究で改めてばねの求め⽅を検討する必要は無い。しかし，
群杭について検討すべきことが無いかと⾔うとそうでは無い。⽔平載荷に対する群杭とフ
ーチング群の間の相互作⽤を評価するためには，杭の変位に対する地盤の反⼒（杭を介して
地盤に伝わる荷重）の中⼼深度が必要となる（この詳細は第 5 章で述べる）。群杭上の地盤
の点を𝒓௣ ≔ ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ，𝒓௣の存在する 3 次元の領域を𝑉௣として，(2.2)式の表現を⽤いると，杭
の⽔平地盤反⼒の中⼼深度𝑧௖は次の通りに定義される。ただし，(2.2)式の復元⼒𝑹௕,𝑹௦は三
次元の荷重ベクトルを意図しているが，ここでの𝑅௕,𝑅௦は載荷⽅向に対する 1 次元の反⼒で
ある。 

 

𝑧௖ ≔
∭ 𝑧௣௏೛

𝑅௕ ቀ𝑢൫𝒓௣൯ቁ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

∭ 𝑅௕ ቀ𝑢൫𝒓௣൯ቁ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧௏೛

ൌ
∭ 𝑧௣௏೛

𝑅௦ ቀ𝑢൫𝒓௣൯ቁ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

∭ 𝑅௦ ቀ𝑢൫𝒓௣൯ቁ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧௏೛

 (4.1) 

異種基礎のばねの簡易評価法を確⽴するためには，この𝒛𝒄の簡易評価法も確⽴する必要が
あるが，この問題については，残念ながら未解決である。ただし，ある程度検討は進めてお
り，今後の⾒通しも⽴っているため，ここではその検討の内容と今後の課題について説明す
る。 
 検討対象とする群杭は，第１章，第２章でも述べた通り，整形な群杭を検討の対象とする
（図 4.1）。 
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(a) 平⾯図 

(b) 断⾯図 

図 4.1 検討の対象とする整形な群杭 
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4.2 均⼀な梁ばねモデルに従う無限⻑単杭の⽔平地盤反⼒中⼼深度 
 
 まず単杭の地盤反⼒中⼼深度𝑧௖の簡易評価について考える。これについては，Chang 
(1937)4.2) による解が利⽤できる。Chang の解は，均⼀な無限⻑杭の梁ばねモデルの⽔平変
位解で，本研究で検討対象としている杭頭回転拘束条件の解𝑢௛ሺ𝑧ሻは，次の通りになる。 

 
𝑢௛ሺ𝑧ሻ ൌ

𝐹௣
4𝐸௣𝐼𝛽௛

ଷ eିఉ೓௭ሺcos𝛽௛𝑧 ൅ sin𝛽௛𝑧ሻ (4.2) 

ここに，𝑢௛ሺ𝑧ሻは深度𝑧における⽔平⽅向の杭の変位，𝐹௣は杭頭⽔平荷重, 𝐸௣は杭のヤング係
数, 𝐼は杭の断⾯２次モーメント，𝛽௛は梁ばねモデルの特性値（(1.19)式）を表す。 
𝛽௛の定義を再掲しておく。 

 

𝛽௛ ≔ ඨ
𝑠௛𝐵
4𝐸௣𝐼

ర  (4.3)  

ここに，𝑠௛は⽔平地盤反⼒係数を表す。 
(4.2)式から分かるように，⽔平載荷に対する梁ばねモデルの杭の変位は，深度に対して指
数関数的に（eିఉ೓௭のオーダーで）減少するので，𝑢௛ሺ 𝑧 ∣∣ 𝑧 ≫ 𝛽௛

ିଵ ሻ ≃ 0である。有限⻑の杭
であっても杭先端深度が𝛽௛

ିଵよりも⼗分に⼤きい場合には，実⽤上，Chang の解を⽤いて問
題ない。例えば⽇本建築学会の「建築基礎構造設計指針」 (2019）4.3) では，杭⻑𝑙として𝛽௛𝑙 ൒

2.25の杭は，Chang の解を使って良いとしている。これは余程短く硬い杭以外は満⾜する条
件である。よって，ここでの検討にも Chang の解を⽤いる。 
 梁ばねモデルにおける杭の⽔平地盤反⼒は「⽔平地盤反⼒係数𝑠௛×変位」なので，杭の挙
動が Chang の解に従うのであれば，その⽔平地盤反⼒深度分布𝑅௦൫𝑢௛ሺ𝑧ሻ൯は，以下のように
書ける。 

 𝑅௦൫𝑢௛ሺ𝑧ሻ൯ ൌ 𝑠௛𝑢௛ሺ𝑧ሻ (4.4) 
ここで，𝛽௛の定義より次式が成り⽴つので， 

 𝑠௛𝐵
4𝐸𝐼௣𝛽௛

ଷ ൌ 𝛽௛
ସ 1
𝛽௛
ଷ ൌ 𝛽௛ (4.5) 

これと(4.2)，(4.4)式を組み合わせると，杭の⽔平地盤反⼒深度分布は次式の通りに整理で
きる。 

 𝑅௦൫𝑢௛ሺ𝑧ሻ൯ ൌ െ𝐹௣𝛽௛eିఉ೓௭ሺcos𝛽௛𝑧 ൅ sin𝛽௛𝑧ሻ (4.6) 
 ⼀⽅，梁ばねモデルにおいて，地盤反⼒の杭全⻑に渡る積分値である杭頭せん断⼒と，杭
頭荷重は釣合うので，次式が成り⽴つ。 

 
න 𝑅௦൫𝑢௛ሺ𝑧ሻ൯𝑑𝑧
௟

଴
ൌ െ𝐹௣ (4.7) 

(4.6)，(4.7)式より，⽔平地盤反⼒の中⼼深度𝑧௖は以下の通りに書ける（梁ばねモデルの単
杭には⽔平⽅向の広がりは無いので，𝑧௖の積分は体積積分では無く𝑧⽅向のみの積分となる）。 
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𝑧௖ ൌ
׬ 𝑧𝑅௦൫𝑢௛ሺ𝑧ሻ൯𝑑𝑧
௟
଴

׬ 𝑅௦൫𝑢௛ሺ𝑧ሻ൯𝑑𝑧
௟
଴

ൌ
𝐹௣𝛽௛
𝐹௣

න 𝑧eିఉ೓௭ሺcos𝛽௛𝑧 ൅ sin𝛽௛𝑧ሻ𝑑𝑧
௟

଴
  

  
 ൌ 𝛽௛ න 𝑧eିఉ೓௭ሺcos𝛽௛𝑧 ൅ sin𝛽௛𝑧ሻ𝑑𝑧

௟

଴
 (4.8) 

指数関数と三⾓関数の積の積分については，以下のような積分公式例えば 4.4) があるので， 
 

න e௔௫ cos 𝑏𝑥 𝑑𝑥 ൌ
e௔௫

𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ
ሺ𝑎 cos 𝑏𝑥 ൅ 𝑏 sin𝑏𝑥ሻ ൅ 𝐶 (4.9) 

 
න e௔௫ sin 𝑏𝑥 𝑑𝑥 ൌ

e௔௫

𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ
ሺെ𝑏 cos 𝑏𝑥 ൅ 𝑎 sin𝑏𝑥ሻ ൅ 𝐶 (4.10) 

ここに，𝐶は積分定数を表す。 
これと部分積分を組み合わせると，(4.8)式の積分は以下の通りに計算できる。 

 
න 𝑧eିఉ೓௭ሺcos𝛽௛𝑧 ൅ sin𝛽௛𝑧ሻ𝑑𝑧
௟

଴

ൌ
1

2𝛽௛
ଶ ሺ1 ൅ eିఉ೓௟ሺsin𝛽௛𝑙 െ ሺ1 ൅ 2𝛽௛𝑙ሻ cos𝛽௛𝑙ሻሻ 

 

(4.11) 

ここで，Chang の解の適⽤条件を考えると，𝛽௛𝑙 ≫ 1であるので Chang の解を⽤いることの
できる条件下ではeିఉ೓௟ ≃ 0となり(4.11)式のeିఉ೓௟のかかる項は無視できる。よって次の近
似が成り⽴つ。 

 
න 𝑧eିఉ೓௭ሺcos𝛽௛𝑧 ൅ sin𝛽௛𝑧ሻ𝑑𝑧
௟

଴
≃

1
2𝛽௛

ଶ (4.12) 

これを(4.8)式に代⼊すると，Chang の解に従う単杭の𝑧௖が以下の通りに求まる。 
 

𝑧௖ ≃ 𝛽௛
1

2𝛽௛
ଶ ൌ

1
2𝛽௛

 (4.13) 

 
4.3 単杭に集約した群杭の zcと βh 
 
 群杭をそれと「等価」な⼀本の杭に置き換えて計算できるとすると，その単杭に対する梁
ばねモデルの𝑧௖（(4.13)式）を求めることで群杭の𝑧௖が求められるものと考えられる。この
ような群杭と等価な単杭を，以下「集約杭」と呼ぶ。群杭を単杭に集約するというアイデア
は，著者の独創では無く，先⾏研究による実績のある考え⽅である。Penzien モデル 4.5) で
は古くから⽤いられており，群杭のばね評価の分野でも，例えば⽂（2006）4.6) が複数の杭
を単杭に集約して検討を⾏っている。以下，次の 2 点について説明する。① 適切に単杭へ
の集約が成された群杭の𝛽௛（以下，このような集約杭の𝛽௛を「𝛽௘」と書く）より，群杭の𝑧௖

が推定可能だと考えられること（4.3.1），ただし②「適切な集約」を簡易に⾏うためには，
幾つかの技術的問題を解決する必要があり，それについては今後の課題であること（4.3.2）。 
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4.3.1 群杭が単杭の梁ばねモデルに集約可能であることの数値的検証 
 
 群杭の挙動（この場合，群杭の⽔平地盤反⼒）が Chang の解で再現できるかどうかを数
値的に検証する。この検証は以下の⼿順により⾏う。 
1) 精算解法に基づいて定義式（(4.1)式）通りに𝑧௖を計算する。 
2) Chang の解に従う単杭の𝑧௖の式（(4.13)式）より，𝛽௘を逆算する。 
3) 𝛽௘を Chang の解における⽔平地盤反⼒の式（(4.6)式）に代⼊した結果と，精算解法に

基づいて計算した群杭の⽔平地盤反⼒を⽐較する。 
4) 上記，精算解法による⽔平地盤反⼒は，各評価点の変位の精算解に地盤の剛性⾏列をか

けて，各評価点における地盤反⼒を求めた後に，同⼀深度の評価点の地盤反⼒を合計し
た値とする。 

 検証計算に⽤いる杭の諸元は以下の通りとする。 
       

表 4.1 検証計算に⽤いる杭の諸元 
 B (m) l (m) Ep (MN/m2) A (m2) I (m4)  
 1 20 2.1×104 0.79 4.9×10-2  
       ここに，𝐴は杭の断⾯積を表す。 

地盤は半無限弾性地盤とし，せん断弾性係数は 18MN/m2，ポアソン⽐は 0.3 とする。また，
精算解法において，杭は 1m ごとに要素分割し，杭周上に分布させるリング分布荷重は，杭
周上に等間隔で分布させた 10 点の集中荷重の重ね合わせとして計算する（図 2.6(b)参照）。 
 図 4.2 に検証計算の結果を⽰す。同図より，単杭（𝑛 ൌ 1の場合）はもちろん群杭（𝑛 ൒ 2

の場合）についても，Chang の解に基づく地盤反⼒は，精算解による地盤反⼒を概ね再現で
きている。この結果より，適切な𝛽௘が得られれば，Chang の解に基づいて地盤反⼒の深度分
布が推定でき，地盤反⼒の中⼼深度𝑧௖も推定できることが分かる。 
 杭頭部において精算解の地盤反⼒に顕著な不連続があるが，これは系の離散化に伴う誤
差と考えられる（ただし，杭頭の柔性やばねに直接寄与するのは，地盤反⼒では無く，その
累積値であるせん断⼒なので，局所的に地盤反⼒が異常値となっても，杭頭柔性，杭頭ばね
に与える影響は⼤きくない）。また，杭間隔が狭く杭本数が多いケース（図 4.2(c), (d), (g), 
(h)）では，杭先端（深度 20m)においても精算解の地盤反⼒に不連続が現れているが，これ
は無限⻑杭（Chang の解）と有限⻑の杭の違いによるものと考えられる。これらの相互作⽤
の影響が強く，地盤の剛性が⾒かけ上低下して相対的に杭の剛性が⾼くなるようなケース
では，より深い深度までせん断⼒が伝わるので，有限⻑の杭では杭先端に地盤反⼒が集中す
るが，無限⻑の杭ではそのような地盤反⼒の集中は発⽣しない。 
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(a) (b) (c) (d) 

(e) (f) (g) (h) 

(i) (j) (k) (l) 

(m) (n) (o) (p) 

図 4.2 群杭の⽔平地盤反⼒（Fp = -1kN） 
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4.3.2 βeの簡易評価に関する検討 
 
 Chang の解における杭頭回転拘束条件の杭頭ばねは4𝐸௣𝐼𝛽௛

ଷ（表 1.3 参照）であるので，
集約杭の曲げ剛性を𝐸௣𝐼௘（ここに，𝐼௘は集約杭の断⾯ 2 次モーメントで，𝐼௘ ൌ 𝑛ଶ𝐼）とする
と，群杭の杭頭ばね𝑆௣は，集約杭の諸元を⽤いて次式のように表せる。ただし，杭頭ばねに
関する集約杭の𝛽௛は，地盤反⼒分布に対応した集約杭の𝛽௛と区別して，𝛽௘ᇱと書く。 
 𝑆௣ ൌ 4𝐸௣𝐼௘ሺ𝛽௘ᇱሻଷ ൌ 4𝑛ଶ𝐸௣𝐼ሺ𝛽௘ᇱሻଷ (4.14) 

第⼀章で説明した通り，群杭の杭頭ばね𝑆௣は既往の知⾒例えば 4.7) に基づいて簡易評価が可能
なので，この𝑆௣を⽤いて(4.14)式より𝛽௘ᇱが求まる。これを𝑧௖と𝛽௛の関係式（(4.13)式）に代
⼊して𝑧௖が求まるのであれば，𝑧௖の簡易評価法は完成したことになるが，残念ながらそうは
ならない。𝛽௘ᇱ ് 𝛽௘であり，𝑧௖に対応するのは𝛽௘ᇱではなく𝛽௘だからである。 
 図 4.3 に，図 4.2 に⽰した精算解の結果を基に算出した𝛽௘と𝛽௘ᇱの関係を⽰す。同図より，
𝛽௘と𝛽௘ᇱの間には顕著な不整合が⾒られる。この不整合の要因は２つ考えられる。まず，図 
4.2 にも表れていたように，Chang の解は地盤内の群杭の挙動を完全には再現できない。そ
のことが𝛽௘と𝛽௘ᇱの不整合に反映されていると考えられる。 

 
 

図 4.3 βeと βe′の⽐較 
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 𝛽௘と𝛽௘ᇱの不整合の要因の⼆つ⽬として，𝑧௖が群杭と整合する集約杭（𝛽௘に対応）と杭頭ば
ねが群杭と整合する集約杭（𝛽௘ᇱに対応）は，異なる特性の杭になっているという事が考えら
れる。このことについて検討するため，杭𝑖における群杭効果（杭間相互作⽤）の影響も反
映された𝛽௛を𝛽௜とおく。このとき群杭の杭頭ばねは次式の通りに表せる。 
 

𝑆௣ ൌ 4𝐸௣𝐼෍𝛽௜
ଷ

௡మ

௜ୀଵ

 (4.15) 

これと Chang の解における杭頭ばねの式（(4.14)式）を組み合わせると，𝛽௜と𝛽௘ᇱの関係が次
の通りに得られる。 
 

ሺ𝛽௘ᇱሻଷ ൌ
1
𝑛ଶ
෍𝛽௜

ଷ

௡మ

௜ୀଵ

 (4.16) 

⼀⽅，𝛽௜と𝛽௘の関係は以下の通りになる。まず杭𝑖の負担⽔平⼒を𝐹௜，杭𝑖の⽔平地盤反⼒を
𝑅௜ሺ𝑧ሻとして，Chang の解に当てはめると，次式の関係が成り⽴つ。 
 𝑅௜ሺ𝑧ሻ ൌ െ𝐹௜𝛽௜eିఉ೔௭ሺcos𝛽௜𝑧 ൅ sin𝛽௜𝑧ሻ  (4.17) 

このとき，集約杭の⽔平地盤反⼒𝑅௦൫𝑢௛ሺ𝑧ሻ൯は以下の通りである。 
 

𝑅௦൫𝑢௛ሺ𝑧ሻ൯ ൌ෍𝑅௜ሺ𝑧ሻ
௡మ

௜ୀଵ

 (4.18) 

これを𝑧௖の定義式（(4.1)式）に代⼊すると，𝑧௖と𝛽௜の関係が次の通りに得られる。 
 

𝑧௖ ൌ෍
𝐹௜𝛽௜
𝐹௣

ቆන 𝑧eିఉ೔௭ሺcos𝛽௜𝑧 ൅ sin𝛽௜𝑧ሻ𝑑𝑧
௟

଴
ቇ

௡మ

௜ୀଵ

 (4.19) 

(4.19)式右辺の括弧内の積分は 4.2 で⽰した⼿順により1/2𝛽௜となるので，(4.19)式は次のよ
うに整理できる。 
 

𝑧௖ ൌ෍
𝐹௜
𝐹௣

1
2𝛽௜

௡మ

௜ୀଵ

 (4.20) 

ここで，集約杭の𝑧௖は1/2𝛽௘でもある（(4.13)式）ので，これと(4.20)式を組み合わせると，
𝛽௜と𝛽௘の関係が次の通りに得られる。 
 

1
𝛽௘

ൌ෍
𝐹௜
𝐹௣

1
𝛽௜

௡మ

௜ୀଵ

 (4.21) 

(4.16)式と(4.21)式の⽐較より，𝛽௘と𝛽௘ᇱは，𝛽௜との関係が異なっており，変数としての性質
が異なっていることが分かる。𝛽௘と𝛽௘ᇱは，共に𝛽௜の平均的な値にはなっているものの，𝛽௘は
負担荷重の割合（𝐹௜/𝐹௣）で重み付けした𝛽௜の調和平均（逆数の平均の逆数）であるのに対し，
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𝛽௘ᇱはその 3 乗が𝛽௜
ଷの平均となるような平均であり，それぞれ異なる種類の平均となってい

る。したがって，𝛽௘と𝛽௘ᇱは，互いに関連はあるものの，必ずしも⼀致あるいは近似するとは
限らないと⾔える。 
 𝑧௖の簡易評価法を確⽴するためには，以上２つの不整合要因の影響を適切に評価し，𝛽௘ᇱを
補正して𝛽௘の近似値を得る⽅法を整備する必要があると考えられる。 
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5.1 概要 
 
 この章の内容は，既発表論⽂ 5.1) の内容を再構成し，⼀部説明を追加したものである。 

簡単のため，ここでの検討は，半無限弾性地盤を対象とする。以下，5.2 でフーチング群
と群杭の間の影響係数の簡易評価式を理論的に導出する。また 5.3 で数値的な検証を⾏い，
フーチング群と群杭の間の相互作⽤が無視できるほど⼩さくなく考慮すべきであることと，
5.2 で導出した影響係数の簡易評価式の精度を確認する。 
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5.2 簡易評価式の導出 
 
5.2.1 検討の対象 
 
 第 2 章で述べた通り，評価の対象とするのは，剛な梁で互いに連結されたフーチング群
と，杭頭部を剛な梁で互いに連結された群杭との間の相互作⽤である。群杭については，杭
頭部の回転も拘束されているものとする。この模式図を図 5.1, 図 5.2 に⽰す（第 2 章より
再掲）。 
 

 

 
 

図 5.1 検討の対象とする群杭とフーチング群 

(b) 配置図 

(a) 断⾯図 

図 5.2 連結されていない群杭とフーチング群の柔性 
(a) フーチング群載荷 (b) 群杭載荷 
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図 5.1 のような，剛梁で連結され，回転も拘束された群杭とフーチング群の荷重変位関係
は，群杭杭頭部の変位を𝑢௣，フーチング群の変位を𝑢௙とすると次のようになる。 
 

ቄ
𝑢௣
𝑢௙ቅ ൌ ቂ

𝑔௣௣ 𝑔௙௣
𝑔௣௙ 𝑔௙௙ቃ ൜

𝐹௣
𝐹௙
ൠ (5.1) 

(5.1)式右辺の記号は，図 5.2 に⽰す通りで，𝑔௜௝が群杭とフーチング群の影響係数，𝐹௣が群
杭に作⽤する荷重，𝐹௙がフーチング群に作⽤する荷重を表す。𝑔௣௣は群杭のばねの逆数なの
で，群杭のばね評価に関する既往の知⾒例えば 5.2) より評価でき，𝑔௙௙はフーチング群のばねの
逆数なので第 3 章で説明した簡易評価法により評価できる。したがって，後は𝑔௙௣と𝑔௣௙の
評価さえできれば，系の柔性⾏列全体が定まって，その逆⾏列である剛性⾏列も容易に求ま
る。 

このフーチング群に対する群杭の影響係数𝑔௙௣と，群杭に対するフーチング群の影響係数
𝑔௣௙の簡易評価法について検討する。ただし，Maxwell-Betti の相反定理より𝑔௙௣ ൌ 𝑔௣௙なの
で，これらのどちらか⽚⽅が評価できれば良い。 
 
5.2.2 弾性エネルギーに着⽬した影響係数の表現 
 
 外⼒𝐹௣,𝐹௙の成す仕事を𝑊とすると，これは以下の通りに書ける。 
 

𝑊 ൌ
1
2
൫𝑔௣௣𝐹௣ଶ ൅ 𝑔௙௙𝐹௙

ଶ ൅ 𝑔௙௣𝐹௣𝐹௙൯ ൌ
1
2
൫𝑔௣௣𝐹௣ଶ ൅ 𝑔௙௙𝐹௙

ଶ ൅ 𝑔௣௙𝐹௣𝐹௙൯ (5.2) 

このうち群杭とフーチング群の相互作⽤の寄与を𝛥𝑊とすると，これは以下の通りである。 
 

𝛥𝑊 ൌ
1
2
𝑔௙௣𝐹௣𝐹௙ ൌ

1
2
𝑔௣௙𝐹௣𝐹௙ (5.3) 

ここで，𝑔௙௣ ൌ 𝑔௣௙であり，どちらに着⽬しても変わらないので，以下𝑔௙௣に着⽬して検討を
進める。(5.3)式より，𝑔௙௣は𝛥𝑊を⽤いて次のように表せる。 
 

𝑔௙௣ ൌ
2𝛥𝑊
𝐹௣𝐹௙

 (5.4) 

 ⼀⽅𝛥𝑊は，群杭，フーチング群と地盤との境界上に分布する分布荷重を⽤いて表すこと
もできる。まず，図 5.3 のように，杭が存在する地盤内の領域上の点を𝒓𝒔 ≔ ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ，フー
チングが存在する（接している）地盤内の領域上の点を𝒓𝒐 ≔ ሺ𝑥ᇱ ൅ 𝑟 cos𝜃 ,𝑦ᇱ ൅ 𝑟 sin𝜃 , 0ሻ，
これらの構造物が地盤に与える荷重を𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ, 𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻとして，さらに，点𝒓𝒔を載荷点とし点
𝒓𝒐を評価点とした地盤のグリーン関数を𝑔ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻとおく。このとき群杭が地盤に与える荷重
𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻによって，フーチング群の存在領域内の点𝒓𝒐に発⽣する変位を𝑢ሺ𝒓𝒐ሻとすると，これ
は以下のように書ける。 
 

𝑢ሺ𝒓𝒐ሻ ൌ න න න 𝑔ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻ𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
௪ೣ

ି௪ೣ

௪೤

ି௪೤

௟

଴
 (5.5) 

この変位に伴ってフーチング底⾯の荷重𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻの成す仕事は，変位𝑔௙௣𝐹௣の発⽣に伴ってフ



第 5 章  フーチング群と群杭の間の相互作⽤の簡易評価 

80 
 

ーチング群に作⽤する外⼒𝐹௙が成す仕事，つまり𝛥𝑊に等しいので，次式が成り⽴つ。  
 

𝛥𝑊 ൌ
1
2
න න 𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻ𝑢ሺ𝒓𝒐ሻ𝑑𝑥ᇱ𝑑𝑦ᇱ

௕௫

ି௕ೣ

௕೤

ି௕೤

  

  
ൌ

1
2
න න 𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻ ൭න න න 𝑔ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻ𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

௪ೣ

ି௪ೣ

௪೤

ି௪೤

௟

଴
൱ 𝑑𝑥ᇱ𝑑𝑦ᇱ

௕௫

ି௕ೣ

௕೤

ି௕೤

 (5.6) 

これを(5.4)式に代⼊すると，𝑔௙௣に関する次の表現が得られる。 
 

𝑔௙௣ ൌ
1

𝐹௣𝐹௙
න න 𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻ ൭න න න 𝑔ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻ𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

௪ೣ

ି௪ೣ

௪೤

ି௪೤

௟

଴
൱ 𝑑𝑥ᇱ𝑑𝑦ᇱ

௕௫

ି௕ೣ

௕೤

ି௕೤

 (5.7) 

(5.7)式右辺について，簡易に計算可能な近似式を導くことが可能である。この近似式を
⽤いて，𝑔௙௣を簡易に評価できる。以下，(5.7)式右辺の近似について検討を進める。 

 
 
 

図 5.3 群杭とフーチング群が地盤に与える荷重 

(b) 配置図 

(a) 断⾯図 
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5.2.3 群杭とフーチング群が地盤に与える荷重の性質 
 
 (5.7)式右辺の簡易な近似式を導く前準備として，荷重分布関数𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻと𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻの基本的
な性質について確認し，簡単な仮定をおく。まず𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ，𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻを全て⾜し合わせた値は，
その部位に作⽤している外⼒に等しいので以下の式が成り⽴つ。 
 

න න න 𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
௪ೣ

ି௪ೣ

௪೤

ି௪೤

௟

଴
ൌ 𝐹௣ (5.8) 

 
න න 𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻ𝑑𝑥ᇱ𝑑𝑦ᇱ

௕௫

ି௕ೣ

௕೤

ି௕೤

ൌ 𝐹௙ (5.9) 

また第 4 章で説明した地盤反⼒の中⼼深度𝑧௖の定義（(4.1)式）より，次式が成り⽴つ。 
 

න න න 𝑧𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
௪ೣ

ି௪ೣ

௪೤

ି௪೤

௟

଴
ൌ 𝐹௣𝑧௖ (5.10) 

 さらに，「𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ，𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻは⽔平 2 軸に関して対称」だと仮定する。これは，以下の関係
が成り⽴つことを意味する。 
 𝑅௕ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝑅௕ሺെ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝑅௕ሺ𝑥,െ𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝑅௕ሺെ𝑥,െ𝑦, 𝑧ሻ (5.11) 
 𝑅௕ሺ𝑥ᇱ ൅ 𝑟 cos𝜃 ,𝑦ᇱ ൅ 𝑟 sin𝜃 , 0ሻ ൌ 𝑅௕ሺെ𝑥ᇱ ൅ 𝑟 cos𝜃 ,𝑦ᇱ ൅ 𝑟 sin𝜃 , 0ሻ  
 ൌ 𝑅௕ሺ𝑥ᇱ ൅ 𝑟 cos 𝜃 ,െ𝑦ᇱ ൅ 𝑟 sin𝜃 , 0ሻ ൌ 𝑅௕ሺെ𝑥ᇱ ൅ 𝑟 cos𝜃 ,െ𝑦ᇱ ൅ 𝑟 sin𝜃 , 0ሻ (5.12) 

この仮定は，整形な群杭もしくは整形なフーチング群が単独で存在する場合には，部材配置
の対称性より明らかに成り⽴つが，両者が近接して存在する場合には，両者の相互作⽤の影
響により，厳密には成り⽴たない。群杭，フーチング群どちらも，他⽅が存在する側に分布
する荷重が⼩さくなり，その反対側に分布する荷重が⼤きくなって，荷重分布に偏りが⽣じ
るためである。しかしここでは簡単のため，そのような相互作⽤は無視して，𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ，𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻ
は⽔平 2 軸に関して対称だと仮定する。 
 (5.11)，(5.12)式の仮定が成り⽴つとすると，以下の関係も成り⽴つ。 
 

න 𝑥𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑥
௪ೣ

ି௪ೣ

ൌ 0 (5.13) 

 
න 𝑦𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑦
௪೤

ି௪೤

ൌ 0 (5.14) 

 
න 𝑥ᇱ𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻ𝑑𝑥ᇱ
௕ೣ

ି௕ೣ

ൌ 0 (5.15) 

 
න 𝑦ᇱ𝑅௕ሺ𝒓𝒐ሻ𝑑𝑦ᇱ
௕೤

ି௕೤

ൌ 0 (5.16) 

これらの式が成り⽴つことの証明は，全て同じ⼿順でできるので，ここでは(5.13)式の証明
のみ⽰す。まず(5.13)式の左辺は以下の通りに分離できる。 
 

න 𝑥𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑥
௪ೣ

ି௪ೣ

ൌ න 𝑥𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑥
௪ೣ

଴
൅ න 𝑥𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻ𝑑𝑥

଴

ି௪ೣ

 (5.17) 
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(5.17)式の右辺 2 項⽬は以下の通りに変形すると， 
 

න 𝑥𝑅௕ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ𝑑𝑥
଴

ି௪ೣ

ൌ െන 𝑥𝑅௕ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ𝑑𝑥
ି௪ೣ

଴
  

  
ൌ െන ሺെ𝑥ሻ𝑅௕ሺെ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ𝑑ሺെ𝑥ሻ

௪ೣ

଴
  

  
ൌ െන 𝑥𝑅௕ሺെ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ𝑑𝑥

௪ೣ

଴
 (5.18) 

(5.11)式の仮定より，次式が導ける。 
 

න 𝑥𝑅௕ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ𝑑𝑥
଴

ି௪ೣ

ൌ െන 𝑥𝑅௕ሺെ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ𝑑𝑥
௪ೣ

଴
ൌ െන 𝑥𝑅௕ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ𝑑𝑥

௪ೣ

଴
 (5.19) 

(5.19)式を(5.17)式に代⼊すると右辺がゼロとなり，(5.13)式の関係が得られる。 
 
5.2.4 群杭のフーチング群に対する影響係数 gfpの簡易評価式 
 
 半無限弾性地盤のグリーン関数には第 2 章で説明した Mindlin 解 5.3) （(2.10)，(2.11)式）
を使うことができる。今考えている条件では評価点が地表⾯上（𝑧௢ ൌ 0）にあるので，Mindlin
解に現れる⼆つの距離関数𝑅ଵと𝑅ଶは以下の形で⼀致する。これを𝑅とおく。 
 𝑅ଵ ൌ 𝑅ଶ ൌ ඥሺ𝑥ᇱ ൅ 𝑟 cos𝜃 െ 𝑥ሻଶ ൅ ሺ𝑦ᇱ ൅ 𝑟 sin𝜃 െ 𝑦ሻଶ ൅ 𝑧ଶ ൌ:𝑅 (5.20) 

また𝑧௢ ൌ 0なので，Mindlin 解において𝑧௢のかかっている項はゼロとなる。以上まとめると，
ここで⽤いるグリーン関数は以下の通りに書ける。 
 

𝑔௭௭ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻ ൌ
1

4𝜋𝜇
ቆ

2ሺ1 െ 𝜈ሻ
𝑅

൅
𝑧ଶ

𝑅ଷ
ቇ (5.21) 

 
𝑔௫௫ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻ ൌ

1
4𝜋𝜇

൭
1
𝑅
൅
ሺ𝑟 cos 𝜃 ൅ 𝑥ᇱ െ 𝑥ሻଶ

𝑅ଷ
൅

1 െ 2𝜈
𝑅 ൅ 𝑧

ቆ1 െ
ሺ𝑟 cos 𝜃 ൅ 𝑥ᇱ െ 𝑥ሻଶ

𝑅ሺ𝑅 ൅ 𝑧ሻ
ቇ൱ (5.22) 

評価点が地表にあるので，(5.21)式のグリーン関数は載荷点と評価点を⼊れ替えた
Boussinesq 解に，(5.22)式のグリーン関数は載荷点と評価点を⼊れ替えた Cerruti 解に⼀致
する。Maxwell-Betti の相反定理より，載荷点と評価点は⼊れ替え可能なので，上記のグリ
ーン関数は，Boussinesq 解と Cerruti 解と⾔っても良い。 
 (5.21)式と(5.22)式を積分のしやすい近似式に置き換えて，影響係数の積分（(5.7)式）を
実⾏する。この近似のため，まず以下の仮定をおく。 
 𝑟 ≫ 𝑥ᇱ െ 𝑥 (5.23) 
 𝑟 ≫ 𝑦ᇱ െ 𝑦 (5.24) 
 𝑟 ≫ 𝑧 (5.25) 

上記の(5.23)，(5.24)式の仮定については，概ね妥当な（成り⽴つ場合が多い）仮定と考え
られる。図 5.3 で設定した群杭とフーチング群の条件より，以下の関係が成り⽴ち，ほとん
どの場合で𝑟 ൐ 𝑥ᇱ െ 𝑥かつ𝑟 ൐ 𝑦ᇱ െ 𝑦と考えられるためである。 
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 maxሺ𝑥ᇱ െ 𝑥ሻ ൌ 𝑤௫ ൅ 𝑏௫ (5.26) 
 maxሺ𝑦ᇱ െ 𝑦ሻ ൌ 𝑤௬ ൅ 𝑏௬ (5.27) 
 min 𝑟 ൌ min൫𝑤௫ ൅ 𝑏௫ ,𝑤௬ ൅ 𝑤௬൯ ൌ minሺmaxሺ𝑥ᇱ െ 𝑥ሻ , maxሺ𝑦ᇱ െ 𝑦ሻሻ (5.28) 

(5.25)式の仮定については，部材（杭またはフーチング）の数が少ない場合には満⾜されな
いと考えられるので注意が必要である。𝑧の最⼤値は杭⻑𝑙なので，部材の数が多ければ必然
的に基礎全体の⽔平⽅向の幅も広くなり，𝑟 ൒ min൫𝑤௫ ൅ 𝑏௫ ,𝑤௬ ൅ 𝑤௬൯ ൐ 𝑙つまり𝑟 ൐ 𝑧が成り
⽴つが，部材の数が少なく杭⻑が⻑い場合には𝑟 ൏ 𝑧になり得る。 
 表記の簡略化のため，𝛿 ≔ ሺ𝑥ᇱ െ 𝑥ሻ/𝑟, 𝜁 ≔ ሺ𝑦ᇱ െ 𝑦ሻ/𝑟, 𝜂 ≔ 𝑧/𝑟とすると，(5.21)，(5.22)
式のグリーン関数はどちらも𝛿, 𝜁, 𝜂の関数として表せる。また，(5.23)〜(5.25)式の仮定より，
𝛿, 𝜁, 𝜂の 2 次以上の項は無視できる（近似的にゼロと⾒なせる）ので，グリーン関数を多変
数マクローリン展開し，2 次以上の項を無視すれば，𝛿, 𝜁, 𝜂に関するグリーン関数の１次近
似が得られる。𝛿, 𝜁, 𝜂を⽤いて表したグリーン関数を𝑔ሺ𝛿, 𝜁, 𝜂ሻとすると，この場合の１次近
似は以下の通りである。 
 

𝑔ሺ𝛿, 𝜁, 𝜂ሻ ≃ 𝑔ሺ0,0,0ሻ ൅ ൭
𝜕𝑔ሺ𝛿, 𝜁, 𝜂ሻ

𝜕𝛿
ቤ
ఋ,఍,ఎୀ଴

൱ 𝛿  

 
൅൭

𝜕𝑔ሺ𝛿, 𝜁, 𝜂ሻ

𝜕𝜁
ቤ
ఋ,఍,ఎୀ଴

൱ 𝜁 ൅ ൭
𝜕𝑔ሺ𝛿, 𝜁, 𝜂ሻ

𝜕𝜂
ቤ
ఋ,఍,ఎୀ଴

൱ 𝜂 (5.29) 

この近似式の具体的な形を全て書き下すと式が⻑くなり過ぎるので，(5.21)，(5.22)式のグ
リーン関数に含まれる各項の近似を以下に⽰す。これらの式の右辺を(5.21)，(5.22)式に代
⼊すれば，グリーン関数の⼀次近似となる。 
 1

𝑅
≃

1
𝑟
ሺ1 െ 𝛿 cos𝜃 െ 𝜁 sin𝜃ሻ (5.30) 

 𝑧ଶ

𝑅ଷ
≃ 0 (5.31) 

 ሺ𝑟 cos 𝜃 ൅ 𝑥ᇱ െ 𝑥ሻଶ

𝑅ଷ
≃

1
𝑟
ሺ2𝛿 cos𝜃 ൅ ሺ1 െ 3𝛿 cos𝜃 െ 3𝜁 sin𝜃ሻ cosଶ 𝜃ሻ (5.32) 

 1
𝑅 ൅ 𝑧

≃
1
𝑟
ሺ1 െ 𝛿 cos𝜃 െ 𝜁 sin𝜃 െ 𝜂ሻ (5.33) 

 ሺ𝑟 cos𝜃 ൅ 𝑥ᇱ െ 𝑥ሻଶ

𝑅ሺ𝑅 ൅ 𝑧ሻଶ
≃

1
𝑟
ሺ2𝛿 cos 𝜃 ൅ ሺ1 െ 3𝛿 cos𝜃 െ 3𝜁 sin𝜃 െ 2𝜂ሻ cosଶ 𝜃ሻ (5.34) 

 以上グリーン関数の近似式を，影響係数の式（(5.7)式）に代⼊して，積分を実施する。そ
の際，5.2.3 で説明した① 𝑧𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻの積分の𝐹௣𝑧௖への置き換え（(5.10)式）と，② 荷重分布
の対称性の仮定より(5.13)〜(5.16)式に⽰した積分がゼロになること，の２つが利⽤できる
ので，最終的な積分結果は以下のような単純な形となる。 
 

𝑔௙௣,௩ ≃
1

4𝜋𝜇
1
𝑟

 (5.35) 
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𝑔௙௣,௛ ≃

1
4𝜋𝜇

ቌ
1
𝑟
൅

cosଶ 𝜃
𝑟

൅ ሺ1 െ 2𝜈ሻ ൭
1
𝑟
ቀ1 െ

𝑧௖
𝑟
ቁ െ

cosଶ 𝜃
𝑟

൬1 െ
2𝑧௖
𝑟
൰൱ቍ (5.36) 

ここに，𝑔௙௣,௩は鉛直載荷に対する𝑔௙௣であり積分に⽤いるグリーン関数に𝑔௭௭ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻを⽤い
た影響係数, 𝑔௙௣,௛は⽔平載荷に対する𝑔௙௣であり積分に⽤いるグリーン関数に𝑔௫௫ሺ𝒓𝒐; 𝒓𝒔ሻを
⽤いた影響係数を表す。 
 これらの影響係数の近似式と，元となったグリーン関数（(5.21), (5.22)式）には明確な類
似性がある。まず鉛直載荷に対する影響係数（(5.35)式）とグリーン関数（(5.21)式）を⽐
較すると次式が成り⽴つことが分かる。 
 𝑔௙௣,௩ ≃ 𝑔௭௭ሺሺ𝑟 cos𝜃 , 𝑟 sin𝜃 , 0ሻ; ሺ0, 0, 0ሻሻ (5.37) 

⽔平載荷に対する影響係数については，(5.33)，(5.34)式の近似式を逆に使って以下のよう
な近似を考え， 
 1

𝑟
ቀ1 െ

𝑧௖
𝑟
ቁ ≃

1
𝑟 ൅ 𝑧௖

 (5.38) 

 cosଶ 𝜃
𝑟

൬1 െ
2𝑧௖
𝑟
൰ ≃

ሺ𝑟 cos𝜃ሻଶ

𝑟ሺ𝑟 ൅ 𝑧௖ሻଶ
 (5.39) 

これを(5.36)式に代⼊した次式， 
 

𝑔௙௣,௛ ≃
1

4𝜋𝜇
൭

1
𝑟
൅

cosଶ 𝜃
𝑟

൅ ሺ1 െ 2𝜈ሻ ቆ
1

𝑟 ൅ 𝑧௖
െ
ሺ𝑟 cos𝜃ሻଶ

𝑟ሺ𝑟 ൅ 𝑧௖ሻଶ
ቇ൱ (5.40) 

と⽔平⽅向のグリーン関数（(5.22)式）を⽐較すると，次式が成り⽴つことが分かる。 
 𝑔௙௣,௛ ≃ 𝑔௫௫ሺሺ𝑟 cos𝜃 , 𝑟 sin𝜃 , 0ሻ; ሺ0, 0, 𝑧௖ሻሻ (5.41) 

以上より，影響係数の簡易評価式（(5.37)，(5.41)式）が導かれた。 
 
5.2.5 簡易評価式についてのまとめ 
 
 上記の簡易評価式（(5.37)，(5.41)式）は，フーチング群に対する群杭の影響係数，ある
いはその逆向きの影響係数（相反定理より）が，フーチング群を代表する⼀点（座標
ሺ𝑟 cos𝜃 , 𝑟 sin𝜃 , 0ሻの点）と群杭を代表する⼀点（鉛直載荷では座標原点，⽔平載荷では座標
ሺ0, 0, 𝑧௖ሻの点），2 点間のグリーン関数で近似できることを⽰している。この簡易評価式によ
り，フーチング群と群杭の間の影響係数の評価が，極めて簡便になる。しかし残念ながら，
4 章でも述べた通り，⽔平地盤反⼒中⼼深度𝑧௖の簡易な評価⽅法は，未だ確⽴していない。
したがって，簡易評価の⼿法全体としては，未完成の部分が残っていると⾔える。この点に
ついては，今後の課題である。 
 なお，⽔平載荷の群杭の代表点深度は𝑧௖となるのに対し，鉛直載荷の群杭の代表点は地表
⾯上に位置することには注意が必要である。これは簡易評価式の元となるグリーン関数
（(5.21)式と(5.22)式）の形の違いに起因する。⽔平⽅向載荷の簡易評価式を導く積分の被
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積分関数には𝑧𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻの項が含まれるが，鉛直載荷の場合には𝑧𝑅௕ሺ𝒓𝒔ሻの項は含まれてない。
荷重が地表⾯から杭先端に分布していて，その分布範囲の⼀番端が代表点になるのは不⾃
然な印象を持つ読者も多いと思われるが，これは多項式展開したときの 2 次以上の項を無
視した近似を⾏っていることの限界である。今後，より⾼次の項まで含めた近似を⾏った場
合，地表⾯載荷で群杭の荷重が近似できるような結果にはならないことが予想される。 
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5.3 数値的検証 
 
5.3.1 検証の対象とする群杭とフーチング群 
 
 図 5.4 のような群杭とフーチング群のペアを数値的な検証の対象とする。理論的な検討
（5.2）では，より⼀般的な状況設定（図 5.3 参照）を⾏ったが，ここでは，影響を調べる
パラメータの数を絞り込むため，図 5.4 の群杭とフーチング群で検証を進める。同図の通
り，群杭とフーチング群における各要素の数と間隔は各部位で共通とし，また両者は正確に
図⾯左右⽅向に並んでいるものとする。これは，図 5.3 の表記で表すと𝑤௫ ൌ 𝑤௬ ൌ 𝑏௫ ൌ 𝑏௬ ൌ

𝑛𝛥𝑟/2かつ𝜃 ൌ 0の条件である。杭径とフーチング幅は，ともに 1 とする。以下，表記の簡
略化のため𝑛𝛥𝑟 2⁄ ൌ:𝑤として，群杭およびフーチング群の幅の表記には𝑤を⽤いる。杭の諸
元は，第 4 章と共通で表 5.1 の通りとする。地盤は半無限弾性地盤とし，せん断弾性係数
は 18MN/m2，ポアソン⽐は 0.3 とする。 
 精算解法において，杭の離散化は，第 4 章と共通で，1m ごとに要素分割し，杭周上に分
布させるリング分布荷重は，杭周上に等間隔で分布させた 10 点の集中荷重の重ね合わせと
して計算する（図 2.6(b)参照）。フーチングの離散化は，第 3 章と共通で，各フーチングを
3 ൈ 3の要素に分割し，要素の中央に評価点を設定，要素内でグリーン関数を積分して影響
係数を評価する。その際，載荷要素内に変位を出⼒する評価点を含む場合には，精度確保の
ため，要素を更に 2×２に分割して積分を実施する。地盤は半無限弾性地盤としているので，
グリーン関数には Mindlin 解 5.3) を⽤いる。 

 
       

表 5.1 検証計算に⽤いる杭の諸元 
 B (m) l (m) Ep (MN/m2) A (m2) I (m4)  
 1 20 2.1×104 0.79 4.9×10-2  
       

図 5.4 検討の対象とする群杭とフーチング群 
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5.3.2 群杭とフーチング群の間の相互作⽤の強さ 
 
 5.2 で，群杭とフーチング群の間の相互作⽤（フーチング群に対する群杭の影響係数𝑔௙௣）
を簡易に評価する式を誘導したが，この相互作⽤が顕著で無視できないケースが稀であれ
ば，そもそも評価の必要が無い。ここでは，群杭の柔性𝑔௣௣，フーチング群の柔性𝑔௙௙に対す
る両者間の影響係数𝑔௙௣の⽐を精算解法により計算し，𝑔௙௣が無視できるほど⼩さいケース
の⽅が稀であることを確認する。 
 図 5.5, 図 5.6 は部材間隔𝛥𝑟と𝑔௙௣/𝑔௣௣, 𝑔௙௣/𝑔௙௙の関係をまとめたものである。現実の異
種基礎では，直接基礎部と杭基礎部は隣接する場合が最も多いと考えられるので，これらの
図では，両者が隣接するケースとして𝑟 𝑤⁄ ൌ 2の場合を⽰している。これらの図より，𝑛が
⼤きく𝛥𝑟が⼩さい，つまり基礎部材間相互作⽤が強い場合に異種基礎間の相互作⽤の影響
も⼤きくなることが分かる。𝑛 ൌ 8での𝑔௙௣/𝑔௣௣は𝛥𝑟 ൌ 2mでは 60%前後（鉛直載荷 57%, ⽔
平載荷 63%）に達し，𝛥𝑟 ൌ 2mでも 20%を超える（鉛直載荷 23%, ⽔平載荷 28%）。相互作
⽤の最も弱い𝑛 ൌ 2,𝛥𝑟 ൌ 20mでは，𝑔௙௣は精々10%程度の寄与しか無いため，無視しても良
いかも知れないが，それ以外のケースでは𝑔௙௣の影響は無視できないことが確認できる。 
 このような異なる基礎間の相互作⽤は，実現象としても報告されており（Çelebi (1993)5.4) , 
⼩島ら(2014)5.5) など），𝑔௙௣の影響が顕著になり得ることを⽰している。 

 

 

図 5.5 gppまたは gffに対する gfpの⽐（鉛直載荷, r/w = 2） 

(a) (b) 

図 5.6 gppまたは gffに対する gfpの⽐（⽔平載荷, r/w = 2） 

(a) (b) 
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5.3.3 精算解法による gfp簡易評価式の精度検証 
 
 簡易評価式（(5.37)式，(5.41)式）の精度検証のため，簡易評価式より得られる𝑔௙௣を𝑔ො௙௣

とし，精算解法による𝑔௙௣をそのまま𝑔௙௣として，簡易評価式の誤差率を次式で定義する。 
 

𝜀 ≔
𝑔ො௙௣ െ 𝑔௙௣

𝑔௙௣
 (5.42) 

簡易評価式は1/𝑟の 2 次以上の項を無視している，誤差率𝜀は𝑟ିଶのオーダーを持つと考えら
れる。以下の検証では，誤差の分析のため，誤差率に対する𝑟ିଶの項の寄与を𝜀ଶ，より⾼次
の項の寄与を𝜀ଷାとおく。これらの記号の数式による定義は以下の通りである。 
 𝜀ଶ ∝ 𝑟ିଶ (5.43) 
 𝜀ଷା ൌ 𝒪ሺ𝑟ିଷሻ (5.44) 
 𝜀ଶ ൅ 𝜀ଷା ൌ 𝜀 (5.45) 

ここに，𝒪は Landau のビッグオー例えば 5.6) を表す。 
なお，⽔平載荷時に𝑔௙௣の簡易評価式に代⼊する𝑧௖は，精算解法の結果より定める。𝑧௖の簡
易評価は今後の課題である。 
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(1) フーチング群周辺の変位場 
 
 𝑔௙௣の簡易評価式は，群杭とフーチング群どちらかが点と⾒なせる場合にも成⽴する。群
杭とフーチング群のどちらも点と⾒なせる場合に近似式が成り⽴つのは明らかであり検証
は必要ないので，ここではまず検証の必要とされる中で最も簡単な例として，群杭が点と⾒
なせる場合の𝑔ො௙௣の検証を⾏う。この場合には，群杭（と同⼀視される点）は，その周囲の
地盤に拘束効果を⼀切及ぼさないので，得られる影響係数は，群杭に単位荷重を与えたとき
のフーチング群の影響がない状態での群杭周辺の変位場に対応した値となる。 
 図 5.7 に鉛直載荷における精算解と簡易評価式（簡易式）の⽐較を，図 5.8 に⽔平載荷
における精算解と簡易式の⽐較を⽰す。これの図より，載荷⽅向によらず，精算解と簡易法
は概ね対応しており，𝑟が⼤きくなるほど誤差が⼩さくなる傾向が確認できる。 
 

 

 
 
 

(a) n = 2, Δr = 2m 
図 5.7 フーチング群周りの変位場の例（鉛直載荷） 

(b) n = 8, Δr = 10m 

(a) n = 2, Δr = 2m 
図 5.8 フーチング群周りの変位場の例（⽔平載荷） 

(b) n = 8, Δr = 10m 
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 誤差の傾向について詳細に分析するため，𝛥𝑟 ൌ 5mにおける𝑟 𝑤⁄ と誤差率𝜀の関係を図 5.9
に，群杭とフーチング群が隣接した状態（標準的配置と考えられる状態）である𝑟 𝑤⁄ ൌ 2に
おける部材間隔𝛥𝑟と誤差率𝜀の関係を図 5.10 に⽰す。図 5.9 より，グループ間の距離に応
じて誤差が減少する傾向が，図 5.7，図 5.8 よりも明確に分かる。𝑟 𝑤⁄ の変化に応じて𝜀の
正負が⼊れ替わるケースがあるが，これは𝑟 𝑤⁄ の変化に応じて𝜀に対する𝜀ଶと𝜀ଷାの寄与の割
合も変化するためだと考えられる。𝑟が⼩さいときには 3 次以上の全ての項を含む𝜀ଷାの寄
与が卓越するが，𝑟に対する減少率は𝜀ଶよりも𝜀ଷାの⽅が⼤きいので，⼗分に𝑟が⼤きければ
𝜀ଷାよりも𝜀ଶの寄与の⽅が⼤きくなると考えられる。鉛直載荷と⽔平載荷を⽐較すると，𝑟/𝑤

に対する𝜀の収束の速さ（鉛直載荷の⽅が収束が遅い）から，鉛直載荷の⽅が𝜀ଶの影響が強
い傾向がある。これは鉛直と⽔平のグリーン関数（ここでは Mindlin 解）の違いによるもの
と推察されるが，この検証については，今後の課題とする。図 5.10 では，𝛥𝑟に対して𝜀は
概ね横ばいであり，𝛥𝑟は簡易式の精度にあまり影響しないことが確認できる。部材の数𝑛に
よる違いに着⽬すると，𝑛が⼤きい⽅がやや誤差が⼤きい傾向にあるが，これは，𝛥𝑟が同じ
なら𝑛が⼤きいほど部材間の相互作⽤が強くなり，1/𝑟の 2 次以上の項の影響が⼤きくなる
ためと考えられる。 
 部材間相互作⽤の強さと簡易評価式の誤差の関係について説明するため，相互作⽤と荷
重分布の関係の模式図を図 5.11 に⽰す。相互作⽤が無ければ各部材の負担の⼤⼩は部材単
体でのばねに依存するので，今検討の対象としているような均⼀なフーチング群（図 5.4）
では，負担荷重の分布は⼀様になる（図 5.11(a)）。⼀⽅，部材間相互作⽤が強い場合には，
特に相互作⽤の影響を強く受け⾒かけのばねが低下するグループ中央付近の部材の負担が
⼩さくなり，⽐較的相互作⽤の影響の⼩さいグループ端部の部材に負担が集中する（同図
(b))。この負担の端部への偏りにより，相互作⽤の強い場合の⽅が，2 次以上の偶数次数の
項の影響が強くなり，その結果，2 次以上の項を無視している簡易評価式との乖離が⼤きく
なる。このメカニズムが，図 5.10 の結果に反映していると考えられる。図 5.9 において，
𝑛が⼤きいほど𝜀の収束が遅い理由についても，このメカニズムで説明できる。𝑛が⼤きく相
互作⽤が強いほど𝜀ଶの絶対値が⼤きいので，その分収束が遅くなるということである。 
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(a) 鉛直載荷 
図 5.9 フーチング群周りの変位場の誤差率（Δr = 5m） 

(b) ⽔平載荷 

(a) 鉛直載荷 
図 5.10 フーチング群周りの変位場の誤差率（r / w= 2） 

(b) ⽔平載荷 

図 5.11 相互作⽤の強さと荷重分布の関係 

(a) 相互作⽤：弱 (b) 相互作⽤：強 
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(2) 群杭周辺の変位場 
 
 フーチング群周辺の変位場の検討に引き続いて，群杭周辺の変位場についても確認する。
図 5.12 に鉛直載荷における精算解と簡易法の⽐較を，図 5.13 に⽔平載荷における⽐較を
⽰す。群杭の場合も𝑟/𝑤に応じて誤差が⼩さくなる傾向が確認できる。𝑛 ൌ 2,𝛥𝑟 ൌ 2mのケ
ースでは，フーチング群（図 5.7，図 5.8）に⽐べ誤差が顕著に⼤きいが，これは杭⻑𝑙が基
礎幅𝑤の 10 倍⼤きいことに起因している。簡易法が精算解に近似する要件は，𝑟 ≫ 𝑤と同
時に𝑟 ≫ 𝑙であることなので，𝑟 ≫ 𝑤でも𝑟が𝑙よりも⼗分に⼤きくない場合には，近似の精度
は低下する。 
 図 5.8(a)と図 5.13(a)を⽐較すると，簡易式の結果は，同じ式（(5.41)式）を⽤いている
にも関わらず結果に顕著な違いが出ている。これは，中⼼深度𝑧௖の違いに起因するものであ
る。フーチング群では，常に𝑧௖ ൌ 0であるが，群杭は𝑧௖ ് 0である（ここでは，𝑧௖ ൌ 1.53m）。
この𝑧௖の寄与により，簡易式は（𝑟が𝑙よりも⼗分⼤きくない場合に誤差が⼤きい傾向はある
ものの）以下２つの精算解の傾向を再現できている。① 特に𝑟/𝑤 ൌ 1付近で，フーチング群
（図 5.8 (a)）に⽐べ，群杭（図 5.13 (a)）の変位が顕著に⼩さい。② 群杭近傍（群杭のケ
ースで𝑟/𝑤が⼩さい範囲）では，𝑟/𝑤の変化に対する影響係数の変化（𝑟/𝑤に対する𝑔௙௣の傾
き）が⼩さい。 
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(a) n = 2, Δr = 2m 
図 5.12 群杭周りの変位場の例（鉛直載荷） 

(b) n = 8, Δr = 10m 

(a) n = 2, Δr = 2m 
図 5.13 群杭周りの変位場の例（⽔平載荷） 

(b) n = 8, Δr = 10m 
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 𝑟 𝑤⁄ と誤差率𝜀の関係（図 5.14）を⾒ると，定性的な傾向はフーチング群の場合（図 5.9）
と共通しているものの，こちらの⽅が基礎の要素数𝑛（ここでは杭本数）による差が⼤きい
傾向がある。これは，𝑟 𝑤⁄ が同じでも，𝑛が⼤きければ𝑟も⼤きくなり，𝑟 𝑙⁄ も⼤きくなるこ
とによるものと考えられる。杭間隔𝛥𝑟と𝜀の関係（図 5.15）を⾒ると，𝜀はフーチング群の
場合（図 5.10）と異なり，𝛥𝑟の変化に対して𝜀も顕著に変化する傾向が⾒られる。これは𝛥𝑟

の変化によって𝑤も変化し，𝑟 𝑤⁄ ൌ 2で⼀定の条件であれば𝑟も変化するので，𝑟/𝑙も変化す
ることによると考えられる（フーチング群の場合には，𝑙 ൌ 0⼀定の条件なので，こうした要
因の𝜀の変化は⽣じない）。 
 

 

 
  

(a) 鉛直載荷 
図 5.14 群杭周りの変位場の誤差率（Δr = 5m） 

(b) ⽔平載荷 

(a) 鉛直載荷 
図 5.15 群杭周りの変位場の誤差率（r / w= 2） 

(b) ⽔平載荷 
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(3) 群杭とフーチング群の間の影響係数 
 
 異種基礎における簡易法の誤差は，フーチング群の誤差と群杭の誤差を⾜し合わせた結
果に概ね対応する。図 5.16〜図 5.19 より，そのことが確認できる。5.2.3 で述べた通り，
群杭とフーチング群が近接している場合には，荷重分布の対称性の仮定（(5.11)〜(5.16)式）
が厳密には成り⽴たず，簡易評価式の前提が⼀部崩れることになるが，少なくとも今回の数
値的検証の範囲では，その影響は顕著ではない。図 5.16〜図 5.19 の結果より，そのことも
確認できる。𝜀の絶対値に着⽬とすると，図 5.18，図 5.19 の結果より，𝛥𝑟 ൒ 5mの条件で
は，𝑟 𝑤⁄ ൌ 2において𝜀 ൏ 12%であり（𝑛 ൌ 8で 11.8%），簡易評価式は⼯学的に実⽤に⾜る
精度を確保できていると⾔える。ただし，𝛥𝑟が⼩さく𝑤が⼩さい条件下では，誤差が拡⼤す
るので注意が必要である。 
 

 

 

(a) n = 2, Δr = 2m 
図 5.16 群杭とフーチング群の間の影響係数の例（鉛直載荷） 

(b) n = 8, Δr = 10m 

(a) n = 2, Δr = 2m 
図 5.17 群杭とフーチング群の間の影響係数の例（⽔平載荷） 

(b) n = 8, Δr = 10m 
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(a) 鉛直載荷 
図 5.18 群杭とフーチング群の間の影響係数の誤差率（Δr = 5m） 

(b) ⽔平載荷 

(a) 鉛直載荷 
図 5.19 群杭とフーチング群の間の影響係数の誤差率（r / w= 2） 

(b) ⽔平載荷 
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5.3.4 数値的検証のまとめ 
 
 精算解法により，群杭とフーチング群の間の相互作⽤が無視できない場合が多いことを
確認し，群杭とフーチングの間の相互作⽤（影響係数）の簡易評価式（(5.37)式，(5.41)式）
の精度検証を⾏った。その結果，本論⽂で⽰した近似は，杭基礎の幅が杭⻑に対して⼗分に
⼤きければ（本論⽂の検証範囲では，杭⻑ 20m に対して，杭間隔 5m 以上，杭本数 2×2 以
上），⼯学的な実⽤に⾜る精度の解（本論⽂の検証範囲では，誤差 12%以下）が得られるこ
とを確認した。 
 上記，杭⻑に関する適⽤範囲は，簡易評価式の誘導過程（5.2 参照）で設定した𝑟 ≫ 𝑙の条
件が満たされるか否かで決まるので，𝑟/𝑙で⼀般化して書ける。しかし簡易評価式の条件設
定における𝑙とは，深度⽅向の荷重の分布範囲として設定したものであり，杭⻑で最⼤値が
おさえられることは間違いないが，必ずしも杭⻑に⼀致する必要は無い。杭の地盤反⼒深度
分布は，特に⽔平載荷においては，杭先端よりも杭頭側に偏る傾向があるため，𝑟/𝑙よりも
𝑟/𝑧௖で適⽤範囲を規定した⽅が，正確かつ実⽤的だと考えられる。𝑧௖と簡易評価式の精度の
関係については，𝑧௖の簡易評価法の整備と併せて，今後の課題とする。 
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6.1 本研究の成果 
 
6.1.1 概要 
 
 本研究では，半無限弾性地盤上の異種基礎について，部材配置が整形な場合を対象として，
静的なばねの簡易評価についての理論的検討を⾏った（フーチング群の検討は多層地盤で
も実施）。また，理論的検討より導かれたフーチング群のばねの簡易評価法（第 3 章）と異
種基礎間相互作⽤の簡易評価法（第 5 章）について，数値的な検証を⾏い精度を確認した。
この２つの簡易評価⼿法は，どちらも理論的に導かれており，導出の過程で⽤いた理論的な
仮定や数学的な近似の成り⽴つ範囲が全て定式化されているため，⼿法の適⽤範囲（どのよ
うな状況で⾼い近似精度が期待できて，どのような状況で精度が期待できないか）が明確で
あるという特徴を持つ。この 2 つの⼿法を⽰したのが，本研究における最⼤のオリジナル
な成果である。 
 
6.1.2 異種基礎のばね評価の実⽤に資する成果 
 
 フーチング群のばね（第 3 章）については，離散和と積分の近似関係に基づき，単独のフ
ーチングのばねの式を組み合わせて，容易に近似計算が可能であることを⽰した。またフー
チング間の相互作⽤が満たすべき境界条件があることを⽰し，提案したばねの簡易評価式
が，境界条件を満たすことも⽰した。この簡易評価式は，多層地盤に適⽤可能なので，多層
の最も単純な場合として 2 層地盤で検証計算を⾏い，実⽤的な精度を確保できていること
を確認した。また，やや整形性の崩れた場合の検証として，並んでいるフーチングの数が⽔
平 2 ⽅向で異なる場合とフーチングの間隔が⽔平 2 ⽅向で異なる場合の検証も⾏い，⻑辺
／短辺⽐ 1.78 までは誤差 10%以内の⽐較的良い精度を確保できることを確認した。 
 異種基礎間の相互作⽤（第 5 章）については，Mindlin 解の多変数マクローリン展開によ
る 1 次近似に基づいて簡易評価法を導いた。この⽅法は，フーチング群全体に対する群杭
全体（あるいはその逆）の相互作⽤が，フーチング群を代表する 1 点と群杭を代表する 1
点，2 点間の相互作⽤を Mindlin 解で計算することにより求まるというものである。この⽅
法については，Mindlin 解（半無限弾性地盤の解）を⽤いているため，半無限弾性地盤で検
証計算を⾏い，杭⻑に対して特に基礎の幅が狭い場合を除いて，実⽤的な精度を確保できて
いることを確認した。また，フーチング群・群杭の各代表点への載荷により，地表⾯上の各
グループ周りの変位場を近似的に再現できることを⽰し，その近似解が数値的にも実⽤的
な精度を持っていることを⽰した。 
 異種基礎間の相互作⽤（第５章）については，離れた２つの基礎間の相互作⽤が無視でき
ないということも数値的に検証し，提案した簡易評価法の有⽤性を確認した。実構造物にお
いては，このような相互作⽤の影響による変位は，各基礎単体での荷重変位関係に基づく変
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位と常に重なり合った形で現れるため，単体での評価が難しい。そのため，実測の報告は多
くないが，例えば Çelebi (1993)5.4) や⼩島ら(2014)5.5) の研究では，実構造物における異種
基礎間相互作⽤の実測例が⽰されており，異種基礎間相互作⽤は実現象としても顕著にな
り得ると考えられる。 
 異種基礎間の相互作⽤に関連して，群杭の荷重中⼼と Chang の解の特性値との関係を⽰
した（第 4 章）。また荷重中⼼に対応する Chang の解の特性値と，群杭の杭頭ばねに対応す
る Chang の解の特性値は異なることを⽰した。また，この理論の検証のために⾏った数値
計算により，適切なパラメータを代⼊した Chang の解による地盤反⼒は，弾性論を厳密に
近似した数値計算（第２章参照）の結果と良く整合することを確認した。 
 
6.1.3 基礎のばねおよび地盤と構造物の相互作⽤に関する今後の研究に資する成果 
 
 地盤を介したフーチング間の相互作⽤の強さの度合いを表す係数（相互作⽤係数）の評価
に，ある種の境界条件が存在することを⽰し，簡易評価法においても境界条件は満たされる
べきものであることを⽰した（第３章）。「境界条件は満たすが，系の⽀配⽅程式は厳密には
満たさない単純な（計算の簡単な）関数で近似計算を⾏う」というアイデアは，数値計算の
分野では⼀般的である（例えば，有限要素法における形状関数など）が，相互作⽤係数の簡
易評価に同様のアイデアが⽤いられた事例は⾒当たらず，オリジナリティの⾼いアイデア
だと考えている。実⽤的には，簡易評価法が主で境界条件はその信頼性を担保するものでし
かないが，学術的には，簡易評価法の発明よりも相互作⽤係数に対する境界条件の概念の導
⼊の⽅が基礎的な成果であり注

3F

4，⼯学的な重要度は甲⼄付けがたい。 
 地盤と構造物の静的な相互作⽤の問題に対し，波数積分法を適⽤した。波数積分法を⽤い
た境界法による相互作⽤の評価は，従来良く⽤いられてきた有限要素法などによる領域法
よりも⾃由度を削減した効率的な計算が可能であり，また境界法で静的相互作⽤を評価す
る際に従来⽤いられてきた Steinbrenner の多層近似よりも理論的に厳密な形のグリーン関
数が得られる。波数積分法は，静的な相互作⽤の評価に対する適⽤事例は⾒当たらないが，
理論地震動計算の分野では静的なグリーン関数の評価も含めて実績のある⼿法であり，上
記の通り従来の⼿法に対する優位性もあるため，今後静的な相互作⽤評価の分野にも適⽤
の拡⼤が期待される。ただし第２章の説明からも分かる通り，波数積分法は，Steinbrenner
の多層近似に⽐べ数学的に難解で数値計算プログラムが複雑になる上，無限積分の評価も
必要になるため計算負荷も⾼い。Steinbrenner の多層近似との使い分けも必要だと考えら
れる。 

 
注4 今後，本研究で提案した簡易評価法の改良や別のアプローチによる評価法の発明を⾏い，相互作

⽤係数の計算式⾃体が変化しても，本研究で⽰した境界条件は必ず満たすようにする必要がある
という意味で，簡易評価法の発明よりも境界条件という概念の導⼊の⽅が「基礎的」である。 
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6.2 今後の課題 
 
 第⼀章，特に 1.3 で述べた通り，本研究は簡単のため極端に理想化した単純な状況のみを
取り扱っている。今後はより現実的な状況に対応するため，部材の不整形，地盤の不整形と
材料⾮線形，動的問題などについて検討を進める必要がある。また，本研究の対象とした範
囲内でも未解明の問題が残されているため，これらの問題についても検討を進める必要が
ある。以下，優先順位が⾼いと考えられる順に，今後の課題を列挙する。 
1) 杭の⽔平地盤反⼒の中⼼深度𝑧௖の簡易評価： これが確⽴しなければ，本研究で⽰した

異種基礎間相互作⽤の評価⽅法は完成したと⾔えない。単杭において杭頭ばねに対応
する特性値と地盤反⼒分布に対応する特性値の不整合を補正する⽅法と，群杭におい
て各杭の負担荷重を算定し𝛽௜（4.3.2 参照）を決定する⽅法を確⽴できれば，それを組
み合わせて𝑧௖の推定も可能と考えている。これと併せて，𝑧௖と異種基礎間相互作⽤簡易
評価法の適⽤範囲の関係についても整理したい。 

2) 本研究で提案した整形な異種基礎のばね評価法の不整形な異種基礎への適⽤：本研究
において，多層地盤上のフーチング群が，極端な条件下では半無限地盤（⼀層地盤）上
のフーチング群として扱えたり，単独のフーチングと同様に扱えることを⽰した。同様
に，整形な異種基礎を不整形地盤上の不整形な異種基礎の極端な場合として捉えれば，
整形な異種基礎の評価結果を，不整形な異種基礎に関する⼀種の境界条件として⽤い
ることが可能だと考えられる。「整形な異種基礎 A のばね ＜ 評価対象の不整形な異種
基礎ばね ＜ 整形な異種基礎 B のばね」のような整形な異種基礎が考えられるはずで
ある。このような整形な異種基礎のばねの組合せにより，不整形な異種基礎のばねの評
価が可能であろう（幅を持った評価にはなるが）。この⼿順の整理と，評価結果がどの
程度の幅を持つかの検証が必要だと考えている。 

3) 不整形地盤における基礎のばね及び相互作⽤の評価： 異種基礎は不整形地盤に適⽤さ
れる場合が多いので，地盤の不整形性の影響の評価法確⽴は必須と⾔える。理論や数値
計算によるアプローチによって「簡易で正確」な評価を⾏うのは不可能だと考えている
が，不整形性の度合いに応じて半無限弾性地盤や多層地盤とどの程度違いが出るか，そ
の上限と下限を抑える程度の評価は，簡易な⼿順でも可能であろう。不整形地盤につい
ては，理論的にも数値的にも解析が⾮常に困難であるため，机上での検討よりも，原位
置での常時微振動（微動）測定や起振試験によるアプローチ（微動のデータや起振試験
の結果から地盤のグリーン関数を直接推定できる可能性がある）の⽅が，むしろ「簡易」
である可能性もある。こちらのアプローチも併せて検討したい。どちらにしても⾮常に
難しいテーマになるが，実現できれば，不整形地盤における地震動の評価や，地表⾯で
測定した微動の情報のみで地下の不整形性の度合いを評価するなどの応⽤も考えられ
るため，インパクトは⼤きい。 

4) 不整形な部材配置，特に杭⻑，杭径の異なる杭の混在した群杭のばね及び相互作⽤評
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価： 不整形地盤における杭基礎は，著しく杭⻑の異なる杭が混在するはずなので，そ
の影響を評価する⽅法は必要である。不整形性の度合いが⼩さい場合には無視するか
補正係数などで対応し，不整形性の度合いが⼤きい場合には群杭やフーチング群の中
で更にグループを細分化することで対応できると考えている。ただし，補正係数の決定
や不整形の度合いの⼤きい，⼩さいの線引きを決めるためにパラメータスタディが必
要である。また，本研究では群杭同⼠の相互作⽤の評価法は扱っていないため，これに
ついても検討する必要がある（フーチング群同⼠の相互作⽤は，杭⻑ゼロの群杭とフー
チング群の相互作⽤として評価できる）。 

5) 提案した簡易評価式の誤差評価： フーチング群のばね簡易評価式の誤差については離
散和と積分の差異が主要な誤差要因と考えられ，異種基礎間相互作⽤の簡易評価式の
誤差についてはグリーン関数の 1 次近似において無視した 2 次以上の項の寄与が主要
な誤差要因と考えられる。これらの誤差評価の理論は確⽴されており，それを提案式に
適⽤することで，提案式の誤差評価⽅法を確⽴できると考える。 

6) 基礎幅に対して相対的に杭⻑の⻑い群杭に対する相互作⽤評価： これができれば，提
案式の汎⽤性を更に⾼めることができるであろう。グリーン関数の多項式近似におい
て，2 次以上の項も考慮すれば対応可能と考えられるが，簡便さにも留意する必要があ
る。前項の誤差評価法も⽤いて，許容できる誤差と評価の⼿間とのバランスを検討する
必要があると考えている。 

 以上箇条書きした課題において，1)は本研究を完成させるための課題，2)は本研究の成果
の適⽤性に関する課題であり，3)以降は簡易法の⾼度化（本研究の⽅法の精度評価および，
より複雑で現実的な条件での簡易法の検討）に関する課題である。3)以降の検討項⽬につい
ては，これらの全ての検討項⽬を統合した「簡易法」ができるどうかは分からない。複数の
簡易評価法を組み合わせた結果，（「この場合は，この式を⽤いる」というような）⼿法の適
⽤のための条件が複雑になり過ぎて「簡易」では無くなるかも知れないし，各項⽬の適⽤条
件が⽭盾して統合不可能になる可能性もある。しかし異種基礎のばねの簡易評価法として
統合不能であっても，各検討項⽬の成果は，それぞれ個別に利⽤可能であり，検討の価値が
あるものと考える。 
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付録 Chang の解と精算解の不整合について 
 
 本⽂第 4 章で精算解法による⽔平地盤反⼒の杭頭の値に乱れ（Chang の解との不整合）
があった点について，補⾜説明を⾏う。説明するのは以下 2 点である。 
 
(1) ⽔平地盤反⼒の乱れは杭の断⾯⼒に⼤きな影響を及ぼすか 
 
 本⽂でも述べた通り，杭のせん断⼒は地盤反⼒の累積値（杭材軸⽅向に積分した結果）で
あり，曲げモーメントはそれを更に積分した結果である。地盤反⼒の局所的な値の乱れは，
杭のせん断⼒や曲げモーメントに⼤きな影響を与えない。このことを確認するため，本⽂図 
4.2 の計算結果におけるせん断⼒の深度分布を図 A1 に⽰す。同図にある通り，せん断⼒に
ついては杭頭の値が乱れて，精算解と Chang の解の間に⼤きな不整合が出るようなことは
無く，地盤反⼒の局所的な乱れが杭の断⾯⼒に⼤きな影響を及ぼさないことが確認できる。 
 
(2) ⽔平地盤反⼒の乱れの原因は何か 
 
 これについては，杭の節点間の変位差分の精度の問題が⼤きいと考えている。FEM で地
盤反⼒を計算する過程で，杭の剛性⾏列と杭の節点変位ベクトルの積の計算が現れるが，こ
の計算の中には隣接する節点間の変位差分をとる計算が暗に含まれる。その際，杭の剛性が
⾼く節点間の変位差分が⼩さければ，数値計算の桁落ちによって計算精度が悪化する。 

このことについて確認するため，本⽂第 4 章の計算を，杭の剛性を 1/10 に落として⾏っ
た結果を図 A2 に⽰す。同図において，杭頭部の地盤反⼒の乱れは全般的に顕著では無く，
やや値の乱れが⾒られるのは，群杭の本数が多く杭同⼠の間隔が狭いため群杭全体として
剛性の⾼い同図(b), (c), (d)のケースのみとなっており，本⽂図 4.2 の結果よりも地盤反⼒
の乱れが⼩さい。つまり，群杭全体としての剛性が⼩さいほど，地盤反⼒の乱れが⼩さい結
果となっている。この結果は，群杭全体としての剛性が⼩さいほど，杭の隣接節点間の変位
差が⼤きくなり，桁落ちが発⽣し難くなる結果として解釈できる。 
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(a) (b) (c) (d) 

(e) (f) (g) (h) 

(i) (j) (k) (l) 

(m) (n) (o) (p) 

図 A1 群杭のせん断⼒（Fp = 1kN） 
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(a) (b) (c) (d) 

(e) (f) (g) (h) 

(i) (j) (k) (l) 

(m) (n) (o) (p) 

図 A2 剛性 1/10 の群杭の⽔平地盤反⼒（Fp = 1kN） 


