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Abstract

Model predictive control (MPC) is a versatile optimal control method that can determine

the optimal input by explicitly considering the nonlinearities and constraints of the target

system. In MPC, the accuracy of the prediction model has a significant impact on control

performance. On the other hand, if a complex prediction model with nonlinearity is used,

the computational cost of the optimization is increased at each control cycle. Therefore,

the challenge is to improve prediction accuracy by taking nonlinearities into account while

reducing the computational cost for real-time executions.

On the other hand, MPC methods utilizing lifting linearization based on Koopman’s theory

have been attracting attention in recent years. Lifting linearization is a method that lifts

the state to a high-dimensional space using observation functions (observables), which are

nonlinear outputs of the target system, and expresses the time evolution of the observables

as linear dynamics. This allows us to obtain a high-dimensional linear model (lifted linear

model) that expresses the nonlinear characteristics of the target system. By using this,

it is possible to construct a linear model predictive control (LMPC) and is expected to

significantly reduce the computational cost.

However, an accurate lifted linear model for a nonlinear system generally tends to have

very large orders. This results in a relatively high computational cost, even for LMPC. On

the other hand, when lifting linearization is performed in low dimensions using a limited

number of observables, the prediction accuracy is generally deteriorated. For these reasons,

even if utilizing the lifting linearization, there remains a challenge in achieving both improved

prediction accuracy and reduced computational cost. Therefore, the objective of this research

is to propose MPC methods that combines high control performance based on accurate

prediction with low computational cost by utilizing the Koopman approach.

The lifted linear model obtained based on Koopman theory is generally an approximate

model of the nonlinear system. Therefore, regardless of the order of the model, prediction

errors are inevitable. Therefore, this study takes the approach of constructing an LMPC with

prediction error correction for a low order lifted linear model to achieve both high control

performance based on accurate prediction and low computational cost.

First, we consider the case where the target system is known and propose an approximate

lifting linearization that derives a lower order lifted linear model based on a known physical

model. Then, we propose an LMPC that considers the approximate lifted linear model and

the prediction error correction that takes advantages of the features of the lifting lineariza-

tion. The proposed method introduces constraints that numerical relationships based on

observables are satisfied between the elements in the lifted state at each step on the predic-



tion horizon. Along with the additional constraints, we also introduce corrective inputs to

ensure the feasibility of the optimization problem.

Then, to deal with the case where the target system is unknown, we propose an LMPC

with prediction error correction using a prediction model identified in a data-driven manner.

Here, we consider a nonlinear input affine system as the target system. It is known that for

nonlinear affine systems, lifting bilinearization is more accurate than lifting linearization. For

this reason, we present a method for identifying the lifted bilinear model by a data-driven

manner, as well as a method for constructing an LMPC algorithm by linearizing the model

at each prediction step and considering the prediction error correction method described

above.

In addition, since a physical model of the target system is often available in industry, we

will also consider how to apply the LMPC using the lifted bilinear model, considering the

effective use of the known model. Here, we assume the situation where a nominal model with

model error is obtained against the real plant. We then identify a model error model (MEM)

that expresses the dynamics of the prediction error by the nominal model and consider

using this model for prediction error correction. Since the model error model is generally

a nonlinear system, lifting bilinearization is used to identify the MEM. The nominal model

and the identified lifted bilinear MEM are then integrated to form an error-compensated

model, and an LMPC using that model is then proposed.

The prediction error correction method based on the observables used in the previous

methods increases the number of constraints and optimization variables according to the

number of observables and the length of the prediction horizon, which limits the effective-

ness of the method. Therefore, finally, we further extend the LMPC using the lifting bilinear

model described above and propose a scalable LMPC that does not require additional con-

straints or optimization variables, so that it can be applied to practical higher-order systems

and conditions with long prediction horizons. The effectiveness of the proposed method is

demonstrated using a quadrotor model as an example of a practical target system.
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第1章 序論

1.1 本研究の背景

近年，モデル予測制御（Model Predictive Control: MPC)は様々な分野で注目されている．
MPCでは，対象システムに関する予測モデルを用いて，有限時間先までの状態変化を予測
し，状態や入力に関する制約条件のもとで評価コストを最小化する入力列を計算する．この
ため，制御対象の非線形性や制約条件を陽に考慮し，性能限界を追及するという問題設定に
適した汎用的な手法である [1–4]．このような特徴から，MPCは幅広い産業分野に適用され
ている [5,6]．例えば，化学プラント [7]，スマートグリッドなどの電力システム [8,9]，自動
車の経路生成，エンジン，運転支援システム [10–12], EVのエネルギー管理システム [13]，航
空機 [14,15]，農業 [16]，ビルシステム [17]などを対象に，非常に多岐にわたる分野において
その有用性が示されている．
MPCにおいて，設計した評価関数に基づく高性能な制御を実現するには，予測モデルに
よる状態の予測精度が非常に重要である．ここで，制御対象のダイナミクスは非線形性を含
むことが一般的であり，対象システムの動作条件によっては，固定の動作点近傍でダイナミ
クスを線形近似することができないケースも多い．そのような制御対象に対しては，非線形
状態方程式で表現された予測モデルを用いることで，対象システムの振る舞いをより正確に
予測することができる．しかし，そのような非線形状態方程式に基づく非線形モデル予測制
御（Nonlinear Model Predictive Control: NMPC）は，制御周期ごとに解くべき最適制御問
題が非線形計画 (NonLinear Programming: NLP)問題となり，計算コストが大きいため，使
用する機器の性能によっては実時間での実行速度が問題となる．このため，予測精度と計算
コストのトレードオフを解決することは，非線形システムを対象としたMPCの実用上の重
要課題である．
NMPCの実時間での実行を目的に計算コストを低減する手法については，従来より多く
の研究がなされている [5]．例えば，C/GMRES [18]では，連続変形法を応用し，微分方程
式によって最適解の変化を追跡することで，各時刻の計算は連立 1次方程式の求解のみとし
て高速化を実現している．また，アルゴリズムの工夫によって並列計算を行うことで高速化
を実現する手法 [19]も提案されている．さらに，想定される初期状態に対して最適解をあら
かじめオフラインで計算し，非線形フィードバック則をNeural Network (NN)によって近似
する手法も提案されている [20, 21]．ただし，この手法では想定していない状態になってし
まった場合や，精度の保証が問題となる．
一方で，NMPCの直接的な高速化とは別方向のアプローチとして，近年，Koopman理
論 [22,23]に基づく拡大線形化を活用した手法に注目が集まっている [24–26]．拡大線形化は，

1
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対象システムの非線形出力である観測関数を用いて状態を高次元空間に拡大し，観測関数の
時間発展を線形ダイナミクスとして表現する手法である．これによれば，対象システムの非
線形特性を表現した高次の線形モデル（拡大線形モデル）を獲得することができ，線形シス
テムを対象として確立された幅広い解析・設計手法を適用することができる [27–32]．応用
分野としては，流体システム [33–35]や電力システム [36,37]をはじめとし，様々な対象に適
用先が広がっている．
MPCにおいては，拡大線形モデルを予測モデルとして用いることにより，線形モデル予
測制御（Linear Model Predictive Control: LMPC)を構成することができる．これにより，
最適制御問題を二次計画 (Quadratic Programming: QP)問題として解くことができ，対象シ
ステムの非線形特性を考慮しつつ，計算コストを低減可能となることが期待できる．また，
NMPCにおいてNLP問題を解く場合，通常得られる解は局所最適解となるが，QP問題で
は大域的最適解が得られることも利点と考えられる．さらに，NMPCを対象とした並列計算
などの有用な高速化手法を応用することにより，さらなる高速化の実現についても検討余地
がある．このような拡大線形モデルを活用したMPCについても，ロボット [38, 39]や電力
システム [40]など，幅広い対象への応用が検討されている．
拡大線形化を具体的に実行するための手法として，従来よりデータドリブンに拡大線形モ
デルを同定する手法が開発されている．この時，精度の良いモデルを得るためには観測関数
の適切な選定が重要であり，これに対して様々な手法が提案されている．良く知られた手法
としては，ある次数までの単項式などの基本的な観測関数の辞書を用いるExtended Dynamic

Mode Decomposition (EDMD)がある [41]．また，最適化やNNを用いて，観測関数そのも
のを学習する手法 [42,43]や，対象システムの知見から観測関数を解析的に構築する手法 [44]

も提案されている．異なる方向性として，対象システムの物理的な知識を活用し，力のつり
合いなどの線形な関係に着目して非線形要素を抽出して観測関数として用いるDual Faceted

Linearization (DFL) [45–47]や，それに対してさらにRadially Bounded Function (RBF)な
どの基底関数を追加してロバスト性を向上したRobust DFL [48]などの手法も提案されてい
る．同様に対象システムのモデルに基づく方法として，対象システムのダイナミクスを解析
的に多項式関数として近似し，観測関数を構築する手法 [44]も研究されている．また，データ
ドリブンな同定ではなく，解析的に拡大線形化を行う手法としては，Carleman線形化 [49,50]

が提案されている．
しかしながら，既存の手法によって対象の非線形システムに対する高精度なモデルを獲得
するためには，一般的に，対象の非線形システムが比較的低次であっても，非常に多数の観
測関数を用意する必要がある．具体的には，10次元に満たない状態を持つ対象システムに対
し，102オーダーの観測関数が必要となるケースもある [51,52]．その結果として得られる拡
大線形モデルは，観測関数の数に応じて高次元になってしまうため，LMPCであっても相対
的に計算コストが増大するという課題がある．その一方，少数の観測関数を用いた場合，観
測関数の数に応じた低次の拡大線形モデルが得られるが，一般的に，その予測精度は低下す
る．そのような拡大線形モデルを用いて LMPCを構成した場合，計算コストは低減できる
ものの，予測精度が高い非線形モデルを用いたNMPCと比較すると，性能の低下は避けら
れないといった課題がある．
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また，前述した手法は，基本的にデータドリブンで拡大線形モデルを同定する手法である．
一方で，産業界においてはモデルベースでの開発が盛んであり，制御系設計の段階で対象シ
ステムの物理モデルが得られていることも多い．上記の課題解決のために，このような物理
的モデルを有効活用することについても検討の余地がある．

1.2 本研究の目的

本研究では，Koopmanアプローチを活用し，高精度な予測に基づく高い制御性能と，低
計算コストを両立するMPCを提案することを目的とする．
Koopman理論に基づき得られる拡大線形モデルは，一般的には対象の非線形システムの近
似モデルである．したがって，モデルの次数に関わらず，予測誤差が生じることは避けられ
ない．そこで本研究では，低次の拡大線形モデルに対して，予測誤差補償を考慮した LMPC

を構築することにより，高精度な予測に基づく高い制御性能と，LMPCの利点である低計算
コストを両立するアプローチを考える．Fig. 1.1に，本研究の流れを示す．以下では，各ス
テップにおける検討の概要を説明する．

Step 1 : LMPC with an approximate lifted linear model (Chapter 3)

Step 2 : LMPC with a lifted bilinear model (Chapter 4)

Step 3 : LMPC with a lifted bilinear model-error model (Chapter 5)

Step 4 : Scalability improvement of the LMPC with a lifted bilinear model (Chapter 6)

- Known target system (analytical derivation of the lifted model)
- Basic idea of prediction error correction for lifted model

- Unknown target system (identification of the lifted model)
- Prediction error correction based on Step 1

- Extension of Step 2 for effective utilization of the nominal model

- Improvement of Step 2 in computational cost

Fig. 1.1: Steps of the research

ステップ１では，対象システムが既知の場合について検討する．ここでは，対象システム
に含まれる非線形項の情報を活用し，低次の拡大線形モデルを解析的に導出する近似拡大線
形化を提案する．さらに，拡大線形モデルを予測モデルとするLMPCの定式化において，拡
大線形化の特徴である状態の拡大を利用した予測誤差補償手法を導入する．具体的には，拡
大状態の要素間において，観測関数を介した数値的関係を成立させるための制約条件と，最
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適化問題の可解性を確保するための補償入力項を新たに導入する．これらの近似拡大線形化
と予測誤差補償手法に基づき，高精度な予測と低計算コストを両立する LMPCを提案する．
なお，本ステップで検討する予測誤差補償手法は，以降の検討内容における提案手法の基礎
となる．
続いて，ステップ 2では，対象システムが未知の場合について検討する．ここでは，対象
システムが非線形入力アフィンシステムであると仮定し，その予測モデルをデータドリブン
に同定することを考える．ここで，非線形入力アフィンシステムに対しては，拡大線形化よ
りも拡大双線形化を用いることで，より高精度なモデルを得られることが知られており [53]，
先行研究では，データに基づき同定した拡大双線形モデルを用いて，対象システムが既知の
場合と同等な性能のNMPCを実現する手法が提案されている [54,55]．しかしながら，従来
手法はNMPCであるために計算コストが大きいという課題がある．そこで本研究では，拡大
双線形モデルをデータに基づき同定した上で，それを予測ステップごとに線形化したLMPC

を考える．さらに，線形化による予測誤差を補償するためにステップ１の予測誤差補償手法
を考慮し，拡大双線形モデルに基づく LMPCを提案する．
さらに，ステップ 3ではステップ 2の産業応用を見据え，対象システムのノミナルモデル
が得られている場合に，その情報を有効活用する方法について検討する．産業界ではモデル
ベース開発が盛んであり，対象システムのノミナルモデルが得られている状況は少なくない
が，モデル誤差の発生を回避することは難しい．一方で，製品設計プロセスにおいては，既
存のモデルに基づき設計したコントローラを有効に活用しつつ，アドオン的に性能改善した
いといった要求もある．そこで本研究では，ノミナルモデルの予測誤差のダイナミクスを表
現するモデル誤差モデルを活用し，ノミナルモデルのモデル誤差を補償することで高性能な
MPCを実現することを考える．これに向け，ステップ 2の提案手法を応用し，非線形性を
有するモデル誤差モデルを拡大双線形モデルとして同定する．そして，ノミナルモデルと拡
大双線形モデル誤差モデルとを統合して誤差補償モデルを構成し，さらに，誤差補償モデル
を予測モデルとした LMPCを提案する．
最後に，ステップ 4ではステップ 2のさらなる実用性向上に向け，計算コストを低減しス
ケーラビリティを向上するための方法を検討する．ここまでの提案手法で用いた予測誤差補
償手法は，観測関数の数や予測ホライゾンの長さに応じて制約条件および最適化変数が増大
する．これに伴い，計算コストが増大してしまうという問題があり，その有効性が示せる条
件に制限があった．なお，この問題はステップ 1およびステップ 3の提案手法についても同
様である．そこで，より実践的な高次のシステムや，予測ホライゾンが長い条件にも対応で
きるように，ここまでの予測誤差補償手法をさらに改良し，制約条件や最適化変数の追加を
不要としたスケーラブルな LMPCを提案する．そして，実践的な高次の対象システムの例
としてクアッドロータモデルを取り上げ，提案手法の有効性を示す．
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1.3 論文構成

本論文の構成を以下に示す．

1章 序論

論文の全体としての研究背景と目的について，先行研究との対比を行いながら紹介を
行った．

2章 事前知識

本章では，本研究に関する事前知識として，まずMPCの基礎的な内容について説明す
る．続いて，拡大線形化に関する基礎として，非線形自律システムに対するKoopman

理論を用いた線形化について説明し，それを利用した拡大線形化の具体例について説明
する．さらに，データに基づき拡大線形システムを同定する方法についても説明する．

3章 近似拡大線形モデルを用いた線形モデル予測制御

本章では，対象システムの非線形モデルが既知であるという仮定のもと，それに基づき
導出される低次の拡大線形モデルを用いて，予測誤差補償を考慮した LMPCを提案す
る．まず，既知の非線形モデルに含まれる非線形項に基づいて観測関数を選定し，そ
れに基づいて低次の拡大線形モデルを近似的に導出する．そして，近似拡大線形モデ
ルを予測モデルとし，拡大状態に関する制約条件と補償入力を考慮した予測誤差補償
手法を導入し，LMPCアルゴリズムを構築する．最後に，車両モデルを扱った数値シ
ミュレーションにより提案手法の有効性を示す．

4章 拡大双線形モデルを用いた線形モデル予測制御

本章では，対象システムの非線形モデルが未知の入力アフィンシステムであるという
仮定のもと，データに基づき同定される拡大双線形モデルと，その予測誤差補償を考
慮した LMPCを提案する．まず，2章で紹介した拡大線形化に関する事前知識をベー
スとして，拡大双線形化の基礎知識と，データに基づく拡大双線形モデルの同定方法
について説明する．続いて，拡大双線形モデルを用いたNMPCの定式化を行い，さら
に 3章の提案手法を応用し，拡大状態に関する制約条件を利用した予測誤差補償を導
入する．そして，予測ホライゾン上の最適状態列の予測値である事前予測状態を活用
して，拡大双線形モデルと制約条件を線形化する．これにより，拡大双線形モデルを
用いた LMPCアルゴリズムを構築する．最後に，入力アフィンシステムの例として平
面ドローンを対象システムとした数値シミュレーションにより，提案手法の有効性を
示す．

5章 拡大双線形モデル誤差モデルを用いた線形モデル予測制御

本章では，4章の拡大双線形モデルを用いた提案手法を応用して，既に得られているノ
ミナルモデルのモデル誤差を補償することで，高性能なモデル予測制御を実現する手
法を提案する．まず，本研究におけるモデル誤差モデルと，それによるモデル誤差補償
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の考え方について説明する．そして，対象システムおよびノミナルモデルから得られ
るデータに基づいて，拡大双線形モデル誤差モデルを同定する手法について説明する．
続いて，ノミナルモデルと拡大双線形モデル誤差モデルを統合した，誤差補償モデルを
導出する．さらに，4章の提案手法を応用して，誤差補償モデルを活用した LMPCア
ルゴリズムを構築する．最後に，平面ドローンを対象システムとした数値シミュレー
ションにより，提案手法の有効性を示す．

6章 拡大双線形モデルを用いた線形モデル予測制御のスケーラビリティ向上

本章では，4章の提案手法を発展させ，拡大双線形モデルに基づくスケーラブルなLMPC

を提案し，実践的な非線形システムに適用可能であることを示す．ここでは，対象シ
ステムとして 3次元空間で動作するクアッドロータを考え，その解析的な拡大双線形
モデルを導出する．また，MPCの定式化において，拡大状態に関する制約条件を追加
する代わりに，拡大状態の各要素が満たすべき数値的関係の誤差をフィードバックす
る補償入力を新たに導入する．これにより，4章の提案手法で問題であった，観測関数
の数や予測ホライゾンの長さに応じた制約条件および最適化変数の増加を回避し，計
算コストの増大を抑制した手法を構築する．そして，クアッドロータを対象システム
とした数値シミュレーションにより，提案手法の有効性を示す．

7章 結論

本章では，本研究で得られた成果の総括と，我々の研究の今後の発展と課題などにつ
いて述べる．
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1.4 数学記号

本論文で用いる数学記号を以下にまとめる．

R ... 実数全体の集合（R+は正の実数全体の集合）

Rn ... n 次元実数ベクトル全体の集合

Rm×n ... m× n次元実数行列全体の集合

0m×n ... m 行 n 列の零行列

In ... n次元単位行列

AT ... 行列A ∈ Rm×nの転置

A−1 ... 正方行列A ∈ Rn×nの逆行列

|x| ... x ∈ R の絶対値

∥x∥ ... ベクトル x ∈ Rn のユークリッドノルム

∥x∥Q ... ベクトル x ∈ Rn の正方行列Q ∈ Rn×nによる重み付きノルム ∥x∥Q =
√
xTQx

Lfh ... 関数 h(x) : Rn → Rp の関数 f(x) : Rn → Rn に沿った微分 Lfh = ∂h
∂x
f(x)

diag(a1, ..., an) ... スカラー ai ∈ R, (i = 1, ...n)を対角要素にもつ対角行列

N (µx,Σx) ... 平均値 µx，分散 Σx を持つガウス分布



第2章 事前知識

本章では，本研究に関する事前知識として，まずMPCの基礎的な内容について説明する．
続いて，拡大線形化に関する基礎として，非線形自律システムに対するKoopman理論を用
いた線形化と，その具体例について説明する．さらに，拡大線形化の具体的な実行方法とし
て，対象システムの入出力データを用いて，入力を持つ制御系に対する拡大線形モデルを同
定する方法を説明する．

2.1 モデル予測制御 (Model Predictive Control: MPC)

2.1.1 概要

MPCでは，予測モデルに基づく対象システムの振る舞いの予測と，状態や入力に関する
制約条件を陽に考慮し，最適な入力を決定する．この考え方を，Fig. 2.1を用いて説明する．
MPCでは，現在時刻 kにおいて対象システムの状態を観測し，現在時刻から予測ホライゾン
Npステップ先までのシステムの振る舞いを考慮する．評価関数として，例えば，予測ホライ
ゾン上における目標値 rと予測出力 yの誤差，および入力 uの大きさを評価する関数を考え
る．そして，評価関数を最小化するような予測ホライゾン上の最適入力列を，状態や入力に
関する制約条件を考慮した最適制御問題を解いて求める．最後に，得られた最適入力列の最
初の 1ステップを実際の対象システムに入力する．この最適化は，制御周期の各サンプリン
グ時刻で繰り返される．なお，予測ホライゾンと独立して入力ホライゾンNu(≤ Np)を考え，
予測ホライゾンにおけるNu +1ステップ目以降はNuステップ目と同じ入力として，最適化
変数の数を減らす方法もあるが，本研究では簡単のため，Nu = Npの場合のみを考える．
以上のような方法により，各時刻において将来の対象システムの振る舞いを最適化するよ
うな入力の計画を立て，現在の行動を決定することができる．また，最適化において予測さ
れた状態と，対象システムの実際の状態が異なっていたとしても，実際の状態を考慮して繰
り返し再計画を行うため，外乱の影響も抑制することができる．しかしながら，予測モデル
に基づいて将来の振る舞いの最適化を行うため，予測モデルの精度はコントローラの性能に
直接的に影響することに注意する必要がある．

8
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Fig. 2.1: Model predictive control

2.1.2 線形モデル予測制御 (Linear Model Predictive Control: LMPC)

対象システムが線形システムである場合や，非線形システムであってもその動作領域にお
いて線形システムとして見なせる場合には，線形システムで表現される予測モデルを用いた
線形モデル予測制御 (LMPC)を適用することができる．
次の離散時間線形システムを考える．

xk+1 = Axk +Buk (2.1)

yk = Cxk (2.2)

ここで，xk ∈ Rnを状態，uk ∈ Rmを入力，yk ∈ Rpを出力とし，kを時刻インデックスとす
る．また，A,B,Cはそれぞれ適切な次元の行列とする．
(2.1), (2.2)を予測モデルとした LMPCでは，各時刻で解くべき最適制御問題を次のよう
に定式化する．

minimize
uk

Jl (2.3a)

subject to x0 = xt (2.3b)

xk+1 = Axk +Buk, k = 0, ..., Np − 1 (2.3c)

yk = Cxk, k = 0, ..., Np (2.3d)

Ac

[
xk

uk

]
+ bc ≥ 0, k = 0, ..., Np (2.3e)

ここで，Npは予測ホライゾン，(2.3b)式における xtは時刻 tにおいて観測 (あるいは推定)

された状態とする．また，(2.3e)式は状態と入力に関する線形制約条件を表しており，行列
Acとベクトル bcは適切な次元とする．また，評価関数 Jlは，次式で与えられる．

Jl = ∥yNp − yrNp
∥2P +

Np−1∑
k=0

(∥yk − yrk∥2Q + ∥uk − urk∥2R) (2.4)
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ここで，P, Q ∈ Rp×pは準正定，R ∈ Rm×mは正定な重み行列であり，yrk, k = 0, ..., Npと
urk, k = 0, ..., Np − 1はそれぞれ目標出力と目標入力とする．
最適制御問題 (2.3)は，2次の評価関数と線形制約条件から構成されており，2次計画 (Quadratic

Programming: QP)問題に変換することができる．計算の詳細については，付録A.1を参照
されたい．また，予測モデル (2.1), (2.2)が線形時変システムの場合については，付録A.2を
参照されたい．QP問題は凸最適化問題であり，アクティブセット法 [56]や内点法 [57]な
どの高性能なアルゴリズムを適用することで，比較的高速に大域的最適解を求めることがで
きる．

2.1.3 非線形モデル予測制御 (Nonlinear Model Predictive Control:

NMPC)

対象システムがその動作領域において強い非線形性を有する場合には，非線形システムで
表現される予測モデルを用いた非線形モデル予測制御 (NMPC)を適用することで，対象シス
テムに関するより正確な予測を考慮した制御を行うことができる．
次の離散時間非線形システムを考える．

xk+1 = f(xk, uk) (2.5)

yk = h(xk) (2.6)

ここで，f, hは非線形関数ベクトルであり，f : Rn × Rm → Rn, h : Rn → Rpとする．
(2.5), (2.6)式を予測モデルとしたNMPCでは，各時刻で解くべき最適制御問題を次のよ
うに定式化する．

minimize
uk

Jn (2.7a)

subject to x0 = xt (2.7b)

xk+1 = f(xk, uk), k = 0, ..., Np − 1 (2.7c)

yk = h(xk), k = 0, ..., Np (2.7d)

c(xk, uk) ≥ 0, k = 0, ..., Np (2.7e)

ここで，(2.7e)式は状態と入力に関する非線形制約条件を表しており，cはベクトル値関数
である．また，評価関数 Jnは次式で与えられる．

Jn = ϕ(yNp) +

Np−1∑
k=0

L(yk, uk) (2.8)

ここで，ϕとLはそれぞれ終端コストとステージコストを表すスカラー値関数であり，例え
ば，出力の目標に対する誤差や入力の大きさなどからなる．
最適制御問題 (2.7)は，非線形計画 (NonLinear Programming: NLP)問題である．NLP問
題のためのアルゴリズムやソルバも多く開発されているが，求解のための計算コストは，一
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般にQP問題よりも大きく，実時間での実行速度がしばしば問題となる．実時間最適化アル
ゴリズムの例としては，C/GMRES [18]や，並列計算を利用した手法 [19]などが挙げられ
る．また，QP問題が凸最適化問題であるのに対して，NLP問題は非凸最適化問題であるた
め，最適解は局所最適解になることが一般的である．

2.2 拡大線形化

2.2.1 Koopman作用素

Koopman作用素とは，非線形システムに対して導入される線形作用素であり，非線形シス
テムの状態空間で定義されるスカラー値関数（これを観測関数と呼ぶ）の時間発展を表わす
作用素として定義される [26]．Koopman作用素は，非線形自律システムを対象に，Koopman

作用素のスペクトルに基づいて非線形システムの特性を特徴づけるための理論として提案さ
れた [22, 23]．
次の離散時間の非線形自律システムを考える．

xk+1 = fd(xk) (2.9)

ここで，kは時刻インデックスであり，xk ∈ Rnとする．さらに，状態に関する非線形関数
である観測関数を ψ : Rn → Cとする．この時，Koopman作用素Kは，観測関数に働く無
限次元の線形作用素であり，次式に示すように，観測関数の (2.9)に従った時間発展を線形
ダイナミクスとして表現することができる．

(Kψ)(xk) = ψ(fd(xk)) (2.10)

また，x ∈ Rnを状態とした連続時間の非線形自律システム

ẋ(t) = fc(x(t)) (2.11)

に対しては，サンプル時間∆t > 0に対応したKoopman作用素の半群K∆tが存在する．こ
の半群の無限小生成作用素 K̂は

(K̂ψ)(x(t)) = ∇ψ · fc(x(t)) (2.12)

となり，これを連続時間Koopman作用素と呼ぶ．ここで，·はRn上の内積，∇は勾配演算
子である．
K̂の固有値 λ ∈ CをKoopman固有値と呼ぶ．この時，Koopman固有関数は，Koopman

固有値に対応して (2.11)の解に沿って線形な振る舞いをする関数 ϕ : Rn → Cであり，その
将来時刻の値は次の関係によって表される．

ϕ(x(t+∆t)) = (K∆tϕ)(x(t)) = eλ∆tϕ(x(t)) (2.13)
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2.2.2 拡大線形化とその例

zを観測関数ベクトル h : x → zによって拡大された状態とすると，Koopman作用素を
用いて，非線形システムのダイナミクスを線形システムとして表現することができる (Fig.

2.2)．次節で述べる入力を持つシステムへの拡張も含め，これを拡大線形化と呼ぶ．一般に，
Koopman作用素は無限次元となるが，ここでは特殊な例として，有限個の観測関数によっ
て拡大線形化を行うことのできる例を次に示す．

Fig. 2.2: Lifting linearization

x = [x1 x2]
T ∈ R2を状態とする，次の連続時間の非線形自律システムを考える．

d

dt

[
x1

x2

]
=

[
µx1

λ(x2 − x21)

]
(2.14)

ここで，µ, λ ∈ Rはパラメータとする．(2.14)式のシステムに対し，次の観測関数ベクトル
h(x)を考える．

h(x) =

x1x2
x21

 (2.15)

観測関数ベクトルによって高次元空間に写像された拡大状態を z = [z1 z2 z3]
T = h(x) ∈ R3

とすると，zのダイナミクスは次式のように線形システムとして表すことができる．

d

dt
z =

 µx1

λ(x2 − x21)

2µx21

 =

 µz1

λ(z2 − z3)

2µz3

 =

µ 0 0

0 λ −λ
0 0 2µ

 z (2.16)

この例では，有限個の観測関数を用いて，元の非線形システム (2.14)式に沿ったダイナミ
クスを閉じた形で表せるので，Koopman作用素も有限次元の行列として表すことができる．
しかし，観測関数のダイナミクスがこのように閉じた形で表現できるケースは稀であり，一
般的にはKoopman作用素は無限次元の行列となる．このため，次節で述べるように，あら
かじめ選定した有限個の観測関数を用いて近似的に線形化することで拡大線形化を行う手法
が広く用いられている．
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2.2.3 拡大線形化の数値計算方法

Koopman作用素は一般に無限次元となるが，あらかじめ選定した有限個の観測関数と，
元の非線形システムの入出力データを用いることにより，有限次元の行列として近似的に
求めることができる．良く知られた手法として，Extended Dynamic Mode Decomposition

(EDMD) [41]がある．また，そのような手法は入力を持つ制御系に対しても適用可能に拡張
されている [58,59]．これらの手法によって，入力を持つ場合についても非線形システムを高
次の線形システムとして表現することができれば，既存の線形制御理論を用いてコントロー
ラやオブザーバを設計し，元の非線形システムに対して適用することも可能となる．
以降では，入力を持つ非線形システムの入出力データを用いて，拡大線形システムを同定
する方法について述べる．なお，入力に関する項を無視すれば，自律系の場合についても同
様の方法を適用することができる．
対象システムに関し，次のデータセットDが得られているとする．

D = {xk, uk}, k = 0, ...,M (2.17)

ここで，xk ∈ Rnxは状態，uk ∈ Rmは入力であり，サンプル時間を∆tとする．
次に，nz個の観測関数 ψi(x), i = 1, ..., nzを導入し，これらによって構成される観測関数
ベクトルを

h(x) =

 ψ1(x)
...

ψnz(x)

 (2.18)

とする．この時，データセットDの各サンプル時刻に対応した拡大状態 zkは，

zk = h(xk), k = 0, ...,M (2.19)

として計算できる．
今，求めたい拡大線形モデルを，zkを状態とした次の離散時間線形システムとする．

zk+1 = Azk +Buk (2.20)

この時，データセットDに基づいて，(2.20)の係数行列A,Bは次の最適化問題を解いて求
めることができる．

min
A,B

M−1∑
k=0

∥zk+1 − (Azk +Buk)∥2 (2.21)

最適化問題 (2.21)は，サンプル時刻間の拡大状態の予測誤差を最小化するように係数行列を
決定する問題である．この解は，最小二乗法によって求めることができる．H = [A B] ∈
Rnz×nz+mとし，さらに，

Z+ = [z1, ..., zM ], Zu =

[
z0 · · · zM−1

u0 · · · uM−1

]
(2.22)
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とする．ここで，Z+とZuの各列は，各サンプル時刻における (2.20)の左辺と右辺の関係に
ある．この時，Hの推定値は

Ĥ = Z+Z
T
u (ZuZ

T
u )

−1 (2.23)

と計算することができ，A,Bはこの部分行列として得ることができる．
さらに，(2.18)の観測関数ベクトル h(x)が次式の形で構成される場合を考える．

h(x) =

[
x

η(x)

]
(2.24)

ここで，η(x) ∈ Rnηは対象システムの状態に関して非線形な観測関数のベクトルとする．な
お，nη = nz − nxである．この時，射影行列 P = [Inx Onx×nη ]を用いて，拡大線形モデルの
出力方程式は

xk = Pzk　 (2.25)

と表すことができる．なお，一般の観測関数ベクトルに対する出力方程式の同定方法につい
ては [24]を参照されたい．
また，最適化問題 (2.21)においては，求める係数行列のスパース性を向上して過学習の影

響を抑えるため，正則化項を考慮してもよい．L1正則化により予測精度が向上するという
結果は，例えば先行研究 [60]に示されている．



第3章 近似拡大線形モデルを用いた線形
モデル予測制御

3.1 はじめに

拡大線形化では，非線形システムの振る舞いを表現する高次の線形システムを得ることが
可能である．しかし，得られた線形システムは，あくまで非線形システムの近似であるため，
MPCの予測モデルとして利用した場合には，真の非線形ダイナミクスに対する予測誤差が
生じ，制御性能が低下する場合がある．特に，低次で拡大線形化した場合には，一般的に誤
差が大きくなる傾向がある．
これを踏まえ，本章では，低次の拡大線形モデルを用いた場合でも高精度な予測を可能と
する，近似拡大線形化と予測誤差補償を考慮したLMPCを提案する．本章では，まず，対象
システムの物理モデルが既知であるという仮定のもと，既知モデルに含まれる非線形項を活
用した近似拡大線形化により，低次の時変な拡大線形モデルを導出する．続いて，拡大線形
モデルを予測モデルとしたMPCを定式化し，さらに，観測関数に基づく拡大状態に関する
特徴を考慮した予測誤差補償手法を導入する．そして，これらを考慮した LMPCアルゴリ
ズムを構築し，その有効性を数値シミュレーションにより示す．

3.2 近似拡大線形モデルの導出

ここでは，対象の非線形システムのモデルが第一原理モデリングなどにより得られている
ことを仮定し，その情報を活用した拡大線形化を考える．対象システムとして，次の入力ア
フィン非線形システムを考える．

ẋ = f(x) + g(x)u (3.1)

ここで，x ∈ Rnx , u ∈ Rmとする．次に，f(x)に含まれる状態に関する全ての非線形項から
構成されるベクトルを η(x) ∈ Rnη とする．さらに，元の状態と η(x)を縦に並べたベクトル
を次のように構成する．

h(x) =

[
x

η(x)

]
(3.2)

この時，対象システムのダイナミクス (3.1)に沿った h(x)の時間発展は，次のように表す

15
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ことができる．

d

dt
h(x) =

[
Ax

Aη

]
h(x) +

[
g(x)

Bη(x)

]
u+

[
Wx

Wη(x)

]
(3.3)

ここで，行列Ax, Aη, Bη(x),Wx,Wη(x)は，次の関係を満たす．

Axh(x) +Wx = f(x) (3.4a)

Aηh(x) +Wη(x) =
∂η

∂x
f(x) (3.4b)

Bη(x) =
∂η

∂x
g(x) (3.4c)

すなわち，Ax ∈ Rnx×nxはf(x)に含まれるh(x)の要素に関して線形な項の係数行列，Wx ∈ Rnx

は f(x)に含まれる定数項のベクトルである．また，Aη ∈ Rnη×nη は η(x)の時間微分 (η̇ =
∂η
∂x
f(x) + ∂η

∂x
g(x)u) に含まれる h(x)の要素に関して線形な項の係数行列，Bη(x) ∈ Rnη×mは

η(x)の時間微分に含まれる uに関して線形な項の係数行列，Wη(x) ∈ Rnη は η(x)の時間微
分に含まれる h(x)の要素と uの線形結合で記述できない項のベクトルである．
以上を踏まえ，h(x)を観測関数ベクトルとした拡大状態を z := h(x) ∈ Rnzとする．また，

A :=

[
Ax

Aη

]
, B(x) :=

[
g(x)

Bη(x)

]
, W (x) :=

[
Wx

Wη(x)

]
(3.5)

とすると，非線形システム (3.1)は，拡大状態 zに関して次のように変形することができる．

ż = Az +B(Pz)u+W (Pz) (3.6)

ここで，Pは zからxへの射影行列であり，P := [Inx Onx×nη ]である．なお，B(Pz)とW (Pz)

は状態 zに依存した行列であるため，(3.6)はこの段階では非線形システムであることに注意
されたい．
ここで，zの時刻に応じた予測値をあらかじめ得ることができれば，それを用いて，B(Pz)

とW (Pz)を時変行列として近似することができる．これにより，近似的な時変の線形モデ
ルを得ることができる．事前に得られている時刻 tにおける zの予測値（事前予測状態）を
ẑ(t)とし，

B̂(t) := B(P ẑ(t)), Ŵ (t) := W (P ẑ(t)) (3.7)

と定義すれば，次の線形時変モデルが得られる．

ż = Az + B̂(t)u+ Ŵ (t) (3.8)

本研究では，この変形を近似拡大線形化と呼び，これにより得られた線形時変モデル (3.8)を
近似拡大線形モデルと呼ぶ．近似拡大線形モデルを用いて予測された拡大状態を，元の状態
空間に x = Pzとして射影すれば，対象システム (3.1)の状態を予測することができる．
なお，(3.6)は非線形モデル (3.1)の厳密な変形となっているため，近似拡大線形モデル (3.8)

においても，事前予測状態 ẑ(t)の精度が良ければ，非線形モデル (3.1)の振る舞いを精度良
く近似することが可能であることに注意されたい．また，事前予測状態はMPCの枠組みを
利用すれば容易に取得することができる．この方法については後述する．
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3.3 拡大線形モデルを用いたMPCにおける予測誤差補償

本節では，拡大線形化により得られた線形モデルを予測モデルとしたMPCにおいて，そ
の予測誤差を補償する手法を提案する．なお，本節で扱う拡大線形モデルは，前節で示した
近似拡大線形化によって得られるものに限定されないことに注意されたい．

3.3.1 拡大線形モデルを用いたMPCの定式化

まず，拡大線形モデルを用いたMPCの基本形として，各時刻で解く最適化問題を次のよ
うに構成する．

minimize
uk

J1 (3.9a)

subject to z0 = h(xt) (3.9b)

zk+1 = Adzk +Bduk +Wd, k = 0, ..., Np − 1 (3.9c)

xk = Pzk, k = 0, ..., Np (3.9d)

Ac

[
xk

uk

]
+ bc ≥ 0, k = 0, ..., Np (3.9e)

ここで，Npは予測ホライゾン，xtは時刻 tにおいて観測された状態とする．(3.9c)は離散時
間の拡大線形モデルによる予測式であり，ここではAd, Bd,Wdを定数行列とする．さらに，
Ac, bcは状態と入力に関する線形制約条件を構成するための行列およびベクトルである．評
価関数 J1は次式で与えられる．

J1 = ∥xNp − xrNp
∥2P +

Np−1∑
k=0

(∥xk − xrk∥2Q + ∥uk − urk∥2R) (3.10)

ここで，P, Q ∈ Rnx×nxは準正定，R ∈ Rm×mは正定な重み行列であり，xrk, k = 0, ..., Npと
urk, k = 0, ..., Np − 1はそれぞれ目標状態と目標入力とする．
最適化問題 (3.9)では，まず現在のシステムの状態xtを観測して (3.9b)で観測関数ベクトル

h(x)により拡大状態空間に写像し，予測ホライゾン上の初期ステップにおける拡大状態を得
る．そして，拡大状態の変化を拡大線形モデル (3.9c)で予測し，出力関数 (3.9d)によって拡大
状態を元の状態空間に射影して，評価関数 (3.9a)を最小化する最適入力列uk, k = 0, ..., Np−1

を求める．その際に，状態と入力に関する線形制約条件 (3.9e)も考慮する．以上が拡大線形
モデルを用いたMPCの定式化である．

3.3.2 予測誤差補償

前述したように，拡大線形モデルは元の非線形システムの近似であるため，予測誤差が生
じてMPCの性能低下を招く可能性がある．特に，拡大状態のうち，元の状態に関する非線
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形関数に対応する要素 ((3.2)における η(x)に対応する要素)のダイナミクスについては，一
般的には，観測関数として考慮した非線形関数よりもさらに高次の非線形項を有する．しか
し，低次で近似した場合，そのような高次の非線形項は考慮しきれず，予測誤差が生じやす
い．そのような予測誤差は，拡大状態のうち，元の状態に対応する要素 ((3.2)における xに
対応する要素)の精度にも影響する．その結果として，正しい予測に基づいて評価関数の値
を最小化する入力列を決定できず，制御性能を低下させる可能性がある．
このような誤差の影響を補償するために，拡大状態の特徴を踏まえた制約条件と，補償入
力項を導入する．すなわち，まず，予測ホライゾン上の各ステップにおいて，拡大状態の要
素が観測関数の関係式を満たすという制約条件を設ける．さらに，最適化問題の可解性を確
保するため，拡大状態のうち，非線形関数 η(x)に対応する要素に関して，補償入力項を追加
する．これらを考慮した最適化問題は次のようになる．

minimize
uk,∆uk

J2 (3.11a)

subject to z0 = h(xt) (3.11b)

zk+1 = Adzk +Bduk +Wd +

[
On×1

∆uk

]
, k = 0, ..., Np − 1 (3.11c)

xk = Pzk, k = 0, ..., Np (3.11d)

zk(n+ 1 : nz) = η(zk(1 : n)), k = 1, ..., Np (3.11e)

Acon

[
xk

uk

]
+ bcon ≥ 0, k = 0, ..., Np (3.11f)

ここで，∆uk ∈ Rnη は各予測ステップ kにおける nx + 1から nz番目の状態に対応した補償
入力であり，zk(i : j)は，Matlab表記を用いて zkの iから j番目の要素のベクトルを表すも
のとする．また，評価関数 J2は，∆ukに関する重み行列をR∆ ∈ Rnη×nη として，次式で与
えられる．

J2 = ∥xNp − xrNp
∥2P +

Np−1∑
k=0

(∥xk − xrk∥2Q + ∥uk − urk∥2R + ∥∆uk∥2R∆
) (3.12)

最適化問題 (3.11)において，追加の制約条件 (3.11e)では，拡大状態のうち元の状態に対
応する zk(1 : nx)と，非線形な観測関数によって拡大した部分に対応する zk(nx + 1 : nz)が，
各ステップにおいて観測関数の関係を満たすことを考慮している．この最適化問題を解くこ
とにより，各ステップにおける拡大状態の要素が制約条件を満たすように最適な補償入力項
が計算され，拡大線形モデルによる予測誤差を補償することができる．拡大状態 zkの予測精
度の改善は元の状態 xkの予測精度の改善につながるため，MPCの制御性能も改善されると
期待できる．
なお，補償入力∆ukは評価関数の設定によってできるだけ小さくなるように計算されるた

め，状態軌道の最適化は，できるだけ本来の入力を用いて実現されると期待される．また，
拡大線形モデルが元の非線形モデルを精度良く近似できていれば，制約条件 (3.11e)の両辺
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の誤差は小さくなり，補償入力∆ukも小さな値をとると考えられる．つまり，補償入力∆uk

は予測モデルのダイナミクスの不確かさを必要に応じて補償するが，本来の入力の最適化計
算を妨げないものと期待される．
ここで，上記の定式化においては，拡大状態に関する制約条件が非線形な観測関数 η(·)を
用いた関係式であるため，非線形最適化問題となっている．このため，LMPCを構築するた
めにはこの制約条件の線形化が必要である．この方法については次節で説明する．

3.4 近似拡大線形モデルを用いたLMPC

本節では，3.2節で導出した近似拡大線形モデルと，3.3節で説明した予測誤差補償手法を
活用した LMPCのアルゴリズムを提案する．

3.4.1 事前予測状態を用いたQP問題の定式化

近似拡大線形化によって線形時変モデル (3.8)を得るためには，将来時刻 tにおける拡大
状態 zの事前予測状態 ẑ(t)をあらかじめ得る必要がある．また，最適化問題 (3.11)において
は，非線形制約条件 (3.11f)が含まれており，LMPCを構築するためにはこの制約条件の線
形化が必要である．
ここで，MPCでは各時刻において最適な入力列を求めるのと同時に，最適な予測状態列を
計算するため，前サンプル時刻における最適化問題の解を活用し，上記の両課題を解決する
ことを考える．つまり，前サンプル時刻の最適解に基づいて事前予測状態を取得し，それに
基づき，近似拡大線形化による線形時変モデル (3.8)を得るとともに，非線形制約条件 (3.11f)

を線形化する．
予測ホライゾンの kステップ目における事前予測状態を z∗k, k = 0, ..., Npとすると，それ
に対応した元の状態の予測値は x∗k = Pz∗kとして得ることができる．これを用いて，(3.6)よ
り，近似拡大線形化による離散時間線形予測モデルは次式で与えられる．

zk+1 = Adzk +Bd(x
∗
k)uk +Wd(x

∗
k) (3.13)

ここで，

Ad = In + A∆t (3.14a)

Bd(x
∗
k) = B(x∗k)∆t (3.14b)

Wd(x
∗
k) = W (x∗k)∆t (3.14c)

であり，∆tは離散化のサンプル時間とする．
また，予測ホライゾンの kステップ目における拡大状態に関する非線形制約条件は，一次
のテーラー近似により次式のように線形制約条件で表すことができる．

zk(n+ 1 : nz) = η(x∗k) +
∂η

∂x

∣∣∣∣
x=x∗

k

(zk(1 : n)− x∗k) (3.15)
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以上より，事前予測状態 z∗k, k = 0, ..., Npが得られているとしたとき，各制御周期におい
て解くべき最適化問題は次のように定式化できる．

minimize
uk,∆uk

J2 (3.16a)

subject to z0 = h(xt) (3.16b)

x∗k = Pz∗k, k = 0, ..., Np (3.16c)

zk+1 = Adzk +Bd(x
∗
k)uk +Wd(x

∗
k) +

[
On×1

∆uk

]
, k = 0, ..., Np − 1 (3.16d)

xk = Pzk, k = 0, ..., Np (3.16e)

zk(n+ 1 : nz) = η(x∗k) +
∂η

∂x

∣∣∣∣
x=x∗

k

(zk(1 : n)− x∗k), k = 0, ..., Np (3.16f)

Acon

[
xk

uk

]
+ bcon ≥ 0, k = 0, ..., Np (3.16g)

最適化問題 (3.16)では，予測ホライゾンにおける拡大状態の初期値 z0を求める計算式のみ
非線形な計算を含むが，それ以外では，二次形式の評価関数と線形の制約条件で構成されて
いる．このため，高速なQPソルバて解くことが可能な定式化となっている．

3.4.2 事前予測状態の取得

次に，事前予測状態 z∗kの取得方法を説明する．まず，ある時刻 tにおいて最適化問題 (3.16)

を解いて得られた最適入力列 uk,∆uk, k = 0, ..., Np − 1と，線形予測モデル (3.13)を用いて，
各ステップにおける拡大状態の最適値 z∗−k , k = 0, ..., Npを計算することができる．ここで，
制御周期が離散時間線形予測モデル (3.13)のサンプル時間∆tと一致していると仮定すると，
次の時刻 t+∆tにおける予測ホライゾン上の状態は，最終ステップを除き，前の時刻の最適
状態列 z∗−k を 1ステップシフトすることであらかじめ予測することができる．また，最終ス
テップについては，1ステップ前の値を用いて近似すればよい．この計算過程の図を，Fig.

3.1に示す．
すなわち，事前予測状態 z∗kは次のようにして取得することができる．

z∗k = z∗−k+1, k = 0, ..., Np − 1

z∗Np
= z∗−Np

(3.17)

なお，制御周期が離散時間線形予測モデル (3.13)のサンプル時間∆tと一致しない場合に
ついては，制御周期分の時間経過を考慮して，予測ホライゾン上の時刻が最も近くなるよう
に，前の時刻の最適状態列 z∗−k を適切なステップ数シフトすればよい．
また，制御ループの初期時刻においては，前時刻が存在しないため，上記の方法は適用で
きない．そこで初期時刻においては，対象システムの初期状態に基づく拡大状態を，予測ホ
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Fig. 3.1: Acquisition of prior-predicted states

ライゾンの全ステップで使用する．すなわち，対象システムの初期状態を xt0として，次の
ように取得することができる．

z∗k = h(xt0), k = 0, ..., Np (3.18)

なお，初期時刻における事前予測状態を取得するための別の方法として，事前にオフライ
ンで非線形モデルを予測モデルとした非線形最適化問題を解き，それにより得られた最適状
態列を用いてもよい．その方がより高精度な値を利用でき，近似拡大線形化と非線形制約条
件の近似精度が向上するため，初期時刻付近の制御性能がより改善されると期待できる．

3.4.3 LMPCアルゴリズム

以上より，提案手法の近似拡大線形モデルを用いたLMPCアルゴリズムはAlgorithm 1の
ようにまとめられる．

Algorithm 1 LMPC with the approximated lifted model

Require: Reference trajectory (xr, ur)

while Controller is running do

if t=0 then

Set the prior-predicted states z∗k by (3.18)

end if

Observe current state xt of the system

Solve the optimization problem (3.16) with the prior-predicted states z∗k
Update the prior-predicted states z∗k by (3.17)

Apply first input u0 to the system

end while

本提案手法によれば，近似拡大線形化による予測に対し，予測誤差の補償と，補償結果に
よるモデル精度向上を同時に行うことができる．すなわち，ある時刻において事前予測状態
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の精度が低く，近似拡大線形モデル (3.13)の近似精度が低いとしても，少なくとも拡大状態
のうち非線形観測関数 η(x)に対応する要素については，拡大状態に関する制約条件 (3.15)を
満たすように補償入力∆ukを加えることで，発生する予測誤差を低減できる．そして，誤差
が低減された状態予測に基づき最適状態列を求め，次の時刻の事前予測状態を構成すること
で，次の時刻における近似拡大線形モデル (3.13)の精度を改善するとともに，拡大状態に関
する制約条件 (3.15)の近似精度も改善される．このような反復的な精度向上効果によって，
提案のLMPCアルゴリズムは，高速な求解が可能なQP問題の形式でありながら，非線形性
を考慮して高い性能を達成できる．

3.5 数値シミュレーション

本節では，直線路を目標軌道とした車両モデルを対象システムとして，数値シミュレーショ
ンにより提案手法の有効性を評価した結果を説明する．

3.5.1 対象システム

対象システムとして，Fig. 3.2に示す二輪車両モデルを考える．

Fig. 3.2: Bicycle kinematic model

対象システムの運動学モデルのダイナミクスは，次のように与えられる．

ẋ = f(x) + g(x)u =


v cos θ

v sin θ

0
1
lr
v sin (β(δ))

0

+


0 0

0 0

1 0

0 0

0 1


[
a

δ̇

]
(3.19)
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ここで，状態は x = [px, py, v, θ, δ]
T であり，px, py はグローバル座標系における車両の x, y

座標，vは車両重心における速度，θは車体方位角，δは前輪の操舵角を表す．また，入力は
u = [a, δ̇]T であり，aは加速度，δ̇は角速度を表す．さらに，β(δ) = tan−1( lr

lf+lr
tan δ)は速度

ベクトル方向と車体方位角の間の滑り角である．lf と lrはそれぞれ前輪と後輪から車両重心
までの長さであり，ここでは lf = lr = 1.5[m]とした．

3.5.2 近似拡大線形モデル

3.2節の手順に従い，近似拡大線形モデルを導出する．まず，f(x)に含まれる非線形項よ
り，観測関数ベクトル h(x) = [xT , ηT (x)]T において，非線形観測関数ベクトル η(x)は，

η(x) =

 v cos θ

v sin θ

v sin β(δ)

 (3.20)

と選ぶことができる．ここで，η(x)の (3.19)に沿った時間微分は，

d

dt
η(x) =

∂η(x)

∂x
ẋ =

a cos θ −
v2

L
tan δ sin θ

a sin θ + v2

L
tan δ cos θ

a tan θ + ω v
cos2 δ

 (3.21)

と計算できる．したがって，(3.19)と (3.21)に基づき，(3.5)におけるA,B(x),W (x)行列は，
次のように導出できる．

A =


O5×5


1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1
L

0 0 0


O3×5 O3×3


, B(x) =




0 0

0 0

1 0

0 0

0 1

cos θ 0

sin θ 0

tan θ v
cos2 δ




,W (x) =


O5×1−

v2

L
tan δ sin θ

v2

L
tan δ cos θ

0


 (3.22)

(3.22)を用いて，近似拡大線形化による離散時間線形予測モデルは (3.13)で得ることができ
る．得られた予測モデルの次数は nz = 8であり，対象システム (3.19)に含まれる最小限の
非線形項に基づく低次な線形時変モデルとなっている．
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3.5.3 評価条件

ここでは，直線上を移動する目標点に対する対象システム (3.19)の追従制御を行い，提案手法
の有効性を検証した結果について説明する．目標軌道は，xd(t) = [vd cos θd, vd sin θd, vd, θd, 0]

とし，今回は vd = 5.6[m/s], θd = π/4[rad]と設定した．
本検証では，比較対象として，真のモデルを予測モデルとしたNMPC(以下，NMPC)，目標
軌道近傍において対象システムを線形近似したノミナルモデルを予測モデルとしたLMPC(以
下，ノミナル LMPC)についても評価した．
なお，NMPCのソルバにはCasADi [61]をインターフェースとして IPOPTを使用し，LMPC

のソルバにはMATLABの quadprog関数を使用した．シミュレーション実行環境は，Core

i5 CPU@1.20GHz, 24.0GBメモリ, Windows 10のPC上で動作するMATLAB 2020bを使用
した．

3.5.4 制御性能の評価結果

状態制約なしの場合

まず，状態に関する制約条件なしの場合のシミュレーションを実施した．サンプル時間
は 0.01[s]，予測ホライゾンの長さは 30ステップ，評価関数 J2 における重み行列は，P =

100 · I5, Q = I5, R = 0.1 · I3, ∆R = 0.001 · I2とした．対象システムの初期状態は xt0 =

[2,−1, 7, 0, 0]T とし，また入力の制約条件を |a| ≤ 10, |δ̇| ≤ π/4とした．また，今回はノイズ
の影響は考慮していない．
Fig. 3.3と Fig. 3.4に，各手法による状態と入力の比較結果をそれぞれ示す．ここで，状
態のグラフに関しては，目標軌道からの偏差を示している．また，図中の赤の破線は制約条
件を示している．これらの図より，状態と入力の両方に関して，ノミナル LMPCは真のモ
デルを用いたNMPCに対して大きく異なる振る舞いをしていることが分かる．これに対し，
提案手法では LMPCで入力を計算しているにもかかわらず，NMPCとほとんど差がない振
る舞いを達成できている．
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Fig. 3.3: States (without state constraint)
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ここで，Fig. 3.5に，提案手法において拡大した 3つの次元に対応する補償入力∆uの初
期ステップの値をプロットしたグラフを示す．補償入力は，特に過渡応答において相対的に
大きな値をとって予測誤差を補償しており，定常状態ではゼロに近い値に収束している．
これらの結果より，ノミナル LMPCにおける単純な線形近似モデルでは対象システムの
非線形性を含めた振る舞いを適切に予測できず，性能が低下するのに対し，提案手法では予
測誤差を補償し，NMPCと同等の性能を達成できると考えられる．
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Fig. 3.5: Corrective inputs (without state constraint)

次に，同じ目標軌道を用いて，異なる初期状態を用いて 30回のシミュレーションを行い，
次の評価関数により各手法の性能を定量的に評価した．

Je =
N∑
k=0

(∥xk − x̄∥2Q + ∥uk − ū∥2R) (3.23)

ここで，N は 10[s]のシミュレーションで取得したデータ点数である．初期状態は xt0 =

[±5,±5, vd± 2.7, θd±π/2,±π/6]T の範囲で一様にランダムに設定した．各試行において，評
価関数値をNMPCの値で正規化し，全試行の平均を計算した結果を Fig. 3.6に示す．ここ
で，ノミナル LMPCについては全体の 23%について大きく振動的な応答となったため，こ
こでは目標軌道にうまく収束できた試行の結果のみを集計した．この結果より，NMPCに
対し，ノミナル LMPCで評価関数値が 40%悪化しているのに対し，提案手法では 1%しか差
がなかった．したがって，異なる初期状態を用いた複数回の試行に対しても，提案手法では
NMPCと同等の性能を達成可能であることを示すことができた．
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Fig. 3.6: Normalized objective function values (without state constraint)

状態制約ありの場合

続いて，状態に関する制約条件として，対象システムの操舵角の範囲を−π
6
≤ δ ≤ π

6
とし

た場合のシミュレーション結果を示す．なお，その他のシミュレーション条件は前述の状態
制約なしの場合と同様である．
Fig. 3.7と Fig. 3.8に，各手法による状態と入力の比較結果をそれぞれ示す．これらの結
果より，いずれの手法においても操舵角に関する状態制約は満足できていることが分かる．
その上で，状態制約がある場合においても，状態制約がない場合と同様に，ノミナル LMPC

と比べて提案手法の方がNMPCに近い応答が得られていることが分かる．
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また，Fig. 3.9に，提案手法における補償入力∆uの初期ステップの値をプロットしたグ
ラフを示す．こちらも状態制約がない場合と同様に，過渡応答では補償入力が相対的に大き
な値となるが，定常状態ではゼロに近い値に収束していることが分かる．
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さらに，状態制約なしの場合と同様に，異なる初期状態を用いて 30回のシミュレーショ
ンを行い，評価関数 (3.23)により各手法の性能を評価した．ここで，初期状態の選び方と
評価関数値の計算方法については同様である．ただし，今回は状態制約を設定した影響によ
り，NMPCでも目標値に追従できないケースが全体の 20%あったため，今回はNMPCで目
標値に追従できた試行の結果のみを集計した．評価結果をFig. 3.10に示す．この結果より，
NMPCに対し，ノミナル LMPCで評価関数値が 11%悪化しているのに対し，提案手法では
状態制約なしの場合と同様に，1%しか差がなかった．したがって，状態制約ありの場合につ
いても，異なる初期状態からの複数回の試行に対して，提案手法はNMPCと同等の性能を
達成可能であることを示すことができた．
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Fig. 3.10: Normalized objective function values (with state constraint)

3.5.5 計算時間の評価結果

最後に，計算時間の評価結果について述べる．Fig. 3.11に，予測ホライゾンNp = 10, 20, 30

の場合の，各手法の最適化ソルバの求解時間を示す．なお，ここでは状態制約なしの場合の
集計結果を示す．
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Fig. 3.11: CPU time

この結果より，提案手法ではNMPCよりも大幅に計算時間を低減できていることが分か
る．一方，ノミナル LMPCと比較すると提案手法の方がやや計算時間が大きいが，これは，
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提案手法ではノミナル LMPCと比較して予測モデルの次数が大きいこと，また拡大状態に
関する制約条件の考慮が必要であることが理由として考えられる．
以上の結果より，提案手法を用いることで，NMPCと同等の制御性能を高速な LMPCで
実現可能であることを検証することができた．
なお，事前予測状態の近傍で対象システムを線形近似した線形時変モデルを用いてMPC

を構成した場合でも，提案手法と同様の制御性能を達成できる可能性がある．これに対し，
提案手法のように拡大線形化を用いる手法においては，観測関数に補助的な基底関数を加え
る手法 [48]などを応用することによってさらに性能向上が図れるという点や，対象システム
のモデルが未知の場合であっても，拡大線形化によるモデル同定と組み合わせることが可能
であるという点で利点がある．

3.6 まとめ

本章では，低次の拡大線形モデルを用いて高精度な予測を実現するための，近似拡大線形
化と予測誤差補償を考慮した LMPCについて検討した．近似拡大線形化では，既知の非線
形モデルに基づいて観測関数を定義し，さらに事前予測状態を活用することで低次の線形時
変システムを導出した．また，拡大線形モデルを予測モデルとしたMPCにおいて，拡大状
態に関する制約条件と補償入力項を考慮した予測誤差補償手法を提案し，これらを活用した
LMPCアルゴリズムを提案した．提案手法によれば，対象システムの非線形性を考慮した高
精度な予測と低計算コストを両立したMPCを実現することができる．
数値シミュレーションでは，二輪車両モデルを対象システムとして，提案手法の有効性検
証を行い，真のモデルを用いたNMPCと同等の制御性能を達成でき，さらに計算時間を大
幅に低減可能であることを示すことができた．



第4章 拡大双線形モデルを用いた線形モ
デル予測制御

4.1 はじめに

3章では対象システムの物理モデルが既知であるという仮定のもと，その知識を活用した
近似拡大線形化を用いて拡大線形モデルを導出し，それをMPCの予測モデルとして活用し
た．これに対し本章では，対象システムの物理モデルが未知の場合を想定し，データドリブ
ンに予測モデルを同定することを考える．ここで，例えばドローンや車両などのビークルの
ダイナミクスを表現する非線形入力アフィンシステムに対しては，拡大双線形モデルをデー
タドリブンに学習することで高精度な予測モデルを得られることが知られている [54,55]．し
かしながら，MPCの予測モデルとして拡大双線形モデルを使用すると，各時刻で解くべき
最適化問題がNLP問題となるため，計算コストの面で課題があった．
そこで本章では，未知の入力アフィンシステムを対象として，データに基づき同定した拡
大双線形モデルを活用した，高い予測精度と低計算コストを両立するLMPCを提案する．ま
ず，拡大双線形化の基礎的な内容と，拡大双線形モデルの同定方法について説明する．続い
て，拡大双線形モデルを用いたNMPCの定式化を行い，それに対し，3章の提案手法を応用
した予測誤差補償を導入する．そして，予測ホライゾン上の最適状態列の予測値である事前
予測状態を活用して，最適化問題における非線形要素を線形化する．これにより，拡大双線
形モデルを用いたLMPCアルゴリズムを構築する．また，その有効性を数値シミュレーショ
ンにより示す．

4.2 拡大双線形化

対象システムとして次の入力アフィンシステムを考える．

ẋ = f(x) + g(x)u (4.1)

ここで，x ∈ Rn，u ∈ Rmである．入力アフィンシステムでは，一般に，入力は状態依存の
行列 g(x)を介して状態変化に作用する．具体的には，例えばドローンや車両などのビーク
ルのダイナミクスにおいて，駆動力が姿勢角に依存した回転行列を介して状態に影響すると
いった状況が挙げられる．
一方で，2.2節で説明した拡大線形化の数値計算方法では，選定した観測関数に基づき，対
象システム (4.1)を線形モデルとして同定する．この時，入力の係数行列Bは状態に依存し

34
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ない定数行列としてとして求められるため，状態依存の係数の影響を適切に表現できない場
合がある．例えば，姿勢角の変化が大きいビークルなどに対しては，元のシステムに対し十
分に精度の良いモデルが得られない可能性がある．
これに対し，入力アフィンシステムは，Koopman正準変換（Koopman Canonical Trans-

formation: KCT)を用いて，ある条件下において双線形システムに変換できることが知られ
ている [53, 54]．
(λi, ϕi), i = 1, ..., nzを (4.1)の自律ダイナミクス ẋ = f(x) に関するKoopman作用素の固
有値-固有関数のペアとする．ϕi : Rn → R とし，z = T (x) = [ϕ1(x)...ϕnz(x)]

T ∈ Rnz とする
と，KCTは次のように定義される．

x = Cz (4.2a)

ż = Fz +
m∑
i=1

LgiT (x)ui (4.2b)

ここで，F ∈ Rnz×nzはKoopman固有値 λiを (i, i)成分とした対角行列である．また，(4.2a)
において，元のシステム (4.1)の状態 xは，Koopman固有関数の線形結合によって表現され
ていることに注意されたい．
この時，Koopman固有関数 ϕi, i = 1, ..., nz によって張られる空間が，Lgi , i = 1, ...,m

の不変部分空間を形成するならば，入力アフィンシステム (4.1)は，nz次元空間で双線形化
可能である．結果として，LgiT (x) = Giz, Gi ∈ Rnz×nz となり，入力アフィンシステムは，
次のKoopman双線型形式 (Koopman Bilinear Form: KBF)で表現することができる（詳細
は [53]を参照されたい）．

ż = Fz +
m∑
i=1

Gizui (4.3)
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4.3 拡大双線形モデルの同定

対象システム (4.1)が未知である場合に，KBFで表される拡大双線形モデル (4.3)を数値
的に同定する方法を説明する．まず，対象システムの観測データとして，状態・入力のデー
タセット

D = {xk, uk}, k = 0, ...,M (4.4)

が得られているとする．ここで，サンプル時間を∆tとする．なお，データ取得実験におい
ては，対象システムが不安定な場合，簡易的に設計したコントローラを適用してデータを取
得してもよい．また，データセットDは，独立した実験により取得した複数のデータセット
を連結したものとしてもよい．その場合は，後述する Z+, Zuを構成する際に，異なるデー
タセットにまたがってデータの対応付けをしないように注意が必要である．
次に，観測関数ベクトルを h(x) ∈ Rnzとする．ここで，観測関数は，物理モデルに関する
知識があれば，それに基づき選定してもよい．より一般的には，状態に関するある次数まで
の単項式など，一般的な基底関数を選定する方法もある．
ここで，(4.2a)を成立させるための単純な方法としては，元の状態を観測関数に含めれば
良い．元の状態以外の観測関数を並べたベクトルを η(x) ∈ Rnηとして，観測関数ベクトルを
次の形で仮定する．

h(x) =

[
x

η(x)

]
(4.5)

今，zkを拡大状態とし，次の離散時間の拡大双線形モデルを考える．

zk+1 = Azk +
m∑
i=1

Bizkuk(i) (4.6a)

xk = Czk (4.6b)

ここで，uk(i)はukの i番目の成分である．データセットDが与えられた時，zk = h(xk), k =

0, ...,M として，(4.6a)の各係数行列A,B1, ..., Bmは，次の最適化問題を解いて求めること
ができる．

min
A,B1,...,Bm

M−1∑
k=0

∥∥∥∥∥zk+1 −

(
Azk +

m∑
i=1

Bizkuk(i)

)∥∥∥∥∥
2

(4.7)

最適化問題 (4.7)は，サンプル時刻間の予測誤差を最小化するように係数行列を決定する問題
である．この解は，最小二乗法によって求めることができる．H = [AB1 ... Bm] ∈ Rnz×nz(m+1)

とする．さらに，

Z+ = [z2, ..., zM ], Zu =


z1 · · · zM−1

z1u1(1) · · · zM−1uM−1(1)
...

. . .
...

z1u1(m) · · · zM−1uM−1(m)

 (4.8)
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とする．この時，Z+とHZuの各列は各サンプル時刻における (4.6a)の左辺と右辺の関係に
ある．したがって，Hの推定値は次式で計算することができる．

Ĥ = Z+Z
T
u (ZuZ

T
u )

−1 (4.9)

また，(4.5)より，(4.6b)の行列Cは次のように得られる．

C =
[
In On×nη

]
(4.10)

ここでは，選定された観測関数に基づいてデータから拡大双線形モデルを同定する手法を
説明したが，NNを活用して観測関数と拡大双線形モデルを同時に学習する手法も提案され
ている [55]．
また，上記の定式化では (4.6)において入力に関する線形項を考慮していないが，後述する
数値例では非線形観測関数ベクトル η(x)に定数項を含めることにより，実質的に入力に関す
る線形項を考慮している．入力に関する線形項を陽に考慮するための定式化については，[26]
を参照されたい．

4.4 拡大双線形モデルを用いたMPCの予測誤差補償

本節では，前節の方法によって得られる拡大双線形モデルを予測モデルとしたMPCを考
える．また，後述の LMPCを構築するための準備として，予測誤差補償を導入する．

4.4.1 拡大双線形モデルを用いたMPCの定式化

ここではまず，NMPCとしての定式化を考え，各時刻で解く最適化問題を次のように構成
する．

minimize
uk

J1 (4.11a)

subject to z0 = h(xt) (4.11b)

zk+1 = Azk +
m∑
i=1

Bizkuk(i), k = 0, ..., Np − 1 (4.11c)

xk = Czk, k = 0, ..., Np (4.11d)

Acon

[
xk

uk

]
+ bcon ≥ 0, k = 0, ..., Np (4.11e)

ここで，Npは予測ホライゾン，xtは時刻 tにおいて観測された状態とする．Acon, bconは状
態と入力に関する線形制約条件を構成する行列およびベクトルである．また，評価関数 J1は
次式で与えられる．

J1 = ∥xNp − xrNp
∥2P +

Np−1∑
k=0

(∥xk − xrk∥2Q + ∥uk − urk∥2R)
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ここで，P, Q ∈ Rn×nは準正定，R ∈ Rm×mは正定な重み行列であり，xrk, k = 0, ..., Npと
urk, k = 0, ..., Np − 1はそれぞれ予測ホライゾン上の目標状態と目標入力とする．
最適化問題 (4.11)では，観測した現時刻の状態 xtを観測関数ベクトルにより拡大状態空間
に写像し，予測ホライゾン上の拡大状態の変化を拡大双線形モデルで予測する．さらに，予
測した各ステップの拡大状態を元の状態空間に射影して評価することで，評価関数を最小化
する最適入力列 uk, k = 0, ..., Np − 1を求める．

4.4.2 予測誤差補償

対象の入力アフィンシステムに対し適切に同定された拡大双線形モデルは，対象システム
の振る舞いを比較的高精度に予測可能であると期待できる．しかし本研究では，次節で詳細
を述べるように，LMPCを構築するために拡大双線形モデルを線形時変モデルとしてさらに
近似する．この近似によって，予測誤差が増大する可能性がある．
この予測誤差の影響を補償するため，ここでは 3章の提案手法と同様に，最適化問題 (4.11)

に対し，拡大状態に関する制約条件と，補償入力項を導入する．これらを考慮した最適化問
題を次に示す．

minimize
uk,∆uk

J2 (4.12a)

subject to z0 = h(xt) (4.12b)

zk+1 = Azk +
m∑
i=1

Bizkuk(i) +

[
On×1

∆uk

]
, k = 0, ..., Np − 1 (4.12c)

xk = Czk, k = 0, ..., Np (4.12d)

zk(n+ 1 : nz) = η(zk(1 : n)), k = 1, ..., Np (4.12e)

Acon

[
xk

uk

]
+ bcon ≥ 0, k = 0, ..., Np (4.12f)

ここで，∆uk ∈ Rnηは各予測ステップ kにおける n+1から nz番目の状態に対応した補償入
力であり，zk(i : j)は，Matlab表記を用いて zkの iから j番目の要素のベクトルとする．ま
た，評価関数 J2は，∆ukに関する重み行列をR∆ ∈ Rnη×nη として次式で与えられる．

J2 = ∥xNp − xrNp
∥2P +

Np−1∑
k=0

(∥xk − xrk∥2Q + ∥uk − urk∥2R + ∥∆uk∥2R∆
)

最適化問題 (4.12)では，(4.12e)によって，拡大状態のうち元の状態に対応する zk(1 : n)

と，非線形な観測関数 η(x)によって拡大した部分に対応する zk(n+1 : nz)が，各ステップに
おいて観測関数の関係を満たすことを考慮している．この最適化問題を解くことにより，各
ステップにおける拡大状態の要素が制約条件を満たすように最適な補償入力項が計算され，
拡大モデルによる予測誤差を補償することができる．zkの予測精度の改善は xkの予測精度
の改善につながるため，MPCの制御性能の向上が期待できる．
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ここで，補償入力∆ukは評価関数によってできるだけ小さくなるように計算されるため，
状態軌道の最適化は，できるだけ本来の入力を用いて実現されると期待できる．また，拡大
双線形モデルが元の非線形モデルを精度良く近似できていれば，補償入力∆ukの値は 0に近
づくと期待できる．
なお，(4.12c)は拡大双線形モデルに基づく予測モデルであるが，これは拡大線形モデルを
包含している．実際に，η(x)の成分が定数を含み，Bi,∀iのうち定数以外に対応する要素が
全て 0である場合，双線形項は消えて入力に関しても線形なモデルとなる．したがって，提
案の予測誤差補償を考慮したMPCは，予測モデルが拡大線形モデルの場合にも適用するこ
とができる．

4.5 拡大双線形モデルを用いたLMPC

本節では，前節の予測誤差補償を考慮したMPCに基づき，事前予測状態を活用した線形
化を行い，LMPCアルゴリズムを構築する．

4.5.1 事前予測状態を用いたQP問題の定式化

最適化問題 (4.12)は，拡大双線形モデル (4.12c)に加え，拡大状態に関する非線形制約条件
(4.12e)を含むため，非線形最適化問題である．これに基づいて LMPCを定式化するため，3

章の提案手法と同様に，予測ホライゾン上の事前予測状態を用いて，拡大双線形モデル (4.12c)

および非線形制約条件 (4.12e)を線形化することを考える．
まず，予測ホライゾンの kステップ目における事前予測状態を z∗k, k = 0, ..., Npとする．こ
れらに対応した元の状態の事前予測値は x∗k = Cz∗k, k = 0, ..., Npとして得ることができる．
この時，予測のための拡大双線形モデルは，事前予測状態を用いて，次のように予測ホライ
ゾン上での線形時変システムとみなすことができる．

zk+1 = Azk +
m∑
i=1

Biz
∗
kuk(i)

= Azk + B̃(z∗k)uk (4.13)

ここで，B̃(z∗k) = [B1z
∗
k ... Bmz

∗
k]である．

次に，予測ホライゾンの kステップ目における拡大状態に関する非線形制約条件 (4.12e)

は，元の状態を事前予測状態の近傍で線形近似することにより，次のように線形制約条件で
表すことができる．

zk(n+ 1 : nz) = η(x∗k) +
∂η

∂x

∣∣∣∣
x=x∗

k

(zk(1 : n)− x∗k) (4.14)

以上より，事前予測状態 z∗k, k = 0, ..., Npが得られているものとしたとき，LMPCの各制
御周期において解くべき最適化問題は次のように与えられる．
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minimize
uk,∆uk

J2 (4.15a)

subject to z0 = h(xt) (4.15b)

x∗k = Pz∗k, k = 0, ..., Np (4.15c)

zk+1 = Azk + B̃(z∗k)uk +

[
On×1

∆uk

]
, k = 0, ..., Np − 1 (4.15d)

xk = Czk, k = 0, ..., Np (4.15e)

zk(n+ 1 : nz) = η(x∗k) +
∂η

∂x

∣∣∣∣
x=x∗

k

(zk(1 : n)− x∗k), k = 1, ..., Np (4.15f)

Acon

[
xk

uk

]
+ bcon ≥ 0, k = 0, ..., Np (4.15g)

最適化問題 (4.15)は，初期ステップにおける拡大状態 z0を求める (4.15b)を除き，二次形
式の評価関数と線形の制約条件で構成されており，高速なQPソルバて解くことが可能な定
式化となっている．

4.5.2 事前予測状態の取得

事前予測状態 z∗kの取得手順は，3.4.2項で説明した内容と同様である．まず，ある時刻 tに
おいて最適化問題 (4.15)を解いて得られた最適入力列 uk, ∆ukと，双線形予測モデル (4.15d)

を用いて，各ステップにおける拡大状態の最適値 z∗−k , k = 0, ..., Npを計算することができる．
また，制御周期が予測モデル (4.15d)のサンプル時間∆tと一致していると仮定する．この
時，事前予測状態 z∗kは次のようにして取得することができる．

z∗k = z∗−k+1, k = 0, ..., Np − 1

z∗Np
= z∗−Np

(4.16)

また，制御ループの初期時刻においては，対象システムの初期状態を xt0として，事前予
測状態を次のように取得することができる．

z∗k = h(xt0), k = 0, ..., Np (4.17)
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4.5.3 LMPCアルゴリズム

以上の議論より，拡大双線形モデルを用いたLMPCアルゴリズムはAlgorithm 2のように
まとめられる．

Algorithm 2 LMPC based on lifted bilinear model

Require: Reference trajectory (xr, ur)

while Controller is running do

if t=0 then

Set the prior-predicted states z∗k by (4.17)

end if

Observe current state xt of the system

Solve the optimization problem (4.15) with the prior-predicted states z∗k
Update the prior-predicted states z∗k by (4.16)

Apply first input u0 to the system

end while

本提案手法によれば，拡大双線形モデルに基づき近似した線形時変予測モデルに対し，予
測誤差の補償と，補償結果によるモデル精度向上を同時に行うことができる．すなわち，あ
る時刻において事前予測状態に誤差があり，拡大双線形モデルに対して線形時変予測モデル
(4.13)の近似誤差が大きいとしても，拡大状態に関する制約条件 (4.14)を満たすように補償
入力∆ukを加えることで，発生する予測誤差を低減できる．そして，誤差が低減された状態
予測に基づき最適状態列を求め，次の時刻の事前予測状態を構成することで，次の時刻におけ
る線形時変予測モデル (4.13)の精度を改善するとともに，拡大状態に関する制約条件 (4.14)

の近似精度も改善される．このような反復的な精度向上効果によって，提案の LMPCアル
ゴリズムは，高速な求解が可能なQP問題の形式でありながら，非線形性を考慮して高い性
能を達成できる．
また，3章の提案手法に対する違いは，3章では既知の物理モデルに基づく近似拡大線形
モデルを利用しているのに対し，本提案手法では未知の対象システムに対してデータドリブ
ンに同定した拡大双線形モデルを利用している点である．すなわち，本提案手法は，対象シ
ステムに関する事前知識がない場合においても適用できることが利点である．
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4.6 数値シミュレーション

本節では，2次元平面上で動作するドローンモデルを対象システムとして，数値シミュレー
ションにより提案手法の有効性を評価した結果を説明する．

4.6.1 対象システム

対象システムとして，Fig. 4.1に示す 2次元平面上で動作するドローンモデルを考える．

Fig. 4.1: Planar drone

対象システムは非線形入力アフィンシステムであり，そのダイナミクスは次式で与えら
れる．

d

dt



py

pz

θ

vy

vz

ω


=



vy

vz

ω

0

−g
0


+



0 0

0 0

0 0

− 1
m
sin θ − 1

m
sin θ

1
m
cos θ 1

m
cos θ

− la
Ixx

la
Ixx


[
T1

T2

]
(4.18)

ここで，py, pzは y, z座標 [m]，θは角度 [rad]，vy, vzは y, z軸方向の速度 [m/s]，ωは角速度
[rad/s]，T1, T2は左右のプロペラのスラスト力 [N]である．このシステムにおいて，状態を
x = [py pz θ vy vz ω]

T，入力を u = [T1 T2]
T とする．また，物理パラメータを Table 4.1に

示す．
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Table 4.1: Physical parameters of the target system

Parameter Variable Value

Body mass m 2.0

Rotational inertia Ixx 1.0

Arm length to propeller axis la 0.2

Acceleration of gravity g 9.81

以降では，まず対象システム (4.18)に対し，拡大双線形モデルを同定する．そして得られ
たモデルに基づき，本章で提案した LMPCアルゴリズム 2を適用し，その性能を評価する．
比較対象の制御手法として，真のシステムを予測モデルとしたNMPC(以下，NMPC)と，平
衡点近傍の線形近似モデルを予測モデルとしたLMPC（以下，ノミナルLMPC）の 2つを考
える．
ここで，ノミナル LMPCにおける線形近似モデルは，平衡状態 x̄ = [0 0 0 0 0 0]T，平衡
入力 ū = [1

2
mg 1

2
mg]T 近傍の一次のテーラー展開より，次式で得られる．

ẋ = Ax+Bu+W (4.19)

ここで，

A =


O3×3 I30 0 −g

0 0 0

0 0 0

 O3×3

 , B =


O3×2 0 0
1
m

1
m

− la
Ixx

la
Ixx


 , W =


O3×1 0

−g
0




である．
本評価においては，特に対象システムの姿勢が大きく傾いた非線形領域における制御性能
に差が現れると期待する．すなわち，非線形領域において線形近似モデルでは予測誤差が大
きくなるためノミナル LMPCの性能は悪化するが，提案手法では非線形性を捉えた拡大双
線形モデルを用いることで，より高い性能を発揮できると考えられる．

4.6.2 拡大双線形モデルの同定

拡大双線形モデルの同定にあたり，対象システム (4.18)はそのままでは不安定であるため，
原点への安定化コントローラを適用して同定用データを取得した．安定化コントローラとし
て，ノミナルモデル (4.19)を用いてLQRを設計した．そして，データ取得のためのサンプル
時間を 0.05[s]とし，100点のランダムな初期状態から原点に安定化させる動作を行った．こ
こで，初期値は x0 ∼ N (O6×1, σ0), σ0 = diag(1, 1, 0.1, 0, 0, 0)とした．また，信号を励起させ
るため，安定化フィードバック入力 ust = −Kxにノイズ信号 uvを加え，対象システムに入
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力した．ここで，Kはノミナルモデルに基づくLQRゲインである．また，uv ∼ N (O2×1, I2)

とした．
観測関数ベクトル h(x) = [xT ηT (x)]T については，対象システム (4.18)のダイナミクスに
含まれる状態の非線形要素を考慮し，η(x) = [cos θ sin θ 1]T と選定した．
また，今回は θ = 0近傍での不可制御性を回避するために，入力を u = ū+∆uと分解し，
平衡入力 ūからの差分∆uを新たな入力と見なして，拡大双線形モデルを同定した．入力の
選び方の違いによる可制御性への影響に関する考察は，Appendix Bを参照されたい．
以上の条件のもと同定した拡大双線形モデルに対し，テストデータを用いて予測精度を確
認した結果を Fig. 4.2に示す．テストデータでは，同定用データと異なる 30点のランダム
な初期値を使用し，各軌道について 2[s]のシミュレーションを行った．本結果より，多くの
軌道について真値に近い予測値が得られており，対象システムの非線形性をよく捉えられて
いると考えられる．なお，ここでは拡大双線形モデルを線形近似せず，双線形項を含むモデ
ルを用いて予測を行っていることに注意されたい．

-2 -1 0 1 2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

True

Predicted

start

end

Fig. 4.2: Prediction by the identified model with test data
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4.6.3 制御性能の評価結果

状態制約なしの場合

同定により得られた拡大双線形モデルを用いて，提案手法の評価を行った．まず，状態に
関する制約条件なしの場合のシミュレーション結果を示す．
今回，初期状態を [−15, 0, 0, 0, 0, 0]Tとし，目標状態を原点として，ドローンを水平移動差せる
制御を行った．シミュレーション時間は10[s]，サンプル時間は∆t = 0.05[s]，予測ホライゾンは
Np = 30，評価関数J2における重み行列は，P = 100 ·I6, Q = I6, R = 0.1 ·I2, ∆R = 0.001 ·I3
とした．また，入力に関する制約条件を T1, T2 ≥ 0とした．なお，今回はノイズの影響は考
慮していない．
また，NMPCのソルバにはCasADi [61]をインターフェースとして IPOPTを使用し，提
案手法およびノミナルMPCのソルバにはMATLABの quadprog関数を使用した．シミュ
レーション実行環境にはCore i5 CPU@1.20GHz, 24.0GBメモリ, Windows 10のPC上で動
作するMATLAB 2020bを使用した．
Fig. 4.3，Fig. 4.4に，各手法による状態と入力の比較結果をそれぞれ示す．なお，図中の
赤色の破線は制約条件を示す．また，ここでは比較のため，提案手法における予測誤差補償
を行わない場合の結果についても示している．
まずFig. 4.3に示す状態について，どの手法によっても原点へ安定化できている．ただし，
線形近似モデルを用いたノミナル LMPCは，NMPCと比較すると大きく異なる振る舞いを
示しているのに対し，提案手法ではNMPCとほとんど同様の応答が得られていることが分
かる．また，提案手法において，予測誤差補償なしの場合よりも，予測誤差補償ありの場合
の方が，よりNMPCに近い応答となっていることが分かる．
また，Fig. 4.4に示す入力についても同様の傾向がみられる．ただし，シミュレーション
開始直後の時間帯においては，提案手法においてもNMPCに対して若干の応答の違いが現
れていることが分かる．
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Fig. 4.3: States (without state constraint)
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ここで，提案手法における補償入力のグラフを Fig. 4.5に示す．このグラフより，シミュ
レーション開始直後，特に 1[s]程度までの時間においては，補償入力の絶対値が相対的に大
きくなっているが，それ以降は減少し，3[s]以降ではほとんど 0に収束していることが分か
る．これは，シミュレーション開始時には事前予測状態の誤差が大きく，それによって拡大
双線形モデルを近似した線形時変モデルによる予測誤差が大きいことにより，拡大状態に関
する制約条件を満たすための補償入力が計算されているためと考えられる．そして，反復計
算によって事前予測状態の精度が向上すると，予測モデルの精度が改善され，補償入力が不
要となって 0に近づいてく．
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また，次の評価関数により各手法の性能を定量的に評価した．

Je =
N∑
k=0

(∥xk − x̄∥2Q + ∥uk − ū∥2R) (4.20)

ここで，N は 10[s]のシミュレーションで取得したデータ点数である．NMPCの値を 1とし
て正規化した評価結果を Fig. 4.6に示す．この結果より，ノミナル LMPCではNMPCより
も性能が 90%低下するのに対し，提案手法ではNMPCとほぼ同等の制御性能を発揮できる
ことが示された．
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Fig. 4.6: Normalized objective function values (without state constraint)

状態制約ありの場合

次に，状態に関する制約条件として，対象システムの高度を限定し，|pz| < 0.1とした場合
のシミュレーション結果を示す．なお，今回は初期状態を [−10, 0, 0, 0, 0, 0]T とし，その他の
シミュレーション条件は前述の場合と同様とした．
Fig. 4.7，Fig. 4.8に，各手法による状態と入力の比較結果をそれぞれ示す．状態制約が
ある場合においても，制約がない場合と同様に，ノミナル LMPCと比べて提案手法の方が
NMPCに近い応答が得られている．ノミナル LMPCと提案手法の特に大きな違いとして，
ノミナル LMPCでは pzに関する制約条件に対してたびたび違反が見られるが，提案手法で
は制約条件を満足できている．これは，提案手法の方が状態の予測精度が優れているためで
あると考えられる．
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また，提案手法における補償入力のグラフを Fig. 4.9に示す．補償入力についても，状態
制約がない場合と同様に，シミュレーション開始直後は相対的に大きな値をとっているが，
3[s]以降ではほとんど 0に収束しており，事前予測状態の誤差が大きい間は拡大状態の予測誤
差を補償し，予測モデルの精度が改善されるにつれ値が小さくなっているものと考えられる．
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NMPCを 1として正規化した評価関数 (4.20)の値を，Fig. 4.10に示す．今回は状態制約
によって対象システムの動作範囲を限定したため，ノミナル LMPCにおいても状態制約な
しの場合ほどの大きな性能低下は無かった．しかしこの場合においても，提案手法の方がノ
ミナル LMPCよりもさらに優れており，NMPCとほぼ同等の制御性能を発揮できることが
示された．



53

1.00 1.06 1.00 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

NMPC Nominal Proposed

N
o

rm
al

iz
ed

 v
al

u
e

Fig. 4.10: Normalized objective function values (with state constraint)

4.6.4 計算時間の評価結果

最後に，計算時間の評価結果について述べる．Fig. 4.11に，予測ホライゾンNp = 10, 20, 30

の場合の，各手法の最適化ソルバの実行時間を示す．Fig. 4.11(a)とFig. 4.11(b)は，状態制
約なしの場合と制約条件ありの場合の評価結果をそれぞれ示している．
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この結果より，状態制約の有無に関わらず，提案手法ではNMPCよりも大幅に計算時間
を短縮できていることが分かる．一方，ノミナル LMPCと比較すると提案手法の方が計算
時間は長くなっている．この理由は，提案手法の方がモデルの次数が大きいことと，拡大状
態に関する制約条件を課していることが影響していると考えられる．
以上の結果より，提案手法ではNMPCと同等の制御性能を持ちながら，線形化によって

NMPCよりも低計算コストで実行可能であることを示し，提案手法の有効性を示すことがで
きた．

4.7 まとめ

本章では，未知の入力アフィンシステムを対象とし，データに基づき拡大双線形モデルを
同定し，それを活用して高い予測精度と低計算コストを両立するLMPCを提案した．拡大双
線形モデルは，対象システムの状態と入力のデータセットに基づき，最小二乗法によって数
値的に同定することができる．提案手法では，そのようにして求めた拡大双線形モデルを予
測モデルとしたMPCにおいて，拡大状態に関する制約条件を考慮した予測誤差補償と，事
前予測状態を活用した非線形要素の線形化を行うことで，高精度な予測が可能な LMPCを
実現した．
数値シミュレーションでは，2次元平面上で動作するドローンモデルを対象システムとし
て，提案手法の有効性検証を行った．その結果，真のモデルを用いたNMPCと同等の制御性
能を達成し，計算時間も大幅に低減可能であるという提案手法の有効性を示すことができた．



第5章 拡大双線形モデル誤差モデルを用
いた線形モデル予測制御

5.1 はじめに

本章では，4章の提案手法を応用し，既に得られているノミナルモデルのモデル誤差を補
償することで，高性能なMPCを実現する手法について検討する．このために，ノミナルモ
デルの予測誤差のダイナミクスを表現するモデル誤差モデル (Model-Error Model: MEM)を
活用した補償を考える．MEMのコンセプト自体は過去の研究で示されており，MEMを考
慮したMPCについても研究されている [62,63]．従来研究においては，MEMは線形なダイ
ナミクスと有界なゲインの組合せによってモデル化されており，これにより不確かさの範囲
を評価することでMPCのロバスト性を向上している．しかし，この方法ではノミナルモデ
ルの予測の不確かさを評価することはできるが，誤差を補償して予測精度を向上させること
は難しい．
ここで，一般に実システムは非線形システムであるため，MEMを高精度に同定するため
には，それに起因する非線形性を正確に捉える必要がある．このために，本章では，4章で
説明した拡大双線形化を活用してMEMを同定することを考える．
以上を踏まえ，本章では，Koopmanアプローチに基づき非線形特性を表現可能な拡大双線
形MEMを同定し，それによりノミナルモデルの予測誤差を補償することで，高性能なMPC

を実現する手法を提案する．まず，MEMと，それによるモデル誤差補償の考え方について
説明する．次に，対象システムおよびノミナルモデルから得られるデータに基づいて，拡大
双線形MEMを同定する手法について説明する．続いて，ノミナルモデルが線形システムで
ある場合を仮定し，ノミナルモデルと拡大双線形MEMを統合した誤差補償モデルを導出す
る．そして，4章の提案手法を応用して，誤差補償モデルを活用した LMPCアルゴリズムを
構築し，数値シミュレーションによりその有効性を示す．

5.2 モデル誤差モデル (Model-Error Model: MEM)

対象システムの実プラントのダイナミクスが次の入力アフィンシステムで表されるとする．

ẋ = fp(x) + gp(x)u (5.1)

56
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ここで，x ∈ Rnを状態，u ∈ Rmを入力とする．また，物理的知見などに基づき事前に得ら
れている，対象システムに関するノミナルモデルを次式で表す．

˙̂x = fm(x̂) + gm(x̂)u (5.2)

ここで，x̂ ∈ Rnはノミナルモデルの状態とし，入力のu次数は実プラントと同じと仮定する．
そして，共通の入力 uによって駆動された時の，実プラント (5.1)に対するノミナルモデ
ル (5.2)の状態誤差を x̃ := x − x̂と定義する．この時，uを入力とする x̃のダイナミクスを
表現したモデルを，モデル誤差モデル (Model-Error Model: MEM)と呼ぶ．MEMは，ノミ
ナルモデルの状態 x̂をパラメータと捉え，次式のように表すことができる．

˙̃x = fp(x)− fm(x̂) + (gp(x)− gm(x̂))u

:= fe(x̃, x̂) + ge(x̃, x̂)u
(5.3)

ここで，

fe(x̃, x̂) = fp(x̂+ x̃)− fm(x̂)

ge(x̃, x̂) = gp(x̂+ x̃)− gm(x̂)

である．
MEM(5.3)を高精度に得ることができれば，ノミナルモデル (5.2)による状態の予測誤差
をMEMによって補償することで，実プラント (5.1)の状態をより高精度に予測することが
できる．ノミナルモデル (5.2)とMEM (5.3)は共通の入力によって駆動されるため，MEM

を用いた誤差補償モデルは Fig. 5.1に示す形で構成することができる．

Nominal model

Model error model

Error compensated model

Fig. 5.1: Error compensation structure by model-error model
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5.3 拡大双線形MEMの同定

実プラントは一般に非線形システムであるため，ノミナルモデルが線形システムの場合で
あったとしても，MEMは非線形システムである．そこで本節では，4.3節の方法を応用して，
拡大双線形化を用いて非線形性を有するMEMを同定する手順を説明する．ここではMEM

を離散時間モデルとして同定する．まず，同定に用いるデータとして，実プラントの状態 x，
ノミナルモデルの状態 x̂，共通の入力 uに関するデータセット

D = {xk, x̂k, uk}, k = 0, ...,M (5.4)

が得られているとする．ここで，kは時刻インデックスであり，サンプル時間を∆tとする．実
プラントとノミナルモデルの状態のサンプル値を用いると，状態誤差 x̃k = xk−x̂k, k = 0, ...,M

を計算できる．このデータ取得のブロック図を Fig. 5.2に示す．

Real plant

Nominal model

Identification 
input State error

Nominal model 
state

Fig. 5.2: Block diagram for data acquisition

また，実プラントが不安定な場合や，対象とする動作領域でのデータを取得するため，例
えばノミナルモデルを用いた安定化コントローラを実プラントに適用した上でデータを取得
してもよい．その場合のデータ取得のブロック図を Fig. 5.3に示す．この構成の場合，安定
化入力 ustに対して励起信号 vを加えた信号 uを同定用入力として，実プラントとノミナル
モデルそれぞれに入力すればよい．
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Real plant

Stabilizing 
controller

Nominal 
model

Nominal model

Stabilized real plant

Excitation
signal

Fig. 5.3: Block diagram for data acquisition with controller

今，zk ∈ Rnz を拡大状態とし，次のように離散時間の拡大双線形MEMを考える．

zk+1 = Aezk +
m∑
i=1

Be
i zkuk(i) (5.5a)

x̃k = Cezk (5.5b)

(5.5)の各係数行列を，選定した観測関数に対して推定する．拡大状態を得るための観測関
数ベクトルを h(x̃, x̂)とする．ここで，MEM(5.3)のダイナミクスはノミナルモデルの状態 x̂

にも依存するため，観測関数の引数にもこれを含めている．観測関数は，物理モデルに関す
る知識などに基づき選定してもよいし，状態に関するある次数までの単項式のなどの基底関
数を用いる方法もある．
ここでは少なくとも，(5.5b)を成立させるため，状態誤差 x̃ を観測関数に含める．そして，

η(x̃, x̂) ∈ Rnηを x̃ の線形結合で表すことができない観測関数を並べたベクトルとして，観測
関数ベクトル h(x̃, x̂)を次の形で仮定する．

h(x̃, x̂) =

[
x̃

η(x̃, x̂)

]
(5.6)

データセットDが与えられた時，zk = h(x̃k, x̂k), k = 0, ...,M として，(5.5a)の各係数行
列Ae, Be

1, ..., B
e
mは，次の最適化問題を解いて求めることができる．

min
Ae,Be

1 ,...,B
e
m

M−1∑
k=0

∥∥∥∥∥zk+1 −

(
Aezk +

m∑
i=1

Be
i zkuk(i)

)∥∥∥∥∥
2

(5.7)

最適化問題 (5.7)は，サンプル時刻間の予測誤差を最小化するように係数行列を決定する
問題である．この解は，最小二乗法によって求めることができる．H = [Ae Be

1 ... B
e
m] ∈
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Rnz×nz(m+1)とし，さらに，

Z+ = [z2, ..., zM ], Zu =


z1 · · · zM−1

z1u1(1) · · · zM−1uM−1(1)
...

. . .
...

z1u1(m) · · · zM−1uM−1(m)

 (5.8)

とすると，Hの推定値は次式で計算することができる．

Ĥ = Z+Z
T
u (ZuZ

T
u )

−1 (5.9)

また，(5.6)より，(5.5b)の行列Ceは次式で 得られる．

Ce =
[
In On×nη

]
(5.10)

5.4 拡大双線形MEMを用いたLMPC

本節では，線形ノミナルモデルを対象として，拡大双線形MEMによって誤差を補償する
誤差補償モデルを導出し，それを用いたMPCの定式化を行う．さらに，4章の手法を応用
して事前予測状態を活用した線形化を行い，LMPCアルゴリズムを構築する．

5.4.1 誤差補償モデル

ノミナルモデルおよび同定されたMEMを活用し，MPCの予測モデルとして用いるため
の誤差補償モデルを構築する．以下では，ノミナルモデルとして離散時間線形システム

x̂k+1 = Ax̂k +Bu (5.11)

を考える．このノミナルモデルに対し，同定により得られる拡大双線形MEM(5.5)を統合し
た誤差補償モデルは，次のように構成できる．[

x̂k+1

zk+1

]
=

[
A 0

0 Ae

][
x̂k

zk

]
+

[
B

[Be
1zk · · · Be

mzk]

]
uk, (5.12)

xk =
[
In Ce

] [x̂k
zk

]
(5.13)

状態方程式 (5.12)において，ブロックの上段がノミナルモデルのダイナミクス，ブロック
の下段がMEMのダイナミクスを表している．また，出力方程式 (5.13)は，ノミナルモデル
の状態 x̂kとMEMの出力である状態誤差 x̃k = Cezkの和となっている．
ここで，MPCにおいて各サンプル時刻における実プラントの状態の観測値を xtとする．

この時，予測ホライゾンの初期ステップにおいてノミナルモデルの状態が実プラントの状態
に一致していると考えれば，観測関数ベクトル (5.6)を用いて，誤差補償モデルの状態の初
期値は次で与えられる． [

x̂0

z0

]
=

[
xt

h(On×1, xt)

]
(5.14)
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5.4.2 誤差補償モデルを用いたMPCの定式化

ここまでの関係式を用いて，誤差補償モデルを活用したMPCにおいて各時刻で解く最適
化問題は，次のように定式化できる．

minimize
uk

J1 (5.15a)

subject to

[
x̂0

z0

]
=

[
xt

h(On×1, xt)

]
(5.15b)[

x̂k+1

zk+1

]
=

[
A 0

0 Ae

][
x̂k

zk

]
+

[
B

[Be
1zk · · · Be

mzk]

]
uk,

k = 0, ..., Np − 1 (5.15c)

xk =
[
In Ce

] [x̂k
zk

]
, k = 0, ..., Np (5.15d)

Acon

[
xk

uk

]
+ bcon ≥ 0, k = 0, ..., Np (5.15e)

ここで，Npは予測ホライゾンである．また，評価関数 J1は次式で与えられる．

J1 = ∥xNp − xrNp
∥2P +

Np−1∑
k=0

(∥xk − xrk∥2Q + ∥uk − urk∥2R)

ここで，P, Q ∈ Rn×nは準正定，R ∈ Rm×mは正定な重み行列であり，xrk, k = 0, ..., Npと
urk, k = 0, ..., Np − 1はそれぞれ目標状態と目標入力とする．
ここで，誤差補償モデルのダイナミクス (5.15c)は非線形であるため，最適化問題 (5.15)は

NLP問題であることに注意されたい．

5.4.3 QP問題の定式化

続いて，最適化問題 (5.15)の計算コスト低減のため，非線形要素を線形化してQP問題と
して定式化することを考える．このために，4章の手法を応用し，事前予測状態を活用した
線形化と，その線形化により発生する予測誤差の補償を考える．
まず，予測ホライゾン上の状態列の事前予測値である事前予測状態を活用し，予測モデル

(5.15c)における状態依存の入力係数行列を時変行列として近似することを考える．誤差補
償システムの予測ホライゾン上の事前予測状態を [x̂∗Tk z∗Tk ]T , k = 0, ..., Npとする．また，誤
差状態に対応した事前予測値は x̃∗k = Cez∗k, k = 0, ..., Npとして得ることができる．この時，
事前予測状態を用いて，(5.15c)は次の線形時変システムとして近似できる．[

x̂k+1

zk+1

]
=

[
A 0

0 Ae

][
x̂k

zk

]
+

[
B

[Be
1z

∗
k · · · Be

mz
∗
k]

]
uk (5.16)
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ここで，事前予測状態の精度が低い場合，(5.16)の (5.15c)に対する近似精度が低くなり，
予測誤差が発生する恐れがある．この問題に対し，MEMが拡大双線形モデルで得られてい
ることを利用し，4.4.2項と同様に拡大状態に関する制約条件と，補償入力項を導入して対処
する．
まず，予測ホライゾンの kステップ目における拡大状態に関して，次の制約条件を設ける．

zk(n+ 1 : nz) = η(zk(1 : n), x̂k) (5.17)

ここで，zk(i : j)はMatlab表記を用いて zkの iから j番目の要素のベクトルを表すものと
する．制約条件 (5.17)は，予測ホライゾンの kステップ目において，MEMの拡大状態 zk

のうち元の状態に対応する部分ベクトル zk(1 : n)，拡大した部分に対応する部分ベクトル
zk(n+ 1 : nz)と，ノミナルモデルの状態 x̂kが，観測関数ベクトルの部分ベクトル η(x̃, x̂)に
よる写像の数値的な関係を満たす，という条件である．
さらに，制約条件 (5.17)は非線形であるため，QP問題を構成するためにはこれを線形化
する必要がある．(5.17)を事前予測状態 (x̃∗k, x̂

∗
k)近傍で線形近似すると，次の関係式が得ら

れる．

zk(n+ 1 : nz) = η(x̃∗k, x̂
∗
k) +

∂η

∂x̃

∣∣∣∣x̃=x̃∗
k

x̂=x̂∗
k

(zk(1 : n)− x̃∗k) +
∂η

∂x̂

∣∣∣∣x̃=x̃∗
k

x̂=x̂∗
k

(x̂k − x̂∗k) (5.18)

さらに，上記の制約条件を考慮した最適化問題の実行可能性を確保するために，拡大状態
のうち η(x̃, x̂) に対応した次元に対する補償入力 ∆uk ∈ Rnη を導入する．線形時変モデルと
して近似した誤差補償モデル (5.16)に対し補償入力 ∆uk を加えた予測モデルは次のように
なる． [

x̂k+1

zk+1

]
=

[
A 0

0 Ae

][
x̂k

zk

]
+

[
B

[Be
1z

∗
k · · · Be

mz
∗
k]

]
uk +

 On×1[
On×1

∆uk

] (5.19)
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以上より，補償入力∆ukを追加の最適化変数として，LMPCの各時刻で解くべき最適化
問題は次のように与えられる．

minimize
uk

J2 (5.20a)

subject to

[
x̂0

z0

]
=

[
xt

h(On×1, xt)

]
(5.20b)

[
x̂k+1

zk+1

]
=

[
A 0

0 Ae

][
x̂k

zk

]
+

[
B

[Be
1z

∗
k · · · Be

mz
∗
k]

]
uk +

 On×1[
On×1

∆uk

] ,
k = 0, ..., Np − 1 (5.20c)

xk =
[
In Ce

] [x̂k
zk

]
, k = 0, ..., Np (5.20d)

zk(n+ 1 : nz) = η(x̃∗k, x̂
∗
k) +

∂η

∂x̃

∣∣∣∣x̃=x̃∗
k

x̂=x̂∗
k

(zk(1 : n)− x̃∗k)

+
∂η

∂x̂

∣∣∣∣x̃=x̃∗
k

x̂=x̂∗
k

(x̂k − x̂∗k), k = 1, ..., Np (5.20e)

Acon

[
xk

uk

]
+ bcon ≥ 0, k = 0, ..., Np (5.20f)

評価関数 J2は，∆uk に関する重み行列をR∆ ∈ Rnη×nη として次式で与えられる．

J2 = ∥xNp − xrNp
∥2P +

Np−1∑
k=0

(∥xk − xrk∥2Q + ∥uk − urk∥2R + ∥∆uk∥2R∆
)

最適化問題 (5.20)は，初期ステップにおける拡大状態 z0を求める (5.20b)を除き，二次形
式の評価関数と線形の制約条件で構成されており，高速なQPソルバで解くことが可能な定
式化となっている．

5.4.4 事前予測状態の取得

事前予測状態の取得手順は，3.4.2項および 4.5.2項で説明した内容と同様である．まず，
ある時刻 tにおいて最適化問題 (5.20)を解いて得られた最適入力列 uk, ∆ukと，予測モデル
(5.20c)を用いて，各ステップにおける予測状態の最適値 x̂∗−k , z∗−k , k = 0, ..., Npを計算する
ことができる．
また，制御周期が予測モデル (5.20c)のサンプル時間∆tと一致していると仮定する．この
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時，事前予測状態は次のようにして取得することができる．[
x̂∗k
z∗k

]
=

[
x̂∗−k+1

z∗−k+1

]
, k = 0, ..., Np − 1[

x̂∗Np

z∗Np

]
=

[
x̂∗−Np

z∗−Np

] (5.21)

また，制御ループの初期時刻においては，対象システムの初期状態を xt0として，事前予
測状態を次のように取得することができる．

z∗k = h(On×1, xt0), k = 0, ..., Np (5.22)

5.4.5 LMPCアルゴリズム

以上の議論より，提案手法の LMPCアルゴリズムはAlgorithm 3のようにまとめられる．

Algorithm 3 LMPC with error-compensated model

Require: Reference trajectory (xr, ur)

while Controller is running do

Observe current state xt of the system

if t=0 then

Set the prior-predicted states x̂∗k, z
∗
k by (5.22)

end if

Solve the optimization problem (5.20) with the prior-predicted states x̂∗k, z
∗
k

Update the prior-predicted states x̂∗k, z
∗
k by (5.21)

Apply first input u0 to the system

end while

本提案手法によれば，線形ノミナルモデルと拡大双線形MEMを統合した誤差補償モデル
を予測モデルとして，実プラントに対し高精度に状態を予測し，最適入力を計算することが
できる．これにより，事前に得られているノミナルモデルの情報を活用した上で，そのモデ
ル誤差による予測誤差を補償し，高性能なMPCを実現できる．さらに，4章の手法を応用
して事前予測状態を用いた線形化と予測誤差補償を行うことで最適化問題をQP問題として
定式化し，高速に求解することができる．
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5.5 数値シミュレーション

本節では，4章と同様に，2次元平面上で動作するドローンモデルを対象システムとして，
数値シミュレーションにより提案手法の有効性を評価した結果を説明する．

5.5.1 対象システム

対象システムとして，Fig. 4.1に示す 2次元平面で動作するドローンを考える．対象シス
テムのダイナミクスは次式で与えられる．

d

dt



py

pz

θ

vy

vz

ω


=



vy

vz

ω

0

−g
0


+



0 0

0 0

0 0

− 1
m
sin θ − 1

m
sin θ

1
m
cos θ 1

m
cos θ

− la
Ixx

la
Ixx


[
T1

T2

]
, (5.23)

ここで，py, pzは y, z座標 [m]，θは角度 [rad]，vy, vzは y, z軸方向の速度 [m/s]，ωは角速度
[rad/s]，T1, T2は左右のプロペラのスラスト力 [N]である．このシステムにおいて，状態を
x = [py pz θ vy vz ω]

T，入力を u = [T1 T2]
T とする．また，パラメータは重量m = 2.0，回

転慣性 Ixx = 1.0，プロペラ軸までのアーム長 la = 0.20，重力加速度 g = 9.81とした．
これに対し，ノミナルモデルとして，平衡状態 x̄ = [0, 0, 0, 0, 0, 0]T，平衡入力 ū = [1

2
mg, 1

2
mg]T

近傍での線形近似モデルを考える．また，ノミナルモデルは，実プラント (5.23)に対してパ
ラメータ誤差を持つものとし，m, Ixx, laについて 5%, 20%, 10%の増加方向の誤差をそれぞ
れ仮定した．
パラメータの一覧をTable 5.1に示す．

Table 5.1: Physical parameters of the real plant and the nominal model

Parameter Variable Real plant Nominal model (error)

Body mass m 2.0 2.1 (+5%)

Rotational inertia Ixx 1.0 1.2 (+20%)

Arm length to propeller axis la 0.20 0.22 (+10%)

Acceleration of gravity g 9.81 9.81 (0%)

5.5.2 MEMの同定

MEMの同定にあたり，対象システム (5.23)を原点へ安定化させるコントローラとしてノ
ミナルモデルに基づき設計した LQRを適用し，同定用データを取得した．データ取得のサ
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ンプル時間は 0.05[s]とし，100点のランダムな初期状態から原点に安定化させる動作を行っ
た．ここで，初期値は x0 ∼ N (O6×1, σ0), σ0 = diag(1, 1, 0.1, 0, 0, 0)とした．また，信号を励
起させるため，安定化フィードバック入力 ust = −Kxにノイズ信号 uvを加え，対象システ
ムに入力した．ここで，Kはノミナルモデルに基づくLQRゲインであり，uv ∼ N (O2×1, I2)

とした．観測関数は，対象システムに関する物理的知見に基づき，

η(x̃, x̂) =


θ̂

cos (θ̂ + θ̃)

sin (θ̂ + θ̃)

1

 (5.24)

と選定した．
以上の条件のもとMEMを同定し，それをノミナルモデルと統合して誤差補償モデルを構
築した．誤差補償モデルの予測精度を，テストデータを用いて確認した結果を Fig. 5.4に示
す．テストデータでは，訓練データと異なる 30点のランダムな初期値を使用し，各軌道に
ついて 2[s]のシミュレーションを行った．この結果より，ノミナルモデルのみの状態予測値
は真値に対して大きくずれているのに対し，MEMとの統合モデルでは真値に近い予測値が
得られていることが分かる．
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Fig. 5.4: Comparison of prediction accuracy
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5.5.3 評価結果

前述の同定により得られたモデルを用いて，提案の LMPCの評価を行った．なお，比較
対象として，真のシステムを予測モデルとしたNMPC（以下，NMPC）と，ノミナルモデル
を予測モデルとした LMPC（以下，ノミナル LMPC）の 2つを評価した．
ここでは，5[s]ごとに y軸に沿って 15[m]ジャンプする目標位置を与え，ドローンをアグ
レッシブに水平方向に反復移動させる制御を行った．サンプル時間は∆t = 0.05[s]，予測ホ
ライゾンの長さはNp = 30，評価関数 J2における重み行列は，P = 100 · I6, Q = I6, R =

0.1 · I2, ∆R = 0.001 · I4とした．また，入力に関する制約条件として，T1, T2 ≥ 0とした．
なお，NMPCのソルバにはCasADi [61]をインターフェースとして IPOPTを使用し，提

案手法およびNominal LMPCのソルバにはMATLABの quadprog関数を使用した．シミュ
レーション実行環境にはCore i5 CPU@1.20GHz, 24.0GBメモリ, Windows 10のPC上で動
作するMATLAB 2020bを使用した．
Fig. 5.5，Fig. 5.6に，各手法による状態と入力の比較結果をそれぞれ示す．まずノミナル

LMPCによる制御結果については，目標値に対して安定して追従できておらず，しばしば大
きな誤差が発生している．これは特に姿勢変化が大きくなったときに，実プラントの非線形
な特性に対する予測精度が低下していることに起因していると考えられる．これに対し提案
手法では，目標値に対して安定した追従が実現できており，その応答は真のモデルを用いた
NMPCとほとんど一致していることが分かる．
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また，提案手法における補償入力のグラフを Fig. 5.7に示す．グラフより，各拡大状態に
対応する補償入力は，目標値が切り替わる前後のタイミングで相対的に大きな値をとってい
ることが分かる．これにより，特に過渡応答において，補償入力によって近似による予測誤
差をうまく補償できているものと考えられる．
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続いて，シミュレーション時間全体に対する評価関数の値を比較した結果を，Fig. 5.8に
示す．NMPCの値を 1として正規化すると，Nominal LMPCでは 2.07であるのに対し，提
案手法では 0.99であった．この結果より，ノミナルモデルのみでは 2倍以上の性能悪化が発
生してしまうが，提案手法により，真のモデルを用いたNMPCと同等の性能を達成できて
いることが分かる．
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最後に，Fig. 5.9に，予測ホライゾンNp = 10, 20, 30の場合の，各手法の最適化ソルバの
実行時間を示す．この結果より，提案手法ではNMPCよりも大幅に計算時間を短縮できて
いることが分かる．一方，ノミナル LMPCと比較すると提案手法の方が計算時間は長いが，
これはモデル次数と制約条件の増加によるものと考えられる．
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以上の評価結果より，提案手法は，NMPCと比べて大幅に短い時間で，ノミナル LMPC

よりも高い制御性能を実現できており，計算時間と制御性能の両方に対して優位性を持つと
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言える．

5.6 まとめ

本章では，拡大双線形モデルを用いたMPCを応用し，事前に対象システムのモデルが得ら
れている場合に，そのモデル誤差を補償して高性能なMPCを実現する手法を提案した．ま
ず，事前に得られているノミナルモデルの実プラントに対するモデル誤差を拡大双線形MEM

として同定する方法を示し，ノミナルモデルと拡大双線形MEMを統合した誤差補償モデル
を導出した．さらに，誤差補償モデルを予測モデルとしたMPCにおいて，拡大状態に基づ
く制約条件による予測誤差補償と，事前予測状態を用いた線形化を考慮することで，高精度
な予測と低計算コストを両立する LMPCを提案した．
数値シミュレーションでは，2次元平面上で動作するドローンモデルを対象としたアグレッ
シブな制御を行い，提案手法の有効性検証を行った．真のモデルを用いたNMPCと，ノミ
ナルモデルを用いた LMPCとの比較を行った結果，制御性能と計算コストに関して提案手
法の優位性を検証することができた．



第6章 拡大双線形モデルを用いた線形モ
デル予測制御のスケーラビリティ
向上

6.1 はじめに

これまでの各章の提案手法で用いた予測誤差補償では，観測関数の数と予測ホライゾンの
長さに応じて，最適化問題における制約条件と最適化変数が増加する．このため，観測関数
の数や予測ホライゾン長が大きい場合には，計算時間が大きく増加してしまうという問題が
あった．これまでの各章における数値シミュレーションでは比較的低次の対象システムを扱
い，観測関数の数は最大でも 4つ (拡大状態は 10次元)，予測ホライゾンは 30ステップであっ
たが，より実践的なシステムを対象とした場合，非線形性の複雑さに応じてより多くの観測
関数を用意する必要がある状況が想定される．したがって，前述の提案手法の実用性を向上
するためには，スケーラビリティ向上が重要な課題である．
そこで本研究では，4章の提案手法をベースに，拡大双線形モデルに基づくスケーラブル
な LMPCを提案し，実践的な非線形システムに適用可能であることを示す．本章では，実
践的な非線形システムの例として，3次元空間で動作するクアッドロータを対象として扱う．
ここで，クアッドロータモデルは解析的に拡大双線形化可能であるため，まずその拡大双線
形モデルを導出する．さらに，MPCの定式化において，拡大状態に関する制約条件を追加
する代わりに，拡大状態の各要素が満たすべき数値的関係の誤差をフィードバックする補償
入力を新たに導入する．これにより，拡大双線形モデルに基づくスケーラブルなLMPCアル
ゴリズムを構築する．そして，クアッドロータモデルを対象システムとした数値シミュレー
ションにより，提案手法の有効性を示す．

6.2 対象システムと拡大双線形モデルの導出

本節では，本章で扱う対象システムと，その拡大双線形モデルの導出について説明する．

6.2.1 対象システム

本研究では，実践的な非線形特性を持った制御対象の例として，3次元空間で動作するク
アッドロータを考える．ここでは，[64]で用いられているキネマティックモデルを参考にす

73
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る．対象システムの模式図を Fig. 6.1に示す．

Fig. 6.1: Quadrotor kinematic model

対象システムの状態を，x = [pT , qT , vT ]T ∈ Rnx とする．ここで，p = [px, py, pz]
T は基準

座標系Oにおける機体の位置（すなわち，機体座標系Obの原点），q = [qw, qx, qy, qz]
T はク

オータニオンで表現される機体座標系Obの基準座標系Oに対する姿勢，v = [vx, vy, vz]
T は

基準座標系Oにおける機体の速度とする．また，対象システムの入力を，u = [ωT , T ]T ∈ Rm

とする．ここで，ω = [ωx, ωy, ωz]
T は機体座標系Obにおける角速度，T は機体重量で正規化

されたスラスト力とする．以上より，状態と入力の次数はそれぞれ nx = 10,m = 4である．
これらの変数を用いて，対象システムのダイナミクスは次の非線形入力アフィンシステム
として与えられる．

d

dt

pq
v

 =

 v

O4×1

−gvec

+

 O3×3 O3×1

1
2
Q(q) O4×1

O3×3 R(q)

[ω
T

]
(6.1)

ここで，gvec = [0, 0, 9.81]T は重力加速度ベクトルである．また，Q(q), R(q)はそれぞれ次式
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で表される．

Q(q) =


−qx −qy −qz
qw −qz qy

qz qw −qx
−qy qx qw

 (6.2)

R(q) =

2(qwqy + qxqz)

2(qyqz − qwqx)

1− 2(q2x + q2y)

 (6.3)

なお，クオータニオン qは，|q| = 1を満たす．

6.2.2 拡大双線形モデルの導出

続いて，対象システムの拡大双線形モデルの導出について説明する．4.2節で説明した入
力アフィンシステムのKoopman Bilinear Form (KBF) (4.3)への変換においては，一般には
条件を満たす有限個のKoopman固有関数の組を見つけることは難しく，KBFは無限次元と
なる．このため，実用的には有限個の観測関数を選び，4.3節で説明したようなデータドリ
ブンな方法により，近似的に有限次元の拡大双線形モデルを同定する．しかし，今回の対象
システム (6.1)では，観測関数を適切に選択することで，解析的に拡大双線形化することが
できる．以降ではその方法について説明する．
観測関数ベクトルを，元の状態ベクトル xと，状態ベクトルの非線形関数ベクトル η(x)を
連結したベクトル

h(x) =

[
x

η(x)

]
(6.4)

とする．ここで，η(x)の構成要素として，クオータニオン qの要素に関する全ての 2次の単
項式と，定数項を考える．すなわち，η(x) ∈ Rnη を，次のように構成する．

η(x) = [q2w, q
2
x, q

2
y , q

2
z , qwqx, qwqy, qwqz, qxqy, qyqz, qzqx, 1]

T (6.5)

ここで，nη = 11である．
このようにすると，(6.1)において，まずR(q)がh(x)に関して線形な形で表せるため，状態x

の時間微分はh(x)に関して双線形な形で表現することができる．続いて，η(x)の要素のうち，
クオータニオンの要素の2次の単項式について，その時間微分を考える．qa, qb ∈ {qw, qx, qy, qz}
とすると，qaqbの時間微分は次のようになる．

d

dt
(qaqb) = q̇aqb + qaq̇b (6.6)

ここで，(6.1)より

q̇ =
1

2
Q(q)ω (6.7)
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であるため，q̇a, q̇b ∈ {q̇w, q̇x, q̇y, q̇z}は，いずれも qの要素の一次の項と入力変数 ωの要素の
クロスタームで表される．したがって，(6.6)より，qaqbの時間微分は qの要素の二次の項と
入力変数ωの要素のクロスタームで表され，h(x)に関して双線形な形で表現することができ
る．また，η(x)の要素のうち，定数項の時間微分はゼロである．
以上より，元の状態を観測関数ベクトルにより写像した拡大状態をz = h(x) ∈ Rnz (nz = 21)

とすると，対象システムは，次のような連続時間の拡大双線形システムに厳密に変形するこ
とができる．

ż = Acz +
m∑
i=1

Bcizu(i) (6.8a)

x = Pz (6.8b)

ここで，u(i)は uの i番目の要素であり，Ac, Bci (i = 1, ...,m)は適切な定数行列，P =

[Inx , Onx×nη ]は拡大状態 zから元の状態 xへの射影行列である．さらに，サンプル時間を∆t，
時刻インデックスを kとすると，オイラー近似により次の離散時間の拡大双線形モデルを得
ることができる．

zk+1 = Azk +
m∑
i=1

Bizkuk(i) (6.9a)

xk = Pzk (6.9b)

ここで，A = Inz + Ac∆t, Bi = Bci∆t (i = 1, ...m)である．
なお，ここでは観測関数の一つに定数を含めることにより (6.8a)を導出したが，入力に関
する線形項を別途考慮することで，定数項は観測関数から除外することができる．そのよう
にすることで，拡大状態の次元をさらに減らすことができる．
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6.3 拡大双線形モデルを用いたスケーラブルなLMPC

本節では，まず拡大双線形モデルを用いてNMPCとしての定式化を行った上で，4章の提
案手法における課題を解決するための新たな予測誤差補償手法を導入し，拡大双線形モデル
を用いたスケーラブルな LMPCアルゴリズムを提案する．

6.3.1 拡大双線形モデルを用いたMPCの定式化

拡大双線形モデルを用いた LMPCの構築に向け，まずNMPCとしての定式化を行う．各
時刻で解く最適化問題を次のように構成する．

minimize
uk

J (6.10a)

subject to z0 = h(xt) (6.10b)

zk+1 = Azk +
m∑
i=1

Bizkuk(i), k = 0, ..., Np − 1 (6.10c)

xk = Pzk, k = 0, ..., Np (6.10d)

Acon

[
xk

uk

]
+ bcon ≥ 0, k = 0, ..., Np (6.10e)

ここで，Npは予測ホライゾン，xtは時刻 tにおいて観測された状態とする．Acon, bconは状
態と入力に関する線形制約条件を構成する行列およびベクトルである．また，評価関数 Jは
次式で与えられる．

J = ∥xNp − xrNp
∥2P +

Np−1∑
k=0

(∥xk − xrk∥2Q + ∥uk − urk∥2R)

ここで，P, Q ∈ Rnx×nxは準正定，R ∈ Rm×mは正定な重み行列であり，xrk, k = 0, ..., Npと
urk, k = 0, ..., Np − 1はそれぞれ目標状態と目標入力とする．
以上の定式化では，拡大双線形モデルによる予測式 (6.10c)が非線形であるため，最適化
問題 (6.10)はNLP問題である．以降では，この最適化問題を，より効率的に解くことので
きるQP問題として定式化することを考える．

6.3.2 予測誤差補償手法の改良

最適化問題 (6.10)をQP問題に変換するために，後述するように拡大双線形モデル (6.10c)

を線形近似する．ここでは，この線形近似によって発生する誤差を吸収するための予測誤差
補償について，4章の提案手法（以下では，従来手法とする）を改良した手法について説明
する．
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従来手法では，拡大双線形モデルにおける，観測関数による状態の拡大に関する特徴を活
用した予測誤差補償を提案した．具体的には，最適化問題 (6.10)に対し，次のような観測関
数に基づく等式制約条件を追加した．

zk(nx + 1 : nz) = η(zk(1 : nx)), k = 1, ..., Np (6.11)

これは，予測ホライゾンの各時刻ステップにおいて，拡大状態 zkのうち，元の状態に対応す
る要素 zk(1 : nx)と，非線形観測関数ベクトルに対応する要素 zk(nx + 1 : nz)が，観測関数
η(x)を介した数値的な関係性を満たすようにするための制約条件である．従来手法ではさら
に，最適制御問題の可解性を確保するため，拡大状態 zkのうち，非線形観測関数ベクトルに
対応した次元について，補償入力項を新たな最適化変数として導入した．すなわち，(6.10c)

に対して補償入力項∆ukを加え

zk+1 = Azk +
m∑
i=1

Bizkuk(i) +

[
Onx×1

∆uk

]
, k = 0, ..., Np − 1 (6.12)

として，∆ukを各時刻ステップ kに関して独立な新たな最適化変数として追加した．
しかしながら，これらの制約条件と最適化変数の数は，非線形観測関数ベクトル η(x)の
次数 nη，および予測ホライゾンの長さNpに伴って増大する．具体的には，制約条件 (6.11)

と最適化変数∆ukは，ともに nηNp個増加することになる．このため，これらの制約条件と
最適化変数を追加した最適化問題を，最終的に全ての非線形要素を線形近似することにより
QP問題に帰着させたとしても，nηやNpの大きさによっては計算コストが大きく増大して
しまうという課題がある．
この課題を解決するため，本章の提案手法では，(6.11)の両辺の差を拡大状態にフィード

バックすることにより誤差補償を行うことを考える．すなわち，予測モデル (6.10c)を，次
式のように変更する．

zk+1 = Azk +
m∑
i=1

Bizkuk(i)− γ(zk − h(zk(1 : nx))) (6.13)

ここで，γ ∈ Rはフィードバックゲインである．ここで，追加した誤差補償項のうちフィー
ドバックゲインを除く部分は，観測関数ベクトル (6.5)より

zk − h(zk(1 : nx))) =

[
zk(1 : nx)

zk(nx + 1 : nz)

]
−

[
zk(1 : nx)

η(zk(1 : nx))

]

=

[
Onx×1

zk(nx + 1 : nz)− η(zk(1 : nx))

] (6.14)

となる．したがって，拡大状態 zkのダイナミクスに対して追加した誤差補償項は，元の状
態に対応する次元 zk(1 : nx)には影響を与えず，非線形観測関数ベクトルに対応する次元
zk(nx+1 : nz)のダイナミクスについて，(6.11)の両辺の差をフィードバックするものである．
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この定式化によれば，従来手法における制約条件と最適化変数の追加を必要とすることな
く，拡大双線形モデルの予測誤差補償を行うことができる．これによって，非線形観測関数
の数と予測ホライゾンの長さに関して，前述のスケーラビリティの課題に対する改善が期待
できる．

6.3.3 事前予測状態を用いたQP問題の定式化

続いて，予測誤差補償を含む拡大双線形モデル (6.13)を線形化し，各時刻で解く最適化問
題をQP問題として定式化する．このために，4章と同様に，予測ホライゾン上の最適状態
列の予測値である事前予想状態を用いた近似を考える．
ここでは簡単のため，制御周期が拡大双線形モデル (6.13)のサンプル時間∆tと一致して
いると仮定する．この時，前時刻で求めた最適状態列を z∗−k , k = 0, ..., Npとすると，事前予
測状態 z∗k, k = 0, ..., Npは次式のように得ることができる．

z∗k = z∗−k+1, k = 0, ..., Np − 1

z∗Np
= z∗−Np

(6.15)

また，初期時刻においては，前時刻の最適状態列を利用できないため，次のように，初期時
刻の状態 xtに関する拡大状態を，全ての時刻ステップに使用する．

z∗k = h(xt), k = 0, ..., Np (6.16)

ここで，元の状態空間に射影した事前予測状態は，次のように計算できる．

x∗k = Pz∗k, k = 0, ..., Np (6.17)

以上のようにして得られる事前予測状態を用いて，(6.13)は，各時刻ステップにおいて次
のように近似できる．

zk+1 ≈ Azk +
m∑
i=1

Biz
∗
kuk(i)− γ

(
zk −

(
h(x∗k) +

∂h

∂x

∣∣∣∣
x=x∗

k

(Pzk − x∗k)

))
= Ã(z∗k)zk + B̃(z∗k)uk + W̃ (z∗k)

(6.18)

ここで，

Ã(z∗k) = A− γ

(
Inz −

∂h

∂x

∣∣∣∣
x=Pz∗k

P

)
(6.19a)

B̃(z∗k) = [B1z
∗
k, ..., Bmz

∗
k] (6.19b)

W̃ (z∗k) = γ

(
h(Pz∗k)−

∂h

∂x

∣∣∣∣
x=Pz∗k

Pz∗k

)
(6.19c)
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である．(6.18)は，時刻ステップ kに応じて係数行列が変化する，線形時変システムとみな
すことができる．
以上より，事前予測状態 z∗k, k = 0, ..., Npが得られているものとした時，LMPCの各制御
周期において解くべき最適化問題は次のように与えられる．

minimize
uk

J (6.20a)

subject to z0 = h(xt) (6.20b)

zk+1 = Ã(z∗k)zk + B̃(z∗k)uk + W̃ (z∗k), k = 0, ..., Np − 1 (6.20c)

xk = Pzk, k = 0, ..., Np (6.20d)

Acon

[
xk

uk

]
+ bcon ≥ 0, k = 0, ..., Np (6.20e)

最適化問題 (6.20)は，初期ステップにおける拡大状態 z0を求める (6.20b)を除き，二次形式
の評価関数と線形の制約条件で構成されており，高速なQPソルバて解くことが可能な定式
化となっている．

6.3.4 LMPCアルゴリズム

以上の議論より，本稿で提案する拡大双線形モデルに基づく LMPCアルゴリズムは，Al-

gorithm 4のようにまとめることができる．

Algorithm 4 LBM-LMPC

Require: Reference trajectory (xr, ur)

while Controller is running do

if t=0 then

Set the prior-predicted states z∗k by (6.16)

end if

Observe current state xt of the system

Solve the optimization problem (6.20) with the prior-predicted states z∗k
Update the prior-predicted states z∗k by (6.15)

Apply first input u0 to the system

end while

本提案手法によれば，事前予測状態を用いて線形近似した拡大双線形モデルに基づく状態
予測と，観測関数に基づく誤差補償を，同時に実行することができ，反復的に事前予測状態
および予測モデルの精度を改善することができる．さらに，4章の提案手法と比較して，最
適化問題 (6.20)では制約条件と最適化変数の数が増加しないため，観測関数や予測ホライゾ
ンの長さに応じて計算コストが大幅に増大することがないという利点がある．
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6.4 数値シミュレーション

本節では，6.2節で示したクアッドロータモデルを対象システムとして，提案手法の有効
性をシミュレーションにより評価した結果を説明する．

6.4.1 評価条件

本シミュレーションでは，以下の 4つの手法に関する比較を行った．

• NMPC: 真のモデルに基づくNMPC

• Nom-LMPC: ノミナルモデルに基づく LMPC

• LBM-LMPC(Conv.): 4章の提案手法による拡大双線形モデルに基づく LMPC

• LBM-LMPC(Proposed): 本章の提案手法による拡大双線形モデルに基づく LMPC

なお，Nom-LMPCについては，4章と同様に，姿勢が大きく傾いた際の非線形性を考慮の
有無による性能の違いを評価することを目的とした．ここで，ノミナルモデルは，平衡状態
x̄ = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0]T，平衡入力 ū = [0, 0, 0, 9.81]T 近傍で，1次のテーラー展開を行っ
て導出した．
ここでは，上記の各手法を用いて，10点の初期位置 p0と初期姿勢 q0を一様にランダムに
取得し，それらの初期値から原点へ安定化する制御を各手法で実行した．ここで，初期位置
と初期姿勢の範囲は，[−1,−1,−1] ≤ pT0 ≤ [1, 1, 1]，[0,−1,−1,−1] ≤ qT0 ≤ [1, 1, 1, 1]とし，
q0についてはランダムな値を取得後，ノルムが 1となるように正規化した．また，サンプル
時間は∆t = 20[ms]とした．予測ホライゾンの長さは基本的にNp = 30とし，計算時間の評
価においてのみNp = 10, 20, 30とした．評価関数 Jにおける重み行列は，P = 100 · I10, Q =

I10, R = 0.1 · I4とした．入力に関する制約条件として，T ≥ 0とした．また，提案手法にお
ける誤差補償のフィードバックゲインは，行列 Ã(z∗k)の固有値の絶対値が 1以下となるよう
に選び，γ = 1とした．
なお，NMPCのソルバにはCasADi [61]を介して IPOPTを使用し，提案手法およびNominal

MPCのソルバにはMATLABの quadprog関数を使用した．シミュレーション実行環境には
Core i5 CPU@1.20GHz, 24.0GBメモリのWindows 10のPC上で動作するMATLAB 2020b

を使用した．

6.4.2 制御性能の評価結果

Fig. 6.2に，それぞれの手法による全ての初期値からの軌道を，3次元空間で表示した結果
を示す．この結果より，全ての手法において，対象システムを全ての初期値から原点に安定化
できているが，特にNom-LMPCは，他の手法に対して大きく逸脱した軌道となっていること
が分かる．これは，ノミナルモデルでは姿勢が大きく傾いた際のダイナミクスの非線形性を
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Fig. 6.2: 3D trajectories from 10 random initial points

考慮できていないためであると考えられる．一方で，NMPCに対して，LBM-LMPC(Conv.)

および LBM-LMPC(Proposed)は，ほぼ同等の軌道となっていることが分かる．
次に，このうちのある初期値からの軌道に関する状態と入力の時間変化グラフを，Fig.

6.3 および Fig. 6.4 にそれぞれ示す．これらの結果より，対象の軌道においては，Nom-

LMPCでは状態と入力がともに大きく乱れているのに対し，LBM-LMPC(Conv.)およびLBM-

LMPC(Proposed)は NMPCとほぼ同等の振る舞いを達成できていることが分かる．特に，
LBM-LMPC(Conv.)とLBM-LMPC(Proposed)の挙動が全ての状態と入力に関してほとんど
一致していることが分かる．これより，提案手法において導入した誤差補償は，4章の提案
手法における誤差補償とほぼ同等の効果を発揮できていると考えられる．また，ここではあ
るひとつの軌道に着目した結果を示したが，他の初期値からの軌道についても同様の結果が
みられた．
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Fig. 6.3: States comparison for a single trajectory
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Fig. 6.4: Inputs comparison for a single trajectory

続いて，Fig. 6.5に，シミュレーション時間全体に対する評価関数値の比較結果を示す．
ここでは，各手法の値をNMPCの値で正規化し，全軌道分の平均値を算出している．この
結果より，Nom-LMPCではNMPCと比較して評価関数値が 74%と大幅に悪化しているのに
対し，LBM-LMPC(Conv.)と LBM-LMPC(Proposed)では，双方ともに 1%しか性能の違い
が無く，高性能な制御を実現できていることがわかる．
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Fig. 6.5: Normalized objective function values

6.4.3 計算時間の評価結果

異なる予測ホライゾンの長さ (Np = 10, 20, 30)に対して，各手法における最適化ソルバの実
行時間を測定した結果を，Fig. 6.6に示す．この結果より，まず，NMPCとLBM-LMPC(Conv.)

では，予測ホライゾンの長さとともに計算時間が著しく増大していることが分かる．特に，
LBM-LMPC(Conv.)においては，予測ホライゾン長が小さい場合にはNMPCよりも高速な
求解ができているが，予測ホライゾン長が大きいと，むしろNMPCよりも計算時間が大き
くなってしまっている．4章の数値シミュレーションでは，対象システムに拡大双線形化に
おいて設定した観測関数の数が少なかったため，Np = 30の場合でも提案手法の優位性を示
せたが，本章の対象システムのように，より複雑な対象では考慮すべき観測関数の数が多く
なり，結果として計算時間が増大してしまうという課題があることが分かる．
これに対し，Nom-LMPCと LBM-LMPC(Proposed)では，今回用いた予測ホライゾンの
範囲内では計算時間が十分に小さく，またその増加は緩やかである．この結果より，本章の
提案手法LBM-LMPC(Proposed)によれば，4章の提案手法LBM-LMPC(Conv.)で課題とな
る計算時間の増大を解決し，観測関数の数と予測ホライゾンに関してスケーラビリティを向
上できていることが分かる．なお，LBM-LMPC(Proposed)の方が若干計算時間の増大幅が
やや大きいが，これは，状態の拡大によって予測モデルの次数が大きくなっている影響であ
ると考えられるが，今回のシミュレーション条件を踏まえれば，実用上十分にリアルタイム
性を担保できると考えられる．
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6.5 まとめ

本章では，4章の提案手法におけるスケーラビリティの課題を解決し，実践的な対象シス
テムに対しても適用可能な，拡大双線形モデルに基づく LMPCを提案した．ここでは，対
象システムとして 3次元空間で動作するクアッドロータを取り上げ，まずその解析的な拡大
双線形モデルを導出した．提案手法では，拡大双線形モデルを用いたMPCの予測モデルに
おいて，拡大状態の各要素が満たすべき観測関数に基づく数値的関係の誤差をフィードバッ
クする，新たな予測誤差補償手法を導入した．これにより，従来手法の課題であった，観測
関数の数と予測ホライゾンの長さに対する制約条件と最適化変数の増大を回避し，スケーラ
ビリティを改善した LMPCアルゴリズムを構築した．
数値シミュレーションでは，対象システムであるクアッドロータに対する安定化制御を行
い，提案手法の有効性を検証した．その結果，提案手法によって，真のモデルを用いたNMPC

と同等の制御性能を達成し，かつ計算時間の大幅な低減が可能であることを確認できた．特
に，比較対象とした従来手法では予測ホライゾン長に対して計算時間が大幅に増大してしま
うのに対し，提案手法では計算時間の増大を十分に抑制することができ，スケーラビリティ
が大幅に改善されることを確認できた．なお，本章の予測誤差補償手法は，3章と 5章の提
案手法に対しても同様の考え方を適用することで，スケーラビリティを改善可能であると期
待できる．
なお，本章の提案手法では，拡大状態の誤差補償と，誤差補償を行うための制約条件の誤
差の収束を同時に行っている．そのため，拡大双線形モデルの精度が低い場合には，拡大状
態の誤差増大の影響により，これらを両立できない可能性も考えられる．このような，拡大
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双線形モデルの精度に関する提案手法の有効性の詳細分析については，今後の検討課題であ
る．また，その他の課題としては，今回はクアッドロータの解析的な拡大双線形モデルを用
いたが，データドリブンなモデル同定手法と組合せた場合の有効性検証や，実機実験による
有効性検証が挙げられる．



第7章 結論

本研究では，Koopmanアプローチを活用し，高精度な予測に基づく高い制御性能と，低
計算コストを両立するMPCを提案した．
2章では，本研究に関する事前知識として，MPCと拡大線形化に関する基礎的な内容を紹
介した．
3章では，対象の非線形システムが既知であるという仮定のもと，その非線形要素に基づき
拡大線形化を行う，近似拡大線形化を導出した．本手法では，予測ホライゾン上の最適状態
列の予測値である事前予測状態を活用することで，非線形システムを高次元空間において線
形時変システムとして近似する．さらに，近似拡大線形化に基づく予測モデルと，拡大状態
に関する制約条件を利用した予測誤差補償を考慮した LMPCを提案した．数値シミュレー
ションで提案手法の有効性検証を行い，対象システムの非線形性を考慮した高精度な予測と
低計算コストを両立したMPCを実現できることを示した．
4章では，対象の非線形システムが未知の入力アフィンシステムであるという仮定のもと，
データドリブンに拡大双線形モデルを同定する方法を示し，さらに得られた拡大双線形モデ
ルに基づく LMPCを提案した．提案手法では，3章の手法を応用し，拡大双線形モデルを事
前予測状態を活用して線形化し，さらに拡大状態に関する制約条件を利用して予測誤差補償
を行う．数値シミュレーションで提案手法の有効性検証を行い，未知の対象システムであっ
てもデータに基づき非線形性を捉えた拡大双線形モデルを同定し，それに基づき高精度な予
測と低計算コストを両立したMPCを実現できることを示した．
5章では，4章の手法を応用し，対象システムに関するノミナルモデルが得られている場合
に，その実プラントに対するモデル誤差を補償することで高性能なMPCを実現する方法を
提案した．まず，実プラントに対して事前に得られているノミナルモデルのモデル誤差を拡
大双線形モデル誤差モデル (MEM)として同定する方法を示し，ノミナルモデルと拡大双線
形MEMを統合した誤差補償モデルを導出した．そして，誤差補償モデルを予測モデルとし，
4章の手法を応用して，事前予測状態を活用した線形化と予測誤差補償とを考慮した LMPC

を提案し，その有効性を数値シミュレーションにより示した．
6章では，4章の提案手法における観測関数の数と予測ホライゾン長に関するスケーラビ
リティの課題を解決するため，新たな予測誤差補償手法を用いた拡大双線形モデルに基づく
LMPCを提案した．提案手法では，拡大状態における各要素が満たすべき数値的関係の誤差
をフィードバックする補償入力を新たに導入した．これによって，4章の手法と異なり，予
測誤差補償によって最適化問題における制約条件と最適化変数が増大しないため，観測関数
の数や予測ホライゾン長に対する計算コストの大幅な増大を回避することができる．また，
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実践的な対象システムとして 3次元空間で動作するクアッドロータを取り上げ，数値シミュ
レーションによって，制御性能と計算時間に関して従来手法に対する提案手法の優位性を示
すことができた．
これらの結果は，近年盛んに研究されているKoopman理論に基づくアプローチを活用し
たMPCにおいて，新たな観点からその高性能化と計算コスト低減の可能性を示したもので
あり，この分野の研究ならびに応用を大きく進展させると期待している．
以降では，各章の提案手法の比較に関する議論と，今後の課題について述べる．
まず，4章と 5章の提案手法については，どちらもデータに基づき拡大双線形モデルを同
定し LMPCを構成する点は同様であり，適切な観測関数を選定した場合，達成される制御
性能についてはほぼ同等であると考えられる．4章の提案手法の利点としては，ノミナルモ
デルを考慮しない分，予測モデルが低次となり計算コストについて優位性がある．これに対
し，5章の提案手法は，ノミナルモデルを基準に予測モデルを構築するため，同定データの
PE性に関わらず，全体のモデルの挙動が大きく異なる懸念が少ないという利点がある．ま
た，産業応用の観点では，物理ベースのモデルを取り入れることによる設計上の解釈容易性
の向上や，経時変化などに起因したモデル誤差に対するコントローラ再設計工数の低減など
が利点として挙げられる．
また，6章では 4章の提案手法と比較して計算コストを低減する手法を提案した．ただし，
前述のように，6章の提案手法では拡大状態の誤差補償と，拡大状態に関する制約条件の誤
差の収束を同時に行うため，拡大双線形モデルの精度が低い場合には性能が低下する可能性
がある．そのため，提案手法が有効となる条件については今後の検討課題である．これに対
し，4章の提案手法では，陽に拡大状態に関する制約条件を設定し，拡大状態の誤差を強制
的に補償するため，制御性能は 6章の提案手法よりも高いと期待できる．ただし，計算コス
トが大きいというデメリットはあるため，問題のサイズに対して制御周期が十分に大きい場
合には有効な手法であると言える．
本研究では，基本的に時不変な非線形入力アフィンシステムを対象として検討を行ったが，
より一般的な時不変の非線形システムについても，入力の時間微分を新たな入力とし，元の
入力を状態変数として捉えることにより，入力アフィンシステムに変換することが可能であ
り [65,66]，本研究の提案手法を適用可能であると考えられる．一方，より多様なクラスのシ
ステムに適用するための拡張は今後の課題である．拡大線形化に関する先行研究としては，
対象システムとして時変システムを扱ったもの [67, 68]や，ハイブリッドシステムを扱った
もの [69]もある．これらのような研究の応用によっても，提案手法のさらなる発展が期待で
きる．
また，本研究では各提案手法の有効性を数値シミュレーションにより検証したが，実機実
験による有効性検証は今後の重要課題である．特に，本研究では基本的に観測関数を物理的
知見に基づいて選定したが，実機を用いる際にはモデルの不確かさによって適切な観測関数
の選定が難しい場合がある．その影響で，十分な精度のモデルを得られない恐れもあり，そ
のような場合の提案手法の有効性の範囲を検証することは必要であると考える．また，デー
タに基づいて適切な観測関数を学習する手法 [42, 43]などとも組み合わせ，さらなる実用性
向上をめざすことも課題であると考える．



付 録A LMPCにおける最適制御問題の
QP問題への変換

A.1 線形時不変システムの場合

LMPCにおいて，最適制御問題をQP問題の形に変換することで，QPソルバを適用して
解を求めることができる．本節では，予測モデルを線形時不変システムとし，次の最適制御
問題を考える．

minimize
uk

Jl (A.1a)

subject to x0 = xt (A.1b)

xk+1 = Axk +Buk + wk, k = 0, ..., Np − 1 (A.1c)

yk = Cxk, k = 0, ..., Np (A.1d)

ここで，xk ∈ Rnを状態，uk ∈ Rmを入力，wk ∈ Rnを外乱項，yk ∈ Rpを出力とする．ま
た，Npは予測ホライゾン，xtは時刻 tにおけるシステムの状態とする．評価関数 Jlは，次
式で与えられるものとする．

Jl = ∥yNp − yrNp
∥2P +

Np−1∑
k=0

(∥yk − yrk∥2Q + ∥uk − urk∥2R) (A.2)

ここで，P, Q ∈ Rp×pは準正定，R ∈ Rm×mは正定な重み行列であり，yrk, k = 0, ..., Npと
urk, k = 0, ..., Np − 1はそれぞれ目標出力と目標入力とする．なお，ここでは状態と入力に関
するその他の制約条件は考えないものとする．
まず，評価関数 Jlは次のように式展開できる．

Jl = (yNp − yrNp
)TP (yNp − yrNp

) +

Np−1∑
k=0

((yk − yrk)
TQ(yk − yrk) + (uk − urk)

TR(uk − urk))

= (y0 − yr0)
TQ(y0 − yr0) + (Y − Yr)

T Q̄(Y − Yr) + (U − Ur)
T R̄(U − Ur)

(A.3)
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ここで，

Y =

 y1...
yNp

 ∈ RpNp , Yr =

 y
r
1
...

yrNp

 ∈ RpNp , Q̄ =


Q

. . .

Q

P

 ∈ RpNp×pNp ,

U =

 u0
...

uNp−1

 ∈ RmNp , Ur =

 ur0
...

urNp−1

 ∈ RmNp , R̄ =

R . . .

R

 ∈ RmNp×mNp

(A.4)

とした．
また，X = [xT1 , ..., x

T
Np
]T とすると，これは (A.1c)を用いて次のように式展開できる．

X =

 x1...
xNp

 =


Ax0 +Bu0 + w0

Ax1 +Bu1 + w1

...

AxNp−1 +BuNp−1 + wNp−1

 =


Ax0 +Bu0 + w0

A(Ax0 +Bu0 + w0) +Bu1 + w1

...

...



=


A

A2

...

ANp

x0 +


B

AB B
...

. . .

ANp−1B ANp−2B . . . B

U +


In

A In
...

. . .

ANp−1 ANp−2 . . . In




w0

w1

...

wNp−1


= Sx0 + TU + VW

(A.5)

ここで，

S =


A

A2

...

ANp

 , T =


B

AB B
...

. . .

ANp−1B ANp−2B . . . B

 ,

V =


In

A In
...

. . .

ANp−1 ANp−2 . . . In

 , W =


w0

w1

...

wNp−1


(A.6)

とした．
さらに，Y は (A.5)を用いて次のように表せる．

Y =

 y1...
yNp

 =

 Cx1...
CxNp

 = C̄X (A.7)
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ここで，

C̄ =

C . . .

C

 (A.8)

とした．
以上より，(A.5), (A.7)を用いて (A.3)をさらに式展開し，評価関数 Jlを x0, U の関数とし
て以下のように表現することができる．

Jl(x0, U) =(y0 − yr0)
TQ(y0 − yr0)

+ (C̄(Sx0 + TU + VW )− Yr)
T Q̄(C̄(Sx0 + TU + VW )− Yr)

+ (U − Ur)
T R̄(U − Ur)

=UT (T T C̄T Q̄T C̄T + R̄)U + 2
{
(C̄(Sx0 + VW )− Yr)

T Q̄C̄T − UT
r R̄
}
U + (定数項)

=UTFU + 2GU + (定数項)

(A.9)

ここで，

F = T T C̄T Q̄T C̄T + R̄

G = (C̄(Sx0 + VW )− Yr)
T Q̄C̄T − UT

r R̄
(A.10)

とした．
Jl(x0, U)はU に関する 2次関数となっている．したがって，最適制御問題 (A.1)は，次の
ようにベクトル U を最適化変数とした制約条件なしのQP問題に帰着することができる．

minimize
U

Jl(x0, U) (A.11)

また，このように変換された問題を，最適制御問題 (A.1)の密形式と呼ぶ．
なお，ここでは詳細を割愛するが，状態と入力に関する線形制約条件がある場合について
は，それらに関して入力ベクトルU に対する係数行列を整理することにより，線形制約条件
付きのQP問題に容易に帰着することができる．

A.2 線形時変システムの場合

本節では，A.1節で説明した式展開において，予測モデルが線形時変システムである場合
の違いについて説明する．ここではA.1節と重複する変数の説明は省略する．次の最適制御
問題を考える．

minimize
uk

Jl (A.12a)

subject to x0 = xt (A.12b)

xk+1 = Akxk +Bkuk + wk, k = 0, ..., Np − 1 (A.12c)

yk = Ckxk, k = 0, ..., Np (A.12d)
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ここで，Ak, Bk, Ckは時変行列とする．
この時，A.1節の (A.5)におけるXの式展開は次のようになる．

X =

 x1...
xNp

 =


A0x0 +B0u0 + w0

A1x1 +B1u1 + w1

...

ANp−1xNp−1 +BNp−1uNp−1 + wNp−1



=


A0x0 +B0u0 + w0

A1(A0x0 +B0u0 + w0) +B1u1 + w1

...

...



=


A0

A1A0

...

ANp−1 · · ·A0

x0 +


B0

A1B0 B1

...
. . .

ANp−2 · · ·A0B0 ANp−3 · · ·A0B1 . . . BNp−1

U

+


In

A1 In
...

. . .

ANp−2 · · ·A0 ANp−3 · · ·A0 . . . In




w0

w1

...

wNp−1


= Sx0 + TU + VW

(A.13)

ここで，

S =


A

A2

...

ANp

 , T =


B

AB B
...

. . .

ANp−1B . . . . . . B

 ,

V =


In

A1 In
...

. . .

ANp−2 · · ·A0 ANp−3 · · ·A0 . . . In

 , W =


w0

w1

...

wNp−1


(A.14)

とした．
また，A.1節の (A.7)における Y は次のように表せる．

Y =

 y1...
yNp

 =

 C1x1
...

CNpxNp

 = C̄X (A.15)
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ここで，

C̄ =

C1

. . .

CNp

 (A.16)

とした．
以上が，A.1節に対する予測モデルが時変システムの場合の違いである．（A.13）,（A.15）
を用いて評価関数 Jlを式展開することで，A.1節と同様に，最適化問題 (A.12)をベクトルU

を最適化変数とした制約条件なしのQP問題に帰着することができる．



付 録B 平面ドローンノミナルモデルの
可制御性

対象システム (4.18)において，θ = 0近傍で線形システムに近似する場合の，入力の選び
方による可制御性の違いについて説明する．まず，入力を T1, T2とする場合，入力の係数行
列において θ = 0とすると，近似線形システムは次のようになる．

d

dt



py

pz

θ

vy

vz

ω


=

[
O3×3 I3

O3×3 O3×3

]


py

pz

θ

vy

vz

ω


+



0 0

0 0

0 0

0 0
1
m

1
m

− la
Ixx

la
Ixx


[
T1

T2

]
+



0

0

0

0

−g
0


= A1x+B1u+W1

(B.1)

この時，係数行列A1, B1を用いて可制御性行列Mc1 = [B1 A1B1 ... A
n−1
1 B1]を計算すると，

Mc1のランクは 4となり，システム (B.1)は不可制御である．
一方で，入力を∆T1, ∆T2とする場合を考える．まず，Ti = 1

2
+∆Ti, i = 1, 2を (4.18)に

代入すると，次式が得られる．

d

dt



py

pz

θ

vy

vz

ω


=



vy

vz

ω

−g sin θ
g(cos θ − 1)

0


+



0 0

0 0

0 0

− 1
m
sin θ − 1

m
sin θ

1
m
cos θ 1

m
cos θ

− la
Ixx

la
Ixx


[
∆T1

∆T2

]
(B.2)

これに対し，第 1項については θ = 0近傍で線形近似し，第 2項の入力の係数行列において
θ = 0とすると，∆T1,∆T2を入力とした非線形システム (B.2)の近似線形システムは次のよ
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うになる．

d

dt



py

pz

θ

vy

vz

ω


=


O3×3 I30 0 −g

0 0 0

0 0 0

 O3×3





py

pz

θ

vy

vz

ω


+



0 0

0 0

0 0

0 0
1
m

1
m

− la
Ixx

la
Ixx


[
∆T1

∆T2

]

= A2x+B2u

(B.3)

この時，係数行列A2, B2を用いて可制御性行列Mc2 = [B2 A2B2 ... A
n−1
2 B2]を計算すると，

Mc2のランクは 6となり，システム (B.3)は可制御となる．
したがって，4章の数値シミュレーションにおいては，∆Ti, i = 1, 2を入力として選択した．
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