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第 1 章

序論

1.1 本論文の背景および目的

画像の領域分割とは，画像をある一定の基準の下で，互いに異なる一様な領域

に分割する処理であり依然として，低次の画像解析における基本的な問題である．

多くの直接的な応用例があり例えば，超音波画像の分割，合成開口レーダ（syn-

thetic aperture radar; SAR）画像を用いた農作物あるいは地形の識別，核磁気共

鳴（nuclear magnetic resonance; NMR）画像の分割，X線画像の分割，リモート

センシングへの応用，繊維製品の品質検査などが挙げられる．また，画像分割はよ

り一般的に，重要な初期処理と考えられ，複雑なビジョンシステムにおけるより

高度な処理系への入力になり得る．多くの異なる方法論が適用されてきたが，完

全に教師なしかつ，頑健な処理は実現されていない．

画像分割問題への有効な解法の一つとして，マルコフ確率場による画像の統計

的なモデル化とマルコフ連鎖によるモンテカルロシミュレーションを用いた近似

計算法が挙げられる．自然画像に関して，隣接する画素は一般に，類似した性質

をもっている．統計的な枠組みでは，このような規則性はマルコフ確率場によっ

て，表現される．画像に関して，最も単純な統計モデルは画素の帰属するクラス

に対する生起確率であるが，隣接する画素間の依存関係に関する知識は非常に強

力であり，画像分割 [29, 23, 50, 14, 63, 83, 56, 75]に限らず，画像復元 [41, 92]，テ

クスチャ解析 [19, 28, 74, 21] および生成 [26]，画像領域の識別・認識問題 [59, 46]，

ステレオビジョン [15, 91]などにおいて広くその有効性が示されている．これら画

像処理分野の諸問題においては，数万から数十万個のパラメータの推定を必要と

することが少なくない．統計的手法は観測された不十分なデータから，その背後
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にある発生メカニズムを推論する際に非常に強力な方法論である．

マルコフ確率場モデルは通常，非因果的でありしたがって，その解析には多大

な計算量が必要である．1970年代および 80年代初頭におけるアルゴリズム [8]は

概して，アドホックであったが，ギブスサンプラ [41]，変分ベイズ法 [101]あるい

は，信念伝搬法（belief propagation）[34]の成果によって，ベイズの定理に基づく

統計的手法に対する興味が急増した．近年，計算機の演算性能の向上とともに，ギ

ブスサンプリングを含むマルコフ連鎖モンテカルロ法による複雑な多変量確率分

布からの標本抽出は，高度に一般化された統計モデルの解析を容易にしつつある

[69, 43, 79, 2, 16, 106, 95, 77, 76]．

画像分割は画素の分類問題と解釈できる．分類は画素ごとにラベルを割り当て，

帰属すべきクラス（すなわち，画像内の部分領域）を指示することで達成される．

分割ラベルの推定とともに，マルコフ確率場における「最適な」モデルパラメー

タを決定することは容易ではない．真の分割ラベルが得られていないので，パラ

メータの推定は EMアルゴリズム [27]のような不完全データ手法を用いて尤度あ

るいは，事後分布を最大にすることにより実行される [103, 104, 84, 30]．

本論文では，画像内の各部分領域に関する理にかなった「弱い仮定」をおく．言

い換えれば，パラメータに対する事前分布および，そのパラメータ（ハイパパラ

メータ）について，データから得られる情報を「最小限」の仮定として利用する

ようなものを選択する．これは事前分布に対して階層的な構造を導入することに

より実現され，推定したいパラメータに関する知識の具体的な表現となる．尤度

あるいは，事後確率の最大化に基づく点推定（すなわち，最尤推定および，最大

事後確率推定）と比較して，提案手法は（事後）分布推定に基づくため，不十分

なデータに対する汎化能力を有する．したがって，パラメータに関する情報が十

分でない状況において，有効な安定した推論が期待できる．

モデルの事後分布推定を実行するギブスサンプリングのアルゴリズムにおいて，

条件付き提案事後分布はパラメータに対する事前分布の仮定から，解析的に求め

られる．観測された画像の下で，ギブスサンプリングにおけるマルコフ連鎖は分

割ラベルおよび，パラメータに対する（ベイズの定理より求められる）同時事後

分布を効率的に探索する．この連鎖をシミュレートして得られる標本列を用いて，

モンテカルロ法による推定を行う．

画像分割を画素のクラスタリングあるいは，ラベリング問題として定式化する
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場合，事前に分割される領域数を指定する教師ありの手法と，そのようなモデル

に対する次数の推定も同時にあるいは，段階的に行う教師なしの手法がある．教

師なしの手法では，ある種のクラスタリング手法に基づいて次数を推定すること

が多い．この推定は一般に，事前情報や仮説を必要とし，それは特に自然画像に

おいて不確かなものである．教師ありの手法では，次数を推定する代わりにその

上限を指定するが，望ましい次数よりもかなり大きい場合には過剰な分割となり，

結果の質に影響を与える可能性がある．マルコフ確率場による平滑化効果はこの

ような過大分割を抑制する．提案モデルは指定される次数に対して頑健であるこ

とが実験により，実証される．

画像分割アルゴリズムの評価は概して，主観的である．様々な自然画像から人

手による画像分割データを蓄積する試み [66] によって，アルゴリズムの性能を正

しく定量化する方法の必要性が注目されている．本論文では，確率的ランドイン

デックス [97]を尺度として，提案手法を定量的に評価し，いくつかの従来手法と

比較を行う．被験者によって分割に対する「細かさ」のレベルは異なるが，同一画

像に対する分割結果には相当の一貫性があり，人手による分割データを用いるこ

とによって，アルゴリズムの信頼できる性能評価が可能であると考えられる [66]．

1.2 論文概要

第 2章では，画像の分割問題に関する従来研究について述べる．画像を構成す

る部分領域に対して 3通りの定義を行い，分割手法を大別する．すなわち，画素

に基づく手法，領域に基づく手法および，境界に基づく手法である．画素に基づ

く手法とは，画像特徴量に基づく画素のクラスタリング手法である．領域に基づ

く手法は画像の局所的な類似性を基準として，分割領域内の一様性および領域間

の非類似性を満たすように分割を行う．境界に基づく手法はエッジを検出するこ

とによって画像を分割する．エッジは一般に輝度や色，テクスチャといった画像

特徴における急激な変化として定義される．それぞれのアプローチに関して，い

くつかの具体的なアルゴリズムを挙げて概説する．

第 3章では，マルコフ確率場による画像のモデル化について述べる．近傍系と

クリーク，ギブス分布および，マルコフ確率場とギブス分布の等価性といったマル

コフ確率場モデルに関する基本事項について述べる．代表的なモデルとして，イ
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ジング模型およびポッツ模型を概説し，エッジ要素に対するモデルである線過程

について述べる．また，関連する内容としてベイズの定理に基づくモデルの定式

化および，推定について述べ，具体的なアルゴリズムを与えるギブスサンプラを

概説する．

第 4章では，本論文の提案手法について述べる．提案モデルでは，マルコフ確

率場モデルによって画像を表現し，モデルパラメータに対して階層的な事前分布

を仮定する．画像分割は画素のクラスタリング問題あるいは，画像格子上におけ

るラベリング問題として定式化される．提案モデルに対するギブスサンプリング

におけるマルコフ連鎖は観測画像の下で，分割ラベルおよびパラメータ空間の同

時事後分布を効率的に探索できるように設計される．自然画像に対して実験を行

い，提案手法の有効性に関して検証する．

第 5章では，画像分割アルゴリズムの定量的な評価および提案手法に関する改

善点について考察する．画像分割は不良設定問題であるため，その解法である計

算アルゴリズムの性能を定量化することは一般に難しい課題である．近年，人手

によって画像分割されたデータベースが提供され，また複数の被験者による結果

に一貫性がみられることが報告されている．このようなデータを用いて，信頼の

ある尺度により分割アルゴリズムを定量的に評価する．

第 6章では，本論文を総括し，今後の課題について述べる．



第 2 章

画像の領域分割に関する従来研究

2.1 はじめに

画像の領域分割とは，それぞれの領域が一様性の基準を満たしかつ，隣接する

2 つの領域の和集合が一様でないように，画像から重なりのない領域を取り出す

処理である．領域の一様性はスペクトル成分から得られる選択された特徴量に基

づく．

本章では，次のように「領域」に対する 3通りの定義により画像分割手法を大

別する．

1. 領域とは，メンバシップ関数あるいはラベルなどによって指示される画素集

合の連結成分である．

2. 領域とは，一様性条件を満たす画素の（最大）連結集合である．

3. 領域とは，エッジによって囲まれる画素の連結集合である．

論理的に，1および 2の定義はそれぞれ画素と領域に基づいた一様性に関して述べ

ている．また，3の定義は非一様性に関して述べている．すなわち，3番目の定義

では領域はある意味において一様であるが，それらはエッジによる非一様性を表

す集合の補集合である．

本章では，以上の 3つの定義によって分類されるアプローチに関して代表的な手

法を例に挙げ，2.2節，2.3節で画素および，領域に基づく画像分割手法について述

べ，2.4節で境界に基づく画像分割手法について述べる．2.5節では，それ以外のい

くつかの手法について述べる．ただし以下では，図 2.1に示す自然画像（Berkeley

Segmentation Dataset[66]）を入力として実験を行う．
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2.2 画素に基づく画像分割

画像分割は画像の特徴空間に基づく解析によって実行できる．画像内の画素に

対する基本的な表現は輝度や色だけでなく，様々な方向や空間周波数をもつフィル

タ集合からの応答も含まれる．画像からの特徴抽出が行われると，各画素は（一

般に多次元の）特徴空間に写像され，有効な特徴量はその空間内で高い密度をもっ

て分布する．このような特徴量の塊はクラスタと呼ばれ，画像を構成する部分領

域に対応すると考えられる．

2.2.1 ヒストグラムのしきい値処理

ヒストグラムのしきい値処理はモノクロ画像の領域分割に対して広く用いられ

る手法の一つである．画像は異なる階調値の幅をもった領域から構成されると仮

定し，入力画像のヒストグラムを分割領域に対応するいくつかのピークすなわち，

分布の最頻値に分割する．2つの隣接するピーク間の「谷」に対するしきい値を探

索することが問題となる．カラー画像の分割では問題は複雑になる．なぜなら，色

情報は一般に三原色RGBあるいはそれらの（非）線形変換によって表現され，カ

ラー画像のヒストグラムは 3次元配列として計算されるため，適切なしきい値を

選択することは自明でない．いくつかの異なる色空間に対してそれぞれ 1次元ヒ

ストグラムを計算し，最も明確に分離されるピークをもつヒストグラムを選択し，

しきい値処理を行う手法 [72, 73, 94]などが提案されている．

2.2.2 クラスタリング手法

前述の通り，一般に複数の特徴量からなる特徴空間において，画像内の各部分

領域に対する特徴量はそれぞれ（理想的には分離された）クラスタとして分布す

ると考えられる．1つの特徴量ではクラスタに分類できない，すなわち，特徴空間

内で識別境界を描けない問題でも，特徴量を複数用いることによって分類が可能

になる（識別境界を描ける）場合がある．特徴量の選定やその組合せ方は画像分

割問題に限らず，パターン認識の問題においてきわめて重要である．クラスタリ

ングによる画像分割のアプローチでは，分割に有効な特徴量の選択およびその組
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合せ方に重点が置かれ，手法そのものは人工知能，パターン認識，統計学といっ

た分野で従来用いられてきた代表的な手法を利用することが多い．

ファジィc-平均法

ファジィc-平均法 [32, 12]はデータ集合 x = {x1, . . . ,xn},xj ∈ X = R
d を c個

の代表ベクトルあるいは，プロトタイプ p = {p1, . . . ,pc},pi ∈ X に分類するクラ
スタリングアルゴリズムである．クラスタリングは次式の（条件付き）目的関数

を最小化することによって実行される．

J(x;p, U) =
n∑

j=1

c∑
i=1

umi,j ‖ xj − pi ‖2 (2.1)

ただし，メンバシップ値 U = (ui,j)は次のような条件を満たすものとする．

n∑
j=1

ui,j > 0, ∀i ∈ {1, . . . , c}
c∑

i=1

ui,j = 1, ∀j ∈ {1, . . . , n}
(2.2)

ここで，パラメータmは分割の曖昧さに影響する．目的関数の最小化は適当な初

期値 U からはじめて，プロトタイプの更新

pi =

∑n
j=1 u

m
i,jxj∑n

j=1 xj

(2.3)

とメンバシップ値の更新

ui,j =





 c∑
k=1

(‖ xi − pj ‖2

‖ xi − pk ‖2

)1/(m−1)



−1

, Ij = ∅
1

|Ij| , Ij 
= ∅, i ∈ Ij

0, Ij 
= ∅, i /∈ Ij

(2.4)

を反復して行うことにより達成される（ここで，Ij = {i | xi = pj}とする）[48]．

Lim & Lee[62]は 1次元ヒストグラムのしきい値処理とファジィc- 平均法を用い

た二段階の分割アルゴリズムを提案した．まず，スケール空間フィルタを用いて各

色成分の 1次元ヒストグラムを解析し，定められたしきい値を用いて色空間をい
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くつかに分割する．あらかじめ指定された画素数よりも多くの画素を含む部分空

間をクラスタとし，クラスタ数と各クラスタの中心を求める．ファジィc-平均法は

前段階で求められたクラスタ中心を用いて，未分類の画素をクラスタリングする．

図 2.2にYIQ色空間に対して，クラスタリング手法を適用した結果を示す．分割

された画像平面において，同一クラスに帰属する画素がそれぞれ小領域を形成し

ていることがわかる．これは色情報だけを用いて特徴空間におけるクラスタリン

グを行ったためであり，画素の画像平面内での位置やテクスチャ特徴を含める [18]

ことによって改善される可能性がある．

平均値シフト

特徴空間の解析は経験的な確率密度関数の推定に基づいて実行できる．特徴空

間内の密な領域は密度関数の極大値すなわち，未知分布密度の最頻値に対応する．

したがって，最頻値の位置を決定すれば，それに対応するクラスタは特徴空間の

局所的な構造に基づいて描き出される．分布密度の最頻値は潜在的な密度関数の

勾配が零である点に位置する．平均値シフト（mean shift）アルゴリズム [35, 22]

は密度を推定することなく零点の位置をみつけだし，最頻値探索とクラスタリン

グに対して有効な手法であると考えられる．Comaniciu & Meer[24]はこのアルゴ

リズムを画像分割に応用した．図 2.3に平均値シフトを用いた手法 [24]による画

像の領域分割結果を示す．一般にカーネル密度推定とノンパラメトリックな手法

は「空っぽの空間現象」（empty space phenomenon[86]）に起因して，高次元空間

において実用的でなくなることが知られている．したがって特徴空間がおよそ 6次

元以上であれば，注意深い解析が必要になる [24]．

2.3 領域に基づく画像分割

本節では，画像の局所的な類似性に基づいた手法について述べる．これらの分

割手法は画像を構成する領域のそれぞれに対する一様性および，異なる領域間の

非類似性に基づいている．参考に挙げる文献では概して，有効な特徴量の選定よ

りもむしろ，効果的なモデルおよび，アルゴリズムの考案が主題となっている．
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2.3.1 局所探索型アルゴリズム

局所探索型アルゴリズムとは，画像全体に対して適当な複数の出発点から，局

所的に一様な領域を形成していく反復手法である．一般に計算コストが高く，初

期値の設定や用いる特徴量および，領域の一様性に関する定義がアルゴリズムの

性能に影響することがある．

領域成長法

領域成長法（region growing）では，まず，基本となる一様な領域（シードと呼

ばれる．最小単位は画素）を多数与えて，分類されていない画素を与えられた領域

に統合する処理を反復する．画素を統合するかどうかの決定は，領域と候補とな

る画素との類似性を反映する基準による．Adams & Bischof[1]はすべての候補画

素をその類似度によって並び替える大域的な優先順序列により，処理される画素

の順序を決定した．領域の一様性を定義する様々な類似度が考えられ，画素の階

調値と領域の平均階調値の差分絶対値 [1]や，そのカラー画像への応用として，色

空間内での距離などが挙げられるが，濃度勾配を特徴量とする手法は特にウォー

タシェッド（watershed）アルゴリズムとして知られる [11, 99]．

図 2.4にウォータシェッドアルゴリズムによる入力画像の分割結果を示す．ここ

では，任意のスケールパラメータ σによって画像勾配を計算し，得られた勾配の

絶対値における局所最小解をシードとして，Adams & Bischof[1]による領域成長

法を適用した．実験結果からも分かるように，ウォータシェッドアルゴリズムは一

般に入力画像を過剰に分割する傾向がみられる．

分割統合法

分割統合（split-and-merge）法 [49]は画像分割法および統合法を組み合わせた

アルゴリズムと考えられる．分割法はトップダウン的な手法であり，ある一定の

基準を満たすまで画像をより小さな領域に分割する．また，統合法はまず，画像

を多くの小領域に分割し，それからより大きな領域へと統合していくボトムアッ

プ的な手法である．分割統合法は任意の分割画像からはじめて，あらかじめ定義

された一様性の基準を満たすまで統合と分割を繰り返し行う．したがって，分割

結果は選択された基準によって異なり，適切な基準を設定することが重要である．



第 2章 画像の領域分割に関する従来研究 10

2.3.2 グラフによる画像モデル

画像をグラフというデータ構造によって表現し，画像分割をグラフの分割と対

応付けて定式化したり，確率論と組み合わせて画像をモデル化する枠組みが提案

されている．本論文で提案するマルコフ確率場モデルは後者の方法論に含まれる．

本項では，グラフ表現によって画像をモデル化する枠組みについて述べる．

グラフ理論による手法

任意の特徴空間内における点集合は重みつき無向グラフとして表現される．す

なわち，グラフの節点（ノード）は特徴空間内の点を表し，すべての節点対は辺

（エッジ）によって結ばれている．それぞれの辺は節点対の非類似度に対応する重

みをもつ．ある適当な尺度によって，類似度が同じ節点集合においては高く，異

なる集合間では低くなるように節点の集合を互いに素な集合に分割する．

グラフの最小カット（minimum cut）とは，分割される節点間の類似度が最小

になるように設定された基準である．画素をグラフの節点に置き，適切な類似度

を定義することによって画像分割は最小カットの探索に基づいて実行される．Wu

& Leahy[102]は最小カットを基準とした分割手法を提案したが，最小カットには

小さな節点集合を切り出すという傾向がある．Shi & Malik[85]は集合の自己類似

度を考慮した規格化カット（normalized cut）という基準を提案し，最小カットの

問題点を解決した．

Felzenszwalb & Huttenlocher[33]は画像のグラフ表現を用いて，2つの領域間の

境界に対する根拠（evidence）を定量化するための述語を定義し，この述語に基づ

いて効率的な分割アルゴリズムを提案した．図 2.5にこの手法による画像分割の

結果を示す．画像平滑化のためのガウシアンフィルタにおけるスケールパラメー

タを σ = 0.8とし，分割領域の大きさを制御するパラメータを k = 300とした．ま

た，分割による最小領域の画素数を 100とした．実験の結果，入力画像は 47の領

域に分割された．ユーザが望む分割の程度すなわち，粗い分割あるいは細かい分

割の調節はパラメータの値で制御されるが，その値が結果に与える影響は大きく，

入力画像の特徴や分割結果をどのように応用するかに依存するといえる．
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グラフィカルモデル

グラフィカルモデルはいくつかの異なる研究分野（統計学，人工知能，ニュー

ラルネットワークなど）に起源をもつある種の確率ネットワークである．この枠

組みは簡潔な数学的形式化を与え，ネットワークに基づく様々な計算アプローチ

間の関係を理解できるようになる．混合モデル，因子分析，隠れマルコフモデル，

カルマンフィルタ，イジング模型などは一般的なグラフィカルモデル形式の特殊な

場合という見方もできる [88, 82]．

グラフィカルモデルはグラフを用いて同時確率分布を表現し操作する．各節点

は確率変数に対応し，2つの節点間に辺がないということは変数が条件付き独立の

関係にあることを意味する．基本となるグラフの記述法によって呼ばれ方が異な

り，有向グラフであれば信念（belief）ネットワークあるいは，ベイジアンネット

ワークとなり，無向グラフであればマルコフ確率場となる．

本論文の主題であるマルコフ確率場による画像のモデル化に関して第 3章で詳

述する．

2.4 境界に基づく画像分割

画像は領域間の境界を示すエッジによって分割される．エッジはほとんどの場

合，輝度や色といった低レベルの画像特徴における急激な変化として定義される．

本節では，エッジ検出手法を特徴に基づく手法とモデルに基づく手法に分類する．

2.4.1 特徴に基づく手法

輝度および各色成分を画像特徴とした場合，空間周波数フィルタリングによる

高周波成分はそのような特徴における急な変化に対応するので，ハイパスフィル

タを実行することによってエッジの強調あるいは検出を行える．該当するフィルタ

は微分演算子によって設計され，一次微分演算子であるRoberts，Sobel，Prewitt

演算子や，二次微分演算子であるラプラシアン演算子などがある．しかし，これ

ら演算子を用いたエッジ検出器，例えば，Cannyエッジ検出器 [17]は緩やかな変

化によって形成されるエッジを検出できず，また，テクスチャ領域内のエッジを検

出するため，テクスチャ分割の問題にはあまり適さない．
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Konishiら [58]はいくつかの基本的なエッジ検出器すなわち，輝度勾配の絶対

値，Nitzbergエッジ検出器 [71]，LoG（Laplacian of Gaussian）フィルタを複数の

スケールで輝度および色成分に適用し，情報理論に基づいて学習データから各検

出器の効果を定量的に評価した．また，その定量的な評価に基づいてエッジに対

する手がかり（cues）を組み合わせることにより，高い識別能力が得られることを

示した．

Martinら [67]は同様に，局所的な領域境界モデルを構築するために適した輝度，

色および，テクスチャに関する画像特徴を定義し，それらの組合せ問題を人間が描

いた画像の境界線データを用いることで教師あり学習問題として定式化した．テ

クスチャを明確に扱うことによって，Konishiら [58]が用いた学習用画像よりも多

様な自然画像に関して性能の優れた手法を提案した．また，低レベルな画像特徴

における変化である「エッジ」と比較するために，「境界線」の定義をオブジェク

トあるいは物体表面に対する画像平面における輪郭線とし，境界線検出を古典的

なエッジ検出の問題と区別した．

2.4.2 モデルに基づく手法

本項では，画像をグラフとして特に，マルコフ確率場モデルにより表現し，エ

ネルギ関数の最小化問題として画像分割を定式化する手法について述べる．2.3.2

節で述べた手法との違いは，エッジに対応するグラフの節点を陽に定義する点で

ある．

Gemanら [39]は画像格子に対して解像度の粗い追加の格子を置き，単一の画素

ではなく，ブロックごとにエッジに対応する分割ラベルを割り当てた．テクスチャ

特徴として局所的な空間統計量すなわち，階調値の共起行列から計算されるエネ

ルギ，エントロピ，コントラストといった特徴量を用いることにより，画素ブロッ

ク間の相違を評価できる．画素ブロックにおける特徴量とエッジラベル間の相互

作用をエネルギ関数として定義し，禁止エッジ（孤立点，急旋回，四重結合，小

規模構造）に対する罰則項を含めた制約付き最適化としてエッジラベルの最大事

後確率推定を行う．

Wang[100]は，画像格子集合の部分集合として定義された連結成分による区画

（partitions with connected components; PCC）を用いて画像分割を行った．エネ

ルギ関数は PCCに対して定義され，（1）類似した特徴をもつ画素をまとめるよう
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に作用する一様性に関する項，（2）特徴間の距離が十分大きな隣接画素を分割す

る性質をもつ項および，（3）境界線の長さを制限する罰則項からなる．シミュレー

テッドアニーリング法を用いてエネルギ関数を最小化することにより，PCCによ

る画像分割を実行する．

2.5 その他の手法

領域競合法

ベイズの定理から導出される大域的なエネルギによる基準は，画像の領域分割に

対する一般的なアプローチとして用いられる．ベイズモデルに従って画像を分割す

ることはあらかじめ指定した記述言語に関して，モデルの最小記述長（minimum

description length; MDL）を求めることと等価である．一般に，ベイズやMDLか

ら得られるエネルギ関数を最小化することは非常に難しい．

領域競合法（region competition）[107]のアルゴリズムは，画像モデルに対する

MDL基準すなわち，（大域的な）エネルギ関数の最小化から導出される．Zhu &

Yuille[107]が用いた画像モデルは 3つの要素から構成される．すなわち，領域境界

の長さに比例するコスト，ガウス分布に従う領域内の画素を記述するためのコス

トおよび，領域に対する分布や系を記述するためのコストがある．領域競合法は

二段階の（局所的な）最適化を行う．まずはじめに，画像内にシードを置き，分

割領域を初期化する．第一段階として領域の数を固定し，大域的なコスト（エネ

ルギ関数）を最小化するように領域境界を適応させる．第二段階では，エネルギ

が減少する場合に領域を統合し，第一段階に戻る．エネルギが減少しない場合は

アルゴリズムを終了する．2つの処理を繰り返し行うことによりMDL基準の局所

最適解に収束する．

領域競合法は動的輪郭（active contour）モデル [54]の幾何学的な特徴と統計的

手法である領域成長法 [1]を組み合わせたアルゴリズムと考えられる．分割統合処

理が可逆でないため，全体のアルゴリズムが局所探索型であり，大域的な最適解

に収束することが保証されなかったが，これを解決するアルゴリズムとしてデー

タ駆動型マルコフ連鎖モンテカルロ法が提案されている [96]．
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テクストン

テクストン（textons）[64]とは，スケール，方向および，位相の異なるフィル

タ出力を高次元空間内の点としてみなし，ベクトル量子化すなわち，クラスタリ

ング（Malikら [64]は k-平均法を用いた）を実行することによって探索したプロ

トタイプベクトルのことを指す．各画素をそのフィルタ応答ベクトルに最も近い

テクストンに写像することによって，画像をテクストンチャネルにおいて解析で

きる．つまり，連続的な値をとるベクトルの集合を離散的な点集合として表現で

き，計算幾何学や点過程統計学の手法を応用できる．これらを道具として，テク

スチャ要素の近傍に対する記述を定義したり，テクスチャ領域内の 2つの画素の類

似度を評価できる．

ブロブワールド

入力画像に対するブロブワールド（Blobworld）[18]表現は各画素について色，テ

クスチャおよび，画像平面内での座標を特徴ベクトルとして，EM（Expectation-

Maximization）アルゴリズムを用いたクラスタリングにより得られる．色に関す

る特徴量は知覚的に一様である L∗a∗b∗色空間における 3次元記述子を用いる．テ

クスチャ特徴は各画素において，明度成分 L∗に対する勾配とガウス平滑化カーネ

ルから計算される 2次モーメント行列すなわち，2× 2の半正定値対称行列の固有

値成分 [71]を用いて求める．以上の特徴量に画像平面内での座標 (x, y)を加えた特

徴ベクトルを用いて，EM アルゴリズムによる画素のクラスタリングを行う．ブ

ロブワールド表現による画像分割の問題点は，座標ベクトルの影響によって大き

な背景領域が分割されてしまったり，オブジェクト境界を渡って平滑化するため，

境界が視覚的にはっきりしていても分割できない場合があることなどである．

2.6 おわりに

本章では，画像の領域分割に関する従来研究について述べた．

2.2節では，画素に基づく手法としてヒストグラムのしきい値処理および，クラ

スタリング手法について述べた．特に，ファジィc-平均法と平均値シフトアルゴリ

ズムの 2つのアプローチを概説し，自然画像に対して実験を行った．これらの手
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法は（領域の一様性から導かれる）画像分割に有効な特徴の選定および，効果的

なクラスタリングアルゴリズムの適用が重要になる．

2.3節では，領域に基づく手法について述べた．領域成長法は，初期領域をどの

ように指定するか，拡張される領域あるいは，候補となる画素をどのような順序

で処理するか，といったことが分割結果に大きく影響する．分割統合法はアルゴ

リズムの性質から「角張った」分割領域となりやすい．グラフ構造によって画像

を表現する手法は一般に計算コストが高くなるため，効率的な最適化アルゴリズ

ムや近似法が必要である．

2.4節では，領域境界による分割手法について述べた．複数のフィルタ出力を統

計的に最適に組み合わせることによって，エッジ（あるいは，明確に区別して「境

界線」）を検出するアプローチを概説した．また，グラフ表現において明示的な

エッジモデルを導入する手法について述べた．

2.5節では，その他の手法として，領域成長法と動的輪郭法を統一的に定式化す

る領域競合法について述べた．フィルタ応答ベクトルのクラスタリングによって

得られるテクストンと呼ばれるテクスチャ記述子について述べた．また，色，テ

クスチャおよび，画像平面内の位置を特徴ベクトルとして画素をクラスタリング

するブロブワールドという表現について述べた．

最後に，カラー画像の領域分割に関する（モノクロ画像についても触れられて

いる）サーベイ論文として文献 [87, 20]を挙げる．
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（a） （b） （c） （d） （e） （f）

図 2.1 実験に用いた自然画像 [66]．

（a） （b） （c） （d） （e） （f）

図 2.2 ファジィc-平均法と 1次元ヒストグラムのしきい値処理による画像分割．
入力画像は 11の領域に分割された．

（a） （b） （c） （d） （e） （f）

図 2.3 平均値シフトアルゴリズムによる画像分割 [24]．パラメータは (hs, hr,M) =

(8, 7, 100)とした．入力画像は 40の領域に分割された．
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（a） （b） （c） （d） （e） （f）

図 2.4 ウォータシェッド法による画像分割（σ = 5）．入力画像は 325の領域に分
割された．

（a） （b） （c） （d） （e） （f）

図 2.5 グラフ理論による画像分割 [33]．パラメータは σ = 0.8，k = 300とした．
入力画像は 23の領域に分割された．



第 3 章

マルコフ確率場による画像のモデル化

3.1 はじめに

本章では，本論文の主題であるマルコフ確率場による画像のモデル表現につい

て述べる．

3.2節において，マルコフ確率場に関するいくつかの基本的な定理および証明を

概説する．3.3節では，代表的なマルコフ確率場モデルとそれらを用いた画像の分

割手法について述べる．また，マルコフ確率場モデルに関連して，3.4節でベイズ

の定理に基づく推定について述べる．ベイズ統計を用いて定式化されるモデルの

解析は一般に，膨大な計算量が必要である．これに対して，マルコフ連鎖に基づ

くモンテカルロシミュレーションは有効な近似解法を与える．3.5節では特に，ギ

ブスサンプリングアルゴリズムを概説する．なお，本論文を通して一貫性を保つ

ため，記号および用語を統一するようにした．

3.2 マルコフ確率場とギブス分布

はじめに，確率場について一般的な定義を与える [38, 61]．

ある格子構造をもったサイトをS = {s1, s2, . . . , sN}と記述し，各サイト s ∈ Sは
確率変数Xsをもつものとする．格子全体に対する変数の集合をX = {Xs | s ∈ S}
と記述する．各変数Xsはその状態空間Λsから値 xsを割れ当てられる．すなわち，

Xs = xs, xs ∈ Λs ⊂ R, ∀s ∈ S．格子に対するある特定の配置は {X1 = x1, X2 =

x2, . . . , XN = xN}により与えられ，簡単のため，{X = x}あるいは，単に xと省
略する．ただし，x = {xs}あるいは，x = {x1, x2, . . . , xN}とする．変数 xに対す
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る配置空間をΩによって表す．よって，

Ω =
∏
s∈S

Λs, Λs ⊂ R. (3.1)

以下では，説明を単純化するために，共通の状態空間を Λ = {1, 2, . . . , L}と仮
定する．xs が共通の状態空間 Λから生じるとすれば，すべての可能な配置 x =

{x1, x2, . . . , xN}は配置空間Ω = ΛN に含まれる．

Π を Ω上の（同時）確率測度であるとし，Π(X = x) > 0, ∀x ∈ Ωを満たすも

のとする．Besag[8]は，同時分布Π(x)がその局所条件付き確率Π(Xs = xs|Xr =

xr, r 
= s)によって一意に決まることを証明した．これを次のように書き直す．

Πs(xs|x(s)) = Π(Xs = xs|Xr = xr, r 
= s), s ∈ S,x ∈ Ω (3.2)

ここで，x(s) = {xr, r 
= s}とする．
すなわち，

命題 3.1 X = {Xs}の同時分布はその局所条件付き確率によって一意に決まる．

証明．この証明はBesag[8]による．まず，任意の x,y ∈ Ωに対して，

P (x)

P (y)
=

N∏
i=1

P (xi|x1, . . . , xi−1, yi+1, . . . , yN)

P (yi|x1, . . . , xi−1, yi+1, . . . , yN)
(3.3)

であることを証明する．明らかに，次式が成り立つ．

P (x) = P (xN |x1, . . . , xN−1)P (x1, . . . , xN−1) (3.4)

ここで，例えば，与えられた条件付き確率からP (xN−1|x1, . . . , xN−2)を得ることは

容易でないので，P (x1, . . . , xN−1)は容易に分解できない．しかし，yNを導入して

P (x) =
P (xN |x1, . . . , xN−1)

P (yN |x1, . . . , xN−1)
P (x1, . . . , xN−1, yN) (3.5)

と記述すると，P (x1, . . . , xN−1, yN)における xN−1に関して，同様に yN−1を導入
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することにより次のように変形できる．

P (x1, . . . , xN−1, yN) =
P (xN−1|x1, . . . , xN−2, yN)

P (yN−1|x1, . . . , xN−2, yN)
P (x1, . . . , xN−2, yN−1, yN) (3.6)

以上の処理を続けると，最終的に式 (3.3)になる．Ω上の 2つの確率測度Π およ

び µが同じ局所条件付き確率をもつと仮定すると，
Π(x)

Π(y)
=
µ(x)

µ(y)
であり，これは

Π = µを意味する．

サイトは画素のようなユークリッド空間における点あるいは，領域を表現する

だけでなく，端点や線分，表面パッチといった画像の特徴も表現できる．サイトの

集合はその規則性によって分類される．格子上のサイトは空間的に規則性があると

考えられる．大きさM ×N の 2次元画像に対する規則的な格子は S = {(i, j) | 1 ≤
i ≤ M, 1 ≤ j ≤ N}と記述でき，その要素は標本化された画像内の位置に対応す
る．また，空間的な規則性をもたない，すなわち不規則なサイトの一般的な例と

して，画像から抽出される端点や線分といった特徴が挙げられる．ここでは，（画

像格子に対応する）格子状に並んだ規則的なサイトを仮定する．

3.2.1 近傍系とクリーク

S上のサイトはある近傍系を通して互いに関連付けられる．対称な近傍系N o =

{N o
s ⊂ S, s ∈ S} は次のように定義される．

N o
s = {r ∈ S | 0 < |s− r|2 ≤ o} (3.7)

ここで，|s− r|は 2点 s, r ∈ S間のユークリッド距離である．N o
s はサイト sから

一定の距離内にあるサイトの集合を表し，次数 oによって定義される（ただし，こ

れは近傍の統計的な次数 [61] には言及しない）．1次近傍系 o = 1（あるいは，4近

傍系，最近傍系とも呼ばれる）では，すべての（内部にある）サイトは図 3.1（a）

に示すような 4つの近傍サイトをもつ．また，2次近傍系 o = 2（あるいは，8近傍

系とも呼ばれる）および，8次近傍系 o = 8では，それぞれ図 3.1（b），（c）のよう

に，すべての（内部にある）サイトに対して 8および，24の近傍サイトがある．

近接関係は以下の性質をもつものとする．

1. サイトはそれ自身とは近接しない，s /∈ Ns．
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図 3.1 近傍系とクリーク．（a）サイト s = ‘•′の 1次近傍系 o = 1（あるいは，最
近傍系）r = ‘◦′ ∈ Ns，（b）2次近傍系 o = 2，（c）8次近傍系 o = 8，（d）最
近傍系に対するクリーク，（e）2次近傍系に対するその他のクリーク．

2. 近接関係は相互にある，s ∈ Nr ⇔ r ∈ Ns．

これらはHammersley-Cliffordの定理 [8, 38]に必要な基準であり，一様なマルコフ

確率場に対して，近傍構造が対称かつ，自己相似でなければならないことを示唆

する．

近傍系N が与えられたとき，集合 C ⊆ Sは Cの異なるサイト同士からなるす

べての組が近傍であるならば，クリークである．すなわち，s, r (s 
= r)がクリー

クCの要素であるとは，s ∈ Nr(⇔ r ∈ Ns)であることを意味する．単一のサイト

からなる部分集合もまた，クリークである．よって，クリークには，単一のサイ

トからなるクリーク C = {s}や，周辺にある 2つのサイトの組からなるクリーク

C = {s, r}などがある．単項サイトおよび，二項サイトからなるクリークを集め
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て次のように，C1および C2と記述する．

C1 = {s | s ∈ S} (3.8)

C2 = {{s, r} | r ∈ Ns, s ∈ S} (3.9)

クリークにおけるサイトは順序をもち，{s, r}と {r, s}は同じでないことに注意す
る．N に関して S上で定義されるすべてのクリークの集合は

C = C1 ∪ C2 ∪ · · · (3.10)

となり，· · · はより大きなクリーク集合を表す．
例として，Sを長方形格子Zm = {(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ m}で表現すると（すなわち，

S = Zm，N = m2），最近傍系はNi,j = {(i, j−1), (i, j+1), (i−1, j), (i+1, j)}とな
る．この近傍系に対応するクリークは図3.1（d）に示すようなSの部分集合すなわ
ち，Zmの部分集合{(i, j)}，{(i, j), (i, j+1)}および，{(i, j), (i+1, j)}である．よっ
て，Ni,jの局所クリーク集合 Csに含まれるクリークは，{(i, j)}，{(i, j), (i, j+1)}，
{(i, j), (i+ 1, j)}，{(i, j), (i, j − 1)}および，{(i, j), (i− 1, j)}である．2次近傍系

に対して，クリーク集合 Cは図 3.1（d）かつ（e）のようになる．

Geman & Geman[41]は主に小さなクリークに関して実験を行った．彼らは単項

サイトおよび二項サイトに対するクリークによって目的とする変数集合Xを効果

的にモデル化したが，より複雑な画像をモデル化するためには，より複雑なクリー

クが必要だろうと述べている．

3.2.2 マルコフ確率場

マルコフ確率場は格子構造上で相互作用する変数の集合に対する統計モデルで

あり，その理論は結晶や磁場といった物理現象の空間的依存性あるいは，文脈依

存を解析するための統計理論の一つである．また，因果的あるいは，双方向的と

いう意味でもなく，ある近傍構造に関してマルコフ過程の一般化とみなせる．

マルコフ確率場の性質とは以下のようなものである．格子 S 上のあるサイト s

における変数Xsは任意の値 xs ∈ Λをとり得るが，Xs = xsとなる確率は sの周

辺にあるサイトに割り当てられた値すなわち，状態（の集合）に依存する．確率

過程X = {Xs}は以下の条件を満たすとき（かつ，そのときに限り），近傍系N
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に関する S上のマルコフ確率場と呼ばれる．

Π(x) > 0, ∀x ∈ Ω (3.11)

Πs(xs |x(s)) = P (xs | xr, r ∈ Ns) (3.12)

式 (3.11)で表される正値性はいくつかの理由（例えば，命題 3.1など）から仮定

され，多くの場合，実際に満たされる．また，式 (3.12)で表されるマルコフ性は

Xの局所的な特徴を表現する．言い換えれば，周辺にあるサイトの状態のみが互

いに直接的な相互作用をもつ．

マルコフ確率場とギブス分布の間の等価性（3.2.4節参照）に関する理論的な証

明（Hammersley-Cliffordの定理 [8, 38]）により，局所条件付き確率の形式が得ら

れ，数学的に有効な同時確率Π(x)を定義できる．このマルコフ確率場とギブス

分布の等価性に関する定理は近傍系が前述の 2つの基準すなわち，s /∈ Nsおよび，

s ∈ Nr ⇔ r ∈ Nsに従うことを暗に要求する．

3.2.3 ギブス分布

ギブス分布はΩ上の正の確率測度Πに対する一つの表現である．ギブス分布は

ポテンシャル関数の集合 V = {VA |A ⊂ S} , VA : Ω→ R に関して定義される．ポ

テンシャル関数 V の本質的な要素は V∅(x) = 0および，xs = x′s, ∀s ∈ Aならば
VA(x) = VA(x

′)である．また，ある s ∈ Sに対して，xs = 0（他の任意の一貫し

た値でも同様であるが，ここでは 0 ∈ Λを仮定する）であれば必ず，VA(x) = 0な

らば，V は規格化されているという．規格化されたポテンシャルは唯一の表現を

保証するが，実際には他の実用的な重要性はない．

ある実現値 {X = x}に対応するエネルギは次式のように定義される．

U(x) = − ∑
A⊂S

VA(x) (3.13)

このとき，同時確率は

Π(x) =
1

Z
exp

{
− 1

T
U(x)

}
(3.14)

となる．ここで，T は温度と呼ばれる定数であり，以下では特に述べない限り，1

であると仮定する．また，Zは規格化定数あるいは，分配関数と呼ばれる定数で
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あり，次式のようになる．

Z =
∑
x∈Ω

exp
{
− 1

T
U(x)

}
(3.15)

Z は解析的および，数値計算的にも扱いにくい．なぜなら，Ωの要素数は組合せ

論的な数になり，中程度の大きさの問題に対してでさえ，Ωの要素全てに関して

和を求める Zの評価は非常に大きな負担となる．この問題を解決するために，い

くつかの近似手法が提案されている [9, 10]．

Π(x)はある配置（あるいは，「パターン」）xが起こる確率である．より起こりそ

うな配置ほど低いエネルギをもつ．温度 T は分布の鋭さを制御する．温度が高い

とき，すべての配置は均等に分布する傾向があり，または，温度が 0 に近ければ，

分布はエネルギの大域的な極小値の周辺に集中する．温度T とエネルギU(x)が与

えられたなら，Π(x)に従って配置空間Ωを（3.5節で述べるギブスサンプラなど

によって）サンプリングすることにより，ある種の「パターン」を生成できる．

N -ポテンシャル関数

N -ポテンシャル関数はポテンシャル関数に対する前述のすべての基準を満たす

だけでなく，近傍系N および，それに対応するクリークの集合 Cが与えられたと
き，次のように定義される．

VC(x) = 0 if C /∈ C (3.16)

このとき，ギブス分布Πは

Π(x) =
1

Z
exp

{∑
C∈C

VC(x)

}
(3.17)

と定義され，規格化定数あるいは，分配関数は

Z =
∑
x∈Ω

exp

{∑
C∈C

VC(x)

}
(3.18)

となる．
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3.2.4 マルコフ確率場とギブス分布の等価性

マルコフ確率場とギブス分布の等価性ははじめに，Hammersley & Clifford[45]

によって証明されたが，論文として発表されてはいない．いくつかの証明がなされ

ていて例えば，Besag[8]による証明が挙げられる．また，Möbiusの反転定理 [81]に

基づいた証明がGrimmett[44]および，Moussouris[68]によってなされ，Geman[38]

によって書き直された．

マルコフ確率場とギブス分布の等価定理を用いて，N -ポテンシャル関数 VC(x)

に関して表現することにより，マルコフ確率場の局所条件付き確率は次式のよう

に形成される．

P (xs|xr, r ∈ Ns) =
1

Zs

exp




∑
C∈Cs

VC(x)


 (3.19)

ここで，Zs =
∑

λs∈Λ P (λs|xr, r ∈ Ns) は局所規格化定数であり，局所クリーク集

合 Cs = {C ∈ C, s ∈ C}に対する和である．
マルコフ確率場とギブス分布の等価性は，すべてのギブス分布ごとに 1つのマル

コフ確率場が存在し，またその逆も同様であるということを述べているが，これは

ギブス分布がN -ポテンシャルに関して定義されかつ，マルコフ確率場が式 (3.19)

のように表現される場合のみ真である [31]．式 (3.19)に従わないマルコフ確率場

を定義した場合，同時確率分布が存在しないモデルとなる．また，N -ポテンシャ

ルを使わないギブス分布を定義した場合，これは局所確率分布が存在しないモデ

ルとなる．このようなモデルではパラメータの推定や分布からの標本抽出が困難

となるため，マルコフ確率場とギブス分布をクリーク構造に関して定義すること

が望ましい．

定理 3.1 (マルコフ確率場とギブス分布の等価性) 近傍系N を仮定する．ΠがN
に関してマルコフ確率場であるときかつそのときに限り，ΠはN に関してギブス
分布である．

Besag[8]による証明

Hammersley & Clifford[45]が提示した問題は，「各サイトにおいてその近傍を仮

定するとき，有効な確率構造を系に与えるQ(x)の一般形は何か」と述べられる．
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ここで，正値性の条件式 (3.11)すなわち，Π(x) > 0, ∀x ∈ Ωから

Q(x) ≡ log {Π(x)/Π(0)} , ∀x ∈ Ω (3.20)

と定義する．Hammersley-Cliffordの定理に対するBesag[8]の証明は任意の確率分

布Πについて，上記の条件でΩに関して一意にQ(x) の展開

Q(x) =
∑

1≤i≤N
xiGi(xi) +

∑∑
1≤i<j≤N

xixjGi,j(xi, xj)

+
∑∑∑
1≤i<j<k≤N

xixjxkGi,j,k(xi, xj , xk) + · · ·

+ x1x2 · · ·xNG1,2,...,N(x1, x2, . . . , xN) (3.21)

が存在するという所見に基づいている．Hammersley & Cliffordが導いた結果は次

のように述べられる．

命題 3.2 任意の 1 ≤ i < j < · · · < r ≤ N に対して，式 (3.21)における関数

Gi,j,...,rはサイト i, j, . . . , rがクリークを形成するときかつそのときに限り，非零で

ある．この制限の下で，G-関数は任意に選択される．

証明．ある単一のサイトにおける状態の変化がマルコフ確率場全体に対する結合

エネルギに与える影響について考察する．そこで，状態 xiが非零の値をとる場合

と xi = 0である場合の 2つの確率分布を比較する．任意の x ∈ Ωが与えられたと

き，xi = 0である実現値を xi = {x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xN}とおくと，これらの
比は次のように記述できる．

exp {Q(x)−Q(xi)} = Π(x)/Π(xi)

=
Πi(xi|x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN )

Πi(0|x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN)
(3.22)

すなわち，任意の x ∈ Ωに対して，Q(x)−Q(xi)は xiと siの近傍サイトの状態の
みに依存する．一般性を失うことなく，サイト s1に関して考察すると，式 (3.21)
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から

Q(x)−Q(x1) = x1

{
G1(x1) +

∑
2≤j≤N

xjG1,j(x1, xj)

+
∑∑

2≤j<k≤N
xjxkG1,j,k(x1, xj, xk) + · · ·

+ x2x3 · · ·xNG1,2,...,N(x1, x2, . . . , xN )
}

(3.23)

が得られる．ここで，サイト sl (l 
= 1)はサイト s1の近傍ではないと仮定する．こ

のとき，Q(x)−Q(x1)はすべての x ∈ Ωに対して，xlと独立でなければならない．

i 
= 1あるいは i 
= lに対して，xi = 0とすると，Ω上でG1,l(x1, xl) = 0であるこ

とがわかる．同様に，xを適切に選ぶことによって，x1と xlの両方が関係するす

べての n-変数G-関数が零でなければならないことがわかる．互いに近傍でない任

意のサイトの組について同じような結果を適用できるので，一般に，Gi,j,...,rはサ

イト i, j, . . . , rがクリークを形成する場合のみ非零となり得る．

他方，G-関数の任意の集合は正値性条件を満たす有効な確率分布Π をもたらす．

そして，Q(x)− Q(xi)は xiおよび xlに関係する非零のG-関数が存在するときの

み xl に依存するので，結果として同じことがΠi(xi|x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN)に

も当てはまる．

クリークポテンシャル関数 VC(x)を指定することによって，同時確率Π(x)が得

られる．このように，目的とする系の振舞いに対して適当なポテンシャル関数を

選ぶことにより，変数間の相互作用に関する事前知識を記号化する．

3.3 確率場モデル

領域やテクスチャといった画像の性質をモデル化するために，いくつかの有用

なマルコフ確率場モデルが提案されている [61]．具体的には，イジング模型および

ポッツ模型あるいは，ガウスマルコフ確率場などがある．これらはすべて自己モ

デル [8]と呼ばれ，その単純な形式と計算コストの低さあるいは，パラメータ推定

が比較的容易であることから，広く用いられている [19, 28, 30, 75]．

画像には，物体と背景の境界など，画素値あるいは，画像から得られる特徴量

の急激に変化する領域が隣接する場合がある．このような画素における変数間の
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不連続（エッジ）を検出するために，線過程と呼ばれる確率場が提案された [41]．

以下では，画像格子に対する確率場モデルとしてイジング模型および，ポッツ

模型について 3.3.1節で述べ，エッジ要素に対する格子上で定義される線過程につ

いて 3.3.2節で述べる．

3.3.1 イジング模型およびポッツ模型

2つの変数に対する制約条件は文脈情報を伝達する最も低い次数の制約であり，

その単純な形式および，計算コストの低さから一般的に用いられる．これらの制

約条件は二項サイトのクリークポテンシャルとしてギブスエネルギに組み込まれ

る．2つのサイトに対するクリークポテンシャルまでを含めると，エネルギは次式

のようになる．

U(x) = −∑
s∈S
V1(xs)−

∑
s∈S

∑
r∈Ns

V2(xs, xr) (3.24)

ここで，
∑

s∈Sは
∑

{s}∈C1
と等価であり，

∑
s∈S

∑
r∈Ns

は
∑

{s,r}∈C2
と等価である．適

切な V1および V2を選択することによって，マルコフ確率場すなわち，ギブス分布

は指定される．

Besag[8]による自己モデルは次のように定義される．Gs(·)を任意の関数としま
た，βs,rをサイト sおよび rにおける状態間の相互作用を反映する制約条件として，

V1(xs) = xsGs(xs)かつ，V2(xs, xr) = βs,rxsxrとおくと，エネルギの一般形は

U(x) =− ∑
C∈C

VC(x)

=− ∑
1≤s≤N

xsGs(xs)−
∑∑

1≤s<r≤N
xsxrGs,r(xs, xr) (3.25)

となる．自己モデルはさらに，個々の xsに関する仮定に従って分類され [61]，イ

ジング模型およびポッツ模型をその一形態として含む．

画像がもつ潜在的な特性すなわち，より明確にいえば，サイトの状態間で起こ

る相互作用は空間的な確率過程によってモデル化できる．ポッツ模型は画像の領

域分割あるいは，画像修復などに関する文献において，その有効性が示されてき

た [3, 56, 55, 92]．ここではまず，格子上で最近傍系を仮定するモデルであるイジ

ング模型について述べる．

イジング模型は相転移の統計理論に由来し，幅広く応用されている．応用例と
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して液体・気体相転移のモデル化などが挙げられるが，主に磁性体のモデル化に

用いられてきた．イジング模型の背景には，格子状物質の巨視的な性質をその微

視的な相互作用すなわち，分子間の相互作用を通してモデル化するという考え方

がある．例えば，ある磁場の下で，N 個のスピンからなる規則的な格子を考える．

各サイト（あるいは分子）におけるスピンは外部磁場と共にそれらの配列に依存

して，{−1,+1}の値をとる．さらに，各スピンはその最近傍にあるスピンと相互
作用しその結果，相互作用エネルギを生じる．これら 2つの要素から，系のエネ

ルギは次のように定義される．

E = −Hµ∑
i

σi − J
∑
ij

σiσj (3.26)

ここで，µは個々のスピンの磁気モーメントであり，Jは系の結合定数である．ij

に対する和は格子内のすべての最近傍サイト対に関して計算される．興味がある

のは，M = µ
∑

i σiで定義される巨視的な特性としての系の磁化である．物質の自

発磁化は直接の近傍でない個々のスピンおよび，磁気モーメント間に働く長距離

相互作用によって起きる．イジング模型はこのような長距離相関関係を表現する

モデルとして用いられる．

以上のような性質をもつイジング模型を画像処理分野で応用する場合，画像は

通常，いくつかの異なる領域から構成されるため，格子上の各サイトにおいて

{−1,+1}の二値しか取らないイジング模型を定式化し直し，より一般的な状態
空間を扱えるようにする必要がある．

ポッツ模型はイジング模型の一般化であり，各サイトにおける変数に対して（3

つ以上の）多値状態から 1つを割り当てる．ポテンシャル関数はそれぞれのクリー

クに対して定義され，イジング模型における相互作用項に置き換わる．クリーク

ポテンシャルはクリークの型 C ∈ C（大きさ，形状あるいは，方向）および，局
所的な配置 xC ≡ {xi|i ∈ C}に依存する．1つ以上のサイトを含むクリークに対し

て，ポッツ模型のクリークポテンシャルは次のように定義される．

VC(x) =



ζC if C上のすべてのサイトが同じ値をとる

−ζC otherwise
(3.27)

ここで，ζCは型Cのクリークに対するポテンシャルである．単項サイトクリーク
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図 3.2 クリークの型と対応するポテンシャルパラメータ．

に対して，そのポテンシャルは次式のように，各サイト s ∈ Sに割り当てられた
値に依存する．

V1(x) = V1(xs) = αk if xs = k ∈ L (3.28)

ここで，αkは値 kに対するポテンシャルである．

ポッツ模型に 2次近傍系を仮定すると，単項サイトクリークに対する αと二項

サイトクリークに対する βの 2つのパラメータのみが非零となる．二項サイトク

リークに対するポテンシャル関数は次のように表される．

V2(xs, xr) =



βC if クリーク {s, r} = C ∈ C2が同じ値をとる

−βC otherwise
(3.29)

ここで，βC は型 C のクリークに対する βパラメータであり，C2は二項サイトク

リークの集合である．2次近傍系では，二項サイトクリークに対して 4つの型があ

るので，図 3.2のように 4つの異なる βCが与えられる．モデルが等方的である場

合には，4つの βCは同じ値をとる．二項サイトクリークまでを仮定したポッツ模

型は，その単純さから領域やテクスチャに対するモデルとして広く用いられてい

る [28, 30, 75]．

状態空間Λ = {0, 1, . . . , L− 1}を階調値の集合（Lは階調数）と考えると，ディ
ジタルモノクロ画像は画像内の各画素を確率変数Xs, s ∈ Sと定義し，画素に割り
当てられる階調値を xsとおくことでモデル化される．イジング模型あるいはポッ

ツ模型を用いて，通信路におけるノイズなどにより劣化した画像から元の画像を

復元する（ノイズを除去する）画像修復問題に対して，統計的な定式化が行われ

ている [41, 65, 31, 39, 7, 40, 70]．



第 3章 マルコフ確率場による画像のモデル化 31

図 3.3 最近傍系における線過程．円は画素に対応するサイトを示し，長方形はそ
の双対な線過程のサイトを示す．

3.3.2 線過程

画像分割に関して基礎になる確率場はサイトの状態に対する事前確率として，平

滑化の性質をもつ確率過程である．3.3.1節で述べたポッツ模型は平滑化に有効な

モデルとして，しばしば用いられてきた．しかし，画像内に顕著な不連続が存在

する場合，ポッツ模型は過剰な平滑化を引き起こし得る [40]．

この問題を解決するために，Geman & Geman[41]は画像格子に対するマルコフ

確率場に線過程と呼ばれるもう 1つのマルコフ確率場を結合することを提案した．

線過程に対する状態空間は {0, 1}であり，画像格子上のサイトにおいて，その状
態間に起こる不連続すなわち，エッジの存在を表している．2つの結合されたマル

コフ確率場は図 3.3に示すように，空間的に交互に合わされた 2つの格子上で定

義される（ただし，ここでは，最近傍系を仮定している）．図 3.3において，円で

表されている格子は既存の画素に対応するサイトであり，長方形で示されている

双対な格子は導入されたエッジに対応するサイトである．近傍にあるサイト対の

それぞれの間に可能なエッジが存在し得る．

線過程は水平方向のエッジ要素に対する格子と，垂直方向のエッジ要素に対す

る格子に分けられる．それぞれの方向に対する格子構造において，図 3.4のよう

な近傍系を仮定する．本論文では次のような記号を用いる．画素に対応するN 個

のサイトは格子

S = {s1, . . . , sN} (3.30)
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図 3.4 水平／垂直方向のエッジ要素に対する線過程とその近傍系．（a）水平／垂
直方向のエッジ要素に対する格子構造．（b）水平方向，および（c）垂直方
向のエッジ要素に対する近傍サイト集合．

と記述され，エッジ要素に対応するサイトは双対な格子

L = {(s, r) | s, r ∈ S, r ∈ Ns} (3.31)

と記述される．ここで，Nsはサイト sに対する近傍サイトの集合を示し，前述の

とおり，最近傍系を仮定している．線過程に対する格子上で定義される確率変数

を Zとおく．各サイト l ∈ Lにおける状態は {0, 1}から値 zl (≡ zs,r, r ∈ Ns)をと

るものとする．また，Zの配置空間をΨとおき，画像格子上のサイトにおける変

数の集合と同様に，ある配置を z ∈ Ψで表す．
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図 3.5 可能なエッジパターンと対応するポテンシャルパラメータ．（a）エッジな
し，（b）継続，（c）転換，（d）分岐，（e）終端，（f）交差．

線過程に対する格子上の近傍系において，エッジ要素に関する性質について考

察する [41]．例えば，画像はその画素数に比べて少数の平坦な領域から構成されて

いると考えると，画素対に対する変数間に強い不連続が起こることは少ない，つ

まり，画像内のエッジ要素は少ないと仮定できる．また，エッジ要素は孤立して

まばらに存在するよりも，直線状に連続して現れることが多いが，集中して現れ

る可能性は低いと考えられる．

以上のような考察から，図 3.5に示すように，エッジ要素の起こり得る可能な

パターンを 6通り挙げることができる．これらのエッジパターンに対応する（ポ

テンシャル）パラメータを用いて，線過程に対するポテンシャルエネルギを

U(z) =
∑
l∈L

∑
e∈E
γeIe(zl) (3.32)

と定義する．ここで，zlはサイト lとその近傍にあるサイトに関する局所的な配置

を表し，関数 Ie(zl)は zlがエッジパターン eであるとき値 1を取り，そうでないと

き値 0をとるものとする．また，Eは図 3.5で示される可能なエッジパターンの集
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合を表し，γe, e = 0, . . . , 5は各パターンに対応するパラメータとする．6つのポテ

ンシャルパラメータについて，次のように仮定することは理に適っている．

γ0 ≤ γ1 ≤ γ2 ≤ γ3 ≤ γ4 ≤ γ5 (3.33)

なぜなら，実画像において起こりにくいパターンのパラメータを比較的大きな値

にすることは，対応するポテンシャルエネルギの値を大きくするからである．そ

の結果，そのようなパターンを含む（線過程の格子に対する）配置の同時確率が

小さくなり，線過程はエッジ要素に関する性質を反映した有効なモデルとなる．

線過程のようにエッジ要素を陽に用いたモデルではなく，区分的に連続なポテ

ンシャル関数を導入することによって，画像格子上のサイトにおける状態間の不

連続を考慮するモデルも提案されている [40]．組合せ最適化と比較して，実数最適

化は実行が困難でないため，修正したポテンシャル関数を用いる手法の方が実装

が容易である．一方で，線過程を用いたエッジ要素に対する確率場モデルは得ら

れた結果を入力として，より高次の画像処理へ適用できる可能性がありまた，禁

止エッジパターン [39]のような複雑なエッジ配置を自然に記述できるという利点

がある．

3.4 ベイズ推定

ベイズ統計学はベイズの定理を用いる基礎理論であり，推定や意思決定におい

て有効な枠組みを与える．

ベイズ統計の枠組みにおいて，ラベリングあるいは，クラスタリングの観点か

ら画像分割問題を定式化すると，画像は階層的なモデルによって記述される．上

位レベルでは，画像を構成する部分領域を示すラベル（あるいは，クラス）xの同

時生起確率P (x)がマルコフ確率場によって効果的にモデル化される．観測される

画像に対して，画素の値（あるいは，画素や領域に対する特徴量）は対応する上

位レベルのラベルが示す確率分布に従って生起すると考えられる．

観測された画像を所与として，ラベル配置 x ∈ Ωが生起する条件付き確率はベ

イズの定理により，次式のように計算される．

P (x|y) = p(y|x)P (x)∑
x∈Ω p(y|x)P (x)

(3.34)
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ここで，y = {ys}は画素と同じ格子 S上で定義される確率変数の集合Y = {Y s}
の実現値であり，観測された画像を表す．一般に，d次元の変数ベクトル ys ∈ R

d

を仮定する．式 (3.34)の P (x|y)は事後確率と呼ばれる．また，yを観測された画
像データと考えると，p(y|x)は xの関数L(x) ≡ p(y|x)とみなせる．関数L(x)を
xの尤度関数と呼び通常，データを生成する確率過程を適切に記述するように定

義される．

事前分布の選択

ベイズ統計において，未知変量xの事前分布P (x)とは，データ yを考慮するよ

り前に xに関する（ランダム性というよりもむしろ）不確実性を表現する確率分

布である．事前分布はベイズ的な考え方の基本であるが，それをどのように選択

するかということはしばしば主観を伴い，そのような主観性を利用する立場と極

力用いない立場に分かれた様々な考え方が提案され，議論されてきた．

変数に関する明確で限定的な情報を表現する事前分布として，共役事前分布が

用いられる [37]．共役な事前分布とは，固定された尤度関数に対して事後分布もま

た同じ分布族になるような事前分布であり，代数的に扱いやすい．また，変数に

関して「無知」すなわち，情報の欠落を表現する事前分布として例えば，Jeffrey

の事前分布 [52]のようないわゆる無情報事前分布がある．さらに，参照事前分布

（reference priors）[6, 4, 5]と呼ばれるデータによる情報を利用する無情報事前分

布が提案されている．これらの事前分布は一般に，非正則である（すなわち，そ

の和あるいは，積分が有限でない）．

画像格子上で定義される変数（ここでは，画像分割を指示するラベル）に関し

て，その生起確率をマルコフ確率場でモデル化することは理に適った選択である

といえる．しかし，モデルに含まれるパラメータに関しては事前分布の選択が推

定手法および，その精度に影響することから，様々なアプローチが考えられる．本

論文で提案するモデルについて，4.3節で述べる．

ベイズの定理を用いた推定

事後確率 P (x|y)は観測画像 yの下で，ラベル配置 xの生起確率を表している
が，どの配置が生起するかを示してはいない．ベイズの定理の下で，xに対して 1

つの配置 x̂を示すことは一つの決定であり，統計学的にはデータ yからの推定問
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題となる．一般に，xの「真の値」と x̂は近い方が望ましい．事後確率P (x|y)か
ら x̂を推定値とする決定規則を yの関数ψ(y)として表し，推定に対する損失関数

を l(x, ψ(y))とおく．ベイズ推定とは，事後確率による損失関数の期待値（つまり，

期待損失）

EP (x|y) {l(x, ψ(y)) |y} =
∑
x∈Ω

P (x|y) · l(x, ψ(y)) (3.35)

を最小化する x̂ = ψ(y)を求めることである．

事後確率P (x|y)は画像 yが観測されたとき，分割結果としてのラベル集合が配
置 xである確からしさすなわち，確信度を表すと考えられる．したがって，事後

確率を最大にする配置つまり，

x̂ =argmax
x∈Ω

P (x|y)

= argmax
x∈Ω

p(y|x)P (x) (3.36)

となる x̂を推定値とすることは自然であり，最大事後確率（maiximum a posteriori;

MAP）推定と呼ばれる．ここで，∆ > 0を任意の十分小さな定数として，次のよ

うな 0-1損失基準

l(x, ψ(y)) =



0 if ‖ x− ψ(y) ‖≤ ∆

1 otherwise
(3.37)

として損失関数を定義すると，ψ(y)は事後確率を最大にするための決定規則（ベ

イズ決定則と呼ばれる）となる．言い換えれば，MAP推定は 0-1損失基準を用い

た期待損失最小化に相当する．Geman & Geman[41]の論文以来，多くのビジョ

ン問題がマルコフ確率場とMAP推定の枠組みにおいて定式化された [28, 31, 39]．

MAP推定は事前分布を罰則項に対応させれば，正則化（regularization）とみなせ

る [65]．

一方で，事後確率ではなく，事後周辺確率を用いて推定値を決定する基準もあ

る．これは最大事後周辺確率（maiximum posterior marginal; MPM）推定と呼ば

れ，MAP推定がラベル集合の全体に対して与えられたのとは異なり，サイト s ∈ S
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における変数Xsに対して次のような事後周辺確率

P (xs|y) =
∑

x(s)∈Ω(s)

P (x|y) (3.38)

すなわち，サイト sを除くすべてのサイト集合に関する事後確率の周辺化を求め，

これを最大にする次式のような値（ラベル）をそれぞれのサイトに対して推定値

とする基準である．

x̂s = argmax
xs∈Λ

P (xs|y)

= argmax
xs∈Λ

∑
x(s)∈Ω(s)

p(y|x)P (x) (3.39)

ここで，x(s)はサイト sを除くすべてのサイトにおける配置 x(s) = {xr | r 
= s, r ∈
S}を表し，Ω(s)を対応する配置空間とする．和はΩ(s)の可能なすべての配置に関

して求められる．ベイズ統計に基づく画像修復において，MPM推定による復元画

像の方が最大事後確率を用いるよりも元の画像に近いということが指摘されてい

る [65, 70, 92]．

3.5 ギブスサンプラによる推定

ギブスサンプラを含むマルコフ連鎖に基づいたモンテカルロ法の要点は，標本

を抽出したい分布を不変（あるいは，定常）分布としてもつエルゴード的マルコ

フ連鎖を構築することである．さらに，いくつかの仮定の下で，マルコフ連鎖に

よる標本は漸近的に目的とする確率分布に従って分布しているとみなせる．した

がって，例えば，4.4節で述べるように事後確率P (x|y)を不変分布とするマルコフ
連鎖をシミュレートすることによって，抽出された標本を用いて式 (3.39)のMPM

推定を近似的に実行できる．

ギブスサンプラ（熱浴法としても知られる）は概念的には，マルコフ連鎖を用い

たサンプリング法の中で最も単純な手法であるが，Geman & Geman[41]やGelfand

& Smith[36] の研究によって注目され，幅広い問題に応用されている．特に，離散

的な変数が比較的小さな有限集合から値をとる場合や，連続的な変数が容易に標

本を抽出できるような標準的な条件付き分布に従う場合などに適した手法である．
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図 3.6 ギブスサンプリングのアルゴリズム．

Geman & Geman[41]は式 (3.36)において示したようなMAP推定問題に対して，

シミュレーテッドアニーリング（simulated annealing）として知られるギブスサン

プリングを用いた最適化アルゴリズムを適用した．一般に，最適化したい目的関

数は非凸であり，多峰性を有するため，いかなる確定的な（deterministic）最適化

手法でも局所解に陥る可能性がある．シミュレーテッドアニーリングは温度とい

う概念によってこの問題を解決しようとする，大域解を探索できる可能性をもっ

た方法論である．

以下ではまず，ギブスサンプリングのアルゴリズムを概説し次に，シミュレー

テッドアニーリングを用いた最適化について述べる．

3.5.1 ギブスサンプリングのアルゴリズム

離散的あるいは，連続的な確率変数X = {X1, . . . , Xn}に対する同時確率分布
Π(x) = Π(x1, . . . , xn)から標本を抽出したいとする．ギブスサンプラでは，注目

する要素を除いたすべての要素を現在の状態で固定して，注目要素の状態を対応

する条件付き事後分布から抽出された標本に繰り返し置き換える．X(t−1)からX(t)

を生成する手順は図 3.6のように表現できる．Xi−1に対する新たな値がXiに対す

る次の値を抽出するときすぐに，使われることに注意する．

適切な条件の下で，ギブスサンプラにおいて用いられるマルコフ連鎖の状態は

長期間において，目的とする分布をもつ [41, 69]．つまり，X(0)に関係なく t→∞
において，X(t)の分布はΠ(x)に収束する（文献 [41]の定理A）．

lim
t→∞P (X

(t) = x|X(0) = x(0)) = Π(x), x ∈ Ω (3.40)
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このようなマルコフ連鎖をシミュレートすることによって，モンテカルロ法によ

る推定で用いられる標本値を生成できる．

上述したギブスサンプリングのアルゴリズムは，X(0)に対する初期状態を必要

とする．理想的にはマルコフ連鎖の状態に対する不変分布Π(x)からX(0)の標本

を抽出するが，多くの場合これは可能でない．よって，通常は，xに対する事前分

布からあるいは，分布の最頻値周辺からランダムに選択される．推定値に対して

初期値の選択が与える影響を軽減するために，サンプリングによる最初のM個の

標本を放棄するということが行われる．この最初のM回の標本抽出はバーンイン

（burn-in）期間と呼ばれる．マルコフ連鎖が状態空間をすばやく自由に遷移できる

ならば，比較的小さなM に対して，X(M)は実質的にX(0)に依存しなくなる．一

方で，マルコフ連鎖が状態空間の小領域（分布の最頻値など）から長い期間抜け

出せないならば，長いバーンイン期間が必要になる．

マルコフ連鎖の挙動は推定値の収束率すなわち，許容できる正確な推定に必要

な連鎖の長さN も確定する．M およびN に対する適切な値を決めるために，多

くの理論的な収束判定法が提案されている．実験に基づいた比較としてCowles &

Carlin[25]が挙げられる．本論文では，抽出した標本列（あるいは，それらから計

算される尺度）を図として表示し，いくつかの初期状態から生成した標本列に対

して変動の様子を比較することにより，M およびN の値を決定する．

3.5.2 シミュレーテッドアニーリングによる最適化

次式のように表現されるギブス分布をもつマルコフ確率場を考える．

Π(x) =
1

Z
e−U(x), x ∈ Ω (3.41)

ここで，Π(x)を最小にするx，言い換えれば，次のような基底状態（ground states）

Ωminをみつけたいとする．

Ωmin =
{
x ∈ Ω

∣∣∣∣U(x) = min
x∈Ω

U(x)
}

(3.42)

Kirkpatrickら [57]は，この系と統計物理における物理系の間にある類似性に注目

した．このような系では，基底状態をみつけるためにアニーリング処理を用いる．

アニーリングとは系の相互作用物質をはじめに高温で熱し，ゆっくりと冷却する



第 3章 マルコフ確率場による画像のモデル化 40

ことによって，より低い温度において平衡状態に達するようにする処理である．金

属の精錬やある種の結晶の成長はこのようにして行われる．このような処理を最

適化問題に適用したものがシミュレーテッドアニーリング法である．

ギブス分布に対してアニーリング処理を模倣するために温度 T を導入し，式

(3.41)を次式のように再定義する．

ΠT (x) =
1

ZT

e−U(x)/T (3.43)

したがって，次のようになる．

lim
T→∞

ΠT (x) =
1

‖ Ω ‖ (3.44)

すなわち，高温においてΠT (x)は一様分布のようになり，すべての状態 x ∈ Ωは

同じ生起確率をもつ．温度が下がり 1に近付くにつれ，ΠT (x)は元々の分布Π(x)

に漸近する．温度がさらに低くなった場合，以下のようになる．

lim
T→0

ΠT (x) = Π0(x) ≡



0, x /∈ Ωmin

1
‖Ωmin‖ , x ∈ Ωmin

(3.45)

温度を下げる前に，式 (3.40)のようにマルコフ連鎖における定常分布に到達す

るように各温度において，モンテカルロ法によるシミュレーションが必要である．

温度を十分ゆっくり下げたならば，x ∈ Ωminを得られることが保証される．各温

度におけるマルコフ連鎖の長さおよび，温度をどのくらい下げるべきかというこ

とは，次のような冷却スケジュールによって決まる．

定理 3.2 (シミュレーテッドアニーリング) S = {s1, . . . , sN}とするとき，

{X((k−1)τ+1),X((k−1)τ+2), . . . ,X(kτ)}

が温度 T (k)において，マルコフ連鎖であるような整数 τ ≥ N が存在すると仮定

する．T (k)が次のような条件

1. k →∞のとき，T (k)→ 0および，

2. 任意の k ≥ 2に対して，T (k) ≥ N∆
log k



第 3章 マルコフ確率場による画像のモデル化 41

を満たす任意の（減少）温度列ならば，

lim
k→∞

P (X(kτ) = x|X(0) = x(0)) = Π0(x), x ∈ Ω (3.46)

となる．

証明．Geman & Geman[41]の定理Bを参照．

∆はエネルギU(x)の大域的な最大値と最小値の差として定義される．定理 3.2

は 2つの条件を満たす冷却スケジュールで無限回のシミュレーションを行えば，マ

ルコフ連鎖の収束を理論的に保証する．しかし，この冷却スケジュールはほとん

ど実用的ではない．まず，∆を計算することが不可能でありまた，十分低い温度

になるまでには非常に多くの反復回数が必要であるからである．実際に，Geman

& Geman[41]が用いた近似的なスケジュールは

T (k) =
C

log(1 + k)
, k ≥ 1 (3.47)

である．ただし，C = 3.0あるいは，C = 4.0とした（C � N∆）．このスケジュー

ルのほかにもある意味において，最適な冷却スケジュールを求める研究が行われ

た [69]．

3.6 おわりに

本章では，マルコフ確率場モデルによる画像表現と，関連するベイズ推定およ

び，ギブスサンプリングアルゴリズムについて述べた．

まず，一般的な確率場について述べ，画像のような規則的な格子上における近

傍系および，クリークを定義しさらに，マルコフ確率場を定義した．ギブス分布

について述べ，マルコフ確率場とギブス分布の等価性を概説した．代表的なマル

コフ確率場モデルとして，イジング模型とポッツ模型および，線過程について述

べた．マルコフ確率場によって定式化される画像処理問題と関連の深い事項とし

て，ベイズの定理を用いた推定を概説しまた，具体的な計算近似手法として，ギ

ブスサンプラについて述べた．



第 4 章

マルコフ確率場と階層的事前分布によ

る画像分割

4.1 はじめに

本章では，マルコフ確率場モデルによる画像表現に階層的な事前分布を導入し

たモデルを提案する．ここでは，画像の領域分割を画素の分類問題と考える．す

なわち，画像格子上において，各サイトを最適な部分領域に帰属させることが課

題である．

4.2節において，マルコフ確率場モデルによる画像分割問題の定式化を行う．部

分領域を示すラベルの生起確率はマルコフ確率場によって，モデル化される．観

測画像はラベルが与えられたとき，それぞれがラベルにより指示される確率分布

に従う（独立な）確率変数の集合として定式化される．観測された画像の下で，ラ

ベル配置の事後確率はこれらの定義からベイズの定理に従って求められ，事後確

率あるいは，事後確率より求まる事後周辺確率から一定の基準により，各サイト

に対する最適な状態を決定する．事前分布の選択は推定手法の構築および，推定

結果の精度に影響する問題であり，4.3節で階層的な事前分布構造を提案する．4.4

節では，提案モデルに対するギブスサンプラを用いた画像分割の推定法について

述べる．4.5節で実験結果および考察について述べる．
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4.2 画像のモデル表現

基本的な画像モデルは次のように記述される．大きさがM ×N の 2次元格子を

S = {(i, j) | 1 ≤ i ≤ M, 1 ≤ j ≤ N}と記述する．観測された画像は S 上で定義
される確率変数の集合Y = {Y s | s ∈ S}の実現値すなわち，{Y = y} ≡ {Y s =

ys | s ∈ S} とする．各画素がとり得る値は一般に，d次元ベクトル y ∈ R
d を仮定

する．また，以下では，観測画像を y ≡ {ys}と略記する．モデル次数Lは画像を
構成する部分領域の最大数を与え，状態空間 Λ = {1, 2, . . . , L}をそのような部分
領域の集合とする．画像の領域分割とは，画素と同じ格子 S上で定義される確率
変数の集合Xにラベル x ∈ Ωを割り当てることである．したがって，各サイトの

状態はΛからの値 xsをとる．ここで，Ω = ΛM×N はラベルに対する配置空間を表

す．また，観測画像と同様に，{X = x} ≡ {Xs = xs | s ∈ S} を x ≡ {xs}と略記
する．ある近傍系を仮定するとき，サイト sの近傍にあるサイト集合をNsと記述

しまた，Nsに対するラベル集合を xNs ≡ {xr | r ∈ Ns} と記述する．
以下では，ベイズの定理に基づいて画像の領域分割問題を定式化する．

4.2.1 サイトの状態に対する事前確率

画像格子上のサイトにおける状態の確率分布はその空間的な特性を考慮して，モ

デル化される．画像格子上の 2つのサイト間には相互作用があり，それらの状態は

従属的であるが，その位置がある程度離れていれば，直接的にはそのような相関

関係はなく，2つのサイト間に位置するより近いサイトを通して影響しあうと考え

られる．このような性質はマルコフ確率場によって，効果的に定式化される．ここ

では，各サイト s ∈ Sにおけるラベル xsは次式のように，マルコフ確率場に従っ

て生起するものと仮定する．

P (xs|xNs, {αλ, λ ∈ Λ}, β) = exp {−αxs −
∑

r∈Ns
β I(xs, xr)}∑

λ∈Λ exp {−αλ −∑
r∈Ns

β I(λ, xr)} (4.1)

ここで，Nsに対して，図 3.1 （a）に示す最近傍系を仮定し，マルコフ確率場は

一様かつ，等方的であるとした．すなわち，二項サイトクリークに対する相互作

用係数 βs,rはサイトの格子上での位置および，sと rの方向によらず一定の値 β を

とるものとする．また，単項サイトクリークに対する外場パラメータ {αλ, λ ∈ Λ}
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は各状態に対して定義される．関数 I(xs, xr)はサイト sおよび rの状態が異なる

（xs 
= xr）とき 1，そうでない（xs = xr）とき−1をとる．
式 (4.1)に対する同時確率はマルコフ確率場とギブス分布の等価性定理 [45]から，

次のように定式化される．

P (x|{αλ, λ ∈ Λ}, β) = 1

Z
exp


−

∑
s∈S
αxs −

∑
s∈S

∑
r∈Ns

β I(xs, xr)


 (4.2)

ここで，分配関数（あるいは，規格化定数）Zは

Z =
∑
x∈Ω

exp


−

∑
s∈S
αxs −

∑
s∈S

∑
r∈Ns

β I(xs, xr)


 (4.3)

のように計算され通常，解析的あるいは，数値計算的にも評価することは不可能で

ある．そのため，2つの異なるマルコフ確率場（すなわち，ギブス分布）に対する実

現値を比較できない．言い換えれば，パラメータ{αλ, λ ∈ Λ}およびβの尤度を求め
られない．これに対して，Besag[9, 10]は式 (4.2)のようなマルコフ確率場による尤

度関数を格子上の各サイト s ∈ Sに対する局所的な確率 P (xs|xNs, {αλ, λ ∈ Λ}, β)
の積として，次式のように近似した．

PL(x; {αλ, λ ∈ Λ}, β) ≡ ∏
s∈S
P (xs|xNs, {αλ, λ ∈ Λ}, β) (4.4)

これは擬似尤度と呼ばれ，パラメータの最尤推定などに用いられる [42]．Geman

& Graffigne[42]は一般的な条件の下で，最大擬似尤度推定の存在性，一意性およ

び，一貫性を証明した．式 (4.2)の代わりに，擬似尤度による近似

P (x|{αλ, λ ∈ Λ}, β) ≈ PL(x; {αλ, λ ∈ Λ}, β)

=
∏
s∈S

exp {−αxs −
∑

r∈Ns
β I(xs, xr)}∑

λ∈Λ exp {−αλ −∑
r∈Ns

β I(λ, xr)} (4.5)

を用いることにする．
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4.2.2 ラベルの尤度

観測画像は混合正規分布に従って生成される実現値の集合であると仮定する．混

合正規分布の密度関数は，観測された画像を構成する部分領域に対応してモデル

次数を Lとすると，L個の多変量正規分布の密度関数 {pλ(y |µλ,Σλ), λ ∈ Λ} の
重みつき線形和によって定義される．すなわち，密度関数

p(y|{µλ,Σλ, λ ∈ Λ}) =
L∑

λ=1

P (λ) pλ(y|µλ,Σλ) (4.6)

ただし，

pλ(y|µλ,Σλ) =
1

(2π)
r
2 |Σλ| 12

exp
{
−1

2
(y − µλ)

′Σ−1
λ (y − µλ)

}
(4.7)

をもつ確率分布に従って，画像内の各画素 s ∈ Sは互いに独立に値 ys ∈ R
dをと

るものと仮定する．ここで，混合正規分布のパラメータ {µλ,Σλ, λ ∈ Λ} は，ラベ
ル λ ∈ Λによって指定される多変量正規分布に対する d 次元の平均ベクトルµλお

よび，d× dの共分散行列Σλを表す．また，P (λ) ≡ ωλは混合パラメータと呼ば
れ，次のような条件を満たす．

L∑
λ=1

ωλ = 1 かつ 0 ≤ ωλ ≤ 1, ∀λ ∈ Λ (4.8)

言い換えれば，観測画像はそれぞれが多変量正規分布によってモデル化される

部分領域から構成される．画像格子上のサイト s ∈ Sがラベル λ ∈ Λをもつ部分

領域に帰属する，すなわち，状態 xs = λとすれば，同じ格子上で定義される変数

Y sに対する確率密度関数は式 (4.7)より，それぞれ

p(ys|xs = λ,µλ,Σλ) =
1

(2π)
r
2 |Σλ| 12

exp
{
−1

2
(ys − µλ)

′Σ−1
λ (ys − µλ)

}
(4.9)

と記述できる．
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4.3 パラメータの事前確率分布

パラメータに対する事前分布はしばしば主観的に選択されるが，事後分布の評

価に直接関連し，推定の質に影響を与えると考えられる．Barker[3]やKato[55]は

無情報事前分布である一様分布や参照事前分布（reference priors）[6, 4, 5]を用い

た．本論文では，観測されたデータをより積極的に利用するために，パラメータに

対して共役な事前分布を用いる．さらに，パラメータの事前分布に含まれるパラ

メータすなわち，ハイパパラメータを確率変数とする階層モデルを導入する．提案

モデルの事後分布に対してギブスサンプラを用いた分布推定を適用し，パラメー

タおよびサイトの状態（分割結果）を同時に推定する．

モデルに含まれるパラメータは，マルコフ確率場における外場係数 {αλ, λ ∈ Λ}
と二項サイトクリークに関する相互作用係数 βおよび，多変量正規分布における

平均ベクトルと共分散行列 {µλ,Σλ, λ ∈ Λ} である．以下では，それぞれのパラ
メータに対する事前分布について述べる．

4.3.1 マルコフ確率場のパラメータ

式 (4.1)で定義された各サイトにおける局所的な状態確率について，相互作用係

数 βを 0とおく．すなわち，二項サイトに関するクリークポテンシャルを無視す

ると

P (xs|xNs, {αλ, λ ∈ Λ}, β = 0) =
e−αxs∑
λ∈Λ e−αλ

≈ P (xs) (4.10)

となり，各サイトの状態は互いに独立とみなせる．マルコフ確率場における外場

係数はラベルの生起確率に相当し，したがって，混合正規分布における混合パラ

メータと等価であるといえる．そこで，式 (4.8)の条件を満たす混合パラメータ

{ωλ, λ ∈ Λ}を用いて，外場係数 {αλ, λ ∈ Λ}を

αλ = − logωλ, λ ∈ Λ = {1, . . . , L} (4.11)

とおき，その事前分布として，次のように（多項分布の共役分布である）ディリ

クレ分布を仮定する．

(ω1, . . . , ωL) ∼ D(u, . . . , u) (4.12)
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ここで，D(u, . . . , u)はディリクレ分布を表し，パラメータはすべて同じ値 u = 1

をとるものとする．

二項サイトクリークに関する相互作用係数である βに関して，式 (4.5)の擬似尤

度による近似の結果，あるラベル配置の下で βの事後分布が正則でないことがあ

る [3, 55]．そこで，βは定数として，実験的にその値を定めることにする．

4.3.2 多変量正規分布のパラメータ

提案モデルはデータが互いに独立であると仮定するのではなく，データ間の相

互作用を考慮する拡張された混合モデルとも解釈できる．これは前項で述べた通

り，マルコフ確率場における外場係数と混合正規分布における混合パラメータが

等価であることからもわかる．

混合モデルに対して，無情報事前分布はモデルパラメータに関する非正則な事

前分布を与える．混合モデルを構成する要素（確率分布）のなかで，観測データが

1つも帰属しない要素が存在する可能性がありこのとき，データはそれらの要素に

関する情報を持たない．例えば，観測データ y = {ys}に対して，λ番目の要素に
帰属するデータがないつまり，xs = λとなるデータが 1つもない場合，パラメー

タ (µλ,Σλ)の事後分布（各要素パラメータは独立であるとする）p(µλ,Σλ|y,x)は
データが情報を持たないため，事前分布 p(µλ,Σλ)と同じになる．この事前分布が

非正則であれば，事後分布 p(µλ,Σλ|y,x)も非正則でありしたがって，

p(µλ,Σλ|y) =
∑
x∈Ω

p(µλ,Σλ,x|y) =
∑
x∈Ω

p(µλ,Σλ|y,x) p(x|y) (4.13)

より p(µλ,Σλ|y)も同様に，非正則になる．
本論文では，Richardson & Green[79]が一変量データに対して用いた階層的な

事前分布に基づき，これを多次元パラメータに対する事前分布に拡張する．この

事前分布は「弱情報的」である．すなわち，パラメータはデータから得られる情報

に依存するかあるいは，あまり依存しないかもしれない．階層的な事前分布の導

入と既定のハイパパラメータの選択によって，パラメータに関して「最小限」の

仮定をする．

ここでは，画像内の部分領域に関して，次のような仮定をおく．

1. 特徴量の平均値は観測データの変動区間に対して，均一である．
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2. 特徴量の分散はそれぞれの領域で同じような値となる．

1つ目の仮定は多変量正規分布に対して，観測データの変動区間における中間点を

平均ベクトルとし，区間の幅から適当な分散を決定することにより達成できる．2

つ目はそれぞれの領域内で特徴量の値が極端にばらついたり，集中することはな

いという信念を反映する．

提案モデルにおける式 (4.9)の多変量正規分布に関して，平均ベクトルと共分散

行列 {µλ,Σλ, λ ∈ Λ} の事前分布としてそれぞれ，次のように多変量正規分布およ
び，ウィッシャート分布を仮定する．

µλ ∼ Nr(ξ,κ
−1) (4.14)

Σ−1
λ |ρ ∼ Wr(ar, (rρ)

−1) (4.15)

ただし，平均ベクトルµおよび共分散行列Σをパラメータにもつ多変量正規分布

をNr(µ,Σ)と記述し，自由度m (≥ d)および d× dの正定値行列V をパラメータ

とするウィッシャート分布をWr(m,V )と記述する．定数パラメータである d次元

ベクトル ξおよび，d× dの（対角）行列 κはそれぞれ，次のように計算される．

ξ = (ξ1, . . . , ξr)
′ (4.16)

κ =



R−2

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · R−2
r


 (4.17)

ただし，Ri, i = 1, . . . , rは観測されたデータが変動する区間（値域）の幅を示し，

ξi, i = 1, . . . , rはその区間の中間点を示す．式 (4.14)および式 (4.15)は (µλ,Σλ)の

各組が先験的に依存していないので，多変量正規分布の自然共役な事前分布すな

わち，正規-ウィッシャート分布ではないがそれぞれ，パラメータに関して共役的

である．

平均ベクトルに対する事前分布Nr(ξ,κ
−1)は，µλがデータの変動区間に関して

均一であるという信念を反映する．ここで，ウィッシャート分布のパラメータ（ハ

イパパラメータ）ρを確率変数とみなして，次のように階層的な事前分布を導入

する．

ρ ∼ Wr(qr, (rν)
−1) (4.18)
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ただし，d× dの対角行列 νは次式のように計算される．

ν =




100q
aR2

1
· · · 0

...
. . .

...

0 · · · 100q
aR2

r


 (4.19)

観測データの幅に関する知識が分散共分散Σλに関して多くを示唆する，という

仮定は限定的であると考えられる [79]．式 (4.15)および式 (4.18)の仮定において，

ウィッシャート分布の自由度を a > 1 > qとおくことにより，Σλが同じような値

をとるという信念をその絶対的な値に関して制限する（例えば，すべて等しいと

おく）ことなく表現する．式 (4.18)のウィッシャート分布は q < 1とおくと非正則

な分布となるが，その事後分布は正則であることが示される [90]．

4.4 モデルの事後分布と推定

4.2節で定義した画像モデルと，4.3節で導入したパラメータの事前分布から，観

測データを含むすべての変数の同時分布は次のように記述できる．

p(β, α,µ,Σ,ρ,x,y) = p(y|x,µ,Σ)P (x|β, α)p(β)p(α)p(µ)p(Σ|ρ)p(ρ) (4.20)

ただし，ここでは，α = {αλ, λ ∈ Λ}，µ = {µλ, λ ∈ Λ}および，Σ = {Σλ, λ ∈ Λ}
を意味するものとする．この階層的なモデルは図 4.1に示すように，有向非循環

グラフとして表現される．

本論文で提案するモデルの事後確率分布はベイズの定理を用いて，次式のよう

に与えられる．

p(x, θ, φ|y) = p(y|x, φ)P (x|θ)p(θ)p(φ)∑
x∈Ω

∫
Θ×Φ p(y|x, φ)P (x|θ)p(θ)p(φ)dθdφ

≈ 1

Z

∏
s∈S

1

(2π)
r
2 |Σxs| 12

exp
{
−1

2

(
ys − µxs

)′
Σ−1

xs

(
ys − µxs

)}

× ∏
s∈S

ωxs exp {−
∑

r∈Ns
β I(xs, xr)}∑

λ∈Λ ωλ exp {−
∑

r∈Ns
β I(λ, xr)}

× p(ρ) p(ω1, . . . , ωL)
L∏

λ=1

p(µλ) p(Σλ|ρ) (4.21)
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図 4.1 提案モデルの有向非循環グラフ表現．円で囲まれる量は未知変数を指示し，
矩形は既知の定数を表し，二重の矩形は観測データを示す．矢印はモデル
の条件付き独立構造を表現する．

ここで，Z は規格化のための定数である．また，θおよび φはそれぞれ，マルコ

フ確率場と多変量正規分布におけるパラメータを表し，Θおよび Φは対応する

パラメータ空間を示すものとする．上式 (4.21)では，式 (4.11)によって外場係数

{αλ, λ ∈ Λ}を混合パラメータ {ωλ, λ ∈ Λ}に置き換え，式 (4.5)の擬似尤度によ

る近似を用いた．モデルパラメータに対する事前分布の密度関数はそれぞれ，式

(4.12)，式 (4.14)，式 (4.15)および，式 (4.18)の仮定より得られる．

画像分割問題は式 (4.21)の事後分布に基づいて，画像格子上で定義されるサイ

トの状態および，モデルパラメータに関する最適化問題として，次のように定式

化される．

x∗, θ∗, φ∗ = argmax
x∈Ω, θ∈Θ, φ∈Φ

p(x, θ, φ|y)

= argmax
x∈Ω, θ∈Θ, φ∈Φ

p(y|x, φ)P (x|θ)p(θ)p(φ) (4.22)

上式 (4.22)はサイトの状態とモデルパラメータに対する最大事後確率（maiximum

a posteriori; MAP）推定と呼ばれる．あるいは，別の基準として，次式のような
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最大事後周辺確率（maiximum posterior marginal; MPM）推定がある．

x∗s = argmax
xs∈Λ

P (xs|y) = argmax
xs∈Λ

∑
x(s)∈Ω(s)

P (x|y) (4.23)

ここで，x(s)はサイト sを除くすべてのサイトにおける配置 {xr | r 
= s, r ∈ S}を
表し，Ω(s)を対応する配置空間とする．確率 P (x|y)はモデルパラメータに関して
事後確率密度関数 p(x, θ, φ|y)を周辺化することにより，次式のように得られる．

P (x|y) =
∫
Θ×Φ

p(x, θ, φ|y)dθdφ (4.24)

事後周辺確率による推定は画素あたりの誤識別に対して，その総数の期待値を効

果的に最小化する．

これらの基準を評価し，サイトの状態とモデルパラメータに対する推定値を決

定するために，様々なアルゴリズムが提案されている．一般的な大きさの自然画

像では，ラベルの配置空間Ωに関して評価することは解析的あるいは，数値計算

的にも困難であるため，なんらかの近似解法が必要である．本論文では，このよ

うな問題に対してギブスサンプラあるいは，シミュレーテッドアニーリング法を

適用する．

4.4.1 提案モデルに対するギブスサンプラ

ギブスサンプリングのアルゴリズムを提案モデルに適用すると，以下の 5つの

手順から構成される．ただし，以下では，注目している要素を除く他のすべての

（固定された）パラメータを記号 ‘ · · ·′と省略する．

1. s ∈ Sについて，xsを条件付き事後確率 P (xs| · · · )から抽出する．

2. λ ∈ Λについて，ωλを条件付き事後分布 p(ωλ| · · · )から抽出する．

3. λ ∈ Λについて，µλを条件付き事後分布 p(µλ| · · · )から抽出する．

4. λ ∈ Λについて，Σλを条件付き事後分布 p(Σλ| · · · )から抽出する．

5. ρを条件付き事後分布 p(ρ| · · · )から抽出する．
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それぞれの手順における条件付き事後確率密度は各パラメータに対する共役な

事前分布の仮定（式 (4.12)，式 (4.14)，式 (4.15)および，式 (4.18)）から，解析的

に求められる．例えば，画像格子上のサイト s ∈ Sに対する状態 xsについて，他
のすべてのパラメータを固定した条件付き事後確率は次のようになる．

P (xs = λ|xNs, αλ, β,µλ,Σλ,ys)

∝ P (xs = λ|xNs, αλ, β) p(ys|xs = λ,µλ,Σλ)

∝ exp


−αλ −

∑
r∈Ns

β I(λ, xr)


 · |Σλ|− 1

2 exp
{
−1

2
(ys − µλ)

′Σ−1
λ (ys − µλ)

}

= ωλ|Σλ|− 1
2 exp


−1

2
(ys − µλ)

′Σ−1
λ (ys − µλ)−

∑
r∈Ns

βI(λ, xr)


 (4.25)

上式 (4.25)の条件付き事後確率は通常の混合正規分布によってモデル化される潜

在（あるいは，隠れ）変数に対する事後確率 [90] と比較して，マルコフ確率場に

よる変数間の相互作用を表現する項−∑
r∈Ns

βI(xs = λ, xr) をもつ．

同様に，モデルパラメータに対してそれぞれ，次のような条件付き事後分布が

解析的に求まる．

(ω1, . . . , ωL) | · · · ∼ D(u+m1, . . . , u+mL) (4.26)

µλ | · · · ∼ Nr

(
(mλΣλ + κ)−1(mλΣλȳλ + κξ), (mλΣλ + κ)−1

)
(4.27)

Σλ | · · · ∼ Wr


ar +mλ,


rρ +

∑
s∈Sλ

(ys − µλ)(ys − µλ)
′


−1

 (4.28)

ρ | · · · ∼ Wr


qr + arL,

[
rν + r

L∑
λ=1

Σ−1
λ

]−1

 (4.29)

ただし，集合 Sλ = {s ∈ S, xs = λ}はラベル λ ∈ Λを割り当てられたサイト（部

分）集合を表し，mλはその要素数（すなわち，集合の濃度）とする．ベクトル ȳλ

は次式のように，Sλに対応する画素がとる値の平均値とする．

ȳλ =
1

mλ

∑
s∈Sλ

ys, λ ∈ Λ (4.30)

式 (4.21)の密度関数 p(x, θ, φ|y)をもつ事後分布からギブスサンプラを用いてN
個の標本列 {x(k), θ(k), φ(k) | k = 0, . . . , N − 1} を抽出したとすると，観測画像 yを
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所与として，サイト s ∈ Sにおける状態 xsに対する事後周辺確率 P (xs|y)は次式
のように，近似できる．

P (xs = λ|y) =
∑
x∈Ω

δ(xs, λ)
∫
Θ×Φ

p(x, θ, φ|y)dθdφ

≈ 1

N

N−1∑
k=0

δ(x(k)
s , λ) ≡ P̂ (xs = λ|y) (4.31)

ここで，δ(i, j)はクロネッカーのデルタである．サイト sの状態が xs = λとなる確

率は標本平均として近似され，近似された確率 P̂ (xs = λ|y)により，式 (4.23) の

MPM推定値は次のように決定できる．

x∗s ≈ argmax
λ∈Λ

P̂ (xs = λ|y) = argmax
λ∈Λ

#{k|x(k)
s = λ} (4.32)

ここで，#{k|x(k)
s = λ}は状態が xs = λとなる標本の総数を表す．すなわち，生

成された標本列の中で最も多く出現したラベルをMPM推定値とする．

初期状態 x(0)は各サイトごとに一様乱数によって決定し，各モデルパラメータ

の初期値はそれぞれの事前分布からランダムに抽出する．上述のギブスサンプリ

ングにより，初期標本からはじまって，次々と標本を抽出していく．3.5.1節で述

べたように，推定には初期値に依存しない（とみなせる）標本列のみを用いるこ

とにする．本論文では，マルコフ連鎖の収束を判定するために，抽出されたラベ

ルの標本列 {x(k)}について，次式のような二項サイトクリークに関するエネルギ
を計算する．

U2(x) =
∑
s∈S

∑
r∈Ns

I(xs, xr) (4.33)

この値が初期値に依存せずに，安定して変動しているかを観察することによって，

収束を判定する．

4.4.2 シミュレーテッドアニーリング法による最適化

各サイトに対する状態の推定値すなわち，ラベルを決定するもう一つの基準と

して，MAP推定を実行する．前述のギブスサンプラにおける条件付き事後分布に

それぞれ，温度パラメータ T (k)を追加することにより，シミュレーテッドアニー

リング法を用いてモデルの事後確率に関して，各サイトの状態およびパラメータ
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図 4.2 実験に用いた冷却スケジュール．比較のため，Geman & Geman[41]が用
いたスケジュール（C = 4.0とする）を点線で示す．

の最適化を行う．ここでは，実験的に，次のような冷却スケジュールを用いるこ

とにする．

Tk = 0.98Tk−1, k ≥ 1 (4.34)

ただし，初期温度はT0 = 6.0とする．実験に用いた冷却スケジュールおよび，Geman

& Geman[41]が用いたスケジュール（C = 4.0とする）を図 4.2にそれぞれ，実

線と点線で示す．Geman & Geman[41]のゆっくり冷却する対数スケジュールは一

般に，よりロバストであると考えられるが，ここでは，妥当な反復回数で収束さ

せるために式 (4.34)を用いる．小さな温度の値は事後分布の計算において，オー

バーフローを引き起こす可能性があるため，温度が Tk < 0.1となる k ≈ 200回の

反復後にアルゴリズムを終了する．

4.5 実験結果および考察

提案手法を自然画像の分割に適用した．本節では，ギブスサンプリングによる

マルコフ連鎖の収束に関する実験について述べ，自然画像に対する提案モデルの

MPM推定および，MAP推定による分割結果を示す．
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（a） （b） （c）

図 4.3 収束判定に用いた自然画像の例 [66]．

4.5.1 マルコフ連鎖の収束判定

提案モデルの条件付き事後分布に対して，ギブスサンプリングによるマルコフ

連鎖の収束について調べる．提案モデルはマルコフ確率場において，二項サイト

クリークに関する相互作用を考慮しないとき，多変量正規分布の混合モデルとな

る．ギブスサンプリングを使った混合正規分布の解析に関して，「トラップ状態」の

問題が報告されている [89]．Robert[80]は以下のように述べている．

連鎖の理論的な既約性にもかかわらず，ギブスサンプラは事実上，

混合要素分布の一つにごく少数の観測値が割り当てられる状況にトラッ

プされる．

このようなトラップ状態は，少数の観測値を含む混合要素分布がごく小さな分散

をもつことを許容することによって起こり得る．つまり，要素分布の平均を観測

データの 1点におくような尤度における特異点にパラメータの値が近づきかつ，そ

の分散が零になる傾向が許容される．これは要素分布の分散を等しくなるように

制約するかあるいは，本論文で行ったように，事前分布の階層構造によりそれぞれ

の要素分布に対して，類似した分散となることを優遇することで回避できる．こ

の事前分布は事後確率密度に関して正則化の効果をもち，尤度における特異点付

近の極大値を減らしあるいは，除去する．

図 4.3に示す自然画像 [66]に対して，実験を行った．入力された画像はまず，画

素ごとにRGB色空間からL∗a∗b∗色空間内の座標値に変換される．したがって，各
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画素は d = 3次元ベクトルで表される．モデルに含まれる定数パラメータはそれ

ぞれ，a = 3，q = 0.3，u = 1とした．ここでは，シミュレーションの反復回数を

最大 2,000とし，マルコフ確率場のパラメータを β = 0.5とした．モデル次数はす

べての画像に対して，L = 10, 15を指定した．

マルコフ連鎖のシミュレーションによって得られた標本列に対して，式 (4.33)で

定義したラベル標本の二項サイトクリークに関するエネルギを計算した結果を図

4.4に示す．ギブスサンプラはシミュレーションの初期において，エネルギの高い

状態から低い状態へすばやく移動していることがわかる．実験に用いた各入力画

像に対する事後分布には 2個から 3個の最頻値が存在し，ギブスサンプラはそれ

ら最頻値に対応するパラメータ空間内の（明確に分割される）領域をある期間を

かけて移動する．

図 4.3（b）および（c）の画像に対して得られた標本列の中には，ギブスサンプ

ラがパラメータ空間内のいくつかの領域を移動して抽出されたものがある．これ

は，分割される領域数の上限を指定するモデル次数が入力画像に対して大きいた

め，言い換えれば，入力画像がモデル次数よりも少ない領域でモデル化できるた

めであると考えられる．シミュレーションの途中で，それまで少なくとも 1つ以

上のサイトに割り当てられていたラベルがどのサイトにも割り当てられなくなる

ことが起こり得る．また，それとは逆に，割り当てられていなかったラベルが割

り当てられるようになることもある．このようなときに対応して，エネルギに大

きな変化がみられる．

2つのモデル次数L = 10, 15に関して，各入力画像とも，シミュレーションに顕

著な違いはみられなかった．比較的大きなモデル次数を指定しても入力画像をモ

デル化するために必要な次数に対応して，ギブスサンプラが状態空間および，パ

ラメータ空間の限定された領域を移動するためであると考えられる．
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L = 10 L = 15
（a）

L = 10 L = 15
（b）

L = 10 L = 15
（c）

図 4.4 複数のラベル標本列の二項サイトクリークに関するエネルギ変化．縦軸と
横軸はそれぞれエネルギの値および標本の長さを示す．グラフはそれぞれ
図 4.3（a）から（c）の画像に対応し，Lはモデル次数を表す．
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4.5.2 提案手法による画像分割

前項の実験からまず，800回の反復抽出をバーンイン期間のシミュレーションと

して行うことにした．さらに 200回の反復抽出を行って得られた標本を用いて，各

サイトの状態に対するMPM推定値（ラベル）を決定する．マルコフ確率場のパ

ラメータはβ = 0.5とし，モデル次数はすべての入力画像に対して，L = 10, 15, 20

の 3通りで実験した．また，同様に，β = 0.5および，L = 10, 15として，シミュ

レーテッドアニーリング法によるMAP推定を行った．初期状態およびパラメータ

はそれぞれの事前分布からランダムに抽出される．実験に用いた入力画像の例を

図 4.5に示し，MPMおよびMAP推定による画像の（それぞれ，L = 10に対す

る）分割結果を図 4.6に示す．

入力画像に対するシミュレーテッドアニーリングの収束の様子を図 4.7に示す．

高い温度 T において，モデル化が観測データとマルコフ確率場の間の相互作用に

限定されている．つまり，ラベル配置は主に，外場によって決定される．したがっ

て，初期の高い温度において，モデルは観測データのヒストグラムに当てはめられ

る．臨界点付近の温度（ここでは，約 90回の反復後に到達する）においてのみ，長

距離の相関が期待されさらに温度を下げると，ランダムな変動は次第に減少する．

提案手法はあらかじめモデル次数を指定する，教師ありのクラスタリング手法

とみなせる．提案モデルは指定されるモデル次数に関して，頑健である．なぜな

ら，分割される領域の最大数がモデル次数によって制限され，その値を比較的小

さくしても，安定して分割でき，モデル次数を大きくした場合でも，マルコフ確

率場による平滑化効果が有効に作用して過大分割を抑えられるからである．平滑

化の効果は二項サイトクリークに対するパラメータ βによって制御され，その値

を大きくすると，大きな領域をもつ粗い分割となる．実際，入力画像を構成する

部分領域に対応して，結果的に，指定したモデル次数よりも少ないラベルが使用

されることがある．すなわち，アルゴリズムは入力画像を表現するために，十分

な次数に適応的に収束することが期待できる．

マルコフ確率場による平滑化の効果は領域の境界において，過剰に作用する可

能性がある．この問題に対して，5.4節では，線過程 [41]を導入したモデルについ

て述べる．
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（a） （b） （c） （d） （e） （f）

図 4.5 画像分割の実験に用いた入力画像例 [66]．

（a） （b） （c） （d） （e） （f）
images segmented using MPM criterion

（a） （b） （c） （d） （e） （f）
images segmented using MAP criterion

図 4.6 提案モデルのMPM推定および，MAP推定による画像分割．それぞれ図
4.5の画像に対応する．
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input image 60 iterations 70 iterations

80 iterations 90 iterations 100 iterations

図 4.7 シミュレーテッドアニーリングの収束の様子．モデル次数は L = 15であ
り，200回反復したシミュレーションのうち，60回から 100回反復後の分
割結果を 10回おきに示す．

4.6 おわりに

本章では，マルコフ確率場モデルによる画像表現に階層的な事前分布を導入し

たモデルを提案した．画像格子上のサイトに対して帰属すべき部分領域を指示す

るラベルを割り当てる問題として，画像分割を定式化した．割り当てられるラベ

ルの尤度は多変量正規分布の密度関数として定義し，各サイトの状態に対する事

前分布はマルコフ確率場によってモデル化した．モデルに含まれるパラメータを

確率変数とみなし，画像を構成する部分領域に関して弱い仮定をおき，それらを

反映するような事前分布を階層的な構造によって表現した．ギブスサンプラによ

るマルコフ連鎖はサイトの状態とパラメータの同時事後分布を効率的に探索でき

るように構築される．自然画像に対する実験結果は本手法の有効性を示した．



第 5 章

画像分割アルゴリズムの評価と提案手

法に関する考察

5.1 はじめに

画像分割は不良設定問題であるため，すなわち，アルゴリズムが出力した結果

を比較するためのたった一つの ground truth（正しく分割された画像）が存在し

ないため，アルゴリズムの性能を定量化することは難しく，様々な評価尺度が提

案されている [105, 13]．本章では，人間によって分割された画像データベース [66]

を用いて，Unnikrishnanら [97]によって提案された確率的ランドインデックスに

より画像分割結果を定量的に評価する．また，その評価に基づいてモデルの拡張

および，提案手法に関する改善点について考察する．

5.2 画像分割アルゴリズムの定量的な評価

近年，複数の自然画像から人手による分割データを蓄積する取組み [66]によっ

て，既存の画像分割アルゴリズムの性能を定量化する原則的な手法が提案されて

いる [97]．データベース [66]には，自然画像に対してそれぞれの区画が顕著な物体

を表すように，複数の被験者によって分割された画像データが含まれている．

Martinら [66]は，同一画像の異なる被験者による分割結果の間には無視できな

い一貫性があり，人手による分割データとの比較によるアルゴリズム性能の評価

は信頼できると述べている．人間あるいは，計算機プログラムによる画像分割で

は，複数の手がかりが利用可能である．被験者はどのような手がかりを使うこと
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（a） （b） （c） （d）

図 5.1 Berkeley segmentation dataset[66]の分割データの例．（a）の原画像に対し
て，（b）から（d）は被験者の異なる分割データを示す．（c）および（d）は
（b）に対する詳細化であり，（c）と（d）は相互の詳細化である．

も制限されず，推奨もされていない．したがって，例えば，色および，テクスチャ

のコヒーレンスといった低次の手がかりのみに基づいた計算アプローチが完璧な

性能を達成することは困難である（人間はよく知っている物体に関する知識を手

がかりとして用いるかもしれない）．図 5.1に示す人手による画像分割結果の例か

ら，分割に対して選択する細かさのレベルはそれぞれの被験者によって，様々で

あることがわかる．

Martinら [66]は被験者による分割に対する細かさの違いすなわち，分割の「詳

細化」を罰しない一貫性のある評価尺度を提案した．この尺度は比較する 2つの

分割結果が近似的に等しい分割数をもつときのみ，意味をもつ．Rand[78]はクラ

スタリングによる 2つの分類の一致性を測る尺度を提案した．これはランドイン

デックスと呼ばれ，異なる分割数をもつ分割結果に関しても計算が可能であるが，

画像分割の詳細化に対応しない．Unnikrishnanら [97]は分割の詳細化に対応しか

つ，任意の分割数を許容する尺度として，確率的ランドインデックスを提案した．

以下では，それぞれの尺度を概説する．

5.2.1 Martinら [66]による評価尺度

2つの分割SおよびS ′に対して，画素xiを含む領域（区画）をそれぞれ，R(S, xi)

およびR(S ′, xi)とおく．局所的な詳細化誤差（local refinement error; LRE）は次

式のように定義される．

E(S, S ′, xi) =
|R(S, xi) \R(S ′, xi)|

|R(S, xi)| (5.1)
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ここで，記号 \は集合の差を表し，|A|は集合Aの濃度を表す．この尺度は対称で
はなく，一方向のみにおいて，詳細化を測る．各画素におけるそれぞれの方向に

よる LREの値から，画像全体に対する 2通りの尺度が計算される．すなわち，大

域的な一貫性誤差（global consistency error; GCE）はすべての局所的な詳細化を

同じ方向に強制し，局所的な一貫性誤差（local consistency error; LCE）は画像の

部分ごとに異なる方向の詳細化を許容する．N を画素数としてそれぞれ，次のよ

うに定義される．

GCE(S, S ′) =
1

N
min

{∑
i

E(S, S ′, xi),
∑
i

E(S ′, S, xi)

}
(5.2)

LCE(S, S ′) =
1

N

∑
i

min {E(S, S ′, xi), E(S ′, S, xi)} (5.3)

任意の 2つの分割に対して，LCE ≤ GCEであるので明らかに，GCEは LCE

よりも厳しい尺度である．2つの尺度は詳細化を許容するが，比較される 2つの分

割が同じような分割数をもつときのみ意味がある．これは著者ら [66]が述べてい

るように，誤差が零となる 2つの自明な分割のためである．すなわち，領域あた

り 1画素の分割および，画像全体に対して 1つの領域という分割である．それら

は誤差関数の使用を限定してしまう．

5.2.2 ランドインデックス [78]

画像の分割は画素のクラスタリングと解釈できる．Rand[78]は，データY =

{y1, . . . ,yN}をクラスタリングすることによって得られた 2つの分類結果Aおよ

びBに対して，それらの類似度すなわち，一致性を測るための単純な尺度を提案

した．Aにおいて同じクラスタに帰属しかつ，同様に，Bにおいても同じクラス

タに帰属するデータ対 (yi,yj), i 
= j ∈ {1, . . . , N}の数を n11と記述する．また，

Aにおいて異なるクラスタに帰属しかつ，同様に，Bにおいても異なるクラスタ

に帰属するデータ対の数を n00と記述する．すなわち，n11（n00）の値はデータ対

が両方の分類結果において同じ（異なる）クラスタに帰属するほど大きくなるの

で，n11および n00は 2つの分類の類似度を表す量であるとわかる．同様にして，

n01および n10を非類似度として定義すると，ランドインデックスは次式のように
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計算される1．

R(A,B) =
n00 + n11

n00 + n11 + n01 + n10
=

2(n00 + n11)

N(N − 1)
(5.4)

ランドインデックスは分類が完全に一致する場合に値 1をとり，AおよびBにお

けるクラス数が同じである必要がない．しかし，データの分類をランダムに決定

した場合，ランドインデックスの期待値は一定の値をとらない．

補正ランド（adjusted Rand; AR）インデックス [51]は，2つの分類AおよびB

が一定のクラスタ数および，各クラスタにおいて一定のデータ数をもつ分布（一般

化超幾何分布）からランダムに抽出されると仮定する．AおよびBのクラスタ数を

それぞれ，cA，cBとし，Aにおいてクラスタ iに帰属しかつ，Bにおいてクラスタ j

に帰属するデータの個数を行列の要素として，Nij , i ∈ {1, . . . , cA}, j ∈ {1, . . . , cB}
と記述する．また，Ni•および，N•jを次のように定義する．

Ni• =
cB∑
j=1

Nij , N•j =
cA∑
i=1

Nij (5.5)

すなわち，Ni•はAにおけるクラスタ iに帰属するデータ数を表し，N•jはBにお

けるクラスタ jに帰属するデータ数を表す．ARインデックスはNijの値から，次

式のように計算される．

AR(A,B) =

cA∑
i=1

cB∑
j=1

(
Nij

2

)
−


 cA∑
i=1

(
Ni•
2

)
cB∑
j=1

(
N•j
2

) /
(
N

2

)

1

2


 cA∑
i=1

(
Ni•
2

)
+

cB∑
j=1

(
N•j
2

)
−


 cA∑
i=1

(
Ni•
2

)
cB∑
j=1

(
N•j
2

)
 /

(
N

2

) (5.6)

ARインデックスの期待値は 0であり，最大値は 1である．したがって，ARイン

デックスはランドインデックスよりも幅広い値をとる．

画像分割における一般的な同意として，人間による画像の解釈はラベルを割り

当てるという画素レベルの精度とは異なるが，分割の詳細化が許容されるならば，

1実際には，Nij および式 (5.5)を用いて，次式のように効率的に計算される．

R(A, B) =
2

N(N − 1)



(

N

2

)
+ 2

∑
i,j

(
Nij

2

)
−
∑

i

(
Ni•
2

)
−
∑

j

(
N•j

2

)

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一貫性があるといえるだろう．しかし，ランドインデックスおよび，補正ランド

インデックスのどちらにおいても，このような許容は達成されない．

5.2.3 確率的ランドインデックス [97]

Unnikrishnanら [97]はランドインデックスの統計的な性質と，分割の詳細化に

適切に対応する能力を結合する尺度を提案した．後者の性質は主として，画像分

割結果の一貫性を定量化する場合に関連する．画像 y = {y1, . . . ,yN}に対応する
人手による分割画像（ground truth）データの集合を {S1, . . . , SK}とし，これら
と比較される（アルゴリズムの出力結果である）分割を Sとする．i番目の画素に

対して，分割 Sにおいて割り当てられたラベルを xSi，人手による分割画像 Skに

おけるラベルを xSk
i と表す．

Unnikrishnanらはそれぞれの画素対に対するラベルの関係を未知の分布によっ

てモデル化した．これは次のような筋書きとして具体化される [97]．各被験者は画

像の分割Skに関する情報を i番目と j番目の画素対に対する二値の数 I

(
xSk
i = xSk

j

)
の形式で提供する．ただし，Iは引数が真のとき 1，偽のとき 0をとる関数である．

すべての知覚的に正しい分割の集合はこの数上にベルヌーイ分布を定義し，期待

値 pij をもつ確率変数を与える．したがって，すべての非順序対 (i, j)に対する集

合 {pij}は画像 yに対する正しい分割の生成モデルを定義する．
分割 Sにおいて，i番目と j番目の画素対が同じラベルをとる事象を

cij = I

(
xSi = xSj

)
(5.7)

と表すとき，確率的ランド（probabilistic Rand; PR）インデックスは次式のよう

に記述される．

PR(S, {Sk}) = 1(
N
2

) ∑
i,j

i�=j

[cijpij + (1− cij)(1− pij)] (5.8)

この尺度は [0, 1]における値をとり，0は Sおよび {S1, . . . , SK} がまったく類似し
ないことを意味し，すべての分割が等しいとき 1となる．

画素 iおよび jが同じラベルをとる確率 pijは次式のように，対応するベルヌー
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イ分布の標本平均として，選択される．

p̄ij =
1

K

K∑
k=1

I

(
xSk
i = xSk

j

)
(5.9)

このとき，

PR(S, {Sk}) = 1(
N
2

) ∑
i,j

i�=j

[cij p̄ij + (1− cij)(1− p̄ij)]

=
1

K

K∑
k=1




1(
N
2

) ∑
i,j

i�=j

[
cijI

(
xSk
i = xSk

j

)
+ (1− cij)I

(
xSk
i 
= xSk

j

)]



=
1

K

K∑
k=1

R(S, Sk) (5.10)

すなわち，PRインデックスは (S, Sk), k = 1, . . . , Kの各組に対するランドインデッ

クスの平均となる．分割の正しさの尺度に対する妥当な要求には，次のようなも

のが考えられ，PRインデックスはこれらを満たす [98]．

1. 非現実的な入力例が異常に高い類似値を与えるような縮退したケースをもた

ない．

2. 分割におけるラベルの濃度あるいは，領域の大きさが等しいという仮定をし

ない．

3. 人間による画像の分割は解釈によって異なると同時に，知覚による分類はお

そらく，いくつかの大きな領域に対して一貫性がある．直観的に，このこと

は人間があいまいに思う領域においてのみ，ラベルの詳細化に対応し，それ

以外では詳細化の違いを罰するような知覚的に意味のある類似尺度を要求

する．

5.3 アルゴリズムの性能評価

データベース [66]内の評価用画像に対して提案手法および，従来手法を適用し

て得られた分割結果と複数の被験者による画像分割データから，式 (5.8)で定義さ

れる PRインデックスの値を計算する．従来手法として，ファジィc-平均法 [62]，
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表 5.1 提案手法および，従来手法に対する PRランドインデックスの値．
アルゴリズム 図 5.2 図 5.3 図 5.4 図 5.5 図 5.6 図 5.7

MPM推定（L = 10） 0.8379 0.8205 0.7380 0.8215 0.7086 0.6395

MPM推定（L = 15） 0.8515 0.8157 0.7515 0.8005 0.6535 0.6362

MPM推定（L = 20） 0.8446 0.8236 0.7530 0.7775 0.7001 0.6349

MAP推定（L = 10） 0.8522 0.8399 0.7371 0.7894 0.6780 0.4905

MAP推定（L = 15） 0.8505 0.8456 0.7642 0.7961 0.6326 0.5137

ファジィc-平均法 [62] 0.7476 0.8139 0.5173 0.8571 0.7540 0.6169

グラフに基づく手法 [33] 0.7864 0.8273 0.9083 0.9365 0.8303 0.3302

平均値シフト [24] 0.8215 0.8249 0.8908 0.9340 0.8257 0.3223

ウォータシェッド法 0.8117 0.7654 0.8748 0.8564 0.8162 0.2965

グラフに基づく手法 [33]，平均値シフトアルゴリズム [24]，ウォータシェッド法を

選択し，各アルゴリズムのパラメータ指定は第 2章で述べた実験と同じにした．

図 5.2から図 5.7に入力画像および，各アルゴリズムによって得られた対応する

分割画像の例を示す．また，それぞれの入力画像に対する人手による分割データ

[66]を画像として，図 5.8に示す．これら人手による画像分割データ集合に対して

計算されたPRインデックスの値を表 5.1に示す．提案手法による分割結果は他手

法と同程度かあるいは，比較的高い評価となった．

ファジィc-平均法を除く 3つの従来手法による出力は少なくとも 40以上，多い

場合で 100を超える部分領域に分割されており，過大分割（一つ一つの領域が小

さく，領域の総数は多い）を抑えるために，入力画像の内容あるいは，性質に依存

する平滑化フィルタパラメータを調節する必要がある．しかし，同一のラベルが

複数の異なる領域を指示することがなく，ラベルの連結性が保証されている．提

案手法（および，ファジィc-平均法）は画素のクラスタリングによって画像分割を

行い，特徴の類似した領域に対して，同じラベルを割り当てる．アプリケーショ

ンによってラベルの連結性が要求される場合も考えられる．

図 5.4，図 5.5，図 5.6に示した画像に対する人手による分割データでは，類似

した色特徴をもつ背景が前景に位置するオブジェクトによって分断されそれぞれ，

異なるラベルを割り当てられている場合がある．また，類似する（色）特徴をも

つ領域が離れた位置に現れる場合，提案手法はそれらに同一のラベルを割り当て

る可能性が高い．一方，人手による分割データでは，そのような離れた類似領域
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（a） （b） （c） （d） （e）

（f） （g） （h） （i） （j）

図 5.2 提案手法および従来手法による画像分割（1）．（a）原画像．（b）から（d）は
提案モデルに対するMPM推定値でありそれぞれ，次数をL = 10，L = 15，
L = 20とした．（e）および（f）は提案モデルに対するMAP推定値であり
それぞれ，次数をL = 10，L = 15とした．（g）ファジィc-平均法 [62]．（h）
グラフに基づく手法 [33]．（i）平均値シフトアルゴリズム [24]．（j）ウォー
タシェッド法．

に（被験者が意図したかどうかにかかわらず）異なるラベルが割り当てられてい

る．以上のような場合に，提案手法に対するPRインデックスの値による評価はそ

の定義から，低くなることがわかる．実際，図 5.8に示した 2つの画像に関して，

図 5.6（a）に対する提案手法の評価は比較的低いことが表 5.1からわかる．（図5.6

（a）の画像中で，左右に位置する「緑色の植物」に対して，提案手法は同一のラベ

ルを割り当て，人手による分割データでは異なるラベルが割り当てられている．）

ラベルの連結性を完全に保証するわけではないが，色特徴に加えて各画素の画

像内での位置 (x, y)を画像特徴とすることにより，画像平面において互いに離れた

2つの領域をある程度，区別できるようになる．実際，平均値シフトアルゴリズム

による画像分割 [24]では，同様な特徴を用いている．
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（a） （b） （c） （d） （e）

（f） （g） （h） （i） （j）

図 5.3 提案手法および従来手法による画像分割（2）．（a）から（j）に関しては図
5.2と同じである．

（a） （b） （c） （d） （e）

（f） （g） （h） （i） （j）

図 5.4 提案手法および従来手法による画像分割（3）．（a）から（j）に関しては図
5.2と同じである．
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（a） （b） （c） （d） （e）

（f） （g） （h） （i） （j）

図 5.5 提案手法および従来手法による画像分割（4）．（a）から（j）に関しては図
5.2と同じである．

（a） （b） （c） （d） （e）

（f） （g） （h） （i） （j）

図 5.6 提案手法および従来手法による画像分割（5）．（a）から（j）に関しては図
5.2と同じである．
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（a） （b） （c） （d） （e）

（f） （g） （h） （i） （j）

図 5.7 提案手法および従来手法による画像分割（6）．（a）から（j）に関しては図
5.2と同じである．

図 5.3（a）

図 5.6（a）

図 5.8 人間による画像分割データ [66]の例．（a）および（b）の原画像それぞれ
に対して，被験者の異なる分割データを画像として示している．
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5.4 提案モデルへの線過程の導入

式 (4.1)の各サイトの状態に関する局所的な条件付き確率はサイトが領域の境界

上にあるかどうかに関係なく，定義されている．パラメータ βの指定によってあ

る程度，マルコフ確率場による平滑化の効果を制御できるが，境界における過剰

な平滑化を抑制できない．そこで，本節では，提案モデルに 3.3.2節で述べた線過

程 [41]を導入し実験により，その効果を検証する．

5.4.1 線過程

ラベルに対するマルコフ確率場および，線過程の同時事前確率は次式のように

分解される．

P (x, z) = P (x|z)P (z) (5.11)

すなわち，ラベル配置の生起確率は線過程の配置に関して，条件付き確率とする．

対応する（ギブス）エネルギ関数は図3.4の線過程に対する近傍系および，式 (3.32)

の定義を用いて，次のようになる．

U(x, z) = U(x|z) + U(z)
=

∑
s∈S
αxs +

∑
s∈S

∑
r∈Ns

(1− zs,r)βI(xs, xr) +
∑
l∈L

∑
e∈E
γeIe(zl) (5.12)

ここで，γe, e = 0, . . . , 5は図3.5で示される可能なエッジパターンに対応する定数

パラメータであり，エッジ要素に関する経験的な知識を反映して指定される．zs,r

は画素格子上において近傍にある一対のサイト sおよび r間に位置する線過程サ

イトにおける状態であり，エッジ要素の有無を示す．ラベルに対するマルコフ確

率場と同様に，線過程に関して擬似尤度 [9, 10]による近似を行うと，式 (4.21)の
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モデルに対する事後分布は次式のように表される．

p(x, z, θ, φ|y) ∝ p(y|x, φ)P (x|z, θ)P (z)p(θ)p(φ)
≈ ∏

s∈S

1

(2π)
r
2 |Σxs|

1
2

exp
{
−1

2

(
ys − µxs

)′
Σ−1

xs

(
ys − µxs

)}

× ∏
s∈S

ωxs exp {−
∑

r∈Ns
(1− zs,r)β I(xs, xr)}∑

λ∈Λ ωλ exp {−
∑

r∈Ns
(1− zs,r)β I(λ, xr)}

×∏
l∈L

exp{−∑
e∈E γeIe(zl)}∑

e∈E exp{−γe}
× p(ρ) p(ω1, . . . , ωL)

L∏
λ=1

p(µλ) p(Σλ|ρ) (5.13)

ただし，関数 Ie(zl)は線過程のサイト lとその近傍にあるサイトの状態 zlが図 3.5

に示すエッジパターンの中で eであるときのみ値 1をとり，そのほかのパターンの

場合に値 0をとることに注意する．

線過程の導入に対応して，4.4節で述べた提案モデルに対するギブスサンプラを

修正する必要がある．式 (4.25)のサイトの状態に関する条件付き事後確率は，zl

を画素格子上のサイト s ∈ Sとその近傍サイト r ∈ Ns間に位置するすべての線過

程サイトにおける配置とすると，次式のようになる．

P (xs = λ|xNs, zl, αλ, β,µλ,Σλ)

∝ ωλ|Σλ|− 1
2 exp


−1

2
(ys − µλ)

′Σ−1
λ (ys − µλ)−

∑
r∈Ns

(1− zs,r)βI(λ, xr)

 (5.14)

線過程サイト l ∈ Lにおける状態 zl ∈ {0, 1}は，lの両端に位置する画素格子上の
サイトを sおよび rとすると（すなわち，zl ≡ zs,r），他のすべてのパラメータに
関して，次のような条件付き事後確率に従う．

P (zl| · · · ) ∝ exp

{
−(1− zs,r)βI(xs, xr)−

∑
e∈E
γeIe(zl)

}
(5.15)

以上の修正を加えて，線過程を導入した提案モデルに対するギブスサンプリン

グのアルゴリズムは次のようになる．

1. s ∈ Sについて，xsを式 (5.14)の条件付き事後確率から抽出する．

2. l ∈ Lについて，zlを式 (5.15)の条件付き事後確率から抽出する．

3. λ ∈ Λについて，ωλを式 (4.26)に従って抽出する．
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4. λ ∈ Λについて，µλを式 (4.27)に従って抽出する．

5. λ ∈ Λについて，Σλを式 (4.28)に従って抽出する．

6. ρを式 (4.29)に従って抽出する．

線過程における各サイト l ∈ Lの状態 zlに対するMPM推定値は次のように，決

定される．

z∗l ≈ argmax
zl∈{0,1}

p̂(zl|y) =



1 if #{k|z(k)

l = 0} < #{k|z(k)
l = 1}

0 otherwise
, l ∈ L (5.16)

すなわち，ギブスサンプリングによって生成された zlに対する標本列 {z(k)}を用
いて，各線過程サイト lごとに，値 1をとる標本の総数が値 0をとる標本数よりも

多い場合にエッジ要素であるとし（zl = 1），そうでない場合にエッジ要素ではな

いと決定する（zl = 0）．

5.4.2 実験結果

線過程における 6つのポテンシャルパラメータは実験的にそれぞれ，γ0 = 0, γ1 =

0.45, γ2 = 0.45, γ3 = 0.9, γ4 = 1.5, γ5 = 1.35 とした．これらの値は対応するエッジ

パターンの自然画像における性質が考慮されている．画像格子上のサイトにおけ

る二項クリークの相互作用パラメータは 4.5節の実験と同様に，β = 0.15とした．

また，過剰な平滑化効果の抑制を見込んで，モデル次数は（やや大きく）L = 15

とした．画像格子上における各サイトおよび，線過程の状態に対して，それぞれ

式 (4.32)と式 (5.16)によるMPM推定を行った．

線過程を追加した提案モデルによる自然画像の分割結果を図 5.9に示す．線過

程によって部分領域間の境界が適切に推定され，マルコフ確率場による領域境界

における過剰な平滑化を抑制できる．さらに，禁止エッジパターン [39]を考慮す

ることによって，よりもっともらしい領域境界を表現できると考えられる．また，

実験結果から，線過程あるいは，より発展したマルコフ確率場モデルによる境界

線検出の可能性が示唆される．
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（a） （b） （c） （d） （e） （f）

図 5.9 線過程を追加した提案モデルによる画像分割．それぞれ 1行目から，原画
像，分割画像，線過程による境界線画像を示す．



第 5章 画像分割アルゴリズムの評価と提案手法に関する考察 76

5.5 おわりに

本章では，提案手法および，いくつかの従来手法に関して，アルゴリズム性能の

定量化を行った．入力画像に対して唯一の正しい分割（ground truth）データは存

在しないが，複数の被験者によって分割されたデータには一貫性がみられる [66]．

人手によるこのような分割データから，確率的ランドインデックス [97]を尺度と

して，画像分割アルゴリズムを定量的に評価できる．提案手法はマルコフ確率場

による平滑化が効果的に働き，過剰な分割を抑制することで安定した結果を得ら

れた．

部分領域間の境界に対するマルコフ確率場モデルとして，線過程を提案モデル

に追加した．画像格子に対するマルコフ確率場がもつ（望まれない）効果として

境界における過剰な平滑化が挙げられるが，線過程によってこれを抑制するとと

もに，線過程を用いた有効な境界線モデルの可能性が示唆される．

最後に，ここでは，画像特徴量として色情報（L∗a∗b∗色空間特徴）のみを用い

たが，テクスチャ情報を組み合わせる [67]ことも可能である．適当な事前分布を

仮定することによって，分割される領域の数や各領域の大きさあるいは，領域境

界の滑らかさに対する知識を表現でき [96]，用途に応じてモデルに組み込むことが

可能である．また，アルゴリズムの定量的な評価に用いたデータベース [66]を訓

練データとして，より高次の処理である物体認識などを実現するようなモデルの

構築も期待される．



第 6 章

結論

6.1 本論文の結論

本論文では，画像の分割問題への適用を目的として，確率場による画像の統計

的なモデル化について検討を行った．

提案したアルゴリズムは，基本的な視覚処理における低レベルの機能を提供す

る試みであると考えられる．このようなアルゴリズムが形状あるいは，物体認識

のような，より高次のモデルや手続きと結びつけられ，自動的なビジョンシステ

ムの実現を促進することを期待する．しかし，実行に必要な計算量によって，こ

れらのアルゴリズムが有効に適用されるビジョン問題は例えば，リモートセンシ

ングのアプリケーション，X線画像および核磁気共鳴画像の分割あるいは，農作

物識別のための合成開口レーダ画像の分割，といった問題に限定されるかもしれ

ない．

第 2章では，「領域」を 3通りの定義すなわち，（1）画素に基づく一様性，（2）領

域に基づく一様性および，（3）非一様性に関する定義から画像分割に関する従来手

法を分類し，概説した．とくに，第 5章で提案手法の比較対象とした従来手法は，

クラスタリングによるアプローチとしてファジィc-平均法 [62]および平均値シフト

法 [24]，局所探索型アルゴリズムであるウォータシェッド法および，グラフ表現に

よる画像のモデル化と分割手法 [33]である．

第 3章では，マルコフ確率場に関する基本的な定義および，定理について述べ

た．マルコフ確率場は格子上において仮定される近傍系に対して定義され，空間的

に相互作用する変数集合を解析するための効果的な統計モデルである．ギブス分

布との等価性から，その具体的な一般形を記述できる．マルコフ確率場によって，
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自然画像において隣接する画素がもつ類似性を表現できる．画像分割を画像格子

に対するマルコフ確率場の状態（ラベル）推定として定式化した．これはポッツ

模型によって記述される．ベイズ統計学は推定において有効な枠組みを与え，こ

れを実行するための計算機アルゴリズムとして，ギブスサンプラによるマルコフ

連鎖のシミュレーションを用いた．

マルコフ確率場を用いて定式化された画像分割問題では，ラベルの推定ととも

に，モデルパラメータをどのように決定するかということも問題となる．第 4章

では，マルコフ確率場および，（混合）正規分布におけるパラメータの事前分布と

して，階層的な構造をもった弱情報事前分布を仮定することによって，ベイズの

定理を用いた統計的アプローチにおいて画像分割モデルを構築した．パラメータ

に関する情報が十分でないという一般に，よく起こり得る状況において，提案モ

デルは非常に有効であると考えられる．

マルコフ確率場のように，多くの確率変数が相互作用によって影響しあう大規

模なモデルでは，その解析に多大な計算が必要である．本論文では，モデルの事

後分布を効率的に探索するマルコフ連鎖をギブスサンプラによって構築し，自然

画像に対する実験から，各サイトの状態および，パラメータの推定が可能である

ことを実証した．

画像分割アルゴリズムによる出力を定量化することによって，その性能を評価

し，他の手法と比較することが可能になるが，画像分割が不良設定問題であるた

めに一般に，そのような定量化は難しい．第 5章では，近年提案された確率的ラ

ンドインデックス [97]を尺度として，分割アルゴリズムの定量的な評価を行った．

確率的ランドインデックスは，同一画像の異なる被験者による分割結果 [66]を正

しく分割された画像（ground truth）データとして用いる．提案手法は比較的高い

評価を得たが，クラスタリングアプローチであるため，ラベルの連結性が保証さ

れずその結果，いくつかのデータに関して評価が低くなった．また，マルコフ確

率場がもつ副作用によって，領域の境界において過剰な平滑化が起こり得る．こ

れに対して，線過程 [41]をモデルに導入し実験から，領域境界線を効果的にモデ

ル化できることを示した．
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6.2 今後の課題

本論文で提案したモデルは，あらかじめ分割される部分領域の上限（モデル次

数）を指定しなければならない．実験結果から，比較的大きな値を用いても，マル

コフ確率場がもつ平滑化効果によって過剰な分割がある程度，抑制されることが

確認できた．しかし，指定される次数が大きくなるほど計算に時間がかかり，分

割結果の質も悪くなる場合が考えられる．ギブスサンプラによるマルコフ連鎖の

シミュレーションは，適当な基準に基づく最適なモデル次数へ収束する可能性を

示唆する．そこで，モデル次数を含めた（完全に）自動的な画像分割法について

検討したい．

提案アルゴリズムにおいて，ギブスサンプラによるマルコフ連鎖は比較的早く，

均衡分布（の最頻値）に収束することが実験的に示された．しかし，シミュレー

ションによっては，極小解にトラップされたと考えられる標本列が生成されまた，

その挙動が安定していないこともわかる．マルコフ連鎖の収束性は計算時間に直

接関係があり，推定に用いる標本の部分列が収束していないとすれば，その結果

は妥当ではない．より安定したシミュレーションを行うために，初期標本の抽出

法および，効果的なマルコフ連鎖の構築が課題となる．

定数としたパラメータを観測データあるいは，人間による画像分割データ [66]

から推定および，学習することにより，アルゴリズムの性能が向上しあるいは，ア

ルゴリズムをより高次の視覚処理である認識問題に拡張できる可能性がある．と

りわけ，経験的にチューニングされたエッジに関するパラメータの値を学習され

た値に置き換えることによって，線過程によりモデル化された領域境界線の記述

はより効果的になると考えられる [47]．また，色情報以外にも，テクスチャ特徴な

どを適切に組み合わせることによって，単なる画像分割処理から発展的にアルゴ

リズムの改良を検討したい．

本論文で述べた研究は多くのさらなる応用および，研究に用いられるメカニズ

ムを提供する．例えば，より複雑なあるいは，適応的な線過程を検討し，より高

次のモデルに対するアルゴリズムおよび，最適化処理へ結びつけることは非常に

興味深い課題である．マルコフ確率場を概念的に含むグラフィカルモデルおよび，

それらを効率的に解析する統計的手法は信号処理あるいは，情報処理において有

効な方法論として今後，ますます発展し，より広い応用分野に展開していくもの

と思われる．



付 録 A

確率分布と標本抽出

A.1 多変量正規分布

n次元の確率変数ベクトル yに対して，L(y) を yの分布とする．n× n正定値
行列の集合を S(n)と記述し，ベクトル aあるいは，行列 aの転置を a′と記述す

るとき，

µ = (µ1, . . . , µn)
′ ∈ R

n および Σ = (σij) ∈ S(n)

とおく．R
n上のルベーグ測度に関する yの確率密度関数 f(y)が

f(y) =
1

(2π)
n
2 |Σ| 12 exp

{
−1

2
(y − µ)′Σ−1(y − µ)

}
, y ∈ R

n (A.1)

で与えられるとき，yは n次元の多変量正規分布Nn(µ,Σ)として分布し，次のよ

うに表現する．

L(y) = Nn(µ,Σ) (A.2)

このとき，平均ベクトルE(y)および，共分散行列Cov(y)はそれぞれ，次のよう

に与えられる．

E(y) = µ および Cov(y) = Σ (A.3)

ここで，

Cov(y) = E
{
(y − µ) (y − µ)′

}

である．Nn(µ,Σ)を平均ベクトルµおよび，共分散行列Σをもつ正規分布と呼ぶ．
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正規性

線形変換の下で正規性は保たれる．すなわち，

命題 A.1 L(y) = Nn(µ,Σ) と仮定する．Aを階数（rank）がmである任意の

m× p行列とし，bを任意のm× 1ベクトルとする．このとき，以下が成り立つ．

L(Ay + b) = Nm (Aµ + b,AΣA′) (A.4)

多変量正規分布からの標本抽出

多変量正規分布から標本を抽出する方法はコレスキー分解に基づく．共分散行

列Σは対称かつ，正定値であるので，LL′ = Σを満たす一意の下三角行列Lに分

解できる．ここで，z = (z1, . . . , zn)
′ ∈ R

nをNn(0, In)に従う確率変数Zの実現

値とすると，Nn(µ,Σ)に従う確率変数Xは zにLを乗じ，µを加えることによ

り生成される．すなわち，次のような性質を用いる．

z ∼ Nn(0, In) ⇒ x = µ + Lz ∼ Nn(µ,Σ) (A.5)

ここで，Inは n× n単位行列とする．上式は命題A.1より明らかである．

A.2 ウィッシャート分布

ウィッシャート分布は多変量正規分布Nn(µ,Σ)の共分散行列Σの推定において，

中心的な役割をする．

p次元の確率変数ベクトル {y1, . . . ,yn}が独立に同一の正規分布Np(0,Σ), Σ ∈
S(p) に従うと仮定する．行列

W =
n∑

j=1

yjy
′
j

の分布を係数行列Σおよび，自由度 nをもつウィッシャート分布と呼び，次のよ

うに表現する．

L(W ) =Wp(n,Σ) (A.6)
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n ≥ pであるとき，分布Wp(n,Σ)は次式の確率密度関数をもつ．

f(W ) =
1

2
np
2 π

p(p−1)
4 |Σ|n2

p∏
j=1

Γ
(
n+ 1− j

2

) |W |n−p−1
2 exp

{
−1

2
Tr(WΣ−1)

}
(A.7)

ただし，上式はp×p正定値行列の集合S(p)に関して正である．行列W がWp(n,Σ)

として分布するとき，その平均行列は次のように与えられる．

E(W ) = nΣ

したがって，Wp(n,Σ)を平均 nΣ および自由度 nをもつウィッシャート分布と呼

ぶ．ここで，p = 1かつΣ = 1であるとき，密度関数 f(W )はカイ2乗分布χ2
nの密

度関数になる．すなわち，W1(n, 1) = χ2
nである．より一般に，L(w) =W1(n, σ

2)

であるとき，

L
(
w/σ2

)
= χ2

n (A.8)

となる．

ウィッシャート性

正規性が線形変換の下で保たれるのと同様に，ウィッシャート性も線形変換の下

で保たれる．L(W ) =Wp(n,Σ)と仮定する．このとき，

L(W ) = L

 n∑
j=1

yjy
′
j




がわかる．ここで，yjは独立に同一の正規分布Np(0,Σ)として分布する．命題A.1

より，階数がmであるm×p行列Aに対して，確率変数ベクトル {Ay1, . . . ,Ayn}
は独立でありかつ，Ayjはそれぞれ，Np (0,AΣA′) をもつ．したがって，

n∑
j=1

Ayj

(
Ayj

)′
= A


 n∑
j=1

yjy
′
j


A′

の分布は，Wp (n,AΣA′)である．これは明らかに，L (AWA′) =Wp (n,AΣA′)

を意味する．すなわち，
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命題 A.2 L (W ) =Wp (n,Σ) であるとき，階数がmである任意のm× p行列A

に対して，以下が成り立つ．

L (AWA′) =Wp (n,AΣA′) (A.9)

コレスキー分解およびバートレット分解

任意のΣ ∈ S(p)に対して，Σのコレスキー（Cholesky）分解はΣおよび，下

三角行列Θの 1対 1対応を与える．G+
T (p)を次のような正の対角要素をもつ p× p

下三角行列の群とする [53]．

G+
T (p) = {Θ = (θij) ∈ Gl(p) | θii > 0 (i = 1, . . . , p), θij = 0 (i < j)} (A.10)

ここで，Gl(p)は p× p正則行列の群とする．

補題 A.1 (コレスキー分解) 任意の正定値行列Σ ∈ S(p)に対して， 次のような
下三角行列Θ ∈ G+

T (p)が存在する．

Σ = ΘΘ′ (A.11)

さらに，行列Θ ∈ G+
T (p)は一意である．

バートレット（Bartlett）分解として知られる次の命題によって，Σ = Ipをも

つウィッシャート分布はカイ 2乗分布に従う独立な変数に分解できる．

命題 A.3 (バートレット分解) L(W ) =Wp(n, Ip)と仮定し，

W = TT ′

をコレスキー分解とする．このとき，T = (tij)は以下を満たす．

(1) i = 1, . . . , pに対して，L(t2ii) = χ2
n−i+1，

(2) i > jに対して，L(tij) = N (0, 1)．したがって，L(t2ij) = χ2
1，

(3) tij (i ≥ j)は独立である．
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ウィッシャート分布からの標本抽出

命題A.3より，カイ 2乗分布（あるいは，正規分布）を用いて，Wp(n, Ip)から

標本W 0を抽出する．さらに，式 (A.11)におけるΣのコレスキー分解を用いて，

Wp(n,Σ)から標本を抽出できる．すなわち，

W 0 ∼ Wp(n, Ip) ⇒ W = ΘW 0Θ
′ ∼ Wp (n,Σ) (A.12)

これは命題A.2および，補題A.1より明らかである．

A.3 ディリクレ分布

K次元のディリクレ分布D(u1, . . . , uK)は次のような密度関数をもつ．

p(ω1, . . . , ωr; u1, . . . , uK) =
1

Z

K∏
i=1

ωui−1
i δ

(
1−

K∑
i=1

ωi

)
(A.13)

ただし，ωi ≥ 0かつ，ui ≥ 0であり，デルタ関数 δ(·)は∑
i ωi = 1を保証する．ま

た，規格化定数Zはディリクレ分布のパラメータ {ui | i = 1, . . . , K}に関して，次
式のようになる．

Z =

∏K
i=1 Γ(ui)

Γ
(∑K

i=1 ui
) (A.14)

ただし，Γ(z)はガンマ関数を表し，次のように定義される．

Γ(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−tdt (A.15)

ディリクレ分布からの標本抽出

ディリクレ分布に従って分布する標本値はパラメータ a = ωi，b = 1をもつガン

マ分布からK個の値を標本抽出し，それらを規格化することにより得られる [60]．



付 録 B

マルコフ連鎖の理論

マルコフ連鎖に基づくモンテカルロ法の開発において必要となる定理を示す [69,

93]．最も基本的な結果は，唯一の不変分布に収束するようなマルコフ連鎖が存在

するということである．このような連鎖を用いることにより，その分布に関する

期待値を推定できる．

基本的な定義

一連の確率変数X(0), X(1), X(2), . . .がマルコフ連鎖であるとき，X(0), . . . , X(n)

の値がX(n+1)の分布に与える影響はX(n)の値によって完全に仲介される．より形

式的には，次式のようになる．

P (x(n+1)|x(n), {x(t), t ∈ E}) = P (x(n+1)|x(n)) (B.1)

ここで，Eは {0, . . . , n− 1}の任意の部分集合である．インデックス t = 0, 1, 2, . . .

はしばしば一連の「時刻」を表現する．X(t)は共通の値域すなわち，マルコフ連

鎖の状態空間をもつ．ここでは，状態空間は有限であると仮定する1．

マルコフ連鎖は 2つの分布を与えることによって指定される．1つはX(0)に対

する周辺分布（様々な状態の初期確率）であり，もう 1つはX(n)の可能な値を所

与とするX(n+1)に対する条件付き分布（ある状態がもう一方の状態に続く遷移確

率）である．状態 xの初期確率を p0(x)と記述し，時刻 n + 1における状態 x′が

1連続時間のパラメータは，マルコフ過程のより一般的な表記によって提供される．ここでは，
マルコフ連鎖という用語は，離散時間のパラメータをもつマルコフ過程を示すものとする．離散的
な状態空間をもつマルコフ過程あるいは，一般に，一様なマルコフ連鎖として知られるものをマル
コフ連鎖と呼ぶ著者もいる．
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時刻 nにおける状態 xに続く遷移確率を Tn(x, x
′)と記述する．遷移確率が時間に

依存しないとき，マルコフ連鎖は一様であるとし，遷移確率を単にT (x, x′)と記述

する．

遷移確率を使って，時刻 n+1に生起する状態 xの確率 pn+1(x)は時刻 n におけ

る対応する確率から，次のようにわかる．

pn+1(x) =
∑
x̃

pn(x̃)Tn(x̃, x) (B.2)

初期確率 p0(x)を与えると，上式により，すべての時刻における連鎖の振舞いが決

定される．

時刻 nにおける確率は行ベクトル pnとみなせ，時刻 nにおける遷移確率は行列

T nあるいは，マルコフ連鎖が一様であれば単に，行列 T とみなせる（このよう

な全ての要素が非負かつ，各行の和が 1 である行列を確率行列と呼ぶ）．このと

き，式 (B.2)は pn+1 = pnT nと記述できる．一様な連鎖に対して，T k（行列 T の

k乗）は kステップ目の遷移確率（T k(x, x′)とも記述される）を与え，pn = p0T
n

を得る．

不変分布

マルコフ連鎖の状態に対する不変分布（定常分布）とは，一度到達したならば

永久に存続する分布のことである．より形式的に言えば，確率 π(x)で与えられる

分布が遷移確率 Tn(x, x
′)をもつマルコフ連鎖に関して，すべての nに対して次式

を満たすならば，その分布は不変である．

π(x) =
∑
x̃

π(x̃)Tn(x̃, x) (B.3)

同等に，ベクトルπはすべての nに対して，π = πT nであるときかつ，そのとき

に限り不変分布を表す．一様な連鎖に対してはπ = πT という一つの条件になる．

マルコフ連鎖は一つ以上の不変分布をもち得る．例として，T が単位行列ならば，

任意の分布は不変となる．有限のマルコフ連鎖は少なくとも一つの不変分布を常

にもつ．

標本抽出を行いたい分布 πを不変分布としてもつマルコフ連鎖の構築において

しばしば，時間可逆な一様マルコフ連鎖が使われる．これはより限定的な詳細釣
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合い条件を満たす．すなわち，πによる確率に従って選ばれる状態から遷移が起こ

るとき，状態 xから x′へ遷移する確率は状態 x′から xへ遷移する確率と同じにな

る．言い換えれば，すべての xに対して，次式が成り立つ．

π(x)T (x, x′) = π(x′)T (x′, x) (B.4)

次のように，これは πが不変分布であることを意味する．

∑
x̃

π(x̃)T (x̃, x) =
∑
x̃

π(x)T (x, x̃) = π(x)
∑
x̃

T (x, x̃) = π(x) (B.5)

詳細釣合いを満たさなくても，分布が不変である可能性はある．例えば，状態空

間 {0, 1, 2}上の一様分布は，T (0, 1) = T (1, 2) = T (2, 0) = 1かつ，これら以外全

て 0である遷移確率をもつ一様なマルコフ連鎖に関して不変であるが，詳細釣合

いは満たさない．

エルゴード的マルコフ連鎖

標本を抽出したい分布が不変であるかどうかに関して，マルコフ連鎖を見つける

だけでは十分ではない．マルコフ連鎖がエルゴード的であることも必要となる．す

なわち，時刻nにおける確率 pn(x)が初期確率 p0(x)の選択にかかわらず，n→∞
で不変分布に収束する必要がある．明らかに，エルゴード的マルコフ連鎖はたっ

た一つの不変分布をもつ．このような不変分布は均衡分布とも呼ばれる．単一の

分布ではなくむしろ，分布の循環に「収束する」マルコフ連鎖もある．これら周

期的な連鎖は定義により，エルゴード的ではない．

どのようなときにマルコフ連鎖がエルゴード的であるか，という問いは様々な

形で質問され，回答されてきた．その多くはかなりの量の理論的な「道具」を用

いる．ここでは，Neal[69]による定理を示す．

定理 B.1 遷移確率 T (x, x′)をもつ有限な状態空間上の一様なマルコフ連鎖が π

を不変分布にもちかつ，

ν = min
x

min
x′:π(x′)>0

T (x, x′)/π(x′) > 0 (B.6)

であるとき，そのマルコフ連鎖はエルゴード的である．すなわち，初期確率 p0(x)
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にかかわらず，すべての xに対して，

lim
n→∞ pn(x) = π(x) (B.7)

となる．収束率に関する制約は次式のように与えられる．

|π(x)− pn(x)| ≤ (1− ν)n (B.8)

さらに，a(x)を状態の連続値関数とすると，分布 pnに関する aの期待値En[a]は

πに関するその期待値 〈a〉に次のように収束する．

|〈a〉 − En[a]| ≤ (1− ν)nmax
x,x′

|a(x)− a(x′)| (B.9)

証明．Neal[69]（pp. 38）を参照．

上述の定理は一様なマルコフ連鎖に対してのみ，適用される．一様でないマル

コフ連鎖に基づくアルゴリズムも多い．しかし，それらの中には単純な循環型す

なわち，遷移確率がある周期 d後に T n = T n+dのように反復するものがある．d

の倍数になる時刻における状態のみに注目すると，遷移確率T 0T 1 · · ·T d−1をもつ

一様なマルコフ連鎖とみなせる．このとき，この連鎖が所望の分布に収束するこ

とを示せる [69]．さらに，所望の分布が独立に，すべての T nに関して不変である

ならば，任意の時刻からの状態を使って，モンテカルロ推定を計算できる．
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