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1.1 研究背景 

 近年，増加する航空輸送量と高速化の要求に応えるため，次世代の超音速旅

客機(SST)の検討が各国で進められている．高騰する原油価格や，騒音や排出制

限の厳格化に伴って，次世代の超音速旅客機においては高速性だけではなく，

経済性と環境適合性等も含めて多様な性能が要求されている(1.1)． 

 超音速旅客機などの高速飛翔体の設計において，上記の様々な性能を満足す

るために，機体重量の軽減は最も重要な課題の一つである．機体重量の低減お

よび空力性能向上の双方を両立させる構造として，薄翼構造が必要になる(1.2)．

この翼構造では，超音速機の胴体内部の空間に余裕がないため，一般的な航空

機構造のトルクボックス構造をとることができない．そのため，サンドイッチ

構造に埋め込まれた複数の桁を胴体に取り付ける構造をならざるを得ない．こ

のような構造では，主翼を胴体に結合する翼胴結合金具が必要になり，この金

具も軽量化が要求される．しかし，翼胴結合金具の軽量化においては，翼内部

構造の限定されたスペースによる小さい設計空間および飛行時に負荷される曲

げモーメント，せん断力，ねじりモーメントなどの様々な荷重を考慮しなけれ

ばならない．このような設計問題の解法として，一定の設計空間の中で最適な

構造のレイアウトを探索するトポロジー最適化手法が広く用いられる(1.3~8)．特

に，荷重が複数ある場合のトポロジー最適化は複数荷重ケース問題として多目

的最適化問題になる． 

 一方，空力荷重による様々な荷重には，大きさおよび負荷方向に変動があり，

その変動を考慮した設計が必要である．しかし，一般的なトポロジー最適化方

法を用い得られるトポロジー最適解は，荷重に変動がある場合，その構造性能

が変動に対して著しく落ち，不十分である問題点がある(1.9~12)．そのため，荷重

に存在する変動まで考慮したロバストトポロジー最適化が必要である．そのロ

バストトポロジー最適化として様々な手法が提案されている．一般的なロバス

ト最適化では，連続的な変動確率を離散化し，複数荷重ケース問題にすること

で，決定論的な問題に変換する(1.9~13)．このロバストトポロジー最適化において

複数荷重ケース問題は最も重要な役割をする． 
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 複数荷重ケース問題は各荷重に対する剛性最大化を目的関数とすることから，

本質的に多目的最適化問題であるため，多目的最適化問題として大きく 2 つの

目的を持つ．まず，パレート解と呼ばれる多数の最適解集合を求めるのが第 1

の目的である．その他に目的関数間のトレードオフ関係や設計パラメータ間の

関係を明らかにするのが第 2の目的である(1.14)．工学的な観点から，多数のパレ

ート解から一つの最適解を設計者が選択しなければならない．そのため，多数

のパレート解群から適切な設計案を決定するためには，各々のパレート解をよ

く理解することは必要不可欠なことである．すなわち，設計に有益な情報を創

造し，その有益な情報をパレート解集合と共に設計者に提供することが望まし

い．しかしながら，従来のロバストトポロジー最適化手法では，単に一つの最

適解を求めることに留まっているため，パレート解群の導出に不十分であり，

最適解に対して十分な情報や知見が得られない問題点かある． 

 このような背景から，超音速旅客機の翼胴結合金具の実用的な設計を行うた

め，複数荷重ケース問題を多目的最適化問題としてアプローチする必要がある．

そこで本研究では，複数荷重ケース問題に対して設計に有益な情報が得られる

効果的な手法を提案した．また，提案手法を荷重変動まで考慮したロバストト

ポロジー最適化まで適用することで，実用的なロバストトポロジー最適化手法

の開発を試みた． 
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1.2 超音速旅客機の翼胴結合金具 

 イギリスとフランスが共同開発したコンコルド超音速旅客機の商用定期運航

が 2003年に終了した．それはソニックブームなどの環境適合性および経済性の

不足が原因であった．その後，超音速の民間航空機は未だに現われていない。

しかしながら近年、比較的小型の SST を対象とする研究開発の計画が欧米にお

いて再開されている。日本の宇宙航空研究開発機構（JAXA）においても，「静

粛超音速機技術の研究開発」プロジェクトにより，SST の開発が進められてい

る(1.15)． 

 コンコルドの失敗からも分かるように，次世代の超音速旅客機では，高速性

だけではなく，経済性および環境適合性が要求される(1.15,49,50)．超音速旅客機な

どの高速飛翔体の設計において，上記の様々な性能を満足するために，機体重

量の軽減は最も重要な課題の一つである． 

 機体重量の低減および空力性能向上の双方を両立させるため，超音速機では

薄翼が用いられる(1.2)．この翼構造では，主翼の軽量化および超音速機の胴体内

部の空間に余裕がないため，一般的な航空機構造のトルクボックス構造をとる

ことができない．そのため，サンドイッチ構造に埋め込まれた複数の桁を胴体

に取り付ける構造をならざるを得ない． 

 このような構造では，主翼を胴体に結合する翼胴結合金具（図 1.1 参照）が必 

 

 

Fig. 1.1 The lug structure between main wing and body of airplane 
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要になる．主翼重量低減のため，翼胴結合金具においても，軽量化が要求され

る．しかし，翼胴結合金具の軽量化においては，翼内部構造の限定されたスペ

ースによる小さい設計空間および飛行時に負荷される様々な荷重を考慮しなけ

ればならない．さらに，空力荷重による曲げモーメント，せん断力，ねじりモ

ーメントなどの荷重では変動があり，その変動まで考慮した設計が求められて

いる． 
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1.3 トポロジー最適化における複数荷重ケース

問題 

1.3.1 トポロジー最適化 

 トポロジー最適化とは，構造最適化方法の中で最も自由度の高い構造最適化

方法であり，一定の設計空間の中で与えられた荷重に対して最適な構造のレイ

アウトを探索手法である（図 1.2参照）(1.16,17)． 

 トポロジー最適化の代表的な手法として，均質化法(1.18)，SIMP 法（あるいは

密度法）(1.19)，レベルセット法(1.20~23)がある．これらの方法は決定論的な最適化

法であり，目的関数の勾配（あるいは感度）を用いる．そのため，計算効率が

よく，局所最適解なら正確に求まるなどの利点がある．しかし，勾配法に基づ

くトポロジー最適化では，設計のパラメータおよび最適化問題における初期設

計解などの設定により局所最適解に落ちる問題があり，一義的な解が得られな

い問題がある(1.16)． 

 そこで，ロバストかつグローバルな探索が可能な遺伝的アルゴリズムを用い

たトポロジー最適化が提案されている(1.24~37)．遺伝的アルゴリズムは進化論を模

擬した計算手法であり，確率論的な最適化手法である(1.38)．計算候補からなる集

団を目的関数に応じた適応度を与え，遺伝的な交差および突然変異を施し，最

適な子孫を探索する手法である．遺伝的アルゴリズムは目的関数の感度を用い

ないため，目的関数が微分不可能な最適化問題にも適用可能である利点がある． 

 

 

Fig. 1.2 Example of topology optimization 
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しかし，多数の個体を同時に進化させながら探索するため，目的関数の評価回

数が多くなり高計算コストになる問題点がある． 
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1.3.2 複数荷重ケース問題 

 超音速旅客機の翼胴結合金具の軽量化設計において，金具の最適な構造のレ

イアウトを求めるために，トポロジー最適化は有効な手法である．しかし一般

的な構造において一つの荷重だけではなく複数の荷重が負荷されるように，翼

胴結合金具においても，一つの荷重だけではなく複数の荷重が複雑に負荷され

る．そのため，トポロジー最適化において複数荷重を考慮する複数荷重ケース

問題は重要である． 

 前項で述べたように，翼胴結合金具に負荷される荷重には，荷重の大きさお

よび負荷方向において変動が存在する．通常のトポロジー最適化において，そ

の荷重変動を考慮しない場合，図 1.3に示すようにその荷重変動に対して構造性

能が著しく落ちる最適解が得られる可能性が高い(1.39,40)．そのため，トポロジー

最適化において，各荷重に存在する変動まで考慮したロバストトポロジー最適

化手法が求められる． 

 荷重変動を考慮するロバストトポロジー最適化においては，複数荷重ケース

問題は重要になる．連続的な荷重変動を直接扱うのは難しいため，連続的な荷

重変動確率を離散化する方法が広く用いられるためである(1.9~13)．このように，

連続的な荷重変動をサンプリングや近似手法により，複数荷重ケース問題に変

換すると，最適化問題は簡単かつ計算が低減できる．以下に従来のロバストト

ポロジー最適化手法について詳細に説明する． 

 

 

Fig. 1.3 Example of topology that has a falling off in performance in case of loading 

uncertainty 
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従来のロバストトポロジー最適化 

 荷重変動を考慮した従来のロバストトポロジー最適化として，様々な手法が

提案されている．その多くは複数荷重ケース問題に変換して，各荷重ケースに

対するコンプライアンスを最小化する手法に基づいている．代表的な手法とし

て，Minimax 方法(1.3)がある．最悪ケース設計手法と呼ばれるこの方法は，複数

荷重ケースに対して Minimax 方法を用い最大のコンプライアンスを持つ荷重ケ

ースを最小化する．すなわち，ロバスト性能として最悪荷重ケースのコンプラ

イアンスを基準とし，最悪なケースにおいても安全に設計することである．し

かしこの方法では，最適解として過剰に保守的な最適解が得られる可能性を有

している(1.12)． 

 最悪ケース方法が有する問題点の解法として，荷重変動に対するコンプライ

アンスの期待値を目的関数とする Average手法が提案されている．最悪なケース

を用いる場合に保守的な解が得られることを防止するために，変動に対する平

均的な構造性能の指標とすることである．そのため，多数の荷重ケースにより

コンプライアンスの期待値を近似する方法や荷重変動を正規分布と仮定しコン

プライアンスの期待値を計算する方法等がある(1.11,12)．近年，コンプライアンス

の分散まで目的関数とする minimum variance-expected compliance モデルが広く

用いられている(1.9~10,11,13)． 

 このように，従来のロバストトポロジー最適化は，上述したそれぞれの手法

により複数荷重ケース問題の解空間内のロバスト解を探索することに他ならな

い．このことは，ロバストトポロジーは複数荷重ケース問題における多数の解

に存在することを意味する．以上のことにより，荷重変動を考慮するトポロジ

ー最適化問題において複数荷重ケース問題は重要な役割をする． 
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1.4 複数荷重ケース問題と多目的最適化問題 

 前節で示したように，翼胴結合金具の設計において複数の荷重およびその変

動を考慮した最適化を行うために複数荷重ケース問題が重要であることを述べ

た．その複数荷重ケース問題は多数の目的関数を持つため，本質的に多目的最

適化問題である．そこで本節では，多目的最適化問題の目的について述べる． 

 

 一般的に多目的最適化問題では，複数の目的関数を同時に満足可能である有

一の最適解が得られる場合より，複数の最適解を有する場合が多い．トポロジ

ー最適化においても，2つ以上の独立な荷重が構造に負荷される場合，複数荷重

ケース問題になり，その場合，パレート解という多数の最適解が存在する．パ

レート解とは，ある目的関数を向上させるためには少なくとも 1 つ他の目的関

数を改悪せざるを得ない解を意味する(図 1．4 参照)．ここで，最終的な設計の

段階において選択可能な最適構造の候補が多くなると設計の自由度がより高く

なるため，多目的最適化問題において可能な限り多数のパレート解群を求める

ことは望ましい．そのため，多目的最適化問題においてパレート解群の導出は

最も重要な目的である(1.14)． 

 多目的最適化問題において多数のパレート解群を探索することも重要な目的

であるが，それに加えて得られたパレート解群から目的関数間のトレードオフ 

 

 

Fig. 1.4 Illustration of Pareto solutions in the objective function space 
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関係および設計変数との相関関係などの設計に重要な情報を引き出すデータマ

イニングも重要な多目的最適化問題での目的である(1.14)．データマイニングとは，

データの爆発的大量化に対応してビジネスの現場で磨かれてきたデータ処理法

の総称であり，大量の情報の山から意味のある結果を求める一連の作業を意味

する．トレードオフ関係および設計変数との相関関係を正確に理解することは，

多数のパレート解群から一つの適切な設計案を決定する際に，最も重要な情報

になる．さらに，これらの情報は得られた最適解についてより詳細な検討を可

能にする． 

 次項にて現状の多目的（複数荷重）トポロジー最適化問題におけるパレート

解群の導出方法とデータマイニング方法について述べる． 
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1.4.1 パレート解群の導出手法 

 多目的トポロジー最適化における解法はスカラー化手法と多目的遺伝的アル

ゴリズム方法に大別できる．勾配法に基づくトポロジー最適化はスカラー化手

法(1.41)が，遺伝的アルゴリズムに基づくトポロジー最適化は多目的遺伝的アルゴ

リズム(1.42)が用いられる．以下にそれぞれの手法について説明する． 

 

 スカラー化手法 

 多目的トポロジー最適化問題において最も広く用いられる代表的な方法は，

スカラー化手法の一種である重み付き線形和法である．重み付き線形和法は，

各々目的関数にそれぞれ重みをかけ，線形和することにより，単一目的関数に

変換する方法である．この方法は多目的最適化問題が簡単に単一目的関数に変

換されるため，実行が簡単である利点を持つ．そのため，主に勾配法に基づく

トポロジー最適化手法が重み付き線形和法と一緒に用いられる． 

 しかし，重み付き線形和法はいくつの問題点を持つ(1.43,44)．図 1.5 に示すよう

に，重み付けされた単一目的最適解はパレート解の 1 点に対応しており，その

ときの重み付けは目的関数のトレードオフ関係に対応しているため，トレード

オフ関係に従い，あらかじめ適切な重みを付ける必要がある．しかし，あらか

じめ目的関数間のトレードオフ情報が分からないため，適切な重みの決定は困 

 

 

Fig. 1.5 Illustration of the weighted sum approach on a convex Pareto-optimal front 



 

 
第 1章 緒言 

 

 

– 13 – 

難である．また，多数のパレート解を求めるためには，重み付けを変えながら

重みが異なる単一目的関数最適解問題を解いて，一つ一つ地道に求めて行くし

かない．なお，均等な重みを用いても目的関数空間上で均等に分布したパレー

ト解が得られない．さらに，目的関数の空間が凸ではない形状を持つ場合では，

全てのパレート解を得ることができない問題点も併せ持つ(1.43,45)． 

 

 多目的遺伝的アルゴリズム（Multi-Objective Genetic Algorithm） 

 遺伝的アルゴリズム(Genetic Algorithm : GA)は，本質的に多数の個体を同時に

進化させながら最適解を求める最適化手法である．多点を同時に探索すること

が可能であるため(1.38)，このことから多目的最適化問題において多数のパレート

解群が一回の解析で得られる利点を持つ．また，適応度の優劣関係によるパレ

ート順序(Pareto order)に従い，優れる個体には高い適応度を付与するため，目的

関数が凸ではない形状においても，理論上全てのパレート解群が求められる(1.42)．

そのため，重み付き線形和方法のように，重みなどを事前に設定する必要がな

い． 

 一般に遺伝的アルゴリズムを用いると目的関数の評価回数が多くなるため，

単一目的 GA は通常の勾配法に基づく手法と比べ効率が落ちる(1.38,46)．しかし，

多数のパレート解を同時に求める必要がある多目的最適化問題になると，計算

コストが必要とするパレート解の数に応じて線形的に増えるスカラー化手法よ

り非効率的とは言えない．また，多点同時探索を行うため，並列計算が可能で

あるため，並列計算手法により多目的遺伝的アルゴリズムの効率を向上される

ことは可能である．しかしながら，その点を考慮しても通常の勾配法より目的

関数の評価回数が多いため，遺伝的アルゴリズムにおける計算コストの低減が

要求される．よって，多目的遺伝的アルゴリズムの更なる高効率化は重要な課

題となる． 

 

 以上のことから本論文では，複数荷重ケース問題においてより効率的にパレ

ート解群が導出可能な手法について検討を行う． 
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1.4.2 複数荷重ケース問題におけるパレート解空間の可視

化 

 多目的最適化において複数の目的関数間で存在するトレードオフ関係を明確

にするためには，データマイニングは重要である(1.14,47)．一般的にトレードオフ

関係を調査するために，目的関数空間をそのまま図示する方法が用いられる．

図 1.6に示すように従来の簡単な目的関数の図示法では，2次元までは簡単に図

示できるが，3次元以上になると困難になる．さらに，目的関数だけではなく設

計変数も高次元のデータである場合，そのデータを人間が瞬時に理解すること

は困難である．したがって，高次元データの可視化が優れるデータマイニング

手法が求められる． 

 近年では，データマイニング手法の一種である自己組織化マップ

（Self-Organizing Map : SOM）を用いた可視化手法が提案されている(1.48)．SOM

は教師なし（予備知識なし）学習のアルゴリズムを用いるニューラルネットモ

デルである．SOM では，入力データをそのデータ間に存在する類似度を保持し

ながら 2 次元上に射影する．人間が理解し易い低次元で高次元の入力データを

射影するため，高次元データの中に存在する傾向や相関関係の発見が簡単にで

きる利点を持つ． 

 トポロジー最適化における複数荷重ケース問題において目的関数および設計 

 

 

Fig. 1.6 Visualization of Pareto front
(1.47)
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変数との関係を調査するためには，多目的トポロジー最適化における多数のパ

レート解群を検討する必要があり，またそのパレート解群空間を可視化する必

要がある．一般的に複数荷重ケース問題における目的関数は 3 個以上になる．

また，ロバストトポロジー最適化においては，ロバスト性能まで考慮しなけれ

ばならないため，従来の簡単な図示法では不十分である．特にトポロジー最適

化では，最適解として「トポロジー」という人間が説明し難い高次元データを

扱う．そのため，大量でかつ高次元データを効率的に処理可能なデータマイニ

ング手法が要求される．そこで本研究では，トポロジー最適化における多数の

パレート解空間の可視化に自己組織化マップを用いる手法を検討する． 
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1.5 研究目的 

 本研究では，超音速旅客機の翼胴結合金具を対象とし，複数の荷重およびそ

の変動を考慮した翼胴結合金具のトポロジー最適化手法を提案する．複数の荷

重およびその変動を考慮したトポロジー最適化手法において，複数荷重ケース

問題は最も重要な役割をする．この複数荷重ケース問題は本質的に多目的最適

化問題であることに着目し，多数のパレート解群の導出およびデータマイニン

グに優れる手法の提案および提案手法の高効率化に焦点を合わせた． 

 本質的に多目的最適化であるトポロジー最適化における複数荷重ケース問題

では，パレート解群および効率的なデータマイニング手法が実用的な設計手法

という観点から要求される．これまでの研究において複数荷重ケース問題にお

けるパレート解群の導出は不十分である．また，データマイニングまでは考慮

されておらず，トポロジー最適化から得られたトポロジーは十分に検討されて

いない． 

 

 以上の問題点から本研究では，実用性および効率の高い複数荷重ケースを考

慮したトポロジー最適化手法を提案し，翼胴結合金具に適用するために下記の

点について検討を行う． 

(1) 高次元データであるトポロジーパレート解群に対する有効なデータマイニ

ング手法の検討を行う． 

(2) ロバストトポロジー最適化においてロバスト解は複数荷重ケースの解空間

内である可能性が高いことに着目し，多目的最適化問題に適する多目的遺伝

的アルゴリズムを用いてロバストトポロジーパレート最適解を探索する手

法の検討を行う． 

(3) ロバストトポロジーパレート最適解空間の可視化をすることで，目的関数お

よびトポロジー間の関係について詳細に検討を行う． 

(4) 遺伝的アルゴリズムを用いた複数荷重ケース問題においては，計算コストの

低減が課題である．そのため，複数荷重ケース問題おける遺伝的アルゴリズ

ムを用いたトポロジー最適化の効率を向上させる手法の検討を行う． 
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1.6 本論文の構成 

第 1章「緒言」 

 本研究の背景，従来研究の課題をあげ，本研究の目的について詳しく述べた．

まず，超音速機の翼胴結合金具に必要なトポロジー最適化問題について述べた．

その翼胴結合金具に対するトポロジー最適化において最も重要な複数荷重ケー

ス問題は本質的に多目的最適化問題であることを示した．そして，多目的最適

化問題としての翼胴結合金具に対するトポロジー最適化手法の課題を述べたの

ち，本研究の目的を記した． 

 

第 2章「SOMを用いたトポロジーの特徴による分類と最適化」 

 複数荷重ケース問題におけるパレート解群の可視化手法として，SOM を用い

る手法を提案し，その有効性を検証した． 

 

第 3章「ロバストトポロジーの探索手法」 

 複数の荷重及びその変動を考慮したトポロジー最適化手法に対して，ロバス

トトポロジー最適化は本質的に多目的最適化問題であることに着目し，複数荷

重ケース問題に対して多目的遺伝的アルゴリズムを用い多数のパレート解群の

導出する手法を提案した．また，第 2 章で提案した自己組織化マップによりト

ポロジーパレート解群空間を可視化することでデータマイニングに優れるロバ

ストトポロジー最適化手法を提案した． 

 

第 4章「エリート初期集団 GAを用いるトポロジー最適化の高効率化」 

 多目的遺伝的アルゴリズムを用いたトポロジー最適化の高効率化のために，

エリート初期集団を用いる手法を提案し，その有効性を検証した． 

 

第 5章「結論」 

 各章で得られた結果をまとめ，本論文の成果を述べる． 
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2.1 緒 言 

 第 1 章「緒言」で述べたように，翼胴結合金具の設計において複数荷重を考

慮したトポロジー最適化が必要である．トポロジー最適化における複数荷重ケ

ース問題ではスカラー化手法を用いる SIMP（Solid Isotropic Material with 

Penalization）法（あるいは密度法）が実行の簡単さから最も広く用いられる．

しかしながらスカラー化手法では，1章で述べたように，目的関数間のトレード

オフ関係を考慮し，重み係数を適切に決める必要がある．その重みを適切に決

める方法は，未だに確立されてないため，様々な重みにより多数のパレート解

を導出し，それらから最適解を検討する方法が用いられる． 

 複数荷重を考慮したトポロジー最適化において負荷される荷重は 2 個以下で

ある場合には，従来の簡単な図示法でも十分であるが，3個以上になる場合には，

第 1 章「緒言」で述べたように，より効果的な図示法が求められる．また，ト

ポロジー最適化において得られる最適解は，トポロジーという高次元データと

して得られる．複数荷重ケース問題のように，多数あるパレート解が存在して

それを全体的に把握する必要がある場合，大量の高次元データ（例えばトポロ

ジー）を人間が瞬時に理解し，設計に役立つ情報を生み出すことは不可能であ

る．したがって，複数荷重ケース問題においてそのパレート解空間を効果的に

可視化可能な手法が必要となる． 

 そこで本研究では，高次元データの可視化に優れるデータマイニング手法の

一種である SOM（Self-Organizing Map:自己組織化マップ）を用いてトポロジー

パレート解群空間を可視化し，上記の課題の解決を試みた．第 1 章「緒言」で

述べたように，SOM はデータマイニング手法の一つであり，高次元データの可

視化に優れる手法である．本章では，複数荷重が負荷される翼胴結合金具に提

案手法を適用し，提案するトポロジーパレート解群空間の可視化手法の有効性

について検討する． 

 本章の 2.2節では，スカラー化手法による SIMP 法を用いた多目的トポロジー

最適解析について述べる．2.3 節では，提案する SOM によるトポロジーパレー

ト解空間の可視化手法について説明する．2.4 節では，提案手法を翼胴結合金具

設計に適用し，その有効性を検討した． 
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2.2 SIMP法を用いた多目的最適解析 

2.2.1 SIMP法を用いたトポロジー最適化 

 トポロジー最適化の基本的な考え方は，図 2.1に示す最適構造を含む固定設計

領域Ωと材料が配置される点と穴になる点を決めるために，以下の式を用いる． 

                
  (2.1) 

             
                    

               
  (2.2) 

ここで，テンソル     
 は等方性材料の要素弾性特性値であり，1と 0はそれぞれ

材料がある状態とない状態に対応する．そのため式(2-2)の特性関数はいたると

ころ不連続な点を持つ可能性がある． 

 この不連続問題を連続問題に置き換えるために，SIMP(Solid Isotropic Material 

with Penalization)法(あるいは密度法)が用いられる．この手法では，材料の特性

に等方性を仮定して，弾性テンソル E と正規化された密度 ρ との関係に次式の

ようにべき乗関係を適用する． 

                   
       (2.3) 

ここで，    は要素密度として SIMP 法において設計変数になる．また，pは中

間的な相対密度を排除するためのペナルティを与えるパラメータである．通常 p

の値は 2～3が用いられる(2.1)． 

 

 

Fig. 2.1 The generalized design problem of finding the optimal material distribution in a 

2-dimensional domain 
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 上記の材料配置問題を解くために，SIMP 法ではコンプライアンス最小化問題

が用いられる．図 2.1 に示す固定設計領域 Ω内の弾性体に物体力 fが作用してい

るものとする．そして弾性体の境界 Γuは完全固定され，境界 Γtには表面力 t が

作用しているとする．この場合仮想仕事原理は次式となる． 

                       
 

     Ω       
Γ Ω

 (2.4) 

ここで，線形ひずみは       
 

 
 
   

   
 

   

   
 ，u は平衡状態の変位，v は仮想変位

である．上式を簡略に表現するため，双 1次形式      と 1次形式    の導入に

より仮想仕事原理は次式のように簡略化できる． 

                              
 

 (2.5) 

         Ω       
Γ Ω

 (2.6) 

             for all     (2.7) 

ここで，Uは運動学的に可能な変位場である． 

 この平均コンプライアンス    を最小化することにより，剛性は最大化される．

すなわち，平均コンプライアンスを最小化することは弾性体に物体力と表面力

を作用させた状態で最小の変形をする構造を得ることになるから，これは剛性

の最大化につながる．よって，最小コンプライアンス（最大剛性）問題は以下

の式に表現できる． 

    
     

     

s.t.:             , for all     

          

(2.8) 

 コンプライアンス最小化問題においては，できるだけ材料を多く使うと，そ

のコンプライアンスは最も小さくなる．したがって SIMP 法では，次式に示す総

体積に関する制約条件を設ける必要がある． 

  
 

                         (2.9) 

ここで，Vは体積の上限である． 
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 式(2.8)は有限要素法により離散化した形式で次式のように表現できる． 

    
    

    

s.t.:             

           

(2.10) 

ここで，u, f はそれぞれ変位と荷重ベクトルである．剛性行列 Kは要素 eの剛性 

     (e=1,…,N)に依存する．N個の要素を持つ有限要素法におけるグローバル剛

性行列 Kは以下のようになる． 

               

 

   

 (2.11) 

 



 

 
第 2章 SOMを用いたトポロジー特徴の分類と最適化 

 

 

– 28 – 

2.2.2 複数荷重ケースにおける多目的トポロジー最適化 

 2.2.1 項で述べた，トポロジー最適化は簡単に，複数荷重が存在する構造のト

ポロジー最適化に拡張できる． 

 p個の荷重  ,…,   がある場合における最小コンプライアンス問題の定式化に

ついて考える．全ての j＝1,…, pにおいて    と仮定する．また，各荷重ケー

ス k=1,…, pにおいて，荷重  により異なる変位ヘクトル  を持つとする．次式

の平衡方程式が成り立つ． 

          for k=1, …, p (2.12) 

式(2-10)のコンプライアンス最小化問題を式(2-12)により拡張する場合，p 個の

  
   , …,    

   を適切に扱う必要がある．この問題の解法として最も広く用いら

れる手法として重み付き線形和法がある． 

 

重み付き線形和法 

 重み付き線形和法(2.1)は次式のように，各コンプライアンスにそれぞれ重みを

付け，線形和することで，p個のコンプライアンスを単一のコンプライアンスに

変換する． 

 
        

   

 

   

 

s.t.:           for all k=1,…,p 

         

(2.13) 

ここで，  は k 番目コンプライアンスの重み，  は体積制約条件による x の実

行可能な設計空間である．このように，重み付き線形和手法では重みの導入に

より，多目的トポロジー最適化問題が簡単に単一目的トポロジー最適化問題に

変換できる． 

 しかし，重み付き線形和手法ではいくつの問題点(2.2,3)がある．一つの重みを用

いて得られた最適解が実際にグローバルな最適解であるかは確認することは難

しい．そのため，新しい重みを用いて多数の最適解析する必要がある．また，

目的関数空間が凸ではない形状を持つ場合，一部のパレート解が得られない．

その他に，重みを規則的に一定の間隔に変化させても，必ずしも規則的離れた
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パレート解が得られるものではない．そのため，目的関数空間が凸である場合

においても，全てのパレート解を得るとはいえない．そこで本研究では，重み

付きミニマックス（Weighted min-max）法を用いる． 

 

重み付きミニマックス法 

 重み付きミニマックス法（あるいは Weighted Tchebycheff method）(2.2)では，目

的関数空間が凸である場合において，全てのパレート解が得られる．ただしこ

の手法においても，いつもパレート解が得られるとはいえない．しかし得られ

た最適解は，少なくとも弱パレート解であることは保証する．ここで弱パレー

ト解とは，ある最適解において，目的関数がこの解の目的関数より未満となる

ような解が設計空間に存在しないとき，このときの解を弱パレート解という． 

 Weighted min-max 手法は次式である． 

     
 
         

                 (2.14) 

また，式(2.14)にパラメータ βを導入し，次式のように制約条件としてとり扱わ

れる． 

       
                      (2.15) 

 上述した利点以外の重み付きミニマックス法の利点としては，（1）    
  が最

大である目的関数を最小化するという簡単なアルゴリズムである．（2）多様な

重みにより完全なパレート解群が得られる．問題点としては，（1）ユートピア

点が必要であるが，その計算が高い場合がある．（2）制約条件として導入する

必要がある．（3）一つの最適解のみ必要である場合，その重みの適切な設定方

法が分からない．（4）目的関数間において単位や値の桁が異なる場合は，正規

化などの付加的な作業が必要になる． 
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2.3 SOM を用いたトポロジーパレート解空間

の可視化 

2.3.1 自己組織化マップ 

 自己組織化マップ（SOM）(2.4)は低次元の規則的に配置された格子上のニュー

ロンに構成されている．一般的に人間が視覚的に理解し易い 2 次元のマップが

用いられる．一般的に図 2.2に示す Hexagonal と Rectangular格子が用いられる．

入力ベクトルが d の次元である場合，各ニューロンは入力ベクトルと同次元で

ある d 次元の参照ベクトル          を持つ（図 2.2 参照）．ニューロンは

それぞれ隣のニューロンと neighborhood 関係により連結され，その関係により

SOMのトポロジー，構造が形成される． 

 

 SOM は反復計算により訓練される．各訓練のステップにおいて，一つのサン

プルベクトル を入力ベクトル（データセット）からランダムに選択し，その後 

 

 

              (a) Rectangular grid            (b) Hexagonal grid 

Fig 2.2 Discrete neighborhoods (size 0, 1 and 2) of the centermost unit: (a) hexagonal 

grid, (b) rectangular grid. The innermost polygon corresponds to 0-neighborhood, the 

second to the 1-neighborhood and the biggest to the 2-neighborhood. 
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サンプルベクトルと全ての参照ベクトルとの距離を計算する．サンプルベクト

ル  と最も距離が近い参照ベクトルを持つニューロンを Best-Matching 

Unit(BMU)と呼ぶ．BMU(   は以下の式で表現する． 

          
 
         (2.16) 

ここで，   は距離の尺度であり，一般的にユークリッドの距離が用いられる．

また，不明なデータおよびパラメータなどをマスキングするために，(2-16)を以

下のようにする． 

                
 

   

 (2.17) 

ここで，K は既知のサンプルベクトル x の集合，  および  はそれぞれサンプ

ルベクトルと参照ベクトルの k 番目要素，  は k 番目の要素におけるマスキン

グの値である． 

 BMU を計算した後，BMU がサンプルベクトルに接近できるように参照ベク

トルを更新する．また，トポロジー的に BMU に接近している他の参照ベクトル

も更新する．図 2.3に示すように，この過程により BMUおよびそれと隣接して

いるニューロンはサンプルベクトルに向けて移動する．SOM の更新は以下の式

により行われる． 

                                     (2.18) 

ここで，t は時間である．また，    は時間 t において入力データセット空間で

のランダム入力ベクトル，      は BMU ユニットとその周りのユニット間の関

係関数，    は学習率である．関係関数   は入力サンプルベクトルがその周り

の空間上で持つ影響度を定義する．関係関数   としては様々な関数が提案され

ているが，本研究では以下の Gaussian 関数を関係関数   として用いる． 

            
     

 
 (2.18) 

ここで，  は時刻 t における neighborhood半径，           はマップ上にお

けるユニット cと i との距離である． 
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Fig. 2.3 Updating the best matching unit(BMU) and its neighbors towards the input 

sample vector marked with x. The solid and dashed lines correspond to situation before 

and after updating, respectively.
 (2.5)

 

 

 各訓練ステップにおいて，データセットは参照ベクトルの Voronoi 区画により

分けられる．すなわち，各データベクトルはマップ上で最も近いユニットに属

する．この後，新しい参照ベクトルは以下のように計算する． 

        
         
 
   

       
 
   

 (2.20) 

ここで，c は入力サンプルベクトル  における BMU の指数である．この式は新

しい参照ベクトルはデータサンプルの加重平均であり，ここで重み係数は各デ

ータサンプルにおける関係関数   である． 

 上述した反復計算をすることで，図 2.4 に示すように，SOM の格子は入力デ

ータ空間においてマッピングされる．本研究では，SOM として MATLABⓇ

(R2012b)の SOM TOOLBOX を使用した(2.5,6)
. 
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Fig. 2.4 An illustration of the training of a self-organizing map. 
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2.3.2 トポロジー特徴の定義 

 多目的トポロジー最適化においては，最適化から得られるトポロジーパレー

ト解空間の可視化が必要である．パレート解が持つトポロジーは人間が説明し

難いものであるため，トポロジーにおいて何らかの特徴を定義する必要がある．

本項では，トポロジーパレート解の空間に SOM により可視化するための適切な

トポロジー特徴を定義する． 

 本研究では，それぞれのトポロジー最適解のトポロジー特徴を表すために，

設計空間を分けてその要素の密度を計算した手法と有限要素モデルにおける密

度分布を統計的に計算した手法を用いた． 

 

 

有限要素モデルの空間密度を用いた表現法 

 トポロジー最適化手法においては，基本的に要素が存在する所は 1，存在しな

い所は 0 とすることで，有限要素法に離散化する．さらに，遺伝的アルゴリズ

ムにおいても，設計変数として要素の 1 あるいは 0 としてトポロジーを表現す

る bit-array 手法が広く用いられる．本研究では，有限要素の各密度を変数とし

てトポロジー特徴とする手法を提案する．例えば図 2.5に示すトポロジーの特徴

は，1行 1列の密度から考慮すると[1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0]になる．この方法は画像

認識分野においては Grid Based 法と呼ばれる(2.7)．この方法の利点としては，実

行の簡単さとバイナリ表示であるため数値計算との適合性が高いことである．

この手法の欠点としては，形状の全体的な特徴の直感的な理解が難しい． 

 

 

Fig. 2.5 Example of a topology and its density matrix of FEA 
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要素の密度分布特性を用いた表現法 

 トポロジーの特徴を表現するために，設計空間における要素の密度を計算す

る手法とは他に，形状の様々な要素密度分布値特性を計算し，それを特徴とす

る．この手法は英語のアルファベットを分類するために用いた統計的な手法(2.8)

をトポロジー最適解の形状的な特徴の表現手法として，3次元に拡張したもので

ある．本研究で用いた統計的な値は以下に示す．これらを用いる事で，形状の

位相的な特徴を定性的に説明できると考えられる．これらの値は図 2.6 に示すよ

うに，行列の座標に基づいた座標空間を基準とし計算する． 

 モデルの x, y, z 方向の重心[Xc,Yc,Zc] 

 各要素と重心との x, y, z 方向距離を二乗して平均した値(x, y, z 方向の分散) : 

[V(x),V(y),V(z)] 

 それぞれ方向に対する共分散：例えば，それぞれの重心から要素までの x方

向距離偏差と y 方向距離偏差の積の平均(x 方向と y 方向の共分散) : 

[Cor(x,y),Cor(y,x),Cor(z,x)] 

 それぞれの重心からの x方向距離偏差の平方と y方向距離偏差の積を平均し

た値(各分散と x, y, z 方向との共分散) : [Cor(V(x),y), Cor(V(x),z), Cor(V(y),x), 

Cor(V(y),z), Cor(V(z),x), Cor(V(z),y)] 

 各方向の断面 2次モーメントの平均，断面 2次極モーメントの平均 : [Ix, Iy, 

Iz, J] 

 

 

Fig. 2.6 Illustration of density matrix coordinate 
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2.3.3 クラスタリング 

 SOM により入力データ空間が 2 次元のマップ上射影されると，そのマップに

よりデータについてデータマイニングが可能になる．しかし，入力データの数

が膨大になる場合，全ての入力データを詳細に分析することは困難になる．し

たがって，SOM を用いて効果的なデータの探索を行うためには，類似するユニ

ットをグループ化するクラスタリング手法が要求される． 

 本研究では，Vesanto らが提案した 2stage-approach を用いる(2.9)．この手法は，

直接に入力データをクラスタリングするのではなく，SOM 上で参照ベクトルに

対してクラスタリングする（図 2.7 参照）．ステップ 1 では，まず入力データ空

間を SOM の参照ベクトルにより射影する．ステップ 2 では，SOM の参照ベク

トルによりクラスタリングを行う． 

 本研究では，クラスタリングの手法の一種である k-means 法を用いて SOM分

類結果をクラスタリングした．k-mean 法はクラスタリング手法として最もよく

利用されている手法で，データセットを自動的に k 個のクラスタに分割する方

法である 6)．その手法は以下に説明する． 

 

 

Fig. 2.7 First abstraction level is obtained by creating a set of prototype vectors using 

the SOM. Clustering of the SOM creates the second abstraction level
(2.9)
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 まず，クラスタの数を決めて最初ランダムに選んだそのクラスタの中心を初

期化する．次に，データセットを分割し，以下の式を最小化して新しいクラス

タの重心を計算する． 

          
 

    

 

   

 (2.21) 

ここで，C はクラスタの数，  はクラスタ k の重心である． クラスタの重心が

収束するまで繰り返し計算する． 

 一般的にクラスタの数は分からないが，通常 2 個から  個までの数で反復計

算する．N はデータセットのサンプルの数である．本研究では，様々なクラス

タ結果の中で，最良のものを選ぶために Davies-Bouldin 指数を用いた(2.10)． 

 

 
    

   
 
 
 
  

        
  
      

 
  
        
  
    

       
 

 

   

 (2.22) 

この指数が最小である結果を最良の結果として選択する．ここで，  はクラス

タ  のサンプルの数である． 
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2.4 SSTの翼胴結合金具のトポロジー最適解の

探索問題 

 本節では，SST の翼胴結合金具に提案手法を適用し，提案手法の有効性につ

いて検討する．まず，2.3 節で説明した重み付きミニマックス法による SIMP 法

を用いて，様々な荷重に対する多数のトポロジーパレート解群を導出する．そ

の後，各トポロジーパレート解からトポロジーの特徴を抽出し，SOM によりト

ポロジーパレート解空間の可視化を試みる． 

 

 

 

2.4.1 3次元 SSTの翼胴結合金具モデル 

 本研究での最適化対象になる翼胴金具モデルを図 2.8 に示す．長さ 200mm，

幅 50mm，高さはリブ側と胴体側それぞれ 160mm，250mm の空間で定義される

金具を最適解析モデルとして用いる．また，荷重は金具の主翼側にあるリブと

桁から伝達されると想定し，その主翼側断面の上部と下部に荷重を負荷した．

そして，金具を拘束するために，ピンの中央節点を x, y, z の並進方向に対して固

定した． 

 金具の材料は弾性係数 E=113.8GPa，ポアソン比 v=0.342 の特性値を持つチタ

ン合金(Ti-6Al-4V)とした．有限要素解析とトポロジー最適解析は汎用 FEM解析

ソフトウェア GENESISⓇ12.0 を用いた．有限要素解析では，六面体ソリッド要

素 CHEXA を使用し，モデルの節点数は 67762 個，要素数 57483 個である．要

素分割は厚さ方向で 11分割し，厚さ方向のトポロジー的特徴も表現可能な要素

分割とした．  
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Fig. 2.8 Overview of the lug structure of a SST 
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2.4.2 複数荷重ケースにおける金具モデルトポロジー最適

化問題 

 本項では，簡単な主翼モデルにより，翼胴結合金具に負荷される荷重につい

て調査した．その後，複数の荷重に対して多数の最適なトポロジーを前節で説

明した重み付きミニマックス法による SIMP 法を用いて求めた． 

 

 

主翼モデル 

 翼胴結合金具において負荷される荷重について調査するために，主翼モデル

を用いた．超音速飛行機の主翼モデルとしては，JAXAにおいて検討が進められ

ている静粛超音速実験機(3STD)
(2.11)を参考した． 

 主翼モデルを単純化するために，主翼の上下の外版の距離を 16cm とした．ま

た，桁とリブの厚さは一定にし，主脚格納部は省略して斜めにあった一部桁を

後縁と垂直にした．その単純化した主翼の構造を図 2.9に示す． 

 有限要素法解析では，主翼モデルの左側にある 12個所の節点（赤い三角形：

翼胴結合金具）を拘束し，その拘束位置における反力を計算した．主翼モデル

の材料として，桁とリブにはアルミ合金，外皮は炭素繊維強化プラスチック 

 

 

Fig. 2.9 Thin wing structure model 
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（CFRP）T800/3630 とした．アルミ合金の特性値は E=73GPa, v=0.3，外皮の積

層構成と特性値はそれぞれ[(0/90)2]S，EL=167GPa，ET=9GPa，GLT=5GPa，vLT=0.3

とした．ここで，Eは縦弾性係数，vはポアソン比，ELは異方性材料の縦弾性係

数，ET は横弾性係数，GLT はせん断弾性係数，vLT は主ポアソン比である．桁と

リブの厚さは 50mm とした． 

 本研究では参考文献[2.14, 15]を参考し，超音速巡航(高度 15km，Mach1.5~1.6)

を想定した．また，揚力係数 CLは 0.1，揚抗比(L/D)は 9にし，空力荷重として，

リブごとに負荷した揚力と抗力をそれぞれ式(2.23)と(2.24)を用いて計算した．ま

た，その荷重を図 2.9 に示すように各翼弦の中央部に負荷した． 

         
 

 
       (2.23) 

         
 

 
       (2.24) 

ここで，  は空気の密度，  は流速，   は翼の代表面積である． 

 主翼モデルを静解析した結果を表 2.1 に示す．静解析は汎用 FEM 解析ソフト

ウェア GENESISⓇ12.0 を用いた．この結果は Mach 数が 1.5 と 1.6 の場合におけ

る，各軸方向に対する反力である．翼の前方から上下の拘束点をそれぞれ 1T, 1B, 

2T, 2B,…6T,6B とする．表 2.1 から最大反力として，3 番目の金具に x 方向反力

114~128kN，y方向反力 14~16kN，また 2番目の金具に z 方向反力 5~8kNが負荷

されることが分かる．これらの反力によって，主に曲げモーメント，せん断力

およびねじりモーメントが翼胴結合金具に負荷される．これらの反力に基づい

て金具のトポロジー最適解析を実施する． 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
第 2章 SOMを用いたトポロジー特徴の分類と最適化 

 

 

– 42 – 

 

 

Table. 2.1 Result of FEA of thin wing structure 

 Reaction force [kN] 

Mach 1.5 1.6 

No.lug Fx Fy Fz Fx Fy Fz 

1T 33.5 -0.4 5.2 38.6 -0.4 6 

1B -35.8 -0.9 -6.4 -40.8 -1.1 -7.2 

2T 61.0 -7.7 5.3 69.4 -8.8 6 

2B -61.4 -7.8 -7.3 -69.9 -8.9 -8.3 

3T 113.8 -14 -2.3 129.4 -16 -2.7 

3B -114.1 -14 -0.17 -129.8 -16 0.19 

4T 99.4 -8.6 -2.1 113.1 -9.8 -2.4 

4B -99.3 -8.6 0.6 -113.0 -9.8 0.7 

5T 91 -6.9 -1.9 104.0 -7.8 -2.1 

5B -90.8 -6.8 0.6 -103.3 -7.7 0.7 

6T 85 -3.8 -1.1 96.6 -4.3 -1.3 

6B -82.5 -3.2 0.2 -93.8 -3.6 0.3 
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複数荷重ケーストポロジー最適化問題の設定 

 上述したように，翼胴結合金具において曲げモーメント，せん断力およびね

じりモーメントが主要な負荷荷重であることが分かる．これらの 3 つの主要な

荷重を複数荷重ケース問題で考慮するため，表 2.2のように荷重条件を設定した．

表 2.2の荷重 Fx, Fy, Fz の大きさは，前節の主翼モデルから求めた 3つの反力の

中で最大である 3番目の金具における x方向反力(曲げモーメント)の大きさを考

慮し，全て 120kN とした．これは，主要な負荷荷重として取り上げた曲げモー

メント，ねじりモーメント，せん断力によるトポロジー最適解への影響を同等

にするためである． 

 

Table. 2.2 Direction and Magnitude of each loadcase 

No. Loadcase 
Direction/ 

Magnitude 

Direction/ 

Magnitude 

Loadcase1 

Shear Force 

Fy1 Fy2 

120kN 120kN 

Loadcase2 

Twist Moment 

Fz1 Fz2 

-120kN 120kN 

Loadcase3 

Bending Moment 

Fx1 Fx2 

120kN -120kN 
 

 

 

 本研究では，トポロジーパレート解群を生成するため，単一目的関数と多目

的関数のトポロジー最適化を用いた．単一目的関数では各々の荷重を単独に考

慮した単一荷重ケース，2つ以上の荷重が同時に負荷された場合を考慮した組合

せ荷重ケースを用いた．多目的関数トポロジー最適化では，荷重ケースの影響

度によるトポロジーを生成するため，目的関数を 20個の重み付け関数とし，ト

ポロジー最適解を生成した． 

 トポロジー最適化問題の目的関数は，表 2.2 に表す 3つの荷重条件に対するひ

ずみエネルギの最小化とした．その最適化問題は以下に示す． 
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Obj: 

s.t.: 

 

       
     

          for all k=1, 2, 3 

   

 

   

                   

(2.25) 

ここで，Nは設計領域を構成する要素の数，  は要素 eの密度である．体積制約

条件としては，体積比（    
 
      ×100）は 40％とした（Appendix 参照）． 

 式(2.25)を解くための重み付きミニマックス法による複数荷重ケーストポロジ

ー最適化問題は以下の式(2.26)に示す． 

Obj: 

s.t.: 

        

   
  
   

   
     

                    

          for all k=1, 2, 3 

   

 

   

                   

(2.26) 

ここで，  は 2.2.2 節で詳細を示す重み付きミニマックス法における重み係数，

  
   は荷重条件 kのコンプライアンスである．また，   

    
 は荷重ケース kだ

け考慮し，単一目的関数トポロジー最適解析から求めた最適解の最小コンプラ

イアンスである．すなわち，   
    

 は荷重ケース kのコンプライアンスのユー

トピア点である．ここでユートピア点は，他の目的関数を考慮せずに各々の目

的関数だけ考慮した場合に得られる点であり，多目的関数の問題において目標

点として用いる． 

 多目的トポロジー最適解析（複数荷重ケース問題）では式(2.26)の重み係数を

Latin Hypercube sampling
(2.12)を用いて 20個算出した．また，各荷重のみ考慮した

ケース 3つ，2つの荷重を同等に考慮したケース 3つ，全ての荷重を同等に考慮

したケース 1つを追加した．そのため，全荷重ケースの数は 27個になる．その

重み係数を表 2.3に示す．ここで，WMZ ，WFY ，WMX ，は，それぞれ曲げモー

メント，せん断力，ねじりモーメント荷重ケースのための重みであり，各行の

総和は 1になる．また，表 2.3の重みにより得られた全てのトポロジーパレート

解を図 2.10に示す．  
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Table. 2.3 Weights by Latin Hypercube Sampling 

 Weight for each loadcase 

No.model WMZ WFY WMX 

1 0.24 0.59 0.18 

2 0.35 0.24 0.4 

3 0.41 0.26 0.33 

4 0.16 0.43 0.41 

5 0.41 0.19 0.4 

6 0.48 0.13 0.39 

7 0.12 0.38 0.5 

8 0.59 0.3 0.11 

9 0.26 0.4 0.34 

10 0.27 0.49 0.24 

11 0.01 0.59 0.41 

12 0.35 0.2 0.45 

13 0.5 0.38 0.12 

14 0.36 0.18 0.46 

15 0.21 0.39 0.4 

16 0.31 0.42 0.26 

17 0.16 0.79 0.04 

18 0.68 0.03 0.28 

19 0.17 0.32 0.51 

20 0.5 0.22 0.28 

21 0 1 0 

22 0 0 1 

23 1 0 0 

24 0 0.5 0.5 

25 0.5 0.5 0 

26 0.5 0 0.5 

27 0.33 0.33 0.33 
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Fig. 2.10 Pareto-optimum solutions with weights of LHS 
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2.4.3 トポロジー分類結果 

有限要素モデルの空間密度を用いた表現法 

 前項から得られた 27個のパレートトポロジー最適解群を分類し，その解空間

を可視化するため，有限要素モデルの空間密度を用いる．前項で得られたパレ

ート解は 3 次元トポロジーであり，有限要素法モデルにおいて 57438 個の要素

を持つ．その全ての要素をそのままトポロジーの特徴として用いても良いが，

高計算コストになる問題点がある． 

 そこで本研究では，3次元のトポロジーを対象とする場合，計算コストを緩和

させるために 3 次元の設計空間を等間隔に分割し，各の領域（セル）内におけ

る要素の密度をトポロジーの特徴として用いる．トポロジーが明らかに表現し

きれていない分割数と，合理的に分割された最適化結果に対する SOM 分類への

影響を見ることで，設計空間の分割数によるSOM分類結果を比較した．ここで，

設計領域の分割数を漸増させても，どこから合理的ということは非常に分かり

にくいため，最も簡単な例と合理的な分割数での変化を調査した．図 2.11(a)の

ように，設計空間を 8 個のセルに分割した場合と，さらに図 2.11(b)のように長

さと高さ方向に 10 倍した 20 等分，厚さ方向に 3 倍した 6 等分，全体的に 2400

個のセルに分割した場合を比較した．また，2400 個セルの分割数においては，

SOM分類における計算コストも考慮して設定した． 

 

                

          (a) Model divided into 8 cell       (b) Model divided into 2400 cell 

Fig. 2.11 Illustraion of Models divided into 8 and 2400 cell respectively 
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設計領域分割数による SOM分類結果の比較 

 設計領域をそれぞれ 8個のセルと 2400個のセルに分割したセルの要素密度を

SOM の入力データ              とし，それぞれ SOM で分類した結果を比較

した．ここで，  は i 番目の入力データ，dは入力データの次元数である． 

 上述したように，設計領域の異なる分割数を持つ 2 つの入力データの比較か

ら，提案する SOMによるトポロジーの分類手法において，細かなトポロジーの

特徴の分類可能性について検証した．SOMでトポロジー最適群を分類するため，

MATLABⓇの SOM TOOLBOX を使用した(2.6)． 

 設計領域を 2400 個のセルに分割した場合の SOM 結果を図 2.12(a)に示す．ト

ポロジー最適解 27 個が 14×8 のマップ上に分類されている．SOM においては，

相対的に類似性が高い入力データは同じ BMU を共有する．したがって，本研究 

  

 

(a) Result of classification using SOM 

 

 

 

 

 

(b) Topology comparison between two 

topologies on the same unit of the SOM 

Fig. 2.12 Result of classification of the model divide into 2400 cells (M1~M27 means 

topology optimized solution1 to 27 as shown Figure.2.10) 
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で分類するトポロジーにおいても同一SOMのユニット上に位置するトポロジー

を定性的に比較することで，SOM の分類結果の精度を調査した． 

 図 2.12(a)のマップの中で，同じユニット上に 2 つのモデルが重なって位置す

るユニットとしては，モデル 2とモデル 19がある 2行 8列のユニットと，そし

てモデル 18 とモデル 23 がある 3 行 1 列のユニットがある．ユニットごとにト

ポロジーを比較した結果を図 2.12(b)に示す．モデル 2とモデル 19は概形が一致

していることが図 2.12(b)からわかる．また，モデル 18 とモデル 23 は形状の中

央部分の形状が多少異なるが，外形は良好に一致している．このことから，設

計領域を 2400 個のセルに分割し，そのセル密度を SOM の入力データとした場

合，高い精度でトポロジーが分類されることがわかる． 

 設計領域を 8個のセルに分割した場合の SOM 結果を図 2.13(a)に示す．トポロ

ジー最適解 1から 27が 10×12のマップ上で分類されていることが図 2.13(a)から

わかる．設計領域を 8 個のセルに分割の場合の SOM結果でも，2400個のセルに

分割した場合の SOM 結果と同様に，同一ユニット上にあるモデルのトポロジー 

  

 

(a) Result of classification using SOM 

 

(b) Neighborhoods of model 2 and 19 

Fig. 2.13 Result of classification of the model divide into 8 cells 
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を定性的に比較する．トポロジー的に類似性の高いモデル 18とモデル 23（2400

個のセルデータによる SOM結果から）が図 2.13(a)の SOMの 1 行 1列の同じユ

ニット上にあることがわかる．しかし，トポロジー的に類似性の高いモデル 2

とモデル 19（2400個のセルデータによる SOM 結果から）が図 2.13(a)の SOM上

で離れたノードにある．これは，設計領域を 8個のセルに分割の場合の SOM結

果では，モデル 2とモデル 19の形状がお互いの類似度が低く評価されたことを

意味している． 

 SOM 上のモデル 2 とモデル 19 の周辺をより詳細に調査するため，図 2.13(b)

にモデル 2とモデル 19の周辺を拡大した図を示す．図 2.13(b)から，モデル 2の

周辺ユニットにモデル 3とモデル 15が位置していることがわかる．これは，設

計領域を 8個セルに分割して SOM で分類した結果，モデル 2と類似性が高いト

ポロジーはモデル 19 ではなく，モデル 3 と 15 のトポロジーであることを意味

している．しかし，図 2.13(b)の拡大図からわかるように，モデル 2はモデル 19

と最も類似性が高いことがわかる．このことから，設計領域を 8 個セルに分割

した場合の SOM 入力データでは形状の特徴を十分に説明できておらず，SOM

の分類結果の精度が低いと言える． 

 設計領域を 8 個セルに分割した場合，形状分類の精度が低くなる原因につい

て調査するため，図 2.14に示すセル Aの部分の密度を各々のモデルに対して比

較した．モデル 2，15，19 のセル A における密度を表 2.4 に示す．ここで，密

度はそれぞれのモデルにおけるセル A 内の要素数である．表 2.4 から，セル A

におけるモデル 15の密度値は 4421であり，モデル 2の密度値 4280とモデル 19

の密度値 4476 の間にあることがわかる．これは，セル A の密度情報だけでは，

モデル 2 の形状がモデル 19 よりモデル 15 の形状に近いということを意味して

いる．しかし，前述したようにモデル 2はモデル 3，15よりモデル 19 と定性的

にトポロジーが類似するので，設計領域の分割数として 8 個のセルに分割した

のは不十分であり，図 2.13(b)に示すモデルのトポロジーが正確に区別できない

ことを意味している．このことは，同位置にあるセル内においてそのセル内で

のトポロジーが異なっても，セル内での要素密度が同じである場合，同じトポ

ロジーとして区別される可能性が高いため，設計領域において十分な分割数が 
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Fig. 2.14 Position of the cell A 

 

Table 2.4 Density of each model at cell A 

 Model 2 Model 15 Model 19 

Density at cell A 

[elements/cell] 
4280 4421 4476 

 

 

必要であることを意味する． 

 以上の結果から，設計領域を全ての座標軸に対して 2 等分し 8 個のセルに分

割した場合，その密度データはトポロジーの特徴を表現することが不十分であ

り，分類の精度が低下する．しかし，設計領域を 2400個のセルに分割した場合

では，トポロジーの特徴を十分に表現でき，分類において高い精度の SOM分類

結果が得られた．ここで，2400 個より多い分割数に対しては，入力データの次

元数の増加により SOMの計算コストは次元数に比例して高くなるため(2.6)，2400

セル分割でも十分な精度を持つことから，この分割数は適切であると考える．

しかし，図 2.13(b)のモデル 4，9，15のような形状の局所的な部分のトポロジー

のみ異なるモデルが多くあり，形状の分類に用いたセルより小さな部分の局所

的なトポロジーの違いまで区別し，分類する必要がある場合には，設計領域の

分割数をより高くする必要はあると考えられる． 
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クラスタ空間での最適なトポロジーの探索 

 トポロジーパレート解群空間の可視化するために，トポロジーの類似性によ

りトポロジー最適解を 2次元の SOMノードマップ上に分類した．その後，全て

のトポロジーに対してそれぞれ調査することは困難である場合があるため，

SOM 上で各荷重に対して最適なトポロジーをより効果的に探索するために，

SOM における参照ベクトルに基づいてクラスタリングした．本研究では，クラ

スタリング手法としては k-means 法を用いてクラスタリングした．ここでは，最

良のクラスタ数を選択するために式(2.22)の Davies-Bouldin 指数を用いた． 

 図 2.15 にクラスタリング結果を示す．図 2.15(a)はクラスタの数による

Davies-Bouldin 指数の結果であり，図 2.15(b)はクラスタの数が 9である際のクラ

スタリング結果である．図 2.15(a)から，クラスタの数が 9 である際，

Davies-Bouldin 指数が最小になり，最良なクラスタ数に基づく分類は図 2.15(b)

の様になる．また，図 2.15(c)に各クラスタで代表的なトポロジー最適解を示す． 
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             (a) Davies-Bouldin index      (b)Result of clustering 

 

(c) Representative topology of each cluster 

Fig. 2.15 Results of clustering 
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 各荷重に対して高剛性を持つトポロジーを探索するために，図 2.16(d)のクラ

スタリング結果と各荷重に対するコンプライアンスを比較した．図 2.16(a)~(c)

にクラスタリング結果と比較するため，各荷重ケースに対するコンプライアン

スを示す．各パターンのグレースケールはコンプライアンスであり，その単位

は[kJ]である． 

 図 2.16(a)のせん断力に対するコンプライアンスパターンから，クラスタ 1，2 

   

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

Fig. 2.16 SOM pattern colored by compliance : (a) Shear force SOM pattern, (b)Twist 

moment SOM pattern, (c)Bending moment SOM pattern, (d)Clusters and representative 

topologies. 
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は相対的に高いコンプライアンスを，クラスタ 8 と 9 は低いコンプライアンス

を持つことがわかる．このことから，クラスタ 1 と 2 に属するトポロジーはせ

ん断力に対して弱いトポロジーであるが，クラスタ 8 と 9 に属するトポロジー

はせん断力に対して強いトポロジーであると言える．同様に，図 2.16(b), (c)のね

じりと曲げモーメントパターンから，クラスタ 8 と 9 は相対的に高いコンプラ

イアンスを，クラスタ 1 と 2 は低いコンプライアンスを持つことがわかる．こ

れは，クラスタ 8 と 9 より，クラスタ 1 と 2 に属するトポロジー最適解のトポ

ロジーがねじりと曲げモーメントに対して強いトポロジーであることを意味し

ている． 

 クラスタ 1，2 とクラスタ 8，9 は相反的な構造性能を持っていると言える．

このことは，図 2.16(a)のせん断力に対するコンプライアンスパターンと，図

2.16(b), (c)のねじりと曲げモーメント対するコンプライアンスパターンがほぼ

反対のパターンを持つことからもわかる．これは，せん断力に対する剛性とね

じり，曲げモーメントに対する剛性の間にはトレード-オフの関係があることを

意味している． 

 以上のことから本研究で提案したトポロジーパレート解群のSOMによる分類

により，目的関数間に存在するトレード-オフの関係が容易に分かる．さらに，

図 2.16(d)のように各荷重に対して高い剛性を持つ形状のトポロジーが 2 次元の

マップ上で容易に比較できる．よって，各クラスタの間に存在する各荷重に対

する構造性能のトレード-オフ関係を理解し，それに基づいて最適な形状を探索

することは有効であると考える． 
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各クラスタにおけるトポロジーの特徴 

 各クラスタに属するトポロジー最適解のトポロジー特徴と各荷重に対する構

造性能の関係を調査するため，各クラスタにおけるトポロジー最適解のトポロ

ジー特徴を定量的に説明する必要がある．そこで，SOM の入力データとして用

いた各セルの密度を SOM上に表示し，そのパターンをクラスタリング結果と比

較することで，各クラスタに属するトポロジー最適解の形状的な特徴を調査し

た． 

 図 2.17 に入力データとして用いた 2400 個セルの密度情報のパターンを示す．

ここでは，2400 個セルの密度情報を全て示すのは難しいため，金具モデルで主

翼側にある 2か所の A, Bセルの密度を表示した SOMパターンのみ示す（図 2.17

参照）．グレースケールは密度を表し，単位セルあたりの密度である．図 2.17(b)

の A セルの密度値による SOM パターンと図 2.17(d)の比較から，クラスタ 1 か

ら 5 に属するトポロジー最適解はセル A の位置において密度が高く，他のクラ

スタに属するトポロジー最適解はセル A の位置に密度が小さいことがわかる．

同様に，図 2.17(c)の B セルの密度値による SOM パターンと図 2.17(d)の比較か

らは，クラスタ 1 から 5 に属するトポロジー最適解はセル B の位置に密度が低

く，他のクラスタに属するトポロジー最適解はセル B に密度が高いことがわか

る． 

 このことから，セル A の位置に密度が高く，セル B の位置では密度が低いこ

とが，クラスタ 1から 5の形状の特徴であると言える．このように，SOMの入

力データとして用いた各セルの密度の SOMパターンを調査することで，各々の

クラスタに属するトポロジー最適解の特徴がわかる．しかしこの場合，対象部

分の要素の密度しかわからないため，各々のセルの密度の意味を物理的な意味

と関連し，解釈することは困難である．また，上述したように，2400 個に及ぶ

セルの密度値のパターンを全て調査することは極めて困難となる．そこで，形

状の特徴表現に対して要素の分布を統計的な値を用いる手法の検討が必要であ

る． 
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(a) Position of cell A and B 

 

(b)Density at cell A         (c)Density at cell B 

 

(d) Clusters and representative topologies 

Fig. 2.17 Density SOM pattern at cell A and B 
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要素の密度分布特性 

 トポロジーの全体的な特徴と構造性能を表すひずみエネルギパターンを比較

するために，密度の統計的な分布値を計算した．この手法は英語のアルファベ

ットを分類するために用いた統計的な手法(2.8)をトポロジー最適解の形状的な特

徴の表現手法として，3次元に拡張した．本研究で用いた統計的な値は以下のよ

うである．これらの値は図 2.6の座標軸を基準にして計算した． 

 モデルの x, y, z 方向の重心[Xc,Yc,Zc] 

 各要素と重心との x, y, z 方向距離を二乗して平均した値(x, y, z 方向の分散) : 

[V(x),V(y),V(z)] 

 それぞれ方向に対する共分散：例えば，それぞれの重心から要素までの x方

向距離偏差と y 方向距離偏差の積の平均(x 方向と y 方向の共分散) : 

[Cor(x,y),Cor(y,x),Cor(z,x)] 

 それぞれの重心からの x方向距離偏差の平方と y方向距離偏差の積を平均し

た値(各分散と x, y, z 方向との共分散) : [Cor(V(x),y), Cor(V(x),z), Cor(V(y),x), 

Cor(V(y),z), Cor(V(z),x), Cor(V(z),y)] 

 各方向の断面 2次モーメントの平均，断面 2次極モーメントの平均 : [Ix, Iy, 

Iz, J] 

ここでは相対的なトポロジーの差が重要であるため，これらの値は正規化した．

これらの値を計算し，各値に対してSOM上に図示したパターンを図2.18に示す．

図 2.18は左上から順番に[Xc] , [ V(y)], [Cor(V(y),x)] , [Ix, J]のパターンである．例

えば，図 2.18(a)のパターンから，図 2.18(b)に示したモデル 18は他のトポロジー

より x方向重心は胴体側にあり，密度が高い要素が上下（y方向）に分散してい

ることが分かる．また，断面 2 次極モーメント SOM パターン[J]から，モデル

18 は他のモデルより高い断面 2 次極モーメントを持つことがわかる．このよう

に，要素の分布を統計的に計算し，SOM によりパレート最適解群空間を図示す

ることで，各々のモデルに対する全体的なトポロジー特徴および他のモデルと

の相対的なトポロジーの違いが容易に分かる． 
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(a) 

 

(b) 

Fig. 2.18 Some SOM patterns of primitive statistical features of the element distribution 

of topology optimized solutions : [Xc] , [ V(y)], [Cor(V(y),x)] , [Ix, J] 

 

 また，図 2.18 の断面 2 次極モーメント SOM パターンを見ると，SOM の上部

にあるトポロジー最適解はその値が高く，下部に位置したモデルは低い断面 2

次極モーメントの値を持っていると言える．このことから，図 2.16 の各荷重ケ

ースに対するひずみエネルギ SOM パターンと，統計的要素の分布値の SOM パ

ターンを比較することで，お互いの相関関係が調査できる． 

 以上の結果により，設計領域内の各セルにおける要素の密度値では，トポロ

ジーの特徴を全体的に理解する事は困難であったが，様々な統計的要素密度の

分布値による SOMパターンにより，各トポロジーパレート解群が持つ全体的な

トポロジーの特徴が容易に理解できる． 
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構造性能と形状特徴パターンの比較 

 トポロジーの統計的要素密度の分布値と構造性能の関係について調査する．

通常 SOMでは，ある 2つのパラメータのパターンが類似するとその 2つのパラ

メータは相関性が高いと言える．よって，提案した様々なトポロジーの統計的

要素密度の分布値のSOMパターンと構造性能を表現する図2.16の各荷重ケース

に対するコンプライアンスの SOM パターンを併せ比較した．  

 比較において多数のSOMパターンをそのまま人間の感覚で類似性を判断する

ことは難しい．そこで本研究では，各々の SOM パターンをそのパターンの類似

性により分類する手法を用いた．これは「SOM の SOM」として言われるマップ

としてお互いのパターンの相関性を調べるためによく用いられる手法である

(2.13)．この手法は，各々のパターンに対応するベクトルを用いて共分散行列を計

算し，その共分散値に基づいて再び SOMで分類する手法である．一般的にこの

手法においても 2次元のマップ上で SOMパターンを分類する． 

 トポロジーの統計的要素密度の分布値のSOMパターンと各荷重におけるコン

プライアンスパターンをお互いの相関性により分類し，配置した結果を図 2.19

に示す．ここで，パターンの中で青色は相対的に低い値を，赤色は高い値を表

す．図 2.19の中央部にあるパターンの SOM結果では，隣接するパターンが類似

することから，パターンお互いの相関度によって適切に分類できたと言える．

さらに，各荷重ケースに対するひずみエネルギの SOMパターンと類似度が高い

形状の特徴値の SOM パターンを調べるために，それぞれのひずみエネルギパタ

ーンの周辺である A, B 部分を拡大し，パターンの SOM 結果の両側に一緒に示

す． 

 まず，図 2.19の拡大図 Aからは，せん断力コンプライアンスのパターンと x, y

方向共分散，y方向断面 2次モーメントのパターンが隣接していることがわかる．

このことは，せん断力に対しては，x, y方向共分散，y方向断面 2次モーメント

が最も相関性が強いことを示す．同様に，図 2.19の拡大図 Bからは，ねじりモ

ーメント，曲げモーメントのパターンと断面 2次極モーメント，y方向分散値の

パターンが隣接していることがわかる．これは，ねじりモーメントおよび曲げ

モーメントは断面2次極モーメント，y方向分散値と高い相関を持つことを示す． 

このように，「SOM の SOM」により目的関数およびトポロジーの特徴との相関
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関係が容易にわかる． 

 

 

Fig. 2.19 Summary of SOM results self –organized on the basis of similarity between 

attribute values 
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2.5 結言 

 本章では，複数荷重ケース問題に対して，最も広く用いられる感度解析によ

るトポロジー最適化を用いてパレート解群を導出した．その後，多数のトポロ

ジーパレート最適解に対してその解空間を可視化するために，トポロジーの特

徴を定義し，その特徴の類似性に基づき，Self-Organizing Map を用いて分類した．

SOM によりパレート解群を 2 次元のマップ上分類することで，最適なトポロジ

ーの探索及び設計に有益な情報が抽出可能であることを示した．得られた結論

は以下の通りである． 

 

(1) SOMを用いてトポロジーパレート解群をそのトポロジーの類似性により，2

次元のマップ上に分類可能であることを示した． 

(2) トポロジー最適解のトポロジー特徴を表すために，設計空間を分割し，その

空間ごとの要素密度を用いる手法を示した．また，2つの異なる分割数によ

る形状分類結果を比較し，SOMによる形状分類の精度を検証した． 

(3) SOM の結果から類似性が高いトポロジー最適解をグルーピングするために，

クラスタリングの手法を用いた．また，クラスタリングの結果とひずみエネ

ルギパターンを比較し，各々クラスタにおける構造性能の特徴を明確にした． 

 

 



 

 
第 2章 SOMを用いたトポロジー特徴の分類と最適化 

 

 

– 63 – 

2.6 参考文献 

(2.1) Bendsoe, Martin Philip, and Ole Sigmund. Topology optimization: theory, 

methods and applications. Springer Verlag, 2003. 

(2.2) Arora, Jasbir. Introduction to optimum design. Academic Press, 2004. 

(2.3) Kalyanmoy, Deb. Multi objective optimization using evolutionary algorithms. 

John Wiley and Sons, 2001. 

(2.4) Kohonen, Teuvo. "The self-organizing map." Proceedings of the IEEE 78.9 

(1990): 1464-1480. 

(2.5) J Vesanto, J Himberg, E Alhoniemi, J Parhankangas, "Self-organizing map in 

Matlab: the SOM Toolbox." Proceedings of the MATLAB DSP Conference. Vol. 

99. 1999. 

(2.6) J Vesanto, J Himberg, E Alhoniemi, J Parhankangas, SOM toolbox for Matlab 

5. Helsinki, Finland: Helsinki University of Technology, 2000. 

(2.7) Lu, G.J., Sajjanhar A., Region-based shape representation and similarity 

measure suitable for content-based image retrieval, Multimedia System. 7(2), 

1999, pp.165-174. 

(2.8) Frey, Peter W., and David J. Slate. "Letter recognition using Holland-style 

adaptive classifiers." Machine Learning 6.2 (1991): 161-182. 

(2.9) Vesanto, Juha, and Esa Alhoniemi. "Clustering of the self-organizing map." 

Neural Networks, IEEE Transactions on 11.3 (2000): 586-600. 

(2.10) Davies D. L. and Bouldin D. W.: A cluster separation measure, IEEE Trans. 

Patt. Anal. Machine Intell., vol. PAMI-1, Apr. 1979, pp. 224–227.  

(2.11) 静粛超音速研究機(S3TD)及び関連地上設備の基本設計結果，宇宙航空研

究開発機構研究開発資料，JAXA-RM-10-007, 2010  

(2.12) McKay, M.D., Beckman, R.J., and Conover, W.J., “A Comparison of Three 

Methods for Selecting Values of Input Variables in the Analysis of Output from 

a Computer Code,” Technometrics, Vol. 21, (2), 1979, pp. 239-245. 

(2.13) Vesant, J., SOM Based Data Visualization Method, Intelligent -Data-Analysis, 

Vol. 3, 1999, pp. 111-126   



 

 
第 2章 SOMを用いたトポロジー特徴の分類と最適化 

 

 

– 64 – 

(2.14) 李家 賢一，日本の超音速機研究開発に望まれること，次世代 SST・国

産旅客機シンポジウム予稿集，2007，pp.1-4. 

(2.15) 大貫武，静粛超音速機技術の研究開発計画，次世代 SST・国産旅客機シ

ンポジウム予稿集，2007，pp.9-12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 3 章 
 

 

ロバストトポロジー探索手法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
第 3章 ロバストトポロジー探索手法 

 

 

– 66 – 

3.1 緒 言 

 第 1 章「緒言」で述べた超音速機の翼胴結合金具のように，荷重の大きさお

よび負荷方向に変動が存在する場合，その荷重変動に対するロバストトポロジ

ー最適化において複数荷重ケース問題は最も重要な役割をする．荷重変動に対

するロバストトポロジー最適化問題では，連続的な荷重変動を直接扱うのは難

しい．そのため，連続的な荷重変動をサンプリングや近似方法などにより離散

化することで，複数荷重ケース問題に変換する(3.1~5)．このように，連続的な荷

重変動をサンプリングや近似手法により，複数荷重ケース問題に変換すると，

最適化問題は計算が簡単になる． 

 通常，構造に負荷されるある荷重に対して最適なレイアウトを探索する方法

としてトポロジー最適化が広く用いられる．しかし，一般的なトポロジー最適

化方法で求めたトポロジー最適解は荷重に変動がある場合，その構造性能が変

動に対して不十分である問題点がある(3.6)．そのため，荷重の変動を考慮したロ

バストトポロジー最適化として様々な手法が提案されている．代表的なロバス

トトポロジー最適化方法として，最悪ケース設計方法(3.6)，連続的な変動確率を

離散化し，ロバスト目的関数を近似する手法(3.1,2,5,7)などがある．これらの方法で

は，連続的な変動の確率を離散化するために，複数荷重ケースモデルに変換す

る．その後，コンプライアンス最小化問題について Minimax 手法(3.6)，Average

手法(3.1,2,5,7)あるいはコンプライアンスの期待値および分散(3.3,4)モデルを用いる

手法などにより，ロバスト解を求める．このことは，ロバスト解は複数荷重ケ

ースを考慮した最適化のパレート解群の一部である可能性が高いことを意味す

る． 

 そこで本研究では，複数荷重ケースに対してコンプライアンス最小化する問

題のパレート解群を求め，そのパレート解空間内でロバストトポロジーを探索

する手法を提案する．提案手法ではパレート解を求めるために，一回の解析で

多数のパレート最適解が探索可能な手法である多目的遺伝的アルゴリズム

(Multi-Objective Genetic Algorithm)を用いる．各パレート解における，荷重変動に

対するロバスト性能の評価には，Monte Carlo simulation を用いコンプライアンス
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の平均および分散を計算する． 

 しかし，ロバストトポロジー最適化における複数荷重ケースモデルにおいて

も，3個以上の目的関数を用いるため，一般的な2次元の目的関数の図示法では，

効果的ではない．さらに，ロバスト性能もともに考慮しなければならないため，

効果的な最適解の探索方法が求められる． 

 そこで本研究では，複雑なパレート解空間内でのロバストトポロジー解の探

索をより簡便かつ効果的に行うため，第 2章で提案した SOMによるトポロジー

パレート解群空間の可視化手法を適用する．SOM を用いることで，ロバスト解

析における数多いロバスト性能およびトポロジーとの関係について比較しなが

らロバストトポロジーの探索が可能になる利点がある(3.8)． 

 本研究では，提案手法を翼胴結合金具に適用し，金具の主な荷重である曲げ

モーメントおよびせん断力の変動に対してロバストなトポロジー最適解群を求

めることで，その有効性を示す．ねじりモーメントに対しては，第 2 章で得ら

れた曲げモーメントとのトレードオフ関係が弱いことから，2次元モデルにおい

て曲げモーメントのみ考慮した． 

 本章では，3.2節にて提案するロバストトポロジー探索手法について述べ，3.3

節から 3.6節にて提案する手法について詳細に説明する．最後に 3.7節では，提

案手法を翼胴結合金具設計に適用し，その有効性を検討した． 

 

 

  



 

 
第 3章 ロバストトポロジー探索手法 

 

 

– 68 – 

3.2 提案するロバストトポロジー最適化の探索

手法 

 本研究では，多目的遺伝的アルゴリズム（Multi-Objective Genetic Algorithm : 

MOGA）を用いたトポロジー最適化により複数荷重ケースに対するコンプライ

アンス最小化問題のパレート解群を求め，パレート解群の中で一部であるロバ

ストトポロジー最適解を探索する手法を提案する．ロバストトポロジー最適解

は複数荷重ケース問題のコンプライアンス最小化問題のパレート解群の一部で

あるため，複数荷重ケース問題において可能な限り全てのパレート解を導出す

る必要がある．そのため，重みなどを必要としない MOGAはパレート解群の導

出に適切である．図 3.1 に提案手法のフローチャートを示す．また，以下に提案

手法について説明する． 

Step1) 荷重変動を考慮し，複数の荷重ケースを定義する． 

Step2) 複数荷重ケースに対するコンプライアンス最小化問題を多目的遺伝的

アルゴリズムを用いたトポロジー最適化により解く． 

Step3) ステップ 2）から得られたパレート最適解群を相互間のトポロジー類似

度により分類する．分類には自己組織化マップ（SOM）を用いる． 

Step4) 代表的なトポロジー個体群に対して，Monte Carlo 解析を用い，コンプラ

イアンスの期待値（Expected Compliance : EC）および標準偏差（Standard 

deviation of Compliance : StdC）を計算する． 

Step5) SOM によるトポロジーパレート解群空間の可視化によりロバストなト

ポロジーの探索を行う． 

ここで，一般的にステップ 4のMonte Carlo 解析は高計算コストになるため，全

てのパレート解に対して計算するのは非効率的である．そのため，ステップ 3

の SOMを用い，パレート解群の中で代表的なトポロジーを抽出し，その代表的

なトポロジーのみロバスト性能を計算した． 

 また，荷重変動に対するコンプライアンスの期待値及び標準偏差の精度を向

上させるため，地球統計学の分野で近年注目されている Kriging法(3.9)と呼ばれる 
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Fig. 3.1. Flowchart of proposed method 

 

統計的関数近似手法を用いる．Kriging 法は，多峰性，非線形性を有する関数で

あっても近似可能な手法である．この Kriging 法を用いて各トポロジー最適解に

おけるコンプライアンス空間を近似する応答曲面を作成し，これを Monte Carlo

解析のロバスト性能評価プロセスで用いることでMonte Carlo解析の高精度化お

よび計算コスト低減を図る． 
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3.3 GAを用いた多目的トポロジー最適化 

 本節では，多目的トポロジー最適化における複数荷重ケース問題に遺伝的ア

ルゴリズム（GA）を用いる．第 2章では，トポロジー最適化手法として広く用

いられるスカラー化手法によりトポロジーパレート解群を導出した．しかし，

スカラー化手法では，全てのパレート解群を求めるためには，重み付けを変え

ながら異なる単一目的関数最適化問題の答えを、一つ一つ地道に求めていくし

かないため，効率がよくない。 

 一方，GAは確率論的最適化手法であり，ロバストかつグローバルな探索が可

能である手法である．さらに，多目的遺伝的アルゴリズム（MOGA）において

は，多数のパレート解を一回の解析により求めることができる．これは，常に

集団を用いて最適化計算を行う進化的計算法の特徴を活かし、集団の個体がパ

レート集合になるべく一様に分布するような遺伝的操作を加味しながら進化を

させるためである． 

 本節では，3.3.1 項にて GA を用いたトポロジー最適化において最も重要であ

る，トポロジーの表現法について述べ，3.3.2 項にて，トポロジーの表現法の中

で最も効率が良い Bar-system 表現法によるトポロジー最適化について述べる．

その後，3.3.3 項にて多目的最適化問題において，進化過程中にパレート解が削

除される問題の解法としてアカイブを用いる手法について説明する． 

 

 

 

3.3.1 トポロジー表現法 

 GA を用いるトポロジー最適化問題においてトポロジーを如何に表現するか

は最も重要な課題である．GAを用いたトポロジー最適化におけるトポロジー表

現法しては，Bit-array，Voronoi-based，Graph-theoretic based 表現法などが提案さ

れている． 

 Bit-array 手法（あるいは Binary string）表現法(3.10~15)はその中でも最も広く用

いられている．この手法は直感的な表現法であり，GAにおいて変数変換の付加
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的な操作を必要としない利点がある．図 3.2に示すようにこの表現法はでは，材

料がある要素には 1 をない要素には 0 を付与し，トポロジーを表現する．その

ため，遺伝的アルゴリズムにおける Binary 遺伝子変数との適合性が高い．しか

し，図 3.3に示すように不適切な連結性を持つ構造がGAの過程中多数生成され，

無駄な計算コストが多くなる問題がある．また，設計領域において要素数が多

くなると，より詳細なトポロジーまで表現可能になるが，設計変数の数が膨大

になり計算コストが高くなる問題点も併せて持つ． 

 Voronoi-based表現法(3.11,12,16,17)は，0あるいは 1を持つ有限な数の Voronoi サイ

トによりトポロジーを表現する手法である．この手法では，FEA 要素空間にお

けるメッシュの設定によらない利点がある．しかしこの手法においても，

bit-array手法が持つ不適切な構造が多数生成される問題点がある． 

 Tai らから提案された morphological 表現法(3.18,19)は，Graph 理論に基づいた表

現法の一種であり，幅を変数として一緒に持つ簡単なパラメトリック曲線を用

いる．このパラメトリック曲線は支持点と荷重点を常に通るため，上記の手法 

とは異なり適切に連結された構造が得られる利点を持つ．しかしこの手法では，

例えば，高次元 Bezier 曲線などのより複雑な曲線を用いる場合，計算コストが 

 

 

Fig. 3.2 Bit-array representation for the topology optimization 

 

Fig. 3.3 Improperly connected structures in the bit-array representation method 
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増加する問題点がある． 

 Wang らから提案された Bar-system 表現法(3.20)も Graph 理論に基づいたトポロ

ジー手法である．図 3.4に示すように，この手法はトポロジーを多数の連結され

たバーで表現する手法である．そのため，設計領域の中で負荷点と支持点との

連結性を保つことができる．Bar-system 表現手法では，各バーの両端にある節点

とバーの幅を設計変数として定義する(図 3.5 参照)．また，図 3.5一例のように，

バーの下に要素の重心がある場合，その要素に 1 を与え，FE モデルにマッピン

グするので FE-mesh 上での表現も簡単にできる．そこで本研究では，GAによる

トポロジー最適化において Bar-system 表現法を用いる． 

 

 

 

 

Fig. 3.4 Illustration of bar-system 

 

Fig. 3.5 Illustration of bar-system parameters and mapping on mesh for FEA 
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3.3.2 Bar-system表現法による多目的GAトポロジー最適化 

バー表現における実数値型染色体 

 一般的に，GA では情報を 0，1 データで保存し，複数並べた列を作成する．

その列を染色体という．GAを用いた最適化では，この染色体の表現が最も重要

である．通常，遺伝的アルゴリズムでは，0 と 1を用いて対立遺伝子を表現する

バイナリーコーディングがよく用いられるが，染色体が長くなる場合，GAの性

能が落ちる問題点がある．そのため，GAを用いたバー表現のトポロジー最適化

では，実数値を用いて染色体を作成する実数値型染色体を用いる． 

 本研究で用いたバーシステムの表現では，式(3.1)のように実数値を 1次元の配

列に入れそれぞれの個体を作成する． 

                   (3.1) 

ここで，  は i 番目個体のデータを一次元の配列に入れた染色体，N は設計領域

に負荷される荷重の数である．  (j=1,2,…,N)は荷重 j とある支持点と連結された

全てのバー構造であり，以下式(3.2)のようである． 

      
 
    

 
                 (3.2) 

ここで，  
 
 と   

 
は荷重点の座標，Mは荷重点の間にあるバーの経路の数である．

また，  (k= 1,2,…,M)は以下のように定義する． 

      
     

     
     

     
     

        
     

     
   (3.3) 

ここで，Lは連結された一つのバー経路におけるバーの数である．  
 ，  

 ，  
 は

それぞれバーi の幅と座標を表す． 

 

 

Archiving Elitist non-dominated sorting GA (NSGA-IIa) 

本研究では，多目的最適化において，パレート最適解の探索するために，MOEAs

（Multi-Objective Evolutionary algorithms）の 1 つとして広く使われている

NSGA-II（Elitist non-dominated sorting GA）(3.21)を用いた．全体のアルゴリズムの

流れは図 3.6に示すように，通常の GAと同様ある．しかし NSGA-IIでは，高い

多様性および収束性のあるパレート解を探索するため，ランクおよび Crowding

距離に基づいた Crowded Tournament 選択を行う（図 3.7参照）．図 3.7 で，Ptは 
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Fig. 3.6 Flowchart of NSGA-II 

 

 

Fig. 3.7 Schematic of the NSGA-II procedure 

 

世代 t における親個体，Qtは世代 t における子個体，Rtは世代 t における全体個

体である． 

 図 3.7 に示すように NSGA-II では，まずランクによる非優越ソート後，

Crowding 距離を基準とするソートを行う．ここで，ランク付け（ランキング）
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は次の手順で行われる．まず，全てのパレート解をランク 1 とする．ここで，

全ての個体集合において最も良好な解を非劣解（ランク 1 を持つ解）と呼び，

その集合がパレート解群である．その後，ランク 1を付与した解を仮に削除し，

その結果新しく選ばれるパレート解をランク 2 とする（実際には非劣解ではな

い）．その過程を繰り返し，全ての解に対してランクを付与する． 

 Crowding 距離は解の多様性を確保するために目的関数空間上で同じランクを

持つ個体の中から，他の個体との相対距離が離れている重要な個体に，より大

きい適応度を付与するために計算する距離であり，目的関数空間上で近隣する

個体間の平均距離で計算される．図 3.8にその概念図を示す．図 3.8に示すよう

に目的関数が 2つある場合，個体 i の Crowding距離  は以下の式（3.4）に示す． 

   
  
      

   

  
      

   
 

  
      

   

  
      

   
 (3.4) 

すなわち，Crowding 距離  は図 3.8 に示す個体 i を囲む仮想の四角形（Cuboid）

の正規化された周り長さの半分になる． 

 Crowded Tournament 選択は，2 つの個体に対してランクと Crowding距離を比

較し，ランクが小さい個体（優秀な個体は相対的に小さいランクを持つ），また，

同じランクの持つ場合は Crowding距離が大きい個体を選択する選択方法である

（図 3.7参照）． 

 本研究では，交叉方法として，PCX（Parent centric crossover）(3.22)とバイナリ 

 

 

Fig. 3.8 The crowding distance claculation
(3.23)
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交叉の一種である 2点交叉（2-point crossover）(3.23)を同時に用いた. PCX は通常

の親個体の重心に子個体を生成する交叉手法（Mean centric crossover）とは異な

り，親個体の周辺に子個体を生成する手法である．また，突然変異の方法とし

て Polynomial Mutation
(3.24)を用いた．（Appendix 参照） 
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3.3.3 アカーブを用いた NSGA-II 

 NSGA-II アルゴリズムはエリート主義に基づく手法である．そのため，進化

過程の途中に集団におけるエリートは維持できる．しかし，パレート解の数（ラ

ンク 1 を持つ個体）が全体個体数を超えると，一部のパレート解が除外される

問題がある．この現象をパレートドリフト（Pareto drift）という(3.25)．これは図

3.9に示すように，ランク 1の集団（F1）の数が親個体の数を超えると，F1の中

で crowding 距離が大きい順で次世代の親個体と選択され，残りの個体はランク

1のエリート個体であっても除外される． 

 この問題の解法として，パレート解群を外部に保存するアカイブを用いた．

ここで，アカイブは外部保存場所を意味する．このようなアカイブは多目的進

化的なアルゴリズムの一つである Pareto Archived Evolution Strategy（PAES）(3.23)

においても用いられる．世代ごとにアカイブが更新されるため，全てのパレー

ト解群が最後まで更新および維持できる．アカイブの更新は次のような手順で

行う． 

1) 全ての個体集団 Rt とアカイブに保存されている個体集団を併せ，ランクに

よる非優越ソートおよび Crowding距離を基準とするソートを行う． 

 

 

Fig. 3.9 Schematic of the Pareto drift in the NSGA-II procedure 
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2) アカイブから全ての個体を削除する． 

3) 現在の世代における全てのランク 1個体をアカイブに保存する． 

上記の過程により，アカイブの個体が最終的にパレート解群（ランク１）にな

る． 

 

 



 

 
第 3章 ロバストトポロジー探索手法 

 

 

– 79 – 

3.3.4 Cantilever beam 最適化問題 

 本項では，多目的遺伝的アルゴリズムの NSGA-IIaを用いた bar-system 表現法

のトポロジー最適化を検証するために，図 3.10 に示す Cantilever beam モデルを

用いた．ここでは，アルゴリズムの有効性について検証するため，多目的トポ

ロジー最適化としてよく使われている重み付き線形和法を用いた SIMP 法と比

較する． 

 モデルは図 3.10に示すように，設計領域は 4H×3H，左側の上下にある頂点が

固定，右側の中央部に右向きの荷重 F1，右下の部分に F2が作用している．バー

のシステムとしては，7つの節点を持つ 6つのバー(7V6E)で構成した． 

 設計におけるパラメータとして，弾性率 E=1.0，プアソン比 ν=0.3，密度 ρ=1.0，

厚さ t=1.0，荷重 F1と F2は 1とした．また，FEAにおける有限要素モデルは 30×24

のメッシュに設計領域を分割した．FEM の計算には文献[3.26]の MATLAB コー

ドを用いた． 

 遺伝的アルゴリズムのパラメータとしては，個体数 100，選択率は 0.9，突然

変異率は 0.2を使用し，計算は世代数 600までとした．最適化の問題設定として

は，体積比 30%以下でコンプライアンス最小化とした．また，各々の設計変数

の範囲も制約条件として考慮した． 

 

 

Fig. 3.10 Design domain and bar system for the clamped deep beam 
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 NSGA-IIa を用いた bar-system 表現のトポロジー最適化の収束性について検証

するために，SIMP 法と目的関数を比較した．重み付き線形和法を用いた SIMP

法では，F1 に対する目的関数の重みを w1，F2 に対する目的関数の重みを w2と

し，表 3.1に示すように重みを 3ケースに設定して計算した．また，それらの 3

ケースに対応するパレート解を抽出して比較した．その結果を表 3.1 に示す． 

 ケース 1，3 の場合，提案した手法によりコンプライアンスがそれぞれ約 5%, 

5%，ケース 2はそれぞれ約 10%，3%向上した解が得られた．そのトポロジーの

比較図を図 3.11に示す．図 3.11で，上から順次にケース 1から 3のトポロジー

結果である．(a)が重み付き線形和法を用いた SIMP 法，(b)が提案した手法によ

り得られた結果である．お互いにトポロジーは類似するが，SIMP 法はその曖昧

な密度を持つ要素が多いため，コンプライアンスが高く計算される． 

 次に，図 3.12 に目的関数（コンプライアンス）空間におけるパレート解を示

す．ここで，青点がパレート解を表す．また，それぞれのパレート解から代表

的なトポロジーも示す．この結果から，一回の解析によち多数のパレート解が

得られたことがわかる． 

 以上の結果より，NSGA-IIa を用いた bar-system 表現のトポロジー最適化から

多様かつグローバルなパレート解が得られたといえる． 

 

Table 3.1. Comparison of minimum compliance with 

(w1,w2) Compliance1 Compliance2 

 SIMP method with weighted sum 

Case1(1,0) 8.8195 - 

Case2(0.5,0.5) 11.8900 61.1379 

Case3(0,1) - 58.7714 

 NSGA-IIa with bar-system representation  

Case1(1,0) 8.3467 - 

Case2(0.5,0.5) 10.6339 59.1708 

Case3(0,1) - 55.7077 
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(a)               (b) 

Fig. 3.11 Comparison of topology results between (a)SIMP method with weighted sum 

and (b) NSGA-IIa with bar-system representation 

 

Fig. 3.12 Result of the NSGA-IIa with bar-system representation 
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3.4 荷重変動を考慮した荷重ケースの設定 

 ロバストトポロジー最適化では，確率的な荷重変動に対する最適化問題を決

定論的な最適化に変換する必要がある．そのため，確率的な荷重変動に対して，

その変動を複数の荷重ケースとして設定する手法が多く用いられる．本節では，

荷重の大きさおよび負荷方向の変動が正規分布 N(μ, σ)である場合に対して，適

切な荷重ケースを調査した． 

 

 

 

3.4.1 荷重の負荷方向の変動 

 荷重の負荷方向変動に対して，適切な荷重ケースを調べるために，3水準と多

水準のコンプライアンスの期待値を図 3.13に示す 2つの例題を用いて比較した． 

 荷重の負荷方向が，図 3.13(a)の片持ち梁では平均 0°，標準偏差 2.5°，図 3.13 

(b)では，平均-45°，標準偏差 40°の正規分布を従うとする．コンプライアンス

の期待値の比較には，表 3.2 に示す荷重ケースを用いた．3 水準のケースでは，

3つの荷重ケースの方向を図 3.14のように μD°, μD±S·σD°とした．ここで，S は任

意の定数である．また，表 3.2のケース 1から 6は 3水準における S による結果

を，ケース 7は多水準と 3水準の結果を比較するために用いた．ここで，コン 

 

 

(a)                                   (b) 

Fig. 3.13 Two examples of the cantilever beam: (a)Loading f1 with direction uncertainty 

N(0°,2.5°) (b)Loading f2 with direction uncertainty N(-45°,40°) 
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Fig. 3.14 Setting of loading case for loading uncertainty 

 

Table. 3.2 Loadcases of each example 
 

Level CASE Example 1 Example 2 

  Degree S Degree S 

3 levels 

CASE1 0, ±1 0.4 -55, -45, -35 0.25 

CASE2 0, ±2.5 1 -65, -45, -25 0.5 

CASE3 0, ±5 2 -85, -45, -5 1 

CASE4 0, ±7.5 3 -105, -45, 15 1.5 

CASE5 0, ±10 4 -125, -45, 35 2 

CASE6 0, ±15 6 -135, -45, 45 2.25 

Multi-levels CASE7 0, ±2.5, ±5 1, 2 
-145, -125, -105, -85, -65, -55, 

-45, -35, -25, -5, 15, 35, 55 

0.25, 0.5, 1, 

1.5, 2, 2.5 

 

プライアンスの期待値は多目的 GA から得られた全てのパレート解に対して，

Monte-Carlo解析によりコンプライアンスの期待値を計算した． 

 図 3.15にコンプライアンスの期待値結果を示す．図 3.15から，両方の例題と

もに，3水準 S=1 の結果が最もコンプライアンスの期待値が小さいことが分かる．

また，多水準の目的関数空間の場合では，3水準より広いかつ 3水準の目的関数

空間を含めているが，3水準の S=1 の場合よりコンプライアンスの期待値が大き

い．これは多数準の場合，目的関数の空間が 3水準により大きいため，収束に 3

水準より時間がかかるためであると考えられる．よって，多水準のケースにお

いて最適解をより収束させるために計算コストを投入すると少なくとも 3水準 
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(a) Result of example 1 

 

(b) Result of example 2 

Fig. 3.15 Comparison of expected compliance value 

 

の最適解までは収束すると考えられる．またその場合に，3水準の結果よりもグ

ローバルな最適解に収束する可能性もある．しかし，多水準のケースにおいて 3

水準のケースより収束した最適解が得られたとしても，3水準 S=1 の結果と大き

な差はないと予想される．したがって，荷重の変動に対してロバストなトポロ

ジーの探索には，3水準で十分であると考える．本研究では，荷重方向の変動に

対して，S=1 の 3水準を用いる． 

 

6.2 

6.25 

6.3 

6.35 

6.4 

6.45 

CASE1 CASE2 CASE3 CASE4 CASE5 CASE6 CASE7 

E
x
p

e
ct

e
d

 c
o
m

p
li

a
n

ce
 

Mean Minimum 

25 

27 

29 

31 

33 

35 

37 

39 

CASE1 CASE2 CASE3 CASE4 CASE5 CASE6 CASE7 

E
x
p

e
ct

e
d

 c
o
m

p
li

a
n

ce
 

Mean Minimum 



 

 
第 3章 ロバストトポロジー探索手法 

 

 

– 85 – 

3.4.2 荷重の大きさの変動 

 荷重大きさの変動が N(μM, σM)である場合，通常の複数荷重ケースモデルを用

いる手法では，以下の方法によりロバスト解を求める． 

1) 連続な変動の確率を離散化するため，複数の荷重をサンプリングし，それら

を用いて複数荷重ケースモデルとする方法． 

2) 荷重変動が正規分布であると仮定し，コンプライアンスの期待値を定式化す

る方法．この方法では，大きさが μM，σMである荷重ケースに対するコンプ

ライアンスを線形重み付けし，単一目的関数により求める． 

 

これらの方法は，複数荷重ケース問題の目的関数（コンプライアンス）空間の

中で，重み付け線形和法による目的関数を用いロバスト解を直接探索すること

にほかならない．すなわち，ロバスト解は複数荷重ケース問題の目的関数空間

の一部である可能性が高いことを意味する．したがって本研究では，遺伝的ア

ルゴリズムにより全てのパレート解群を求め，その空間の中でロバストトポロ

ジーを探索するため，荷重大きさの変動にロバストトポロジー解が得られる． 
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3.5 SOMによる代表トポロジーの選出 

 本研究では，代表的なトポロジーを選出し，選出した個体のみ Monte Carlo 解

析を行うことで，計算コストを低減させる． 

 SOMでは，入力データ間の類似性により様々なトポロジーをマップ上に配置

する際に，相対的に類似度が高いデータは，図 3.16の概念図に示すように，同

じユニットに配置される．図 3.16は矢印方向の類似度に従い分類した場合を考

えた概念図である．各ユニットを代表する個体として一つ選出するために，同

じユニットに配置される個体の中で一つをランダムに取り出し，取り出された

個体をそのユニットを代表する個体とする．同位置ユニット上にあるデータ間

にはお互いに相対的な類似度が高いため，代表個体だけ注目した後，詳細に検

討すべき個体があればそのユニットのみに対して，調査すると効率が良くなる

と考える． 

 一方，SOMのサイズにより分類結果が変わるため，提案手法において SOM

のサイズは重要なパラメータになる．一般的に SOMでは，ヒューリスティック

なアプローチによりマップサイズを式(3.5)により設定する． 

      (3.5) 

ここで，m はマップのサイズ（総ユニット数），nは入力ベクトルの数である．

しかし本研究では，入力ベクトルの数 nをマップサイズ m とした．その理由と 

 

 

Fig. 3.16 Illustration of SOM classification 
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しては，通常の式(3.5)を用いると SOMにおけるユニット数が入力ベクトルより

小さくなり（例えば，nが 55の場合mは約 37, nが 300の場合mは約 86になる），

類似しない個体が同一ユニット上に置かれる可能性が高い．そのため，SOMに

おけるユニットの数を十分に確保し，理想的に各トポロジーがユニット上に 1

つずつ持つようにするためである． 

 3.3.4項で用いた cantilever beam問題におけるパレート解群について SOMによ

る分類結果を図 3.17 に示す．ここで，分類するパレート解の数が 55であったた

め，SOM の総ユニット数は 55 とした．また，図 3.17 において同一ユニット上

に複数のトポロジーがある場合全てに対して示すことは，紙面上困難であるた

め，いくつかのユニットのトポロジーのみ示す． 

 図 3.17 から定性的なトポロジーの比較により，他のトポロジーより類似度が

高いトポロジーが同じ SOM上のユニット上にあることが分かる．ここで，定量

的に類似性を比較するために，ユニットごとに荷重ケース対するトポロジーの

コンプライアンス（表 3.3 参照）の偏差[%]を計算した．この偏差はユニット上

にある全てのトポロジーが持つ平均コンプライアンスと各トポロジーが持つコ 

 

 

Fig. 3.17 Some topologies on the same unit on the SOM 
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Table. 3.3 Comparison compliance between topologies on the same unit of SOM 

No. row No. column No. topology Compliance 1 Compliance 2 

1 1 

3 14.85 57.02 

12 17.51 56.94 

23 23.75 56.24 

1 5 

2 10.63 59.17 

19 11.29 59.09 

24 10.63 60.67 

6 5 
43 9.58 65.31 

46 9.80 65.18 

8 5 

6 9.05 68.63 

9 8.97 70.97 

17 9.03 69.89 

40 8.86 74.01 

45 8.89 72.77 

7 1 

47 8.63 81.76 

48 8.63 80.40 

50 8.61 84.04 

11 1 
49 8.42 4.53×10

9 

52 8.44 4.30×10
9 

 

 

ンプライアンスとの偏差である．ユニットごとに平均した結果を表 3.4 に示す． 

SOMの 1行 1列のユニット以外では，コンプライアンス 1に対する偏差が約 0.3

以下であり，同じユニットにあるトポロジーは構造性能においても大きい差は

ないことが分かる．また，コンプライアンス 2 に対しても，その偏差が約 1.81

以下であり，同じユニットにあるトポロジーは構造性能においても大きい差は

ないことが分かる． 

 しかし，SOMの 1行 1列のユニットのコンプライアンス 1に対する偏差は 3.36 
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Table. 3.4 Mean deviation compliance 1, 2 each unit 

No. row No. column 

Mean 

compliance 1 

of each unit 

Mean 

compliance 2 

of each unit 

Mean 

deviation 1 

Mean 

deviation 2 

1 1 18.71 56.73 3.36 0.33 

1 5 10.85 59.64 0.29 0.69 

6 5 9.69 65.24 0.10 0.06 

8 5 8.96 71.25 0.06 1.71 

7 1 8.62 82.07 0.01 1.81 

11 1 8.43 4.41×10
9 0.01 - 

 

 

であり，他のユニットより高い偏差を示している．これは，そのユニット上に

あるトポロジーは，少しのトポロジーの変化に対して構造性能が敏感であるト

ポロジーであると考えられる．このことは，図.3.17 から分かるように，1 行 1

列のトポロジーは定性的にはほぼ類似しているためである． 

 また，表 3.4から分かるように，SOMの 1行 1列のユニットの偏差が高いが，

そのユニットにある全てのトポロジーは他のユニット上にあるトポロジーより

高いコンプライアンス 1の値，低いコンプライアンス 2の値を持つ特徴を示す．

よって，SOMにおいて 1行 1列のトポロジーは，高いコンプライアンス 1値，

低いコンプライアンス 2 の特徴を持つトポロジーであることは明確である．こ

のことから，そのユニットから一つのトポロジーを選出し，トポロジーの詳細

な特徴を探索する本手法は有効であると考える．また，探索後，より詳細な探

索を行いたい場合では，あるユニット上にあるトポロジーのみ取り出し，詳細

に検討することが可能であるため，上記の偏差が少し高いことは問題にならな

いと考えられる． 
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3.6 ロバスト性の評価 

 本章では，荷重変動に対する構造のロバスト性能として，コンプライアンス

の期待値および標準偏差を用いる．また，多目的トポロジー最適化における複

数荷重ケース問題から得られたトポロジーパレート解群に対して，コンプライ

アンスの期待値および標準偏差を計算し，ロバストトポロジーを探索する． 

 

 

3.6.1 Monte-Carlo 解析 

 Monte Carlo 解析(3.27)は，確率論的問題を解析するための手法で、大量の乱数

を用いて数多いシミュレーションを行なうことによって確率変数などの近似解

を求める計算手法である。Simple random sampling手法あるいは Statistical trial 手

法とも呼ばれる．Monte Carlo 解析の適用は，精度の高い近似解を得ようとすれ

ばするほど膨大な回数の計算が必要になるため困難である．しかし，コンピュ

ータによって多量の乱数を生成し、多量の演算を短時間で処理し、演算結果の

統計まで行うことができ、非常に効率的な解析が可能になったため，近年コン

ピュータの性能向上と共に適用が拡大されている．この手法においては，解析

的な手法によって解を得ることが困難な問題でも、膨大な量のシミュレーショ

ンを繰り返すことによって、高精度の近似解が得られる利点を持つ。 

 以下にMonte Carlo 解析の手順を示す． 

Step1) ランダム変数の分布を選択する． 

Step2) Step1の分布により多数のサンプリングセットを生成する． 

Step3) 生成したサンプリングセットにより解析を行う． 

 

 本研究では，荷重変動によるコンプライアンスの期待値および標準偏差を求

めるために，Monte Carlo 解析を用いた．荷重変動による確率分布に従い，多数

のサンプリングセットを生成した．その後，全てのサンプリングセットを用い，

各トポロジーにおけるコンプライアンスを有限要素法により求めた．得られた

コンプライアンスからコンプライアンスの期待値および標準偏差を計算した． 
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 本項では，以下の図 3.18に示すトポロジー例題により Monte Carlo 解析による

ロバスト性能計算方法について検討した．ここで，荷重の大きさおよび負荷方

向の変動はそれぞれ      ,                  °,        °の正規分

布と仮定した． 

 その結果を表 3.5および図 3.19に示す．図 3.19(a), (b)の縦軸はそれぞれコンプ

ライアンスの期待値および標準偏差，横軸は Monte Carlo 解析で用いた有限要素

解析数である．表 3.6 と図 3.19 から，コンプライアンスの期待値は約 46.7，標

準編差は約 16.4に収束していくことが分かる．より詳細に検討するため，図 3.20

に解析数 50000 の結果との偏差値を示す．図 3.20 から，コンプライアンスの期

待値は解析数が約 40,000 以上の場合，偏差が約 0.1 以下に，コンプライアンス

の標準偏差は解析数が約 30,000 以上の場合，偏差が約 0.1 以下になることが分

かる． 

  

 

Fig. 3.18 Topology example model 

Table. 3.5 Loading uncertainty subjected to 

Fig.3.18 topology 

 Mean 
Standard 

deviation 

Magnitude 1 0.1 

Subjected 

degree 
-90° 40° 

 

  

Table. 3.6 Monte Carlo simulation result 

 
No. of simulations 

 
10000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000 

EXP 46.9204 46.7822 46.8269 46.7520 46.7622 46.7039 46.8032 46.7639 

STD 16.3672 16.3700 16.4447 16.3831 16.3577 16.4207 16.3932 16.3814 
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(a) Result of expected compliance 

 

(b) Result of standard deviation of compliance 

Fig. 3.19 Expected compliance and standard deviation of compliance results of Monte 

Carlo simulation 
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(a) Expected compliance 

 

(b) Standard deviation of compliance 

Fig. 3.20 Deviation from the result of 50×10
3 
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3.6.2 Kriging surrogate model 

 Kriging モデルは地球統計学の分野で提案された統計的空間予測手法であり，

その応答曲面は多峰性や非線形関数の近似も可能である．Kriging 応答曲面は統

計モデルの違いにより様々な手法が提案されているが，本研究では，DACE 

(Design and Analysis of Computer Experiments)モデル(3.9)を用いる．この手法の名前

からも分かるように，通常誤差が生じない FEM 解析などの数値解析の値を近似

する場合に適する．DACE モデルでは，近似関数が数値解析から得られたデー

タ点を常に通過するため，多峰性や非線形性を有する関数も近似できる． 

Krigingモデルは未知の応答    を次式で定義する． 

               (3.6) 

ここで， は k 次元ベクトルを持つ設計変数  (i=1,…,k)，    は設計空間全体を

近似するグローバルモデル，    はグローバルモデルからの局所偏差を表して

いる．このモデルでは，未知の点 xにおける局所偏差    は平均値 0，非ゼロ共

分散を持つ確率過程を用いて表される． 

                            (3.7) 

ここで， は     と     の間の相関である．通常，これらの確率過程が定常性

を持つと仮定するため，相関        は距離       のみ依存する．この相関関

数として様々なモデルが提案されているが，本研究では以下のガウス相関関数

を用いた． 

                   
       

 
 

   

  (3.8) 

ここで，  は i 番目の実験点での変数，   (0<  <∞)は m番目の相関バラメータ

である． 

 式（3.6）におけるグローバルモデルとして，線形回帰モデルが用いられる場

合は Universal Kriging，    =  とする場合は Ordinary Krigingという．Ordinary 

Krigingモデルによる応答の最良不偏推定量(予測値)   は 

                         (3.9) 

と表せる．ここで，  は の予測値，   は(i, j)成分が        の k×k行列である．

 および yは以下に定義されるベクトルである． 
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                                  (3.10) 

                         (3.11) 

任意の相関パラメータ を与えることで，  と分散   は次式で計算できる． 

   
      

      
 (3.12) 

    
                  

 
 (3.13) 

以上より，式(4)で計算できる y の予測値  は未知のパラメータ のみの関数とな

ることが分かる．このパラメータ を適切に設定するために以下の尤度関数を最

大化することで求められる． 

                             (3.14) 

 

 前項で用いた図 3.18 のトポロジーに対して，表 3.5 で仮定した荷重変動に対

するコンプライアンスの期待値および標準偏差を Krigingにより求めた．これら

のロバスト性能は荷重の大きさおよび負荷方向を Kriging 応答曲面の変数とし，

コンプライアンス空間を近似することで求められる． 

 本研究では，設計変数の数の 10，25，40 倍である 20，50，80 個のサンプル

点により Kriging応答曲面を作成し，その結果を比較した．ここで，サンプリン

グは Latin Hypercube Sampling 法により行った．また，Kriging応答曲面の近似精

度を比較するために，自由度調整済み決定係数（Appendix 参照）および交差検

証（cross-validation）と呼ばれる手法を用いて検証を行った．交差検証とは，ns

個のサンプル点に対し，ある実験点を除いた ns-1 点の実験点を用いて作成した

応答曲面を用いて，取り除いた点における応答推定値を求めるという作業を ns

個すべてのサンプル点において行い，それぞれの推定値と真の応答値とを比較

することでモデルの妥当性を検証する方法である．交差検定を用いて作成した，

コンプライアンスの各応答曲面における推定値と真値との比較図を図 3.17 に示

す．図は縦軸に推定値，横軸に真値をプロットしたものである．プロットされ

た点が図中 y=x の点線に近いほど近似精度が良いことを表している．また，自

由度調整済み決定係数は 1に近ければ近いほど推定精度が高いことを示す． 

 まず，サンプル数 20, 50, 80個による応答曲面の自由度調整済み決定係数はそ
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れぞれ 0.6278, 0.9980, 0.9999 であり，サンプル数が 20個である場合は不十分な

推定精度を持つことが分かる．また，図 3.21 よりサンプル数 20個による応答曲

面の推定精度も不十分であるが，サンプル数が 50個以上である場合は十分な推

定精度であると言える． 

 

 

(a) Number of sampling is 20 
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(b) Number of sampling is 50 

 

(c) Number of sampling is 80 

Fig. 3.21 Cross validation results for compliance 
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Table. 3.7 Expected compliance and standard deviation comparison 

No. of samples Exp[compliance] Std[compliance] 

20 46.5715 16.6805 

50 46.7899 16.3482 

80 46.7739 16.3737 

No Kriging model 46.7639 16.3814 
 

 

 Kriging モデルの応答曲面によりトポロジーのコンプライアンスの期待値およ

び標準偏差の結果を表 3.7 に示す．表よりサンプル数 80 個の結果がより精度が

高いことが分かる．本研究では，Monte Carlo 解析においてロバスト性能を高精

度に近似する必要があるため，サンプリング数を 80個にする． 
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3.7 SSTの翼胴結合金具のロバストトポロジー

最適解の探索問題 

 翼胴結合金具のロバストトポロジー最適化を行うため，本研究で提案した手

法を適用した．ロバストトポロジー最適化においては，各荷重の変動に対する

ロバスト性能としてコンプライアンスの期待値および標準偏差（あるいは分散）

があるため，各々ロバスト性能の間にトレードオフ関係が存在する場合，最適

解として複数存在する可能性が高い．また，荷重の数が 2 つ以上である場合に

おいても，最適解が複数存在する可能性が高い．したがって，本研究における

翼胴結合金具のロバストトポロジー最適化では，トレードオフ関係の調査およ

びロバストトポロジーパレート解群の導出を行った． 

 

 

 

3.7.1 2次元 SSTの翼胴結合金具モデル 

 主翼の翼胴結合金具の設計モデルと寸法を図 3.22 に示す．金具の左側（主翼

方向）が拘束，右側（胴体方向）にある 2 つのピンに荷重が負荷される．ここ

で，金具に負荷される主な荷重として，曲げモーメントとせん断力とし，それ

ぞれ荷重の大きさおよび負荷角度に変動が存在すると仮定する．表 3.8 に本研究

で仮定した荷重に存在する変動を示す．また，ピンと金具における接触条件を

考慮した有限要素解析が必要であるが，本研究では，図 3.22の右図に示す Passive

要素を用いて，接触要素を用いずに有限要素解析を簡単化した． 

 本研究では，金具におけるピンの上下位置に対して，その最適な位置を求め

た．しかし，図 3.22 左図中の荷重 F11，F12を一定にする場合，上下のピンの位

置が変わると金具が支持する曲げモーメントの大きさが変わる恐れがある．そ

のため，表 3.8に上下のピンの y位置がそれぞれ 205mm, 45mm における曲げモ

ーメントを基準とし，F11および F12の大きさを計算する． 
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Fig. 3.22 The lug structure model and configuration 

 

Table.3.8 Loading uncertainties of the lug structure 

Bending moment Mean Standard deviation 

Magnitude 
F11(yp1=205mm)=80 

F12(yp2=45mm)=80 
5 

Direction(θ) [°] θ11=180, θ12=0 40 

Shear force Mean Standard deviation 

Magnitude 10 10 

Direction(θ) [°] 270 20 
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3.7.2 複数荷重ケースにおける金具モデルのトポロジー最

適化問題 

 本項では，前項で述べた翼胴結合金具における荷重変動を考慮し，複数荷重

ケースを設定する．その後，その複数荷重ケースにおけるトポロジー最適化問

題を多目的遺伝的アルゴリズムにより最適化する． 

 

 

複数荷重ケースの設定 

 表 3.8 に示した荷重変動を考慮し，図 3.23 のように 6 つの荷重ケースを定義

した．ここで，荷重の負荷方向変動に対して，平均負荷方向荷重ケースから負

荷方向変動の標準偏差（S=1）離れている荷重ケースを 2つずつ設定した．その

荷重ケースを表 3.9に示す．ここで，表 3.9の ypはピンの y軸に対する座標を示

す． 

 

 

Fig. 3.23 Loadcases of the lug structure for uncertainties 
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Table 3.9 Magnitude and applied direction of each loadcases 

No. Loadcase Magnitude Applied direction(θ) 

1 1·80/|yp-125| 180°, 0° 

2 1·80/|yp-125| 220°,-40° 

3 1·80/|yp-125| 140°, 40° 

4 1 270° 

5 1 290° 

6 1 250° 
 

 

 

GAを用いた多目的トポロジー最適化問題の設定 

 NSGA-IIa を用い，各荷重ケースのコンプライアンス最小化するトポロジー最

適化を行った．GAのパラ―メタとしては世代数 800，全個体 100とし，試行数

5回とした． 

 トポロジー最適化における設計変数としては図 3.22（前項参照）の左図に示

した 2経路 5つの各 barにおける節点および幅を用いた．なお，ピンの上下位置

も設計変数として考慮した．これらの設計変数の範囲を以下に示す． 

                             

                       

ここで，  ,   ,   はそれぞれ e 番目バーの節点の位置および幅，   は i 番目ピ

ンの y 軸に対する座標である．また，各々荷重ケースに対するコンプライアン

ス最小化問題における制約条件としては，全体設計領域体積の 40%以下とした．

以下に最適化問題の定式を示す． 

Obj: 

s.t.: 

 

       
     

          for all k=1, …, 6 

   

 

   

                   

(3.15) 

ここで，Nは設計領域を構成する要素の数，  は要素 eの密度である．体積制約

条件としては，体積比(    
 
      ×100)は 40％とした． 
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GAを用いた多目的トポロジー最適化結果 

 式 (3.15)で定義した複数荷重ケースのコンプライアンス最小化問題を

NSGA-IIa を用い得られた結果を図 3.24に示す．ここで，軸は各荷重ケースに対

するコンプライアンスであり，原点に向け最前線にある赤点がパレート解であ

る．NSGA-IIa を 5回試行した結果，674個のパレート解が得られた． 

 図 3.24 から分かるように，それぞれの目的関数空間において多数のパレート

解によりパレートフロンティアが形成されていることが分かる． 

 この結果だけでは，どのパレート解が変動に対してロバストなトポロジーで

あるかは判断できない．そのため，Monte Carlo simulation を用い，パレー解群に

対してロバスト性を計算した． 

 

 

 

Fig. 3.24 Pareto optima of each load cases 
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SOMを用いた代表トポロジーの抽出および Monte Carlo 解析 

 多目的 GA を用いたトポロジー最適化から得られた 674 個のパレート解を

SOM 上で分類した結果，311 個代表トポロジーが抽出された．その 311 個の代

表トポロジーに対して，表 3.8の荷重変動に従い，50,000個の荷重をサンプリン

グし，コンプライアンスの期待値（Expected Compliance : EC）および標準偏差

（Standard deviation of Compliance : StdC）を計算した．その結果を図 3.25 に示す．

曲げモーメントの変動に対するコンプライアンスの期待値(ECBend)および標準偏

差(StdCBend)，せん断力の変動に対するコンプライアンスの期待値(ECShear)および

標準偏差(StdCShear)の空間において，代表トポロジーを図示した結果である． 

 ここで，Kriging 応答曲面によるコンプライアンス空間の近似では，自由度調

整済み決定係数は平均 0.9994であった．よって，Kriging モデルによるコンプラ 

 

 

Fig. 3.25 Result of Monte Carlo simulation for robustness objective evaluation 
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イアンス空間の近似は十分な精度を持つことが確認できる．また，ユニットご

とに選出されたトポロジーのロバスト性能と選ばれてないトポロジーとのロバ

スト性能の誤差を調べた結果，各ロバスト性能の最大値を基準とし，その平均

誤差は約 0.4％であった．したがって，Krigingモデルおよび SOM による代表ト

ポロジーのみ探索する方法は有効であると考える． 

 図 3.25 から，1 行 1 列にある ECBendおよび StdCBend，3 行 3 列にある ECShear

および StdCShear の間にはトレードオフ関係がないことが分かる．これは，曲げ

モーメントおよびせん断力の変動に対して，コンプライアンスの期待値が低い

個体がコンプライアンスの標準偏差も低いことを意味する．しかし，図 3.25 の

1 行 2 列にある ECBendおよび ECShear関係から，その間にはトレードオフ関係が

強いことが分かる．したがって，翼胴結合金具の荷重変動に対しては，ECBend

および ECShear 空間におけるパレート解群に注目する必要がある．本研究では，

コンプライアンスの期待値および標準偏差空間で得られたパレート解群をロバ

スト準パレート解群と呼ぶ． 
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3.7.3 トポロジーの分類結果 

 トポロジーおよびロバスト性能間の関係について効率よく調べるために，

SOMを用いる．SOMによりトポロジーの類似性に従い，全てのパレート解群を

分類した結果を図 3.26(a)に示す．ここで，SOM 上の全てのユニットに配置され

たトポロジーを示すのは紙面上困難であるため，一部のトポロジーだけ示す．

図 3.26(a)から，お互いにトポロジー類似性が高い個体同士が隣接していること

が分かる．図 3.26(b)は k-means クラスタリングにより SOMでの参照ベクトルに

対して 7つのクラスタに分けた結果である． 

 

     

(a)                              (b) 

Fig. 3.26 Classification result of Pareto-optimum solutions by using SOM and 

clustering result 

 



 

 
第 3章 ロバストトポロジー探索手法 

 

 

– 107 – 

3.7.4 SOMによるトポロジーパレート解空間の可視化結果 

ロバスト性能間の関係 

 ロバスト性能 ECBend，StdCBend，ECShear，StdCShearに対する SOMパターンを図

3.27 に示す．ここで，赤色は高い値，青色は低い値を示す．また，太線は各ク

ラスタにおける境界線を示す．したがって，SOM 上で，赤色ユニット上のトポ

ロジーは，それぞれのロバスト性が低い，青色ユニット上のトポロジーはそれ

ぞれのロバスト性が高いと言える． 

 まず，図 3.27(a), (b), (e)の比較から，曲げモーメントおよびせん断力の変動に

対するロバスト性を以下のように整理できる． 

 クラスタ 3, 4, 5は相対的に低い EC 値を示していることから，曲げモーメント

の変動に強いトポロジーが位置していることがわかる．しかし，図 3.27(b)の

StdCBendの SOM から，クラスタ 3, 4 の一部のみ低い値を持つ．また，クラスタ

7 は相対的に高い EC および StdC の値を持つことから，そのクラスタ上に属す

るトポロジーは曲げモーメントに対して弱いと言える． 

 図 3.27(c),(d)からは，クラスタ 1からクラスタ 7に行きながら EC および StdC

の値が増加する．よって，クラスタ 1 からクラスタ 7 に属するトポロジーに行

きながらせん断力の変動に対して弱くなることが分かる． 

 ここで，図 3.27(a),(b)および(c),(d)の SOM パターンにおいてクラスタ 7を除く

と，SOM のカラーパターンが逆のパターンを持つことがわかる．これは曲げモ

ーメントとせん断力の変動に対するロバスト性能はトレードオフ関係が強いこ

とを意味する．一方で，曲げモーメント，せん断力の変動における EC と StdC

の SOM間には，その SOMパターンがお互いに類似していることから，「ECBend, 

StdCBend」および「ECShear, StdCShear」にはトレードオフ関係がないことが分かる．

これは EC が小さいトポロジーは StdC も小さいことを意味するため，翼胴結合

金具のロバスト最適化においては，それぞれ荷重の変動に対して，EC あるいは

StdC の中で一つのみに対して考慮してもいいことが分かる． 
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     (a)ECBend              (b)StdCBend 

 

      (c)ECShear            (d)StdCShear 

 

(e)Clusters on the SOM 

 

(f)Pareto-optimum 

solutions 

Fig. 3.27. SOM colored by each robustness performances 
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各荷重ケースに対する性能間の関係 

 図3.28に各荷重ケース（荷重ケース1～6）のコンプライアンスを表示したSOM

を示す．ここで，各 SOMの横にあるカラーバーはコンプライアンスを表す．よ

って，SOM の青色のユニット上には剛性が高いトポロジーが，赤色のユニット

には剛性が低いトポロジーが位置している．図 3.28(a)～(f)により各トポロジー

が持つ荷重ケースに対する剛性が 2次元の SOM 上で簡単に探索できる． 

 図 3.28(a)～(c)は，曲げモーメントの変動に対する荷重ケース 1～3である．図

3.28(e)に示したⒶ，Ⓑ，ⓒはそれぞれ，荷重ケース 1，2，3に対して最もコンプ

ライアンスが低いトポロジーがあるユニットを示す．まず，図 3.28(a)～(c)のⒶ，

ⓒのユニットのコンプライアンスを比較すると，コンプライアンスの値が大き

く変化しないことがわかる．しかし，図 3.28(a)～(c)のⒷのユニットのコンプラ

イアンスを比較すると，荷重ケース 2に対するコンプライアンスは最も低いが，

荷重ケース 1 及び 3 に対してコンプライアンスが高くなる．このことは，Ⓑの

ユニット上のトポロジーは，荷重変動に対してコンプライアンスの変化がⒶ，

ⓒのユニット上のトポロジーに比べ大きいことを意味する．これが，Ⓑのユニ

ット上と類似するクラスタ 7 が曲げモーメントに対して悪いロバスト性を持つ

原因であると考える． 

 一方で，図 3.28(d)～(f)では，荷重ケース 4～6に対してコンプライアンスが低

い（剛性が高い）トポロジーはクラスタ 1 の左部分に位置している．図 3.28(d)

～(f)のクラスタ 1の部分を比較すると荷重ケース 4～6において，それほどコン

プライアンスの値が大きく変わらない．これは，クラスタ 1 に属するトポロジ

ーはせん断力の変動に対してその構造性能が大きく変わらないことを意味する． 
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    (a)Compliance for LC1   (b)Compliance for LC2   (c)Compliance for LC3 

     

    (d)Compliance for LC4   (e)Compliance for LC5   (f)Compliance for LC6 

 

(e)SOM 

 

(f)Pareto-optimum solutions 

Fig. 3.28. SOM colored by each robustness performances 
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3.7.5 SOMにおけるロバストトポロジーの探索 

 図 3.29(a), (b)に示す ECBend，ECShearおよび StdCBend, StdCShear空間におけるロバ

スト準パレート解が SOM 上でどのように分布するかを調査するために，図

3.29(a), (b)のロバスト準パレート解群のトポロジーを取り出し，ECBend, ECShear

および StdCBend, StdCShearの SOM 上で追跡し，その結果を図 3.29(c)～(f)に示す．

ここで，図 3.29(c), (d)上にある白色線の軌道は図 3.29(a)の Aから Bまでのロバ

スト準パレート解を，図 3.29(e), (f)上にある白色線の軌道は図 3.29(b)の C から D

までのロバスト準パレート解を順番的に SOM 上で追跡した軌道である． 

 図から，トポロジーの特徴に基づいて分類した SOMで，ロバストトポロジー

最適解群が規則的に分布していることが分かる．この結果から，図 3.29(c)のよ

うに，ロバスト準パレート解はクラスタ 1 からクラスタ 4 において順次的に分

布している．また，クラスタ 4 に属するトポロジーは曲げモーメントの変動に

強いトポロジー群，クラスタ 1はせん断力に強いトポロジー群，クラスタ 2と 3

はクラスタ 1 と 4 の間のロバスト性を持つことが分かる．したがって，図より

せん断力の変動にロバストなトポロジーから曲げモーメントの変動にロバスト

なトポロジーまで，それぞれのトポロジー特徴の変化が明確に分かる．このよ

うに，SOM パターンとの比較により，荷重変動に対してロバストなトポロジー

解が人間が理解しやすい 2次元の空間上で簡単かつ効果的に探索ができる． 

 

(a) Objective space of ECBend and ECShear    (b) Objective space of ECBend and ECShear 
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    (c)ECBend           (d)ECShear          (e)StdCBend         (f)StdCShear 

      

(g) Robust topologies on SOM   (e)Clusters on the SOM 

Fig. 3.29: (a) Objective space of ECBend and ECShear, (b) Objective space of ECBend and 

ECShear, (c~f)Result of trajectory on SOM colored by ECBend and ECShear (g)Robust 

topologies on SOM, (e)Clusters on the SOM  
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3.7.6 トポロジー特徴とロバスト性能間の関係 

各々のクラスタにおけるトポロジーの特徴 

 各々のトポロジーパレート解群における有限要素モデルの要素密度を取り出

し，その値を用いて SOMでトポロジーパレート解群を分類した．これらの値は

各トポロジーの特徴をよく表現するが，全体的なトポロジーの特徴を表すこと

は適切ではない．そのため，図 3.30 に有限要素モデルの要素密度の分布におけ

る特徴を SOM上で示す．ここで，Mean(X)は x軸における重心，Cov は共分散，

Varは分散，Iは 2次断面モーメントを表す．また，Cov(Y
2
,X)は y軸に対する分

散の x 軸における変化を表す値である．また，理解を助けるために，いくつか

の代表的なトポロジーを図 3.31に示す． 

 まず，図 3.30に示した SOMの中で最もロバスト性能の SOMパターンと類似

するのは，Cov(Y
2
,X)と IY（y軸に対する 2 次断面モーメント）である．図 3.30

より IYおよび Cov(Y
2
,X)の低いトポロジーはクラスタ 1および 2に，IYの高い

トポロジーはクラスタ 4 および 5 に，Cov(Y
2
,X)の高いトポロジーはクラスタ 7

および 8に属していることが分かる．また，IYと前項で用いたロバスト性能 SOM

の比較から，せん断力に対して強いトポロジー群より曲げモーメントに対して

強いトポロジー群が相対的に高い IYを持つことが分かる．  
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Fig. 3.30 SOM colored by density distribution characteristics 
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Fig. 3.31 Representative topologies of each clusters 
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トポロジーとロバスト性能間の関係 

 トポロジーとロバスト性能間の関係を調べるために，図 3.32 に示す 6 つのト

ポロジーとの類似性を確認する．図 3.32の SOM の上に示したトポロジーは，そ

れぞれ荷重ケースに対して最適なトポロジーである．例えば，図 3.32(a)のトポ

ロジー1は荷重ケース 1だけ考慮した場合の最適トポロジーである．ここで，赤

いユニットは類似性が高いトポロジーがあるユニット，青いユニットは類似性

が低いトポロジーがあるユニットである．ここで，類似度は以下の式により計

算した． 

         
   

      
 

     
 
   

    
  

       
  

   

 (3.16) 

ここで，q，dはデータベクトル，m はベクトルの次元である．式(3.16)はコサイ

ンによる類似度であり，ベクトル同士の成す角度の近さで類似性を表現する．

そのため，同じデータベクトルであれば 1，0 になる場合は無相関あるいは独立

していることを示す． 

 ロバスト性能SOMである図3.32(c)~(f)の比較から次のことが分かる．図3.32(c), 

(d)の A点のせん断力の変動に対して最もロバストなトポロジーは，図 3.32(d)か

らトポロジー4と最も類似性が高い．これも同様に，図 3.32(d)～(f)の SOMの比

較から分かるように，トポロジー4がトポロジー5と 6の特徴を持つためである

と考える．また，図 3.32(c), (d)の B 点の曲げモーメント変動に対して最もロバ

ストなトポロジーは，トポロジー3 と最も類似性が高い．このトポロジー3 は，

図 3.32(a)~(c)から分かるように，トポロジー1 と 2の間に位置する．これは，ト

ポロジー3はトポロジー1と 2の特徴を両方持つことを意味する．これが，トポ

ロジー3 が曲げモーメントの変動に最もロバストなトポロジーになった理由で

あると考える．したがって，翼胴結合金具のロバスト性能は，トポロジー3およ

び 4との類似性により決まられると考える． 

 上記のように，せん断力にロバストなトポロジーはトポロジー4であり，その

トポロジーは SOM上でトポロジー5と 6の間にある．これは，荷重ケース 4が

せん断力の平均的な荷重であるからであると考える．しかし，曲げ―モーメン

トの変動に対するロバストなトポロジーはトポロジー3であるが，これは曲げモ

ーメントの平均的な荷重ケース 1 ではない．せん断力に対するロバストなトポ
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ロジーの場合とは異なり，曲げモーメントにおいては，平均的な荷重ケースに

最適なトポロジーが最もロバストではなく，変動のために導入した荷重ケース

に最適なトポロジーと類似する．この結果は 3.7.4項の各荷重ケースに対する性

能間の関係から得られた結果ともよく一致する．これらのことから，平均的な

荷重ケースだけではなく，変動を表す荷重ケースまで考慮し，そのトポロジー

パレート解空間においてロバストトポロジーを探索する方法は，ロバストトポ

ロジーに対して理解をより深めるために最も有効な手法であると考える． 
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(a)Topology1     (b)Topology2     (c)Topology3 

 

(d)Topology4      (e)Topology5      (f)Topology6 

 

 

Clusters on the SOM 

Fig. 3.32 SOM colored by topology similarity to topology above SOM 

(Topology i (Optimum topology of ith loadcase)) 
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3.8 結言 

 本章では，超音速飛行機の翼胴結合金具に対して，空力荷重により生じる複

数の荷重およびその変動を考慮するために，ロバストトポロジー最適化を行っ

た．ロバストトポロジー最適化における複数荷重ケースが本質的に多目的最適

化問題であることに焦点を併せ，多数のパレート解の導出およびデータマイニ

ングが可能である効果的なロバストトポロジー最適化を提案した．提案手法で

は，多数のパレート解の導出およびデータマイニングが可能である効果的に行

うために，GAを用いたロバストトポロジー最適化を提案した．また，提案手法

において SOMを用いることで，各々のロバスト性能におけるトレードオフ関係

およびトポロジーと各ロバスト性能の関係について明らかにした． 

 翼胴結合金具に提案したロバストトポロジー最適化手法を適用し，提案手法

の有効性に対して検証した．得られた結果を以下の示す． 

 

(1) 多目的トポロジー最適化に対して，広く用いられる重み付き線形和法を用い

る感度解析より，グローバルな探索が可能な多目的遺伝的アルゴリズムがよ

りグローバルな解が得られることを示した．また，遺伝的アルゴリズムトポ

ロジー最適化では，一回の解析により複数のパレート解が得られることを確

認した． 

(2) 荷重変動が正規分布である場合，3水準による離散化方法は十分であること

を示した． 

(3) SOM において各ユニット上から代表個体を選出する手法において，かくユ

ニット上に位置するトポロジーの定性的，定量的な比較により，有効である

ことを示した． 

(4) SOMを用いてトポロジーパレート解群をそのトポロジーの類似性により，2

次元のマップ上に分類可能であることを示した． 

(5) SOM によるトポロジーパレート解空間の可視化は効果的であることを示し

た．また，翼胴結合金具に対するロバスト性能間のトレードオフ関係を明ら

かにした．さらに，ロバストトポロジー最適化で用いた各荷重ケースにコン

プライアンスの SOM により，ロバストトポロジーがなぜロバスト性を持つ
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かについて明らかにした． 

(6) 単純な目的関数の 2 次元プロットより，SOM によるロバストトポロジー準

パレート解群の探索がより効果的であることを示した． 

(7) トポロジーの密度分布を導入することにより，トポロジーの特徴とロバスト

性能間の関係について明らかにした． 
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4.1 緒 言 

 第 2 章で述べたように，複数荷重ケース問題のような多目的トポロジー最適

化問題においては，その適用の容易さから目的関数を重み付き線形和手法

（Weighted sum method）によって単一目的化した SIMP 法が広く用いられる．

SIMP 法は目的関数の感度を用いる手法であるため，グローバルな探索を行う最

適化手法に比べて計算効率が高い．また，実行が簡単なメリットがある．しか

し，多峰性が強い設計空間の場合，グローバルな解の探索が難しいため，設計

パラメータや解析メッシュの設定方法により異なるトポロジー最適解が得られ，

一義的な解が得られない問題点がある(4.1)．また，複数の荷重に対するコンプラ

イアンスにトレードオフ関係がある多目的最適化問題(4.2)への適用に際し，重み

付き線形和手法でのパラメータである重みの適切な設定方法が困難である(4.3,4)． 

 そのため，第 3章で述べたグローバル探索可能な遺伝的アルゴリズム(Genetic 

algorithm)の適用が注目される．GAは多点同時探索を行う最適化手法であるため，

多目的最適化問題において多数のパレート解が GA による最適解探索の終了時

点で得られる利点を持つ．そのため，SIMP 法のような設計パラメータ設定方法

の問題はない．しかしながら，GAは目的関数の評価数が感度解析に基づく手法

と比べ多く必要である．さらに，確率的最適化であるため複数の試行が必要に

なることから，計算コストが高い(4.5)．よって，GA を用いたトポロジー最適化

では，計算コストを低減することは最重要課題である． 

 そこで本章では，GA を用いた多目的トポロジー最適化手法を高効率化するた

め，重み付き線形和手法を用いた SIMP 法から得られた局所最適解（エリート）

と類似する個体を複数生成し，それらを GA の初期集団として用いる手法を提

案する．SIMP 法から得られた代表的な最適解のトポロジーと類似するエリート

トポロジー解を初期集団として GAをスタートさせることで，GA の計算効率の

向上に加え，グローバルなパレート解群が得られる可能性が期待される． 

 本章では，提案手法の有効性について検証するために，GAの初期集団をラン

ダムに発生する従来手法とエリート初期集団を用いる提案手法の収束性および

安定性を比較検討した． 
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 4.2 節にて提案するエリート初期集団 GA を用いる手法について述べる.4.3 節

から 4.4節にて，それぞれ単一荷重ケース，複数荷重ケースのトポロジー最適化

問題による検証結果について述べる． 
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4.2 提案手法 

4.2.1 エリート初期集団法 

 図 4.1 に一般的な GA の手法と提案手法を比較した概念図を示す．図 4.1(a)の

ように，一般的な GA を用いた多目的トポロジー最適化では，初期個体として

乱数で個体をランダムに生成する手法を用いる．エリート初期集団法は，重み

付き線形和を用いたSIMP法から得られたエリート個体と類似する個体をGAの

初期集団とすることが特徴である（図 4.1(b)参照）．図 4.1(a)と(b)の比較から，

図 4.1(a)に示す一般的なGAではランダムに生成した初期個体集団からパレート

フロンティアまで進化しなければならないが，図 4.1(b)に示す提案手法では，あ

る程度進化された局所解から進化を開始するため，一般的な手法に比べ，収束

性が高く効率的になる．図 4.2に提案するエリート初期集団手法のフローチャー

トを示す．また，以下に提案手法について説明をする． 

 

Step1) 重み付き線形和を用いた SIMP 法を用い，局所解を生成する．多様な局

所解を生成するために，初期個体と重み等の設計パラ―メタをランダム

にし複数の局所解を生成する． 

Step2) GA を用いたトポロジー最適化を用いて Step1 から得られた局所解と類

似する個体を N個生成する． 

Step3) Step1と Step2をM 回繰り返し，M×N個の初期個体群  を作る． 

Step4)   から L 個をランダムに取り出し，GA を用いた多目的トポロジー最適

化の初期個体とする．ここで，L は最終段階での GA を用いたトポロジ

ー最適化における GA での総個体数である． 

ここで，SIMP 法による局所解と類似する個体の生成および GAを用いた多目的

トポロジー最適化においては，Bar-system 表現法の GAを用いる． 
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(a) Conventional method               (b)Proposed method 

Fig. 4.1 Comparison of conceptual diagram between a conventional GA method and the 

proposed method  

 

Fig. 4.2 Flowchart of the proposed method and comparison between proposed method 

and traditional method. 
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4.2.2 類似個体の生成 

 SIMP法から得られたエリート個体は要素密度を 0から 1の間の実数で表現さ

れるため，直接正確に Bar-system 表現法の GA の個体として用いることはでき

ない．そのため，SIMP 法から得られたエリート個体と類似する個体を生成する

必要がある． 

 本研究では，SIMP 法から得られたエリート個体と類似する Bar-system 個体を

生成するために，Bar-system 表現法の GAを用いた．以下に類似解の生成する方

法について説明する． 

 Step 1：SIMP 法により局所最適解を生成する．ここで，多目的最適化問題に

おいては，重み付き線形和法を用いる． 

 Step 2：基準とする SIMP 法のエリート個体の FEM要素の中で，0.05 以下の

低い密度を持つ要素の密度を-0.5と定義する．他の要素の密度はそのまま置

く． 

 Step 3：ステップ 2 で修正した基準個体要素と重なる要素が多くなる

bar-system 個体を類似個体として定義し，その類似解を式（4.1）の目的関数

により求める． 

                     

 

   

  (4.1) 

ここで，m は FEM 全要素数，    は基準個体（本研究では SIMP 法の局所最

適解）の i 番目要素の密度，    は GAの各々の個体の SIMP 法のメッシュ分

割での i 番目要素の密度である． 

 ステップ 2 において元の要素密度の値を用いる場合，体積比を制約条件とし

て導入する必要がある．ステップ 3 の式（4.1）においても，体積比等の制約条

件を用いない場合，全ての要素が 1 になる個体が最も類似する個体になる問題

が生じる．よって本研究では，0.05以下の低い密度を持つ要素の密度を-0.5と定

義（密度が低い要素に負の値を設定）することで，他の制約条件を用いなくて

も，適切な類似度の計算が可能である．ここで，負の値は経験で適切であると

判断した値を用いた． 
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Fig. 4.3 Calculation example of proposed objective function 

 

 ステップ 3 の式（4.1）は単純な行列の積和であるので，通常の構造最適化に

おけるコンプライアンスの算出と比較して，計算コストがはるかに低いメリッ

トがある．その一例を図 4.3に示す．図中の四角が SIMP 法の FEM 要素である．

図 4.3 の例から目的関数を計算すると，全 FEM 要素数 m は 9，要素密度の積和

は 3.5であるので，式（4-1）の目的関数は 5.5 になる． 

 

 本研究では，Bar-system 表現法の GAを用いたトポロジー最適化による類似個

体の生成において，式（4.1）を目的関数とし一般的な単目的 GA を用いた．通

常，Bar-system 表現法を用いた場合，同じ表現型に対して対応する遺伝子型が複

数あるため，目的間数空間は多峰性となる可能性が高い．ここで，Bar-system 表

現法の GAにおける遺伝子型および表現型の一例を図 4.4に示す．目的関数空間

が多峰性である場合，目的関数上で一つの最適解に近い領域だけ探索すること

なく，他の最適解が得られる可能性が高い領域も探索するように，Goldberg が

提案したシェアリング(sharing)法を適用した(4.6)．ここで，シェアリングは，ある 
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(a)Genotype  (b)Phenotype 

Fig.4.4 Genotype and phenotype in the bar-system representation 

 

個体から一定の距離内にある個体の数に応じて，各個体の適応度を適切に減ら

し，GAにおける個体の多様性を維持する方法である．そのため，類似個体を生

成する過程では，シェアリングにより一つの基準個体に対して多様な遺伝子型

を持つ類似解を求められる．また，交差および突然変異の操作を行うため，最

も類似する個体からバリエーションを持つ個体まで生成される． 
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4.3 単一荷重ケースのトポロジー最適化問題に

よる検証 

 本節では，複数荷重ケース問題に対して提案手法を適用する前に，単一荷重

ケース問題にて検証する．提案手法の収束性および効率性について確認するた

め，Cantilever Beam のコンプライアンス最小化問題を用い，以下の 3 つの手法

について最適化解析を行った． 

 Method1: 一般的な初期集団(Standard random initialization) 

 Method2: 1×N個の類似解を初期集団として用いた提案手法（M=1） 

 Method3: 5×N個の類似解を初期集団として用いた提案手法（M=5） 

ここでM=1，5の提案手法とは，それぞれ SIMP法のエリート解群を 1グループ，

5グループ用いて初期個体集団を作る手法であり，M は用いたエリート解群の数

である（図 4.2，5参照）．また，Nは類似個体を求めるステップ 2での類似個体

を生成するための GA 最適化における個体数である．本研究では，Method2, 3 に

おいて N=50 とした． 

 

 

Fig. 4.5 Flowchart of the Topology optimization using GA 
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(a)penalty=1           (b)penalty=2             (c) penalty=3 

Fig. 4.6 Examples of topology optimization using SIMP 

 

 単一目的関数の場合，類似個体の生成手法のステップ 1における SIMP 法では

重み付き線形和法を用いないため，最適化問題における初期解および SIMP 法の

設計パラメータの一つであるペナルティパラメータ p（第 2章の式(2-3)参照）を

ランダムにした．これは SIMP 法のように感度解析に基づく最適化手法では，初

期解および設計パラメータにより異なる最適解が得られるため，多様な局所最

適解（エリート）が得られる．ペナルティパラメータは図 4.6の局所解の例に示

す曖昧な密度をできるだけ無くすために，要素の密度に与えるペナルティがあ

る．そのペナルティを一義的に決めるのは難しいので，一般的に 3～4の数値が

使われる(4.7)．しかし，本研究では一般的に使われていない範囲より低いペナル

ティも含めて 1 から 4 の間のペナルティを用いる．これは，低いペナルティに

より曖昧な密度が多く生成された非実用的であるトポロジーにおいでも，その

一部のトポロジーに重要な情報があると考えられるためである． 

 検証において上記の 3つのMethodの場合（M=0, 1, 5）について初期値および

ペナルティパラメータを乱数により変えて各 20回試行し，コンプライアンスの

最小値，平均，分散を比較する． 
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4.3.1 検証モデル 

 単一荷重ケース問題に対する検証モデルは図 4.7に示す．図に示すように，設

計領域は 2H×H，左側の上下にある頂点が固定，右側の中央部に右向きの荷重 F

が作用している．バーのシステムとしては，2 経路で 7つの節点を持つ 6つのバ

ー(2V7E6)で構成した． 

 設計におけるパラメータとして，弾性率 E=1.0，プアソン比 ν=0.3，密度 ρ=1.0，

厚さ t=1.0，荷重 F は 1 とした．また，24×12 のメッシュに設計領域を分割し，

有限要素解析を行った．FEAの計算には文献[4.8]の MATLAB コードを用いた． 

 遺伝的アルゴリズムのパラメータは全ての GA 解析において，個体数 50，世

代数 100，交叉率 1.0，突然変異率 0.2，elite 数 50 とした．最適化の問題設定と

しては，体積比 50%以下でコンプライアンス最小化とした．また，各々の設計

変数の範囲も制約条件として考慮した．GA において交叉手法は，PCX と 2点交

叉手法を用いた．突然変異としては Polynomial突然変異手法を用いた．（Appendix

参照） 

 

 

Fig. 4.7 Design domain and bar system for the clamped deep beam 
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4.3.2 結果と考察 

収束性と安定性の検証 

 解析結果を図 4.8に示す．図 4.8はMethod1,2,3,に対する 20回の試行における

コンプライアンスの最小値，平均，分散をそれぞれ示したグラフである．また，

これに加えて収束性に対して比較するために，通常の SIMP 法のコンプライアン

ス結果も一緒に比較し，SIMP 法に比べどの程度収束したか確認した．SIMP 法

から得られたトポロジー最適解のコンプライアンスは 74.118 である． 

 図 4.8(a)のコンプライアンスの最小値から全ての手法において，SIMP 法のみ

に用いた場合の結果（Compliance=74.118）よりグローバルな解（より収束した

解）が得られたことがわかる．また，グラフにより従来の手法，M=1，M=5 の

順番に低くなっており，提案手法の方が従来の手法より収束性が高いことがわ

かる． 

 また図 4.8（a）の平均においでも，従来手法，M=1，M=5（Method1,2,3）の

順番に 20 回の試行における平均コンプライアンスが低くなっていることから，

提案手法において M の値が高い方がより収束に安定していることがわかる．図

4.8(b)の 20回試行におけるコンプライアンスの分散からも，提案手法の探索能力

がより安定していることがわかる．しかし M=1 の場合では，20回試行における

コンプライアンスの分散が従来の手法と比べほぼ同じ値を示していることから，

グローバルに接近できる初期個体が安定的に供給できなかったためであると考

える． 
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(a) Comparison of minimum and average compliance 

 

(b) Comparison of variance of compliance 

Fig. 4.8 Result of topology optimization with GA 
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 図 4.9 に Method1,2,3 により得られた最適解のトポロジーを示す．従来手法

（Method1）と M=1(Method2)の場合には，それぞれ図 4.9（a）のペナルティ 3

の SIMP 法の結果と類似するトポロジーが得られた．しかし，M=5(Method3)の

場合においては，SIMP 法による最適トポロジーとは異なるトポロジーが得られ

たことが分かる．しかし，この M=5(Method3)の場合のトポロジーにおいて新し

く創造された穴はメッシュ 1つ分でありそれほど大きくないため，チェッカー 

 

 

(a) Topology result of SIMP method with penalty=3 

 

(b) Best topology in case of M=0 

 

(c) Best topology in case of M=1 

 

(d) Best topology in case of M=5 

Fig. 4.9 Result of topology optimization with GA 
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ボードパターンによる剛性の増加であると考えられる．チェッカーボードパタ

ーンとは，密度の分布がチェッカーボードパターンのように配置された場合，

せん断力に対して剛性が高くなる現象を示す．これは FEMの数値計算誤差であ

るため，このトポロジーにおいてはより細かなメッシュを用い検討する必要が

あると考えられる．しかし，提案するエリート初期個体によりトポロジー最適

化において収束性向上の可能性は確認できたと考えられる． 
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計算効率に対する考察 

 表4.1に従来手法と提案手法を用いた場合のFE解析の総回数を示す．ここで，

Asimp（SIMP 法に求めるエリート解）を求める際，SIMP 法は感度解析であるた

め，FE解析数が試行ごとに異なる．よって，20回試行しおける平均解析数を求

めた．また，表 4.2 に各ステップでの平均計算時間を示す．ここで，FEM モデ

ルのメッシュ数に対する計算時間を考慮し，24×12，60×30 の 2 つ場合に対し

て計算時間を示す．また，24×12のメッシュを持つ場合，式（4.1）の目的関数

の計算に約 0.000045 秒，FEM 計算に 0.015 秒の CPU 時間が，60×30 のメッシ

ュの場合，式（4.1）の計算に約 0.000051秒，FEM計算には 0.32秒の CPU時間

がかかった． 

 

Table. 4.1 Number of objective function evaluations 

 M=0 M=1 M=5 

Calculation of Asimp - 77 385 

formula 4.1 - 5000 25000 

Topology optimization 

with GA 
5,000 5,000 5,000 

 

 

Table. 4.2 Average calculation time of objective function evaluations 

 Mesh M=0 M=1 M=5 

Calculation of Asimp 
24×12 - 1.16 5.82 

60×30 - 24.47 122.36 

formula (4.1) 
24×12 - 0.23 1.15 

60×30 - 0.26 1.28 

Topology optimization 

with GA 

24×12 75.58 75.58 75.58 

60×30 1589.11 1589.11 1589.11 

Total time 
24×12 75.58 76.98 82.55 

60×30 1589.11 1613.84 1712.75 
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 提案手法では，Asimpと類似する個体を生成する際，式（4.1）目的関数の計算

数は M×5000 回であるため，表 4.1 の M=1 の場合では 5000 回，M=5 の場合で

は 25000 回の計算数になる．また表 4.1 から，Asimp（SIMP 法に求めるエリート

解）を求めるための FE計算回数も，提案手法が従来手法に比べ付加的に生じる

計算量である． 

 一方表 4.2から，全体計算時間はメッシュが 24×12の場合に，Method1,2,3 に

おいてそれぞれ 75.58 秒，76.98秒，82.55秒である．これから，提案手法が従来

手法に比べ，付加的に生じる時間はそれぞれ約 1.4秒，6.97秒である．メッシュ

が 24×12 の場合に全体計算時間は，Method1,2,3 においてそれぞれ 1589.11 秒，

1613.84 秒，1712.75 秒である．これから，提案手法が従来手法に比べ，付加的

に生じる時間はそれぞれ約 24.73秒，123.64秒である． 

 上記のように，全体的にコストが少し増加して効率が落ちるように見える．

しかし，GAは確率的最適化であるため，よりグローバルな最適解を求めるため

には複数回の実行が必須不可欠である．このことを考慮すると，「収束性と安定

性の検証」において述べたように，提案手法はグローバル解が安定的に得られ

るので，初期個体をランダムに生成する一般的な GA を用いたトポロジー最適

化より試行数が少なくなる．したがって，グローバル解の探索に安定的な提案

手法の方が 1 回の試行に対しては一般的な GA 手法に比べ少し計算コストは増

加するものの複数試行が必要になるため，その点を考慮すると提案手法がより

効率的であると考えられる．さらに，メッシュ数が増加することにつれ，FEM

解析に必要なコストがより顕著に増加するので，提案手法はメッシュ数が多い

場合により効率的であると考える． 
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4.4 複数荷重ケースのトポロジー最適化問題に

よる検証 

 本節では，提案手法の効率性について確認するため，Simply Support Beam の

コンプライアンス最小化問題を用い，以下の 3 つの手法について最適化解析を

行った． 

 Method1: 一般的な初期集団(Standard random initialization) 

 Method2: 20×N個の類似解を初期集団として用いた提案手法（M=20） 

 Method3: 40×N個の類似解を初期集団として用いた提案手法（M=40） 

ここで，M=20，40 の提案手法とは，図 4.10 に示すように，それぞれ重み付き

線形和手法を用いた SIMP 法のエリート解を 20 個および 40 個を用いることで，

初期個体群を作る手法であり，M は用いたエリート解の数である．また，N は

類似個体を求めるステップ 2 の GA 最適化における総個体数として，本研究で

はMethod2, 3において N=50とした． 

 

 

Fig. 4.10 Flowchart for verification of proposed method 

 

 



 

 
第 4章 エリート初期集団 GAを用いるトポロジー最適化の高効率化 

 

 

– 143 – 

 これらの 3つの場合（Method1, 2, 3）について乱数初期値を変えて各 20回試

行し，多目的最適化の収束性および多様性を定量的に評価する HVR（Hyper 

Volume Ratio）(4.3)を用い，その平均，最小，最大と分散の値を比較した．また，

最適解を目的関数空間上に表示したパレートフロンティアについても比較した．

計算コストについては 20 回試行を行う場合の全ての計算コストついて比較し，

提案手法の効率について考察を行った． 
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4.4.1 検証モデル 

 図 4.11に示す Simply Support Beam のコンプライアンス最小化問題を用いた．

モデルの設計領域は 2H×H，下部の両端を固定した．また，図 4.11 のように，

大きさ 1の荷重 F1と F2が負荷されている．本研究では，Bar-system として経験

により適切であると考えられる 4経路 6つの Barで構成した．ここで，barの数

が多くなるとより複雑なトポロジーが得られる可能性があるが，その場合は設

計変数の数が増えるため，計算コストが増加する可能性がある(4.5)．しかし，各

ケース間の計算コストの比較においては，全てのケースで同じ bar-system を用い

たため，計算コストの比較は有効であると考えられる．24 個である bar の数を

考慮すると，設計変数の数は 80 個になるが，支持点と荷重点における bar の節

点を固定したので，設計変数の総数は 64個になる．構造モデルでは，弾性率E=1.0，

ポアソン比 ν=0.3，密度 ρ=1.0，厚さ t=1.0とした．また，設計領域を 40×20に要

素分割した．ここで，最適化の目的関数であるコンプライアンスの相対的な値

が重要であるため，単位は省略した． 

 

 

Fig. 4.11  Design domain and bar system for the simply support beam 
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Table. 4.3 The number of objective functions and variables of the step1, 2, 4 for 

Simply Support Beam problem 

 Step1 Step2 Step4 

Number of objective functions 2 1 2 

Number of variables 800 64 64 
 

 

 GAのパラメータとしては，ステップ 2（類似個体の生成）の場合，個体数 50，

世代数 100，選択率は 0.9，突然変異率は 0.2，ステップ 4（多目的トポロジー最

適化）の場合，個体数 100，選択率は 0.9，突然変異率は 0.2を使用した． 

 最適化の問題設定としては，体積比 40%以下で 2 つの荷重に対しそれぞれの

コンプライアンスの最小化とした．また，表 4.3に各ステップにおける最適化問

題における目的関数および設計変数の数を示す． 
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4.4.2 荷重の大きさの変動 

 Hyper Volume(HV)は最適化の収束性および多様性の評価するための関数であ

る．図 4.12 に HV の概念図を示す．HV は得られた最適解 i と参照点 W が目的

関数空間上を覆っている斜線部分の体積である．まず，解集団の全ての解 i に関

して参照点W と解 i が対角点となるような Hyper Cube νiを計算する．HVは全

ての νiを結合したものであり，以下の式(7)で定義される． 

                

   

   
 (4.2) 

また，式(4.2)      とパレートフロンティアから求められる HV（P*）との比を

以下に示す式(4.3)のように HVR(Hyper Volume Ratio)とする． 

    
     

      
 (4.3) 

参照点W には目的関数値の悪い点を想定して用いるため，解の収束性が高いほ

ど，また，多様性が大きいほど HV(Q)は大きな値となり，HVR は 1に近い値に

なる． 

 

 

Fig. 4.12 Hyper volume of the objective function space 



 

 
第 4章 エリート初期集団 GAを用いるトポロジー最適化の高効率化 

 

 

– 147 – 

 本研究では，HV（Q）は，各Methodによる最適化計算から得られた現世代で

の HV とした．また，式(4.3)の HV(P*)は真のパレートフロンティアから得られ

る理想の HV値であるが，本研究で用いる検証問題では，理想の HV値が自明で

はないため，Method1(世代数 600)，Method2(世代数 300)，Method3(世代数 300)

の全ての最適化計算から得られたパレート解群の HV 値を HV(P*)として用いた． 

各手法における収束性を比較するため，上記のように HV(P*)設定しても比較に

は十分であると考える． 
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4.4.3 結果と考察 

 本項では，20回の GA試行における，文献[4.5]の bar-system 表現法の GAを用

いたトポロジー最適化手法（Method1）と提案手法（Method2, 3）に対して，効

率性について検証するため計算コストを比較した．その後，同じ世代まで進化

させた場合の HVR とパレートフロンティアについて比較し，収束性について検

証した． 

 

 

目的関数の評価回数による計算コストの比較 

 計算コストを比較するため，従来手法と提案手法における目的関数の評価回

数を求めた結果を表 4.4に示す．表 4.4の評価関数の評価数は全 20回の試行に

おける 1回あたりの平均評価数である．ここで，便宜上 2つの荷重に対するコ

ンプライアンス 1，2 はまとめて一回とカウントした．ステップ 1（エリート個

体を求めるステップ）における SIMP 法では，初期値により異なる最適解に収束

する可能性があり，試行ごとに収束に必要なコンプライアンスの計算数は異な 

 

Table. 4.4 Average evaluation number of objective function per 1 GA trial and Average 

evaluation time of objective function(40×20 meshed beam) 

 Average evaluation number of objective function 

 Traditional M=20 M=40 

Formula(4.1) at Step2 - 100000 200000 

Compliance1, 2 at Step1 - 66 137 

Compliance1, 2 at Step4 30000 30000 30000 

 Average Time[sec/1evaluation] 

Formula(4.1) 0.00004 

Compliance1, 2 0.07 
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るため，コンプライアンスの平均計算数を用いた．また，モデルが 40×20 の要

素分割を持つ場合，提案手法のステップ 2（類似解の生成）GAに用いた式（4.1）

の目的関数とステップ 4（多目的トポロジー最適化）の GAでの目的関数として

用いたコンプライアンス 1, 2の平均評価時間も示す．使用したコンピュータCPU

は 2.8GHz の Intel Core i7 processor を用いた． 

 まず，提案手法のM=20 とM=40の場合では，ステップ 2で目的関数として用

いた式（4.1）の評価数が 100,000と 200,000である．ここで，式（4.1）の平均

計算時間を考慮すると，ステップ 2の全体計算時間はそれぞれ 4秒，8秒である．

これは，ステップ 4での計算時間である 30000×0.07=2100秒よりはるかに短い

ため，ステップ 2における計算時間がプロセス全体の計算コストに及ぼす影響

は少ない． 

 また，提案手法のM=20 とM=40では，従来手法と比べコンプライアンスの評

価数がそれぞれ 66回（M=20），および 137回（M=40）程度多くなった．これは

ステップ 1における SIMP 法に必要な計算コストであり，それぞれ GA において

約 1~2世代程度進化させるのに必要な計算量と同等である．通常，数百世代以

上進化させる GAのプロセス全体を考慮すると，増加した計算コストは十分に

無視できる程度である．したがって，同じ世代数進化させた場合，提案手法で

必要な計算コストは従来手法と比較して，同等な計算コストであると考えられ

る． 

 

 

収束性，多様性及びアルゴリズムの安定性検証 

本研究では，最適化結果の収束性と多様性を評価するため，HVR を用いる．図

4.13に 300世代まで進化させた場合の HVR の比較を示す．また表 4.5 には，従

来手法をさらに 600世代まで進化させた場合の HVR 値も示す．ここで，検証問

題において式(4.3)の理想値 HV（P*）が自明ではないため，本研究では，Method1 

(世代数 600)，Method2(世代数 300)，Method3(世代数 300)の全ての最適化計算か

ら得られたパレート解群を理想値 HV（P*）として用いた．また，HV の計算に

用いられる参照点については，荷重点と支持点が連結されない場合，約 10
9のオ

ーダーのコンプライアンスが得られるため，本研究では，2つの目的関数に対す 
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Fig.4.13 Comparison of average, maximum and minimum HVR at 300 generation 

 

Table. 4.5 Result of Hyper Volume Ratio 

 

Traditional method Proposed method 

Standard random initialization M=20 M=40 

Generation 300 400 500 600 300 300 

AVG 0.9683 0.9775 0.9826 0.9856 0.9982 0.9987 

MAX 0.9920 0.9955 0.9960 0.9972 0.9990 0.9991 

MIN 0.9286 0.9425 0.9470 0.9550 0.9976 0.9983 

VAR 3.29E-04 2.59E-04 2.12E-04 1.64E-04 1.30E-07 7.45E-08 
 

 

る参照点を共に 10
10とした． 

 

 まず，図 4.13の HVR の平均（AVG）および最大値（MAX）から，提案手法

のM=20とM=40の場合がより 1に近い値が得られたことがわかる．これは，提

案手法が従来手法に比べ，より収束性および多様性があるパレート解群が得ら

れたことを示す．また表 4.5から，20回の試行における HVR の分散から，従来

手法より提案手法の分散が小さいことがわかる．これは複数の GA の試行にお
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いて，提案手法が探索により安定した探索を可能としていることを意味する．

このことから，提案手法は従来手法より少ない試行数においでも，安定的に収

束性の良い最適解が得られることがわかる． 

 

 次に，提案手法において初期個体のプールの生成に用いるエリート解の数（M）

の影響について調査した．提案手法における M の影響を調査するために，M=20

とM=40の HVR の平均（AVG），最大値（MAX）を比較すると，提案手法 M=40

の場合が 1に近い値を持つ．このことから，提案手法においては，エリート初

期個体の類似解を多く用いることで，収束性と多様性が向上できると考えられ

る．これは，高いM を用いる場合（より多くのエリート解を用いる場合），表現

型の多様性が高くなるため，より多様な初期個体がプールに生成されるためで

あると考える．また，ステップ 1で同じトポロジーを持つ表現型が得られた場

合においでも，異なる遺伝子型が得られる可能性がある．例えば，図 4.14のよ

うに，同じ表現型を持つ遺伝子型においても，それぞれ変化する方向が異なる

ようになる．よって，異種個体が発生する可能性が高い．したがって，高い M

の値を用いる場合，真のパレート解への収束確率が高くなると考えられる．し

かしその場合は，計算コストが増加するので，パラメータを設定する際に，計

算コストを考慮する必要があると考えられる． 

 

 

Fig. 4.14 An example of topology change of genotype which have same phenotype 
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Pareto frontierの比較 

 図 4.15に本研究で用いた例題の 2つの目的関数（各荷重に対するコンプライ

アンス）に対するパレートフロンティアを図示する．図 4.15(a)に従来手法と提

案手法M=20，M=40の全てのケースに対して300世代まで進化した後の結果を，

図 4.15(b)に従来手法の 300，400，500，600世代における結果と提案手法の M=40

の場合における 300世代のパレートフロンティアとの比較を示す．また，図 4.16

に提案手法のM=40の場合，300世代にて得られた代表的なトポロジー結果も併

せて示す． 

 まず，図 4.15(a)から，計算量がほぼ同等な場合，提案手法M=40のパレート

解群が最適解への収束性と多様性が最もあることが分かる．図 4.15(b)からは，

従来手法によって 600 世代まで進化させた場合，得られたパレートフロンティ

アは 300世代まで進化させた提案手法のパレートフロンティア漸近するものの，

その大部分において収束性が劣ることがわかる．このことは，表 4.5に示した従

来手法の 600世代，提案手法 M=40における平均と最大 HVR の値の比較からも

数値的に説明される．また，図 4.16 から効率を向上させた提案手法によりも様々

なトポロジーが適切に得られたことがわかる．得られた結果から，提案手法は

初期の類似解の生成段階において若干の計算コスト増加があるものの，全体的

な GAの計算効率は従来手法と比較して大きく向上可能であることが示された． 
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(a) Pareto frontier of each case at 300 generation 

 

(b) Pareto frontier of Case1 at each generation and Case2 at 300 generation 

Fig. 4.15 Result of Pareto frontier 
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Fig. 4.16 Topology results of case3 of proposed method at 300 generation 
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4.5 結言 

 重み付き線形和手法を用いた SIMP 法から得られる局所解と類似するエリー

ト個体群を GAの初期個体とする手法を提案し，GAを用いた多目的トポロジー

最適化の高効率化を試みた． 

 提案手法の効率性を比較するため，GAにおいて一般的に用いられるランダム

初期個体群と性能を Simply support beam 例題を用い比較した．その結果，同等

の計算コストにおいて，提案手法がより収束性および多様性を持ったパレート

フロンティアを探索可能であることをHVRおよび目的関数空間上でのパレート

フロンティア比較により明らかにした． 

 しかし，多目的最適化において，その目的関数の空間が非凸形状の場合，単

純な重み付き線形和法では適切な初期個体が得られない可能性がある．本研究

では，厳密なパレート解を求めることが目的ではなく，GAを用いた多目的トポ

ロジー最適化の収束性の向上を目的とするため，重み付き線形和だけではなく，

例えば，目的関数の 2次結合形式などを用いることで有効な初期個体が得られ

ると考える．今後，重み付き線形和と共に 2 次結合形式等を用いる方法の検討

が必要であると考えられる． 
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 超音速機の翼胴結合金具に対して，空力荷重における複数の荷重およびその

変動を考慮したトポロジー最適化が要求される．翼胴結合金具に存在する複数

の荷重およびその変動まで考慮したトポロジー最適化問題では，複数荷重ケー

ス問題は最も重要な役割をする．その複数荷重ケース問題は本質的に多目的最

適化問題であるため，多目的最適化問題で要求される目的に焦点を併せる必要

がある．そこで本論文は，多目的最適化問題で要求される目的である多数のパ

レート解群の導出およびデータマイニングに優れるロバストトポロジー最適化

手法の開発について検討した．また，計算コストが高い提案手法において効率

を向上させる手法の開発を目的とした．結果として得られた結論は各章で示し

たが，本章ではそれらをまとめて述べる． 

 

 第 1 章「緒言」では，研究の背景と本論文の目的を示した．まず，超音速機

の翼胴結合金具に必要なトポロジー最適化問題について述べた．その翼胴結合

金具に対するトポロジー最適化において最も重要な複数荷重ケース問題は本質

的に多目的最適化問題であることを示した．そして，多目的最適化問題として

の翼胴結合金具に対するトポロジー最適化手法の課題を述べたのち，本研究の

目的を記した． 

 

 第 2 章「SOM を用いたトポロジーの特徴による分類と最適化」では，多目的

トポロジー最適化問題での目的の 1 つである目的関数間およびトポロジー間に

存在する関係について詳細に検討するデータマイニングを行うため，自己組織

化マップ（SOM）によるトポロジーパレート解群空間の可視化手法を提案した．

SOM は高次元データの可視化に優れる手法であることに着目し，高次元データ

であるトポロジーパレート解空間の可視化手法として翼胴結合金具のトポロジ

ー最適化問題に適用し，その有効性について示した．SOM により複数荷重ケー

ス問題におけるパレート解群を 2 次元のマップ上分類することで，最適なトポ

ロジーの探索および設計に有益な情報が抽出可能であることを示した． 

 

第 3 章「ロバストトポロジーの探索手法」では，複数荷重ケース問題に対して

多目的遺伝的アルゴリズムを用い多数のパレート解群を導出し，第 2 章で提案
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した自己組織化マップによるトポロジーパレート解群空間の可視化手法をロバ

ストトポロジー最適化問題まで拡張することで，データマイニングに優れるロ

バストトポロジー最適化手法を提案した．多目的トポロジー最適化に対して，

広く用いられる重み付き線形和法を用いる感度解析手法と比較することで，グ

ローバルな探索が可能な多目的遺伝的アルゴリズムがよりグローバルな解が得

られることを示した．さらに，遺伝的アルゴリズムトポロジー最適化では，一

回の解析により複数のパレート解が得られることを確認した．そして，SOM に

よるトポロジーパレート解空間の可視化手法はロバストトポロジーの探索にお

いて効果的であることを示した．また，翼胴結合金具に対するロバスト性能間

のトレードオフ関係を明らかにし，ロバストトポロジー最適化で用いた各荷重

ケースにコンプライアンスの SOM により，ロバストトポロジーがなぜロバスト

性を持つかについて明らかにした． 

 

第 4 章「エリート初期集団 GA を用いるトポロジー最適化の高効率化」では，

多目的アルゴリズムを用いたトポロジー最適化の効率を向上させる手法として

エリート初期個体群による GA トポロジー最適化手法を提案し検証した．提案

手法の効率性を比較するため，GAにおいて一般的に用いられるランダム初期個

体群と性能を Simply support beam 例題を用い比較し，提案手法がより収束性お

よび多様性を持ったパレートフロンティアを探索可能であること示した． 

 

第 5章「結言」では，本研究の各章で得られた成果を総括して述べるとともに，

今後の課題について述べた． 

 

 以上の結論により，提案する SOMによるパレート解空間の可視化手法は本質

的に多目的最適化問題である，複数荷重ケース問題に有効であることが示され

た．また，ロバストトポロジー最適化における複数荷重ケース問題に遺伝的ア

ルゴリズムおよび SOM を適用することで，多数のパレート解や設計に有益な情

報が得られることが示された．本論文は，多目的最適化問題である複数荷重ケ

ース問題に対して，実用的な多目的トポロジー最適化手法を提案するものであ

る．また，本論文で提案するロバストトポロジー最適化手法を図 5.1 に示す． 
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Fig. 5.1 Proposed method of robust topology optimization with loading uncertainties 
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今後の課題 

(1)GAを用いたトポロジー最適化のおけるトポロジーの新しい表現法 

 第 3章および第 4章において，GAを用いたトポロジー最適化において Bar表

現法が用いられた．この Bar表現法は事前に決められた経路や数の Barによりト

ポロジーを表現する手法であるため，Barの経路や数により表現可能なトポロジ

ーが限定される．そのため，Barの経路や数を経験的に決定しなければならない

問題点を有する．したがって，トポロジーの表現が限定されないように，自由

度の高い新しいトポロジーの表現法が要求される．しかし，トポロジー最適化

は最も自由度の高い最適化問題であるため，自由度が高くなる場合，その最適

化問題はより複雑になる．そのため，トポロジー最適化のための効率よい遺伝

的アルゴリズムの開発が要求される． 

 

(2)多領域最適化問題への拡張 

 トポロジー最適化では，構造の剛性だけではなく，最大応力，構造の動特性，

座屈特性などまで考慮した最適化まで拡張できる．その場合，トポロジーパレ

ート解空間はより複雑になり，効果的な可視化手法が要求されるため，本論文

で提案したSOMによるパレート解群空間の可視化手法は有効であると考えられ

る．したがって，提案手法をより多目的トポロジー最適化に適用し，検討を行

う必要がある． 

 

(3)エリート初期個体群を用いた GAトポロジー最適化手法における課題 

 多目的最適化において，その目的関数の空間が非凸形状の場合，単純な重み

付き線形和法では適切な初期個体が得られない可能性がある．本論文では，厳

密なパレート解を求めることが目的ではなく，GAを用いた多目的トポロジー最

適化の収束性の向上を目的とするため，重み付き線形和だけではなく，例えば，

目的関数の 2 次結合形式などを用いることで有効な初期個体が得られると考え

る．今後，重み付き線形和と共に 2 次結合形式等を用いる方法の検討が必要で

あると考えられる． 
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A．遺伝的アルゴリズムの交叉，突然変異方法 

A.1 交叉 

 交叉とは，選択した親個体の設計変数を掛け合わせて新たな設計変数を持つ

子個体を生成する操作である．交叉を繰り返し，必要数（通常は個体数 N 個）

の子個体を作成したら，次の突然変異の過程に移る．本研究では，以下に説明

する PCX crossover（Parent centric crossover），2点交叉方法（2-point crossover）

と呼ばれる手法を同時に用いた. 

 

PCX 交叉手法 

 本研究で用いた GA において PCX（Parent centric crossover）(A.1,2)という交叉手

法を用いた. PCX は通常の親個体の重心周辺部に子個体を生成する交叉手法

(Mean centric crossover)とは異なり，図 A.1 のように親個体の周辺に子個体を生

成する手法である．その手順は以下のようである． 

1) 選択した μ 個の親個体から中心  を計算する． 

2) 各々の子個体に対して，一つの親個体     をランダムに選択する．  

3) 方向ベクトル               を計算する． 

 

 

Fig. A.1 Offspring distribution of PCX 
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4) 残りの(n-1)親個体から 3）から計算した方向ベクトルに垂線を下ろし，距離

  を計算する．その距離  から平均値  を計算する． 

5) 式(A.1)を用いて子個体を生成する． 

               
       

 

       

         (A.1) 

ここで，  は平均 0で分散  
 ，   は平均 0で分散  

 を持つガウス分布から求め

られる乱数，      は      によって定められる直交基底ベクトルである． 

 

2点交叉手法（2 point Crossover） 

 2 点交叉手法(A.3)とは，染色体中のある２か所（交叉点）をランダムに選び出

し，二つの交叉点に挟まれている部分を入れ換えることで子個体を生成する方

法である．図 A.2に示すように，barの表現法を表すグラフ構造がランダムに選

び出した 2か所の交差点により，その交差点に挟まれた barが持つトポロジーが

交換されることが分かる． 

 

 

Fig. A.2 Illustration of 2-point Crossover 
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A.2 突然変異 

 交叉から生成された子個体の設計変数に擾乱を与え，突然変異を起こさせる．

この過程は交叉だけでは探索が難しい空間の探索や早期の収束を防止するため

に必要な過程である．本研究では，突然変異として Polynomial Mutation
(A.4)を用

いた．Polynomial Mutation は，多項式で計算される確率分布により，式（A.2）

のように設計変数 に擾乱を与える． 

          (A.2) 

ここで， は突然変異前の設計変数， は突然変異後の設計変数，    は設計変

数の最大値，最小値の差である． は式（A.3）により求める． 

   
    

 
                               

          
 

                    

   (A.3) 

ここで，uは乱数， はパラメータである．本研究では =3とした． 
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B．自由度調整済み決定係数(A.5)
 

 一般的に回帰モデルの適合性を示す指標として決定係数（Coefficient of 

determination）が広く用いられる．しかし，従属変数にあまり影響を与えない独

立変数を加える場合でも，決定係数は単調に増加するため，決定係数の値が高

いものが良い回帰モデルとは判断できないため，決定係数で十分とは言い難い．

そのため，回帰モデルの精度の比較には，単位自由度あたりの残差を比較する

必要があり，一般的に自由度調整済み決定係数    
 （Adjusted R squre）が用いら

れる． 

 まず，決定係数は以下の式により定義される． 

     
   

   
 (B.1) 

ここで，   ，   はそれぞれ残差平方和，実測値の平方和（平均値まわりの総

変動平均）であり，それぞれ以下の式（B.2, 3）のように定義される． 

             
 

 

   

 (B.2) 

             
 

   

 
(B.3) 

ここで，Nは実験点の数，  は実測値，   は  の推定値，  は yの平均である． 

 しかし決定係数は従属変数にあまり影響を与えない独立変数を加えても，決

定係数は単調に増加するため，その影響を排除する必要がある．それが上記で

述べた自由度調整済み決定係数であり，次式で表される． 

    
    

           

         
 (B.4) 

ここで，N はデータ数，kは独立変数の個数である． 

自由度調整済み決定係数は寄与の小さい変数が追加された場合には低下するた

め，自由度の異なる回帰式の近似精度が比較できる． 
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C．トポロジー最適化における体積制約 

 トポロジー最適化は体積制約の下で剛性最大化行う．すなわち，一定の材料

を使い最大の剛性を持つトポロジーを求める．一般的に構造最適化において体

積制約の代わりに，最大応力の制約条件が用いられるが，全ての FEM 要素に対

して応力を制約条件とすることは，最適化問題において制約条件の数が多くな

り困難である．そのため，トポロジー最適化問題において体積条件は任意で決

められる．そのため，一般的にトポロジー最適化から最適なトポロジーが得ら

れた後，形状最適化問題に変換させ，最大応力制約条件を適用する(A.6)． 

 本研究においても，体積制約条件における体積比を決めるために，体積比を

30, 40, 50, 80%の 4ケースに分け，その際の最大応力を基準とし第 2章で用いる

体積比を求めた．トポロジー最適化および FEM 解析で用いた荷重は，表 2.1の

3番金具における荷重を用いた．翼胴結合金具はチタン合金とし，その材料特性

を表 C.1 に示す．また，トポロジー最適化における重み係数は，3つの荷重に対

して全て 0.33とした．トポロジー結果と FEM 解析結果を図 C.1 と C.2 に示す． 

 図 C.1 の結果から，トポロジー最適解析は質量比によってトポロジーあるいは

形状が異なることが確認できる．図 C.2 はトポロジー最適解析から得られた形状

に荷重を与えた際，応力分布および最大応力を示す．質量比 30%のケースでは，

最大応力がチタン合金の疲労強度 510MPaを超えている．よって，第 2章におけ

る体積比は 40%とした． 

Table C.1Titanium alloy material properties 

Material 
チタン合金 

(Ti-6Al-4V) 

E [GPa]  113.8 

Fatigue Strength[MPa] (Unnotched，10
7
 cycles)  510 

Poisson's ratio 0.342 

Density [Kg/m
3
]  4.43×10

3
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Fig. C.1 Optimum topologies with volume fraction 30 to 80% 

 

 

Fig. C.2 Stress contour and maximum stress (Von Mises Stress) 
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成にあたり，多くの方々のご協力を頂けましたことを非常にありがたく思いま

す．ここに記して心から謝意を表します． 

 

3年間私の指導教員を務めて頂き，様々なご指導・ご助言を頂いた本機械物理

工学専攻の轟章教授に心より感謝し尊敬すると共に，先生のご指導のもとに研

究を進めることができたことを大変嬉しく思います． 

 

本機械物理工学専攻の水谷義弘准教授，日本宇宙航空開発機構の平野義鎭様

には，本論文に関しての数多くの有益なご討論とご助言を，あるいは研究者と

しての姿勢に関し数多くの有益なるご助言を賜りました．心からの謝意を表し

ます．また，審査員を担当いただいた井上裕嗣教授，高橋秀智准教授，因幡和

晃准教授に，心より感謝いたします． 

 

鈴木良郎助教，安岡哲夫君には，研究や研究室生活を通じて多くの面で大変

お世話になりました．ここに心からの謝意を表します．研究生活を送る上で様々

なサポートをして頂いた田中恵美様にも深く感謝いたします． 

 

本研究の遂行，研究室生活にご協力いただきました轟・水谷研究室の卒業性，

在学生の方々に厚く感謝の意を表します．そして研究をする上で様々なご協力

を頂いた姜範錫様，Joris Prou 様には大変お世話になりました．皆様のご助力の

おかげで楽しく充実した研究生活を送ることができました． 

 

3年間の研究室での生活や研究により，大変貴重な経験をさせて頂くことがで
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きました．未熟ではありますが，大きく成長することができました．今後も努

力して参りたいと思っております． 

 

最後に，私を育て学業および学校生活に専念する機会を与えてくれた両親，

そしていつも陰で支えてくれた家族と妻の河周賢，息子の申叡寯に心から感謝

いたします． 

 

2013年 6月 

申 鉉眞 


