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第�章 緒論

��� 電磁場逆解析の概要

����� 逆問題と逆解析

逆問題および逆解析とは，直接測定することが困難な物理量「未知量」を測定可能な物理量「観

測量」と物理現象を数理化したモデル「数理モデル」を使って求める問題とその方法のことをいう

（図 ���）．ここでいう未知量は現象の「原因」，観測量はその「結果」にも置き換えられ，逆問題

は「結果から原因を推定する問題」ともいえる．

)�*� ���+ ��� ������% �, ������� ���	
��

逆問題の例として，実生活に近いところでは，スイカの熟れ具合を推し量るのに叩いたときの音

を聞く，雷の位置を推定するのに稲妻と雷鳴の時間差をはかる，などがある．体温計や体重計，体

脂肪計もそれぞれ水銀の膨張量やばねの伸び，人体のインピーダンスを観測量として，数理モデル

に相当する変換式を使って体温や体重，体脂肪を推定しており，これらの機器も逆問題の応用例と

いえる．特に，医療における -線 .�や'/�は逆問題の応用の成功例として有名である 0�1�0�1．ま

た，未知量を設計変数，観測量と数理モデルの残差を目的関数に置き換えた問題は最適化問題とな

ることから，逆問題は最適化問題とも密接な関係にある．

　反対に，原因から結果を演繹的に予測する問題を順問題といい，その方法を順解析という．物理

現象を数理化すると，原因と結果すなわち問題の順逆は相対的な関係になる．そのため，問題の順

逆の方向について，数学的には不適切問題となる方向を逆問題として扱う場合が多い 0�1�0�1．不適

切問題とは次に挙げる 	つの条件のうち少なくとも �つを欠いた問題のことである．

 �! 解の存在性：与えられた条件に対して，対応する解が存在すること

 �! 解の一意性：与えられた条件に対して，対応する解がただ �つであること

 	! 解の安定性：与えられた条件の微小な変動に対して，対応する解の変動も微小であること

すなわち，順問題ではある原因から唯一の結果が演繹的に得られるが，この得られた結果から逆に

たどる逆問題では元の原因を演繹的に特定できるとは限らない．

�



　工学において，逆問題とされる問題は大抵の場合が不適切問題となる．工学の逆問題において，不

適切性が生じる理由として以下が挙げられる．

 �! 解の存在性�観測量のデータ数が推定すべき未知量の個数よりも多く，数理モデルを満足す
る解が存在しない．

 �! 解の一意性�上記とは逆に，観測量のデータ数が推定すべき未知量の個数よりも少ないため
に数理モデルを満足する解が複数存在する．

 	! 解の安定性�実際の測定から得られる観測量に含まれる誤差が，未知量の推定誤差を拡大さ
せる．

したがって，いかにしてこれらの不適切性を解消して合理的な解を導き出すかが，逆問題を解く

ための手法すなわち逆解析手法に委ねられている 0�1�0��1．

����� 電磁場逆解析

���
年，デンマークの物理学者 2��# .���#%��� 3�#%�4によって磁針の上に電流を流すと磁針が振

れる現象を発表して以来，5�4�6��'���� 57�8���をはじめとした多くの科学者によって電流と磁気の

相互作用についての研究がなされた．フランスの物理学者 9����$��%�#%� $��%と )6���: �����%は電流

がつくる磁気の強さの関係を定量的に表した．ここで得られた数式は $��%������%の法則と呼ばれ，

電磁気学の基礎を築いた．後年，イギリスの物理学者 9�7�# .���� '�:;���によって，電流と磁気の

現象は電磁気学として一貫した理論体系にまとめ上げられた．電磁気学では，電流は電場，磁気は

磁場と呼ばれる物理量によって評価される．

　電磁気学の理論は電磁場現象の順解析に相当し，電場ならびに磁場の解析に不可欠であるため，広

く利用されている．特に，多くの機械が電子制御となった ��世紀において，電磁場順解析は工学上

非常に重要である．一方，構造物外部の磁場計測の結果から逆解析的に構造物中の電流の流れを推

定し，腐食状態や欠陥の有無を調べる非破壊評価も盛んに行われている．心臓の電気信号を測定す

る心臓磁気計測システムならびに脳波を磁場から逆解析的に調べる脳磁図など，医用工学の分野で

も電磁場逆解析を利用した医療機器の開発が進んでおり，電磁場順解析および電磁場逆解析は工学

に限らず非常に重要である 0��1�0		1．このような電磁場逆解析を利用する観測手法は観測対象外部

の磁場から観測対象内部の電場を推定することから，観測対象自身とそれがおかれる環境を破壊す

ることのない無侵襲性の観測を可能とする．

��� ���製造工程における電気めっきの現状

���（���*������� ��%�*��%���，大規模集積回路）のウェハ上に微細配線を形成するため，電気めっ

きが一般的に利用されている．近年では多層構造を有するビルドアップ基板などの複雑かつ微細な

配線から基盤間をつなぐバンプなどの比較的厚いめっき膜を形成するためにも利用されており，電

気めっきはますます重要な役割を担っている 0	�1�0��1．これら多様な用途に対して，それぞれで最

適な電気めっきを行うためには，めっき膜の厚さや品質といった仕上がり具合を支配するめっき表

面上の電流密度の監視と制御は不可欠である．例えば，���の極細配線を実現するためには，ウェ

ハ面に形成するめっき膜に対して確実なトレンチへの埋め込み性とともに，数十 �7以下の均一性

の確保が必要となっている．しかし，めっき膜の均一性の確保に関して，以下のような問題がある．

�
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 �! ���の微細化に伴い，シード層の薄膜化すなわち高抵抗化が進むため，吸電口に近いほど電流

密度が集中しやすく，電流密度が大きくなることで遠いエリアよりも厚くめっきされる．

 �! 配線の密集部では電流が集中しやすいため，電流密度が大きくなり，厚くめっきされやすい．

また，一度めっきされた箇所は電気抵抗が下がり，厚くめっきされる．

これらに対して，従来は電流密度の均一化に重点が置かれ，それぞれの状況に応じて，最適な印

加電流量，遮へい板配置，使用溶液などのめっき条件を選択してきた．しかし，最適なめっき条件

を得るためには事前に標本による実験を行い，電極と電解液の間に生じる分極特性を調べた上で，

めっき表面上の電流密度を数値解析によってあらかじめ見積もっておく必要があった 0	�1�0	
1< 0��1<

0��1．したがって，従来の最適化手法はめっき前あるいはめっき後の状態を対象として，めっき条件

の設定を行うフィードフォワードな手法といえる．実際のめっき状態の変化に即しためっき条件の

最適化を行うためには，めっき状態ならびにそれを支配する電流密度をリアルタイムでモニタリン

グする技術の確立が望まれる．

　電解中のめっき表面の状態を観察するために，電気化学の分野では走査型トンネル顕微鏡（��'）

や /�7��分光法などによるめっき膜厚測定，微小電極を用いためっき膜近傍の電流測定などが一般

的に行われている 0��1�0��1．また，めっき電流に加え，ウェハ面に電流を印加し，逆解析によって

ウェハ面上のめっき膜厚分布を推定する研究もなされている 0	�1．しかし，これらの測定方法には

ウェハ面全体のめっき状態を同時に測定できない，装置が大規模になる，めっき槽の電場に影響を

与えるなどの問題がある．したがって，フィードバックを目的としたリアルタイムでのめっき状態

ならびに電流密度のモニタリングには不向きであるといえる．

　以上をまとめると，���製造工程における電気めっきについて，次の課題がある．

 �! 従来の手法はめっき前あるいはめっき後の状態を対象として，条件の設定を行うフィードフォ

ワードな最適化手法であり，実時間のめっき状態の変化に即したフィードバックな最適化はな

されていない．

 �!  �!を行うための，ウェハ面全体のめっき状態ならびにそれを支配する電流密度をリアルタイ

ムでモニタリングする技術は確立していない．特に，めっき槽内の電場を乱すことなく，無侵

襲でモニタリングする手法は未だ存在していない．

��� 脳磁図による脳機能診断の現状

電磁場逆解析を利用した医療診断技術の �つとして脳磁図（'�*��%����������*����&< '("）が

ある．脳磁図は脳機能すなわち脳内の活動状態を調べるための新たな無侵襲診断技術として注目を

浴びている 0��1< 0��1�0���1．脳内の神経活動により生じる電流は非常に弱い磁場を誘起する．'("

はこの磁場を脳外に設置した多数の磁気センサによって測定したものである．'("の医療応用で

は，測定した脳外磁場から脳内の活動状態を推定し，病変部位の特定するために用いられる．例え

ば，てんかんの治療において異常放電が始まる脳の部位を立体的に特定するために，'("の応用が

期待されている 0��1�0��1．

　'("で得られた磁場から脳内の電流分布を推定する問題は逆問題となる．この逆問題を解くため

に， �!脳内の電流分布と'("で得られる磁場の関係式すなわち数理モデルの導出，および  �!そ

の関係式を解くための数理的手法が必要であり，現在までに多くの研究がなされている 0��1�0���1．

　  �!については現在，電流双極子モデルと磁気双極子モデルの �つが提案されている．電流双極






子モデルは脳内の電流発生源を電流双極子と仮定したモデルである．電流双極子モデルを用いる逆

解析では'�:;���方程式から得られる関係式を用いる手法がよく用いられる．球対称な電気伝導度

を持つ伝導体に対しては，�����# �
�
!によって，理論式が導出されている．現在の'("の逆解析

に関する研究では，観測方程式の導出が簡単であることから，この �����#の式がよく用いられてい

る 0
�1�0���1．また，磁気双極子モデルは脳内の電流分布が磁場源の最小要素である微小円環電流の

集合であるとするモデルである．磁気双極子モデルを用いる逆解析では電流双極子モデルを用いる

場合と異なり，電場の式を解く必要が無く，また'("で推定できない電流（磁場を作らない電流）

成分の基底を除外する必要も無い 0��	1< 0���1．

　一方， �!については双極子の位置とモーメントを未知として，これらの値を推定する滑降シンプ

レックス法が用いられている．滑降シンプレックス法は特に，てんかんなどの病変部位の特定に対

して良好な結果が示されている．しかし，推定される解が初期値に大きく依存するという原理的な

問題を抱えている．そのため，これらの初期値は利用者の経験によって設定されているのが現状で

ある 0��1< 0��1< 0
	1< 0
�1< 0���1．

��� 本研究の提案手法

本研究では，���製造工程における電気めっきを対象に，電磁場逆解析技術を応用し，めっきの

質を決定するウェハ面上の電流密度をリアルタイムで監視する手法として，槽内電位逆解析による

めっき電流密度分布推定法および電磁場逆解析による電流密度分布の無侵襲測定法を提案する．こ

れらの手法は観測量として，前者はめっき槽内の電解液の電位分布を，後者はめっき電流によって

誘起される磁場分布を利用する点で異なる．また，どちらの手法もその数理問題は不適切問題とな

る．この不適切性を解消するため，本研究では ��������の適切化法による概値推定とそこから回帰

分析によって推定される分極曲線を用いた電流密度の修正からなる �段階逆解析手法を導入する．

　電磁場逆解析を利用する観測手法には，ソースとなる電場によって誘起される磁場の計算が不可

欠である．特に，これら電磁場逆解析技術を前述の ���製造工程における電気めっきのモニタリン

グに応用する際，従来の静磁場解析法では解析対象内の電流をソースとする領域積分を必要とする．

そこで，本研究では境界積分方程式の領域積分項を解析的に計算し，境界積分で表すことでソース

電流の領域積分を必要としない静磁場の境界要素解析法を提案する．この計算手法により，従来の

計算手法よりも高精度かつ高速に磁場を計算する．

　さらに，本研究の成果を脳磁図による脳機能診断に応用し，従来の双極子推定手法に関する問題

を解決する多段階逆解析手法を提案する．本逆解析手法は打切り特異値分解法による双極子分布の

概値推定と滑降シンプレックス法による推定解の修正からなる．本手法では，まず双極子の位置候

補点を作成した後，候補点における'("の測定データから打切り特異値分解法を用いて推定する．

次にクラスタ分析を用い，打切り特異値分解法によって鈍って推定される電流双極子の分布を少数の

双極子で代表させる．このクラスタ分析によって得られた代表電流双極子を初期値として用い，滑

降シンプレックス法を適用することで双極子の位置とモーメントの最終的な推定解を得る．以上の

行程により，滑降シンプレックス法における初期値決定に関する問題を解決する．

��	 本研究の目的

���製造工程における電気めっきのモニタリング技術を確立するため，本研究の目的を次のよう

に設定する．

�
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 �! 提案する ���製造工程における電気めっきのモニタリング手法（槽内電位逆解析によるめっき

電流密度分布推定法および電磁場逆解析による電流密度分布の無侵襲測定法）を開発する．

 �! 上記の手法を数理化したときに生じる不適切性を解消し，合理的な解を導き出すための逆解

析手法の開発する．

 	! 電磁場逆解析を本手法に応用する際に不可欠となる静磁場解析法について，電場の領域積分

を境界積分に変換し，従来手法よりも高精度かつ高速な静磁場の計算手法を開発する．

 �! 順解析によって得られる模擬測定データに本逆解析手法を適用する数値シミュレーションによ

り，その有効性を検証する．

 �! 本手法の実現に向けて，検証用の試験装置を作成して種々の条件下で実験を行うことで，本手

法の有効性を検証する．

 �! 以上の電磁場逆解析による電気めっきモニタリングに関する研究から得られた知見および成果

を脳磁図による脳機能診断に応用し，従来の双極子推定手法に関する問題を解決する．

��
 本論文の構成

本論文は以下の全 �章から構成される．

　 第 �章　諸論

　本研究の背景と目的，本論文の構成について述べる．

　 第 �章　 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推定法

　 ���製造工程における電気銅めっきについて概説し，めっき槽内の電位を取得する方法について

述べる．次に，測定しためっき槽内の電位からめっき表面上の電流密度を推定する手法について詳述

する．槽内の電位からめっき表面上の電流密度を得る問題は領域内の物理量から境界上の物理量を

求める問題と同義であり，逆問題となる．この逆問題を解くために，電場の数理モデルと ��������

の適切化法を用いた解法について述べる．さらに，本手法では推定されためっき表面上の電流密度

および電位を用い，電極と電解液の間の分極特性を表す分極曲線を回帰分析によって推定し，その

分極曲線に従うように電流密度を修正する．また，本手法の有効性を検討するため，数値シミュレー

ションによる数値実験と実際の電気銅めっき装置による検証実験を行った．様々な条件に対して本

手法を適用し，得られためっき表面上の電流密度の推定結果を示す．

　 第 	章　静電場領域の領域積分を必要としない静磁場解析法

　 �������電場に誘起される静磁場問題を示し，従来の静磁場解析法として，ベクトルポテンシャ

ルを導入した境界要素法と $��%������%の法則について述べる．次に本手法の詳細として，ソース電

流の領域積分を電位に関する境界積分に変換する手順を述べ，それらを用いたベクトルポテンシャ

ルと $��%������%の法則の定式化の手順について述べる．最後に従来法と本手法による計算精度と計

算量の比較のため，具体例として �������方程式に支配される立方体の電場領域周辺のベクトルポ

テンシャルと磁束密度を従来法と本手法を用いて計算し，本手法の有効性を示す．






　 第 �章　磁気センサを用いためっき電流密度分布の無侵襲測定法

　磁気センサによって得られた磁束密度分布のデータから，めっき表面上の電流密度分布を推定す

る手法の詳細を述べる．逆解析に必要な数理モデルについては，本手法では任意形状の電気銅めっ

き装置を対象として，電場解析に有限要素法あるいは境界要素法を，磁場解析に第 	章で述べた手

法を用いる．逆解析手法については基本的に第 �章で述べた ��������の適切化法と推定分極曲線を

用いた再計算からなる �段階逆解析を用いる．磁場測定では電位測定に比べ，地磁気や磁性体，他

の電気機器などによって多くの外乱が含まれやすい．そのため，本手法では第 �章で述べた逆解析

手法に加え，観測方程式の差分を用いる方法と参照分散による ��������の適切化パラメータの決定

方法を導入する．本手法の有効性を検討するため，数値シミュレーションによる数値実験と実際の

電気銅めっき装置による検証実験を行った．第 �章で述べた手法と同様に，様々な条件に対して本

手法を適用し，得られためっき表面上の電流密度の推定結果を示す．

　 第 �章　脳磁図における多段階逆解析を用いた脳内神経細胞活動の推定

　脳磁図から脳内の活動状態を調べるためによく用いられる，電流双極子モデルと磁気双極子モデ

ルについて概説する．次に，逆解析手法として，打切り特異値分解法による双極子分布の推定方法

とクラスタ分析による双極子分布を少数の双極子で代表させる方法について述べる．その後，数値

シミュレーションによる数値実験を行った結果を示し，本手法の有効性を示す．本研究ではさらに，

本逆解析手法の有効性の検証と'("センサの校正のため，磁気双極子モデルベースの'("用ファ

ントムを開発した．本章ではこの'("用ファントムを用いた測定実験を行った結果を示す．さら

に，測定結果に対して本逆解析手法を適用することで，その有効性を示す．

　 第 �章　結論

　本研究で得られた結果を総括する．
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第�章 ���製造における槽内電位逆解析を
用いためっき電流密度分布推定法

��� 緒言

電気銅めっきは ���ウェハの微細配線を形成するために一般的に利用されている．近年では多層

構造を有するビルドアップ基板などの複雑かつ微細な配線から基盤間をつなぐバンプなどの比較的

厚いめっき膜を形成するためにも利用されており，電気銅めっきはますます重要な役割を担ってい

る 0�1�0��1．これら多様な用途において，それぞれで最適な電気めっきを行うためには，めっきの仕

上がり具合を支配するめっき表面上の電流密度の監視と制御は不可欠である．従来は電流密度の均

一化に重点が置かれ，それぞれの状況に対して，最適な印加電流量，遮へい板配置，使用溶液など

を選択してきた．しかし，これら最適な条件を得るためには事前に標本による実験を行い，電極と

電解液の間に生じる分極特性を調べた上で，めっき表面上の電流密度を数値解析によってあらかじ

め見積もっておく必要があった 0�1�0�1< 0��1< 0��1．

　これに対し，本研究では電気めっき中の電流密度の監視に重点を置き，めっき槽内の電位を逆解

析することによって，めっき表面上の電流密度を推定する手法を開発した．本手法はめっきの条件

に応じてリアルタイムで適用でき，得られた電流密度を用いて制御にフィードバックすることがで

きる 0�	1�0��1．

　本論文ではまず，���製造工程における電気銅めっきについて概説し，めっき槽内の電位を取得す

る方法について述べる．次に，測定しためっき槽内の電位からめっき表面上の電流密度を推定する

手法について詳述する．槽内の電位からめっき表面上の電流密度を得る問題は領域内の物理量から

境界上の物理量を求める問題と同義であり，逆問題となる 0��1�0��1．この逆問題を解くために，電

場の数理モデルと ��������の適切化法を用いた解法について述べる．さらに，本手法では推定され

ためっき表面上の電流密度および電位を用い，電極と電解液の間の分極特性を表す分極曲線を回帰

分析によって推定し，その分極曲線に従うように電流密度を修正する．

　さらに，本研究では本手法の有効性を検討するため，数値シミュレーションによる数値実験と実

際の電気銅めっき装置による検証実験を行った．様々な条件に対して本手法を適用し，得られためっ

き表面上の電流密度の推定結果を示す．

��� ���電気銅めっきの概要

図 ���に一般的な ���用の電気銅めっき装置のモデルを示す．めっき槽外部の電源からアノード

に直流電流を供給する．アノードは厚い銅板であり，めっき槽内はめっき電解液（主成分：硫酸銅）

で満たされている．���ウェハは，実際の工程ではシリコンウェハ表面の二酸化ケイ素絶縁膜上に

薄い窒化タンタルなどのバリア層および銅のシード層をスパッタリングなどで作成し，この上に電

気めっきを施す（図 ���）．ウェハの外周には吸電ターミナルが設置されており，シード層およびそ

の上に施されるめっき膜がカソードとなる．

��



　めっきの電場解析では，アノードおよびカソードでの表面のごく近傍における複雑な挙動や，金

属表面に存在する狭い溝は陽に考慮せずに，巨視的な電流密度と電位の関係を表す分極曲線がよく

用いられる 0�1�0�1< 0��1< 0��1．

)�*� ���+ ��� ��4����& ����%�����%��* 4����� ,�� ��� ,������%���

)�*� ���+ ��� ��4����& ����%�����%��* 4����� ,�� ��� ,������%���  ���##�#��%��� ���;!

��� めっき槽内の電位取得方法

めっき槽内の電位は細管を挿入することで測定できる．細管で拾い上げた電解液を参照電極に通

し，参照電極とアノードあるいはカソードの電位差から細管先端位置の電位が得られる．このとき

接続したアノードあるいはカソードが電位の基準となる 0��1�0	�1．

　図 ��	はカソードを電位基準とした場合におけるめっき槽内の電位測定の概略図である．電位測

定用の細管を撹拌パドルに付けることで効率良く測定ができる．

��
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)�*� ��	+ ��� ��4����& ����%�����%��* 4����� ;�%� %�� �����#�4 7�%��4

��� 電場の数理モデル

����� 数理モデル

本手法に用いる数理モデルを設定する．図 ���に示すように，めっき槽内の電解液が占める領域

を �とし，�は �� � �� � �� � �!で囲まれているとする．ここで，��はめっき槽の側壁などの電流
密度が既知の境界を，�� および �� はそれぞれアノードおよびカソード表面境界を表す．

　領域 �における電位分布を �とし，境界 ��� ��� �� 上の �の値を ��� ��� ��，境界 �を除く領域 �

内の �の値を �� とする．また，��� ��� �� における法線方向の電流密度をそれぞれ 6�� 6�� 6� とする．

このとき， 6� が電気めっきによるアノードの減少速度を， 6� がカソードにおけるめっき膜の成膜速

度を決める． 6�� 6� は境界 �を通して領域 �に流れ込む電流値を正とする．領域 �における電位 �

は金属（アノード，カソード）表面近傍を除き，次の �������方程式を満たす．

��� � �

�
�� �

��

�7�
�

��

���
�

��

�+�

�
�� �  ���!

式  ���!の境界条件は次式で与えられる．

�
��

��
�

�����������������
6� �� ��

6� �� ��

6� �� ��

 ���!

ここで，�はめっき電解液の電気伝導度であり，����は外向き法線方向の微分を表す．

　式  ���!の両辺に �������方程式の基本解

�� �� �! �
�

�� �� � � � ��  ��	!

�	



を乗じて領域 �で領域積分し，"����の定理を適用して変形すると

�� �! �

�
�

�
�� �� �!

�� �!

��
� ��� �� �!

��
� �!

�

� �!  ���!

が得られる．ここで，�は測定点の位置ベクトル，�は計算点の位置ベクトルである．さらに，点 �

を境界 �上の任意の点にとると，境界積分方程式として次式が得られる．

� �!� �! �

�
�

�
�� �� �!

�� �!

��
� ��� �� �!

��
� �!

�

� �!  ���!

ここで，� �!は境界 �の形状により決まる定数であり，式  ���!の右辺の境界積分は .����&の主値

積分によって計算される．

����� 観測方程式

設定した数理モデルを既知量 ��� 6� と未知量 ��� ��� ��� 6�� 6�を関係づける観測方程式としてまとめ

る．式  ���!を離散化すると次式が得られる．

3� �� � 3� �� � 3� �� � 0� �� �0� �� �0� ��  ���!

また，同様に式  ���!を離散化すると次式が得られる．

�� � 0�� �� �0�� �� �0�� �� � 3�� �� � 3�� �� � 3�� ��  ��
!

ここで，0��0��0��3��3��3�は境界 �と要素の形状に依存する既知行列であり，0���0���0���3���3���

3��は境界 �と要素の形状，および ��の測定位置に依存する既知行列である．��� ��� ��� ��� ��� ��はそ

れぞれ各節点における ��� ��� ��� 6�� 6�� 6� の値を成分とするベクトル，�� は電位の測定値を成分とす

るベクトルである．

　式  ���!と式  ��
!をまとめると既知量と未知量を関係づける観測方程式として

� � � 	  ���!

が得られる．ここで

� � �  0� �� !�  0�� �� � �� !
� ��  ��
!

� �

�							
 3� 3� 3� �0� �0�

3�� 3�� 3�� �0�� �0��

��������
  ����!

	 � � ��
� ��

� ��
� ��

� ��
� ��  ����!

と置いた．上添字 $ は転置を表す．

　式  ���!のみでの逆解析は可能であるが，推定解の精度を上げるため，総電流量の条件を制約条件

として追加する．めっき槽に印加される総電流量を � とすると�
��

6� 
� � �  ����!

�
��

6� 
� � ��  ���	!

��
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となる．境界要素法に用いた要素で式  ����!と式  ���	!を離散化すると次式となる．


�
� �� � �  ����!


�
� �� � ��  ����!

ここで，
�� 
�は境界 ��<��における要素形状に依存する既知ベクトルであり，一定要素を用いた場

合は要素面積になる．式  ���!と同様にまとめると

� � � 	  ����!

となる．ここで

� � � � �� ��  ���
!

� �

�							
 8� 8� 8� 
�
� 8�

8� 8� 8� 8� 
�
�

��������
  ����!

であり，8��8��8� は零行列である．

��	 逆解析手法

本逆解析手法の流れを図 ���に示す．本手法は次の �段階からなる．本手法ではまず，測定電位

および電場の数理モデルを用いて，��������の適切化法によって，アノードおよびカソードなどの

電場境界上における電流密度と電位を推定する．これを第 �次推定解とする��．

次に，推定精度の向上のため，電流密度と電位の第 �次推定解を回帰分析することで，電場境界

上の分極曲線を推定する．この分極曲線を用い，境界要素法による再計算を行うことで，電場境界

上の電流密度と電位を得る．これを第 �次推定解とし，本手法の最終推定解として採用する��．

����� 第 �次推定：���	
�
�の適切化法による未知量の概値推定

まず，測定で得られた槽内電位 ��から観測方程式（式  ���!）を用いて，未知量 ��� ��� ��� 6�� 6� を

見積もる．観測方程式を解くにあたって，測定誤差や数理モデルの誤差による感度を低減化するた

め，観測方程式  ���!および制約条件式  ����!に対し，制約条件を付加した ��������の適切化法 0��1<

0�	1を適用する．制約条件を付加した ��������の適切化法は次の目的関数 �  	��!を最小にする N	

��第 � 章で用いる打切り特異値分解法で推定する方法も考えられる．数値シミュレーションによる検討から，打切り特異
値分解法による推定解は高周波領域を打ち切られたローパスフィルタをかけられた状態に近い挙動を示す．分布として見た
場合は，�������� の適切化法の方がより正解に近い推定解が得られた．なお，打切り特異値分解法は推定モデルの自由度が
特異値の数に限定される．

��	段階に分けず，始めから分極曲線の関数を未知として推定する方法も考えられる．しかし，この方法では主に以下の課
題がある．


�� 未知とする分極曲線の関数形の設定が必要である．例えば，本研究のように多項式近似する場合，次数の決定方法が
必要である．


	� 観測方程式が非線形となり，局所解の発生や計算の増加が見込まれる．加えて，
�� の関数形の設定において，本手
法のように多項式の次数を 
���� で取得する場合には，さらなる繰り返し計算を必要とする．

　以上のように，分極曲線を未知として推定する方法には，本手法に比べて多くの課題があり，現実的な方法とはいえない．
局所解の発生が問題となる点は第 � 章における双極子推定とも共通する．

��



)�*� ���+ ��� �����4��� �, %�� �����#� ����&#�# �� %�� �����#�4 7�%��4

を 	の推定解として採用する手法である��．

�  	��! � �� � 	 � � ��� � � �� 	 � 	� ��� � �  � 	 � � !��  ���
!

ここで，�� 	���はそれぞれ ��������の適切化パラメータ，参照解，��*���*�の未定乗数である．

　式  ���
!の解 N	は行列 �を

� � 9 2�  ����!

のように特異値分解することで

N	 � 2 � �   �9� � � � 2� 	� ! � * � �  ����!

となる．ここで

� �  � � *�2 !   � � �� !��  ����!

* �   � � �� !�� 2��� � �2   � � �� !�� 2��� ���  ���	!

であり，� は単位行列である．式  ����!の詳細な導出は「��
�� 制約付き ��������の適切化法の

解」を参照されたい．

�
 ��������の適切化パラメータ �の決定方法

��������の適切化パラメータ �の決定には >� .� 2��#��の �カーブ法や推定誤差の分散行列を利

用する方法などがある 0��1�0��1< 0��1< 0	�1�0	�1．しかし，前者の �カーブ法では �カーブの角が唯

一に求まらない場合が多く，後者の推定誤差は先験情報によって決定する場合が多い．そこで，本

��式 
	���� の第 � 項である拘束条件を外すと，多くの場合，適切化に十分な �������� の適切化パラメータの値が大きく
なる．�������� の適切化パラメータが大きいことは，数理モデルと誤差を含めた現実のモデルの違いが大きいことを意味す
ることから，拘束条件を付与した方が現実のモデルに近づいているといえる．

��
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研究では ��������の適切化パラメータ �の値を決めるために，観測量である電位の測定誤差を用い

て，5�.（赤池情報量基準）の基礎である ����������������の情報量 0	�1を基準とした方法を提案

する．本方法では以下のようにして ��������の適切化パラメータ �の値を取得する．

　 �をある値に設定すると，それに対応した N	 �!が式  ����!によって得られる．さらに式  ���!よ

り，推定解 N	 �!から推定誤差の分散

N	� �! �
�� � N	 �! � � ���

�
 ����!

が得られる．ここで，�は �の次元である．これを用い，�の値として測定誤差の分散 	�に対する

推定誤差の分散 N	� のずれを表す量である ����������������の情報量を最小化する値を選択する．す

なわち目的関数

�  �! � ��* N	� �! �
�	�

� N	� �!

�������	�
���


�
���� �!  ����!

を最小にする �の値を求めればよい（「��
�� ��������の適切化法に対する ����������������の情

報量」参照）．ここで，�� 
����� はそれぞれ N	の次元，行列 �の �番目の特異値，行列 � の �行 �列

の要素である．式  ����!より，行列 � もまた ��������の適切化パラメータ �に依存することに注

意されたい．式  ����!を最小にする �の値を求めるには，関数の微分が不要な滑降シンプレックス

法 0	�1が有効である．

�
 参照解 	� の設定

参照解 	�には真の値 	により近い値を用いるのが望ましい．本研究では参照解 	�に，電位 ��� ��� ��

および電流密度 ��� �� のそれぞれに対して，各々の平均値 ���� ���� ��� および 6��� 6�� の計 �つのパラ

メータを用いる．電流密度の平均値 6�� および 6��は総電流量とアノードおよびカソードの表面積の

商である．

　電位の平均値を得るためには，等電位条件および等電流密度条件の解を求める．アノード，カソー

ドそれぞれに等電位条件あるいは等電流密度条件を課せるため，条件の組み合わせは �通りある（表

���）．したがって，それらの平均値を電位の平均値 ���� ���� ���とする．

������ ���+ ��� ��7����%��� �, %�� ����4��& ���4�%���# %� �������%� %�� �����*�# �,

%�� ����%��� ��%��%���# �� %�� ����4����#

.�#� ��� ���4� ����4��& �� ��� ��%��4� ����4��& ��

� I��,��7 ����%��� ��%��%��� I��,��7 ����%��� ��%��%���

� I��,��7 ����%��� ��%��%��� I��,��7 ������% 4��#�%&

	 I��,��7 ������% 4��#�%& I��,��7 ����%��� ��%��%���

� I��,��7 ������% 4��#�%& I��,��7 ������% 4��#�%&

さらに，参照解 	� を得る過程で電位および電流密度の参照分散 ��
� が得られる．参照分散 ��

�

もまた，電位 ��� ��� �� および電流密度 ��� �� のそれぞれに対する各々の分散 	��
�� 	��

�� 	��
� および

	 	�
�� 	 	�

� の計 �つのパラメータからなる．

　本手法では，式  ���
!を解く前に 	および 	�をこの参照標準偏差 ��で正規化しておく．すなわち

	� 	���� 	� � 	����  ����!

�




これにより，式  ���
!は $�&�#推定とほぼ同義となる 0��1< 0	
1．

����� 第 �次推定：回帰分析による分極曲線の推定とその解

第 � 次推定で推定された ��<��< 6�< 6� を用いてアノードおよびカソードの分極曲線（ �� 	! および
�� 	!）を推定する． �� 	!および �� 	!は次式で定義される�
．

�� 6�! � �� � ��  ���
!

�� 6�! � �� � ��  ����!

ここで，�� および �� はアノードおよびカソードの内部電位である．

�
 アノードあるいはカソード内部の電位分布を無視できる場合

アノードあるいはカソードに厚みがあるときなどの場合には，アノードあるいはカソード内部の

電位分布（�� あるいは ��）がその電解液側の境界電位（��あるいは ��）分布に対して無視できる．

この場合には，横軸に各節点の電流密度 6�� 6�を，縦軸に対応する電位 ��� ��を描画する．分極曲線

が単調減少する非線形関数となる 0��1ことから，アノードおよびカソードのデータ点をそれぞれ最

小二乗法により多項式近似する．すなわち�



� �  6
! � �
�� � 7���

#��J��% %� �  6
��! � �  6
! 
 �

�  6
! �

��
���

�� 6

�� 6
 
 6
��

 ���
!

の解 ��  
 � �� �� � � � �&!を求める．制約条件は近似曲線の差分が非正値であるとしている．これは

分極曲線を折れ線近似して解くことを念頭に置いているためである．式  ���
!は典型的な二次計画

問題であり，その解は有効制約法 0	�1により得られる．ここで，多項式の次数 & の最適値は ��5�.

0	
1によって得る．

　このようにして得られたアノードおよびカソードの分極曲線（ �� 	!および �� 	!）に従う未知量
��<��<��< 6�< 6� を最終的な推定結果として得る．第 �次推定の境界要素法で用いた要素，節点，行列

を流用し，次の残差ベクトル

� �

�							
 3� 3� 3�

8� 8� 8�

��������

�����������������

�� ��! � �

�� ��!

��

�����������������
�
�							
 0� 0� 0�


�
� 8� 8�

��������

�����������������

��

��

��

�����������������
�

���������



�

���������  ��	�!

の各成分をほぼ �にする ��<��<��< 6�< 6�<�を ?�;%���/���#��法によって得る 0�1�0�1< 0��1< 0��1< 0��1．

ここで，�は印加総電流量 
�
� ��を既知量 �とするためのアノードとカソードの間の電位差修正値で

��本研究では，式 
	�	�� および式 
	�	�� のように，分極曲線がアノードおよびカソードでそれぞれ � 本の曲線となるとい
うことを先験情報として与えた．しかしながら，分極曲線は電極や電解液の材料だけでなく，攪拌速度やめっきの表面状態
などに作用されるため，� 本の曲線に乗らない場合も考えられる．その場合は，第 � 次推定解を用いて電流密度－電位の分
極曲線図を描画し，描画した分極曲線図から改めて分極曲線に関する先験情報を与えることで対処すればよい．

��
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ある．局所解への収束を避けるため，分極曲線は折れ線近似し，折れ線の中継点はデータ点  6
� �  6
!!

とする．

　なお， 6� � ���#%�すなわち ��が不定になるときなど，推定された分極曲線の関数 �  	!が不安定に
なる場合はその逆関数 � �� 	! � ' 	!を式  ���
!と同様の手法で求めればよい．すなわち�




�' �
! � 6
�� � 7���

#��J��% %� ' �
��! � ' �
! 
 �

' �
! �

��
���

	��

�� �
 
 �
��

 ��	�!

の解 	�  
 � �� �� � � � �&! を求めればよい．また，式  ��	�! については分極曲線の表記を �  	! から
� �� 	! � ' 	!に入れ替えることによる修正を行うだけでそのまま適用できる．

�
 アノードあるいはカソード内部の電位分布を無視できない場合

アノードあるいはカソードが極めて薄い薄膜のときなどの場合には，その内部の電位分布（��あ

るいは ��）あらかじめ見積もっておくことで，式  ���
!に帰着できる．具体的な例は後述の「�����

薄膜カソードの数値シミュレーションモデル」に示す．

��
 数値シミュレーションによる数値実験

本手法の有効性を検討するため，図 ���の ���用の円筒型電気銅めっき装置を対象とし，薄膜カ

ソードに流入する電流密度分布 6� を本手法によって推定する数値実験を行う．

��
�� 薄膜カソードの数値シミュレーションモデル

カソードとなるシード層の厚さおよびその上に施されるめっき膜厚が極めて薄い場合，その電気

抵抗を無視できず，電気めっき時には薄膜カソード内部にも無視できない電位分布が生じる．そこ

で，本数値実験ではこの薄膜カソードの電気抵抗を考慮に入れて，疑似測定データを得る順解析お

よび本手法の第 �次推定を行う．

　薄膜カソードはめっき槽に比べて極めて薄いため，その電位は厚さ方向にほぼ一様で �次元的に

分布すると仮定できる．このとき，カソードの電気伝導度を ��，めっき膜厚を �� とすると，カソー

ド内の電位 �� は次の方程式を満たす 0�1�0�1．

�� �  ������ ��! � 6� � �

������ �� �
�

�

�7

�

��

�� ������ �� ��  ��	�!

下添字 �は �次元の演算子であることを表す．式  ��	�!の境界条件は次式で与えられる．

�� � � �� ����%��4�  ��		!

��
���

��
� � �� %�� �%��� �4*�  ��	�!

�




電気伝導度と膜厚の積 ���� が一定のとき，式  ��	�!は次の >��##��方程式

��������� � 6� � �

�
��� �

��

�7�
�

��

���

�
�� ��  ��	�!

となるため，各要素において ���� が一定とした有限要素法解析によって，代数方程式

�� ��! �� � ��  ��	�!

が得られる．ここで，�� ��!は有限要素法解析によって得られる係数行列である．境界条件を考慮し

て式  ��	�!を解くと，形式的に

�� � ��
� ��! ��  ��	
!

と書ける．

　本手法の第 �次推定では，第 �次推定によって ��� ��が得られており，式  ��	
!によって��が得ら

れる．さらに，横軸に各節点の電流密度 6�を，縦軸に対応する電位 �� ���を描画することで，「�����

�� アノードあるいはカソード内部の電位分布を無視できる場合」と同様の手法でカソードの分極

曲線 �� 	!が推定できる．また，式  ��	�!は次式のように修正される．

� �

�							
 3� 3� 3�

8� 8� 8�

��������

�����������������

�� ��! � �
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�
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 0� 0� � 3���

� ��! 0�


�
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�

���������  ��	�!

��
�� 数値実験条件

電場は軸対称を仮定し，	次元軸対称境界要素法によって，疑似測定データと観測方程式を計算

する．図 ���に本数値実験に用いる円筒型電気銅めっき装置の境界要素モデルを示す．�軸および +

軸を図 ���のようにとる．めっき槽の半径を % � ��� 77，高さを � � �� 77，印加する平均電流密

度を 6�
� � ��� 5	7�（� � 6�
��%
� ）とし，めっき槽の側壁 ��における法線方向の電流密度を 6� � �

5	7� とする．また，要素には軸対称一定要素 0��1を用い，�方向の要素分割数を ���，+方向の要

素分割数を ���とした．

　めっき電解液の電気伝導度を � � ���	 	�7，銅の電気伝導度を �� � ���� ��� 	�7とする．アノー

ドおよびカソードの分極曲線 �� 	!� �� 	!には図 ���に示す銅－硫酸銅の分極曲線を正解のデータと

して用いる．シード層の厚さ（初期めっき膜厚）を ��
� � �� �7とし，めっき膜厚の成長は

����� � ��� �
� 
$

� � �
6��  ��	
!

により再現する．ここで，上添字 �は時間ステップ，
$ は時間ステップ幅であり，本数値実験では


$ � � #とした．� は銅の原子量  � �	�� *	7��!，�は銅の密度  � ��
� � ��� �*	7�!< � は )���4�&

定数  � 
��� � ��
 .	7��!を表す．カソード面上の電流密度 6�� には，疑似測定データを得る順解析

では正解値を，本手法による逆解析では推定によって得られた値を用いる．

　槽内電位 �� の測定は，カソード近傍の高さ + � � 77において，� � � 77から � � ��
 77まで

� 77ごとに計 ���点で行うこととする．疑似測定データには境界要素法によって得られた順解析

結果に標準偏差 � 7Bの正規分布するランダムノイズを加えたものを用いる．

	�



第 �章　 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推定法

)�*� ���+ ��� ����4��& ���7��%# �, %�� ����%�����%��* ���� ,�� %�� ��7������ #�7���%���

)�*� ���+ ��� ������@�%��� ����� �, .� �� .��G


��
�� 数値実験結果

�
 電気めっき開始直後の場合

図 ��
に順解析によって得られた電気めっき開始直後の測定点における電位を示す．これに標準偏

差 � 7Bの正規分布するランダムノイズを加えたものを擬似測定データとする．この擬似測定デー

タに本手法を適用し，推定されたカソード面における電流密度を図 ���に示す．

　図 ���より，本手法の最終推定解である第 �次推定解が正解の電流密度とよく一致していること

が分かる．さらに，第 �次推定である分極曲線の推定と境界要素法による再計算を得ることで，第

�次推定解が有する振動成分が除去された．

　第 �次推定において，��������の適切化パラメータ �を徐々に増加させていくことで得られた式

	�



 ����!の値および �カーブを図 ��
および図 ����に示す．図 ��
および図 ����中の○は滑降シンプ

レックス法によって得られた ����������������の情報量が最小となる点である．

　図 ��
は両対数グラフにするため，式  ����!の最小値が �になるようにすべての値にオフセット

を加えた．��������の適切化パラメータ �の最適値が存在し，滑降シンプレックス法によってその

　

)�*� ��
+ ��� ����%�7 4�%� �, %�� ����%��� ��%��%���# �� %�� ����

 � #����4 �,%�� %�� ����%�����%��* �����%��� #%��%�4!

)�*� ���+ ��� ������% 4��#�%& �� %�� ��%��4� �#%�7�%�4 �& %�� �����#�4 7�%��4

 � #����4 �,%�� %�� ����%�����%��* �����%��� #%��%�4!

	�



第 �章　 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推定法

値が得られたことが分かる．また図 ����より，�カーブの角部が不明瞭であり，�カーブ法では �

の決定が困難であることが分かる．

　第 �次推定において，多項式回帰によって推定された分極曲線を図 ����に示す．図 ����より，第

�次推定解にはランダムノイズに起因する推定誤差が含まれているが，正解の分極曲線（図 ���）と

同様に，ほとんどのデータにおいて電流密度に対して電位が単調減少する傾向が見られる．

　

)�*� ��
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�
 電気めっき開始 	�秒後の場合

電気めっき開始 ��秒後のめっき膜厚分布を図 ����に示す．このとき，順解析によって得られた

電気めっき開始直後の測定点における電位を図 ���	に示す．これに標準偏差 � 7Bの正規分布する

ランダムノイズを加えた擬似測定データに対して本手法を適用し，推定されたカソード面における

電流密度を図 ����に示す．

　「�� 電気めっき開始直後の場合」と同様に，本手法の最終推定解である第 �次推定解が正解の電

流密度とよく一致していることが分かる．さらに，第 �次推定である分極曲線の推定と境界要素法

による再計算を行うことで，第 �次推定解が有する振動成分が除去された．参考のため，第 �次推

定において ��������の適切化パラメータ �を徐々に増加させていくことで得られた式  ����!の値お

)�*� ����+ ��� %������## �, %�� ���%��* K�7  �� #����4 �,%�� %�� ����%�����%��* �����%��� #%��%�4!
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よび �カーブを図 ����および図 ����に示す．また，第 �次推定において多項式回帰によって推定

された分極曲線を図 ���
に示す．

　図 ����より，����������������の情報量を最小にする �の値が滑降シンプレックス法によって得

られていることが分かる．また図 ����より，����������������の情報量から得られた �の値は不明

瞭であるが �カーブの角部と思われる �の値よりも大きいことが分かる．なお，このときの �カー

ブの角部に相当する �の値を用いた場合，擬似測定データのランダムノイズに起因する第 �次推定

解の振動成分が大きくなり，適切化が不十分な結果が得られた．
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��� 電気銅めっき装置による検証実験

����� 実験装置と実験手順

本手法の検証実験に用いる銅めっき装置を図 ����に示す．めっき槽にはアクリル製の矩形容器を

用い，���めっきに用いる電解液（主成分：硫酸銅，電気伝導度 � � ���	 	�7）で満たす．アノー

ドとカソードには銅板を用い，この上にめっきを施す．カソード側をビニルテープでマスキングし，

様々な電流密度分布を形成させる．本実験では図 ���
に示すように �種類のマスキングパターンを

用意した．
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図 ����に示すようにプラスチック製の撹拌パドルにガラス製の細管を取り付ける．撹拌パドルは

めっき槽外に設置した揺動台によってアノード面あるいはカソード面に対して水平に駆動しながら，

めっき槽内の電解液を撹拌する．これら撹拌パドルと細管をめっき槽に挿入し，細管で拾い上げた

電解液を参照電極に通してめっき槽内の電位を測定する．参照電極は電圧計を介してカソードにつ

なぐ．参照電極には銀 �塩化銀電極を用いた．このとき細管内を流れる電流はほぼ �であり，細管

先端と参照電極近傍の電解液の電位差はほぼ �であると考えられる．

　図 ����はめっき槽の断面図である．細管とカソード表面の距離を � 77とし，細管先端の高さは

めっき面の中央とした（図 ���
）．細管および撹拌パドルの位置情報は揺動台に設置したレーザ変

位計を用いて取得する．

����� 解析モデル

めっき槽内の電場は深さ方向に対してほぼ一様であると近似し，�次元境界要素法によってモデ

ル化する．本検証実験の境界要素モデルを図 ����に示す．要素には直線一定要素を用い，その全要

素数は 	��である．�� における電流密度 6� を � 5	7�とする．撹拌パドルの存在は無視する．

����� 実験結果

�
 マスキングパターン �の場合

印加電流 � を ��� 5（平均電流密度 ��� 5	7�）とし，めっき槽内の電位を測定した結果を図 ����

に示す．電位の基準をカソード銅板とし，無撹拌の場合と撹拌速度 �������� ��� 2@の場合を測定し

た．無撹拌の電位測定は細管を撹拌パドルから外して行った．図 ����より，撹拌の有無によって電

位が大きく異なるが，撹拌速度による電位の違いはほとんど見られないことが分かる．以下，本手

法で用いる電位に測定範囲 7 � ���～�� 77を ���に分割したときの各区間における平均値を，標

準偏差 	には全区間の偏差二乗和から計算した標準偏差を用いた．図 ���	は撹拌速度が ��� 2@の

ときの本手法によるカソード表面上の電流密度の推定結果である．第 �次推定により電流密度の概

形が得られた．マスキング部分と接する境界要素の推定値は大きく変化することが分かる．各 �値

に対する式  ����!の値および �カーブを図 ����および図 ����に描画した．図 ����は両対数グラフ

にするため，式  ����!の最小値が �になるようにすべての値にオフセットを加えた．�の最適値が

存在し，滑降シンプレックス法によってその値が得られたことが分かる（図 ����中の○）．

　さらに，図 ���
は本手法によって推定された分極曲線である．電流密度が逆流している点（ア

ノードでは負値，カソードでは正値）は無視し，多項式で近似した．得られた分極曲線を用いて再

計算した結果を図 ���	中に示す．マスキング部分と接する境界要素の推定値など，修正された電流

密度分布が得られた．本手法によって測定誤差や数理モデルの誤差による感度を低減化しつつ，ア

ノードおよびカソードの分極曲線を推定し，それに従う電流密度分布が得られた．

　図 ����は本手法によるカソード表面上の電流密度の最終的な推定結果である．他の撹拌速度にお

いても，同様にこれらの電流密度を推定することができた．図 ����中には比較のため，標本の分極

曲線（図 ���）を用いた従来の数値解析による結果を示した．本手法によるこれら電流密度の推定結

果は従来法で得られる傾向とよく合うことが分かる．
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�
 マスキングパターン �の場合

マスキングパターン 5の場合と同様に印加電流 � を ��� 5（平均電流密度 ��� 5	7�）とし，めっ

き槽内の電位を測定した結果を図 ����に示す．電位の基準をカソード銅板とし，無撹拌の場合と撹

拌速度 �������� ��� 2@の場合を測定した．
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図 ��		は撹拌速度が ��� 2@のときの本手法によって推定された分極曲線である．特にカソード

については，マスキングのパターンとは無関係に，電流密度 �電位のデータ点群がある曲線上に載
ることが確認できる．したがって，マスキングパターン 5と同様に，電流密度が逆流している点は

無視し，多項式近似して推定電場の再計算を行った．図 ��	�は本手法によるカソード表面上の電流

密度の最終的な推定結果である．

　以上の結果より，本手法はマスキングパターンなどの境界条件が異なる場合でも同様の分極曲線

を推定し，これらめっき表面上の電流密度分布を推定できることが示された．

��� 結言

本研究では ���製造工程における電気めっきを対象に，めっきの質を決定するウェハ面上の電流

密度を監視する手法として，めっき槽内の電位を逆解析することによって，めっき表面上の電流密

度を推定する手法を開発した．本手法ではめっき槽内の電位が �������方程式を満たし，その境界

条件がめっき表面上の電流密度によって決まることに注目した．これにより，複数の測定位置で測

定した電解液の電位の情報を逆解析し，めっき表面上の電流密度を推定する．

　めっき槽内の電位は細管を挿入して測定する．細管で拾い上げた電解液を参照電極に通し，参照

電極とアノードあるいはカソードの電位差から細管先端位置の電位が得られる．さらに，電位測定

用の細管を撹拌パドルに付けることで広範囲の電位を効率良く測定できる．

　本研究で得られた結論を以下に示す．

 �! ���製造工程における電気銅めっきを対象として，測定しためっき槽内の電位を逆解析するこ

とで，めっき表面上の電流密度を推定する手法を開発した．本手法はめっきの条件に応じてリ

アルタイムで適用でき，得られた電流密度を用いて制御にフィードバックすることができる．

 �! 電場解析に有限要素法および境界要素法を用いることでアノードおよびカソードに流入出す

る電流密度とめっき槽内で測定される電位の関係を直接表す観測方程式を導出した．

 	! 本逆解析手法は ��������の適切化法を用いた概値推定とそこから得られる分極曲線による推

定電流密度の修正からなる．��������の適切化パラメータは ����������������の情報量を最小

にするものを用いた．また，分極曲線の推定には多項式近似による回帰分析を用いた．

 �! 数値シミュレーションによる数値実験と電気銅めっき装置による検証実験の両面から本手法の

有効性を検討した．

 �! 本手法を検証するための数値シミュレーションによる数値実験では，銅－硫酸銅の分極

曲線をアノードおよびカソードの分極曲線の正解のデータとして用いた．また，本数値

実験では数理モデルの計算によって得られる順解析結果にランダムノイズを加えたもの

を擬似測定データとした．本手法によって推定された電流密度分布を正解の電流密度分

布と比較することで本手法の有効性を示した．

 ��! 電気銅めっき装置による検証実験では，カソード側をビニルテープでマスキングし，様々

な電流密度分布を形成させた．また，撹拌パドルの撹拌速度を変え，それぞれの条件下

でめっき槽内の電位を測定した．測定した電解液の電位分布のデータを用い，本手法を

適用することでカソード表面上の電流密度分布を推定した．

�




 ���! 検証実験において，カソード表面上の電流密度分布の推定結果を従来の推定手法である

標本の分極曲線を用いた数値解析結果と比較した．これにより，本手法による推定結果

と従来の数値解析結果がよく合うことを確認し，本手法の有効性を示した．

　以上の結果より，本手法は実際の ���ウェハの電気めっきに対して十分に適用できると考え

られる．

��
 付録

����� 制約付き ���	
�
�の適切化法の解

�
 制約無し ��������の適切化法（通常の ��������の適切化法）の解

観測方程式が次式で与えられているとする．

� � � 	  ����!

既知量 �の次元を �，未知量 	の次元を �とする．このとき，�は � � �行列となる．

　 ��������の適切化法は目的関数

�  	! � �� � 	 � � ��� � � �� 	 � 	� ���  ����!

を最小にする 	を推定解とする．ここで，�は ��������の適切化パラメータ，	� は参照解である．

　観測行列 �を特異値分解する．

� � 9 2�  ����!

各変数を以下のように定義する．

� � 9�� � � � 9�  ���	!

� � 2�	 � 	 � 2�  ����!

�� � 2�	� � 	� � 2��  ����!

目的関数は

� �  �	 � �!�  �	 � �! � �  	 � 	�!
�  	 � 	�!

� 	����	 � � 	���� � ��� � �  	�	 � � 	�	� � 	�
�	�!

� 	�2 �9�9 2�	 � � 	�2 �9�� � ��99�� � �  	�22�	 � � 	�22�	� � 	�
�22�	�!

� �� � � � � �� �� � �� � � �  ��� � � ���� � ��
���!

�   � � �!�   � � �! � �  � � ��!
�  � � ��!  ����!

したがって，�の推定解は

��

���

�����
����

� �

�  � N� � �  �� � �  � N� � � ��! � �

��
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 � N� �  �� � �  N� � ��! � �

 � N� � � N� �  �� � � ��

  � � � ��! N� �  �� � � ��

N� �   � � � ��!
��  �� � � ��!  ���
!

となる．また，推定既知量 N�は

N� � �N	

N� � 9 2� N	

9� N� �  2� N	

N� �  N�

�    � � � ��!
��  �� � � ��!

�    � � � ��!
�� �� � �    � � � ��!

�� ��

� �� � �  ����!

ここで

� �    � � � ��!
�� �

� � �    � � � ��!
����  ���
!

とおいた．

�
 制約付き ��������の適切化法の解

観測方程式が

� � � 	  ����!

制約条件が

� � � 	  ����!

で与えられているとする．既知量 �の次元を �，未知量 	の次元を �，制約条件の数（�の次元）を


とする．このとき，�は � � �行列，� は 
 � �行列となる．

　 ��������の適切化法は目的関数

�  	��! � �� � 	 � � ��� � � �� 	 � 	� ��� � �  � 	 � � !��  ����!

を最小にする 	を推定解とする．ここで，�は ��������の適切化パラメータ，	� は参照解，�は

��*���*�の未定乗数である．

　観測行列 �を特異値分解する．

� � 9 2�  ���	!

�




各変数を以下のように定義する．

� � 9�� � � � 9�  ����!

� � 2�	 � 	 � 2�  ����!

�� � 2�	� � 	� � 2��  ����!

! � �2 � � � !2�  ���
!

目的関数は

� �  �	 � �!�  �	 � �! � �  	 � 	�!
�  	 � 	�! � �  �	 � �!��

�   � � �!�   � � �! � �  � � ��!
�  � � ��! � �  �22�	 � �!��

�   � � �!�   � � �! � �  � � ��!
�  � � ��! � �  ! � � �!��  ����!

したがって，�の推定解は

��

���

�����
����

� �

�  � N� � �  �� � �  � N� � � ��! � �!�� � �

 � N� �  �� � �  N� � ��! � !�� � �

 � N� � � N� �  �� � � �� � !��

  � � � ��! N� �  �� � � �� � !��

N� �   � � � ��!
��  �� � � �� � !��!

N� �   � � � ��!
��  �� � � ��! �   � � � ��!

��!��

N� � � �   � � � ��!
��!��  ���
!

ここで

� �   � � � ��!
��  �� � � ��!  ����!

とおいた．

　一方，

��

���

�����
����

� �

��  ! N� � �! � �

! N� � �

! � � �   � � � ��!
��!�� � � �

! � � !   � � � ��!
��!�� � �

��
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!   � � � ��!
��!�� � � � ! �

3� � � � ! �

� � 3�� � � ! �!  ����!

ここで

3 � !   � � � ��!
��!�  ����!

とおいた．したがって

N� � � �   � � � ��!
��!�3�� � � ! �!

� � � *  � � ! �!

� � � * � � *! �

� � � *! � � * �

�  �� � *!! � � * �

�  �� � *!!   � � � ��!
��  �� � � ��! � * �

� �  �� � � ��! � * �

� � �� � � ��� � * �  ���	!

となる．ここで

* �   � � � ��!
��!�3��  ����!

� �  �� � *!!   � � � ��!
��  ����!

とおいた．

　さらに

N� �  N�

�   � �� � � ��� � * �!

�  � �� � �  ��� �  * �

� �� � �  ����!

となる．ここで

� �  � �

� � �  ��� �  * �  ���
!

とおいた．

��



����� ���	
�
�の適切化法に対する����������������の情報量

まず，�� を測定値，O�� を真の値，�� を測定誤差とし，測定誤差 �� が平均 �，分散 	� の "��##分

布をなすと仮定する．

�� � O�� � ��  � � �� �� � � � ��!  ����!

� ��! �
�

��	

�:�

�
� ��

�

�	�

�

�
�

��	

�:�

�
�  �� � O��!

�

�	�

�
 ���
!

また，N��を O��の推定値，
�を推定値 N��の測定値 ��に対する誤差（推定誤差）とし，推定誤差 
�が

平均 �，分散 N	� の "��##分布をなすと仮定する．

�� � N�� � 
�  � � �� �� � � � ��!  ��
�!

N� 
�! �
�

�� N	

�:�

�
� 
�

�

� N	�

�

�
�

�� N	

�:�

�
�  �� � N��!

�

� N	�

�
 ��
�!

ここで，測定誤差 ��の確率分布と推定誤差 
�の確率分布のずれを表す量として，以下の���������

�������の情報量をとる．

��F �� N�! �

��
���

�
�

��

� ��! ��*
� ��!

N� ��!

��  ��
�!

式  ��
�!に式  ���
! ��
�!を代入すると

���F �� N�! �
�

N	�

��
���

 N�� � O��!
� � �

�
	�

N	�
� � � ��*

	�

N	�

�

�
�� N� � O� ���

N	�
��

�
	�

N	�
� � � ��*

	�

N	�

�
 ��
	!

となる．

�
 制約無し ��������の適切化法への応用

式  ��
	!の第 �項は

�� N� � O� ��� � �� �� � � � O� ���

� �� � O� � �! � � � O� ���

� �� � O� � �� � � � O� ���

� �� � O� � O� � �� � � ���

� ��  � � ��! O� � �� � � ���

� �� � ���

� ���  ��
�!

��
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ここで

� �  � � ��! O� � �� � �  ��
�!

とおいた．

　測定値と推定値の残差 %は

% � �� N� � � ���

� ��  �� � �! � � ���

� �� �� � � � � ���

� �� � O� ��! �  O� ��! � � ���

� �� � O� � �� � O� �� � � ���

� ��  � � ��! O� � �� � � �� ���

� �� � � � ���

�  � ��!�  � � �!

� ��� � � ��� ����  ��
�!

��� � % � � ��� � ���  ��

!

ここで

��� � �� �  � � ��! O� � �� � � �

� ��  � � ��! O� ����� ����

� ��� O� ��� O� ����� ����  ��
�!

よって

��� � % � �  ��� O� � �� O� ����� ����! ����

� % � � ���� � ��� � �  ��� O� ��� O� ����!  ��

!

したがって，O�と �が互いに独立で，�も各成分が独立であるとすると，式  ��
	!の第 �項は平均

の意味で次式となる．

�� N� � O� ��� � ���

� % � � ���� ���� � �  ��� O� � �� O� � ���!

� % � � %� �! 	� ��	�  ����!

����������������の情報量は

���F � % � � %� �! 	� � �	�

N	�
��

�
	�

N	�
� � � ��*

	�

N	�

�

�	



�
%

N	�
� � %� �!

	�

N	�
��

	�

N	�
� �

	�

N	�
�� �� ��*

	�

N	�

�
%

N	�
� � %� �!

	�

N	�
�� �� ��*

	�

N	�

�
%

N	�
� � %� �!

	�

N	�
�� �� ��*	� �� ��* N	�

� � ��* N	� � � %� �!
	�

N	�
�

%

N	�
�� �� ��*	�  ����!

となる．推定誤差の分散 N	� として，その最尤推定値を用いると

N	� �
%

�
 ����!

であるから，

���F � � ��*
%

�
� �� %� �!

	�

%
�� � � �� ��*	�

� � ��*% �� ��*� � �� %� �!
	�

%
�� ��*	�

� � ��*% � �� %� �!
	�

%
�� ��*�	�

� �

�
��*% � � %� �!

	�

%
� ��*�	�

�

��F �
�

�

�
��*% � � %� �!

	�

%
� ��*�	�

�
 ���	!

となる．上式第 	項は �に対して定数であるから，実用上は第 �項と第 �項で構成される目的関数

�  �! � ��*% � � %� �!
	�

%
 ����!

を最小にする �が ����������������の情報量を最小にする推定モデルとなる．測定誤差の分散 	�は

実験（不偏分散量）によって求める．

　なお，行列 � の対角和は

%� �! � %�    � � ���!
�� � ! �

�������	�
���


�
�


�� � �
 ����!

となる．したがって，�の増加に伴い，式  ����!の残差二乗和である第 �項は単調増加し，第 �項

は反比例的に減少する．これは，�  �!に対して �の折衷値が存在することを意味する．

�
 制約付き ��������の適切化法への応用

式  ����!は制約条件が無い場合の式  ����!と同じ形をしている．したがって，����������������の

情報量も同じ形で表せる．すなわち

��F �
�

�

�
��*% � � %� �!

	�

%
� ��*�	�

�
 ����!

��
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�  �! � ��*% � � %� �!
	�

%
 ���
!

%� �! � %�  � � ! �
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���


�
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第�章 静電場領域の領域積分を必要としない
静磁場解析法

��� 緒言

現在，構造物中の鉄筋などの腐食状態を調べる手段やき裂の有無を調べる非破壊検査を行う手段

に静磁場解析が盛んに用いられている．また，生物学の分野では脳内の微小な電気信号により生じ

る磁場を解析し，その活動を研究することにも利用され，静磁場解析は工学に限らず非常に重要で

ある 0�1�0�
1．

　静電場における電流が誘起する静磁場を解析する場合，有限要素法や境界要素法など種々の数値

解析法が利用できる．ベクトルポテンシャルを導入した境界要素法は，領域内部で要素分割を必要

とせず，解析精度も高いため有用である．この方法では，まず有限要素法や境界要素法などによる

静電場解析を行い，領域内の電流密度分布を求め，次に電流密度をソースとし，$��%������%の法則

によって静磁場解析を行う．しかし，静磁場解析において，電流密度を領域内の多数の点で求め，さ

らに数値領域積分して計算を行うため，計算精度および計算量の点で様々な問題がある．開領域解

析においては積分領域が膨大になるため，この問題は特に顕著になる 0��1�0��1．

　そこで，本研究では静電場が �������方程式に支配される場合に対して，ソース電流の領域積分

を必要としない高精度かつ効率的な静磁場の境界要素解析法を開発した 0�	1．まず，領域内の電流

密度を電位に関する境界積分で表現できることを利用する 0�1< 0��1．次に，静磁場の境界積分方程

式の領域積分項を解析的に計算し，境界積分で表す．これらの操作により，磁束密度と境界の電位

の関係を直接定式化することができ，数値計算における計算精度と計算量の問題を解決することが

できる 0��1．

　本論文ではまず，�������電場に誘起される静磁場問題を示し，従来の静磁場解析法として，ベク

トルポテンシャルを導入した境界要素法と $��%������%の法則について述べる 0��1．次に本手法の詳

細として，ソース電流の領域積分を電位に関する境界積分に変換する手順を述べ，それらを用いた

ベクトルポテンシャルと $��%������%の法則の定式化の手順について述べる．最後に従来法と本手法

の比較のため，具体例として �������方程式に支配される立方体の電場領域周辺のベクトルポテン

シャルと磁束密度を従来法と本手法を用いて計算する．これによって，従来法と本手法による計算

精度と計算量の比較を行い，本手法の有効性を確認する．

��� �������電場に誘起される静磁場問題

静磁場および静電場の概略図を図 	��に示す．境界 �� で囲まれた透磁率 �である静磁場領域 ��

と，領域 �� 内において境界 �� で囲まれた電気伝導度 �である静電場領域 �� を考える．透磁率 �

は領域 �� 内で，電気伝導度 �は領域 �� 内で場所によらず一定であるとする．磁束密度を求める

べき点 �の位置ベクトルを �，ソース点 �の位置ベクトルを �とし，境界 �� における外向き単位法

線ベクトルを ��，境界 �� における外向き単位法線ベクトルを �� とする．また，全領域を ��（境

�




界 ��）とする．

)�*� 	��+ ��� ����&%�� ���� �, %�� 7�*��%�#%�%�� K��4 ��4���4 �& �������D# ����%��� K��4

����� 静電場解析

静電場領域��において，ソース点 �における電位 � �!と電流密度 � �!の間には，次式が成り立つ．

� �! � �� �� � �!  	��!

��� � �! � �  	��!

ここで，�� は �座標に関する微分であることを表すものとする．

　式  	��!の両辺に �������方程式の基本解

�� �� �! �
�

�� �� � � � ��  	�	!

��� �� �� �! � ��� �� �� �! � �Æ � � �!  	��!

を乗じ，領域 �� で領域積分すると�
��

�� �� �! ��� � �! 
� �! � �  	��!

となる．上式  	��!の左辺を "����の定理を用いて変形することで

� �! �

�
��

�
�� �� �!

�� �!

���
� � �!

��� �� �!

���

�

� �!  	��!

が得られる．ここで ����� は境界 �� の外向き法線方向の微分を表す．したがって，式  	��!および

式  	��!より電流密度 � �!は

� �! � �

�
��

�
�� �� �!

�� �!

���
� �� �� �! � �!

�

� �!  	�
!

��
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となる．ただし，ここで

�� �� �! � ��� �� �� �!  	��!

�� �� �! � ���
�
��� �� �!

���

�

� ��� �� �� �� �! � �� �!!

� �� �� �� �� �! � �� �!!  	�
!

とおいた．

��� 従来の静磁場解析法

����� 静磁場の支配方程式

静磁場領域 �� において，点 �における磁束密度 � �!と電流密度 � �!は次の'�:;���方程式

�� �
� �!

�
� � �!  	���!

�� � � �! � �  	���!

を満たす．磁束密度 � �!に関して，式  	���!が成り立つことから，ベクトルポテンシャル � �!を

導入して

� �! � �� � � �!  	���!

と表すことができる．したがって，透磁率 � が領域 �� 内で一定である場合，式  	���! および式

 	���!より

�� �  �� � � �!! � � � �!  	��	!

となる．さらに，クーロンゲージ �� � � �! � �を仮定すると，式  	��	!より静磁場の支配方程式と

して

��� � �! � �� � �!  	���!

が得られる．

����� ベクトルポテンシャルの積分方程式

式  	���!から � �!を求めるために，静電場解析と同様に，�������方程式の基本解 �� �� �!を導入

する．

�� �� �! �
�

�� �� � � � ��  	���!

��� �� �� �! � ��� �� �� �! � �Æ � � �!  	���!

この基本解 �� �� �!を式  	���!の両辺に乗じて領域 �� で領域積分すると，領域 �� 外の電流密度が

�であることから �
��

�� �� �! ��� � �! 
� �! � ��
�
��

�� �� �! � �! 
� �!  	��
!

��



となる．上式  	��
!の左辺を "����の定理を用いて変形すると，ベクトルポテンシャル � �!の積分

方程式として

� �! �

�
��

�
�� �� �!

�� �!

���
� � �!

��� �� �!

���

�

� �! � �

�
��

�� �� �! � �! 
� �!  	���!

が得られる．ここで ����� は境界 �� の外向き法線方向の微分を表す．

　式  	���!において，静磁場境界 �� を無限遠（境界 ��）にとると，境界項である右辺第 �項を無

視できる．このとき，式  	���!，式  	���!および式  	���!より $��%������%の法則である次式が得ら

れる．

� �! �
�

��

�
��

� �! �  � � �!

�� � � � ��� 
� �!  	��
!

����� 従来法の問題点

従来の静磁場解析法では境界要素法を用いる場合には式  	���!の右辺第 �項，$��%������%の法則

を用いる場合には式  	��
!の右辺で表される領域積分を行わなければならず，非効率的である．ま

た，領域 �� 内のすべての電流密度を求めるために式  	�
!で表される積分を行わなければならない

ため，電位に関する境界条件から直接磁束密度を計算することができない．そのため，数値積分を

行う上で計算精度の低下および計算量の増加の要因となっている．

��� 領域積分を必要としない静磁場解析法

本研究の手法では，式  	�
!のように領域 �� 内の電流密度を電位に関する境界積分で表現できる

ことを利用し，領域積分に関する部分をあらかじめ解析的に計算することを利用する．これにより，

ベクトルポテンシャル � �!および磁束密度 � �!を境界積分のみで表すことができる．

����� 本手法によるベクトルポテンシャルおよび磁束密度の導出

式  	�
!を式  	���!にそのまま代入するだけでは領域積分が領域 �� に依存してしまい，解析対象

ごとに領域積分を行う必要がある．しかし，� �! � �  � � ��!であることから，式  	���!の右辺第 �

項において，次式のように領域積分を領域 �� から全領域 ��で行うように変形することができる．

�

�
��

�� �� �! � �! 
� �! � �

�
�
�

�� �� �! � �! 
� �!  	���!

上式  	���!に式  	�
!を代入することで，ベクトルポテンシャル � �!を求める際の領域積分を全領

域 ��の境界積分に変換することができる．すなわち

�

�
��

�� �� �! � �! 
� �! � �

�
�
�

�� �� �! �

�
��

�
�� �� �!

�� �!

���
� �� �� �! � �!

�

� �! 
� �!

� ��

�
�
�

�
��

�
�� �� �! �� �� �!

�� �!

���
� �� �� �! �� �� �! � �!

�

� �! 
� �!

積分の順序を入れ換えると

��
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�

�
��

�� �� �! � �! 
� �! � ��

�
��

�
�
�

�
�� �!

���
�� �� �! �� �� �! � � �! �� �� �! �� �� �!

�

� �! 
� �!

� ��

�
��

�
�� �!

���
� � �� �! � � �! �� �� �!

�

� �!  	���!

となる．ただし，ここで積分核 � � �� �!� �� �� �!はそれぞれあらかじめ解析的に求めておくことがで

き，以下のようになる（「	�
�� 積分核 � � �� �!� �� �� �!の計算」参照）．

� � �� �! �

�
�
�

�� �� �! �� �� �! 
� �!

� �
�
�
�

�� �� �!  �� �� �� �!! 
� �!

�
� � �

�� �� � � � ��  	���!

�� �� �! �

�
�
�

�� �� �! �� �� �! 
� �!

�

�
�
�

�� �� �!
�
�� �� �� �� �! � �� �!!

�

� �!

�
	  � � �! � �� �!

�� �� � � � ���  � � �! � �� �!

�� �� � � � ��  	��	!

したがって，ベクトルポテンシャル � �!の積分方程式は式  	���!および式  	���!より

� �! �

�
��

�
�� �� �!

�� �!

���
� � �!

��� �� �!

���

�

� �! � ��

�
��

�
�� �!

���
� � �� �! � � �! �� �� �!

�

� �!

 	���!

となり，ベクトルポテンシャル � �!に関する積分方程式のすべての項を境界積分のみで表すことが

できる．また，$��%������%の法則は式  	���!において右辺第 �項を無視し，式  	���!に代入すると

� �! � �� �
�
��

�
��

�
�� �!

���
� � �� �! � � �! �� �� �!

�

� �!

�

� ��

�
��

�
�� �!
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となる．ここで
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であることから
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となり，ベクトルポテンシャル � �!の積分方程式と同様に $��%������%の法則も境界積分で表すこと

ができる．なお，式  	���!は "��##の発散定理を用いることで，式  	��
!から直接導出することも

できる（「	�
�� "��##の発散定理を用いた $��%������%の法則の境界積分表示形の導出」参照）．

�	



����� 本手法の利点

本手法では式  	���!および式  	���!のように電場に関する領域積分を必要とせず，境界積分のみ

で磁場の計算ができる．さらに，電位に関する境界条件から直接磁場を計算できるため，計算量の

点で改善されている．また，電場に関する領域積分を必要としないことから，電場を要素分割して

計算する場合には領域を分割する必要が無く，境界を分割するだけでよい．これにより，従来法に

比べて計算精度も高くなることが期待される．

��	 従来法と本手法における計算精度と計算量の比較

本手法の有効性を確認するため，簡単な例として立方体の電場領域周辺の磁束密度分布を従来法

と本手法を用いて計算する．得られた結果を $��%������%の法則による厳密解と比較し，従来法と本

手法における計算精度と計算量の比較を行う．

����� 解析対象

解析対象となるモデルを図 	��に示す．図 	��中の一辺の長さが �4の立方体領域について，その

領域内の電位 � 7� �� +!を

� 7� �� +! �
64

���
��#

��7

4
#���

���

4
 	��
!

とする．ここで， 6は原点  �� �� �!すなわち立方体中心における電流密度の大きさ，�は電気伝導度

である．式  	��
!の電位 � 7� �� +!は �������方程式を満たす．立方体周辺の透磁率を �とし，場所

によらず一定とする．

　電流密度 � 7� �� +!は

� 7� �� +! � ��
�
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となるから，このときの点 � >� ���!におけるベクトルポテンシャル � � ���� ��� ���� および磁束密
度 � � ���� ��� ���� は，式  	���!および式  	��
!より次のように求まる．
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����� 数値計算

前節 	����の解析対象に具体的な数値を代入し，実際に計算した結果を比較することで，従来法と

本手法の計算精度と計算量の違いについて比較する．

��
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)�*� 	��+ ��� ����� 7�4�� ,�� ��7����#�� ��%;��� %�� ������%����� 7�%��4 ��4 %�� �����#�4 7�%��4

)�*� 	�	+ ��� ����� 7�4�� 4�#���%�@�4 �# ���7��%#

�
 数値計算条件

図 	�	のように立方体を一辺の分割数が & になるように立方体要素で分割し，従来法では計 &�

個の立方体要素，本手法では計 � &� 個の正方形要素について各要素ごとに数値積分を行う．立方

体の一辺の長さを 4 � � 7，立方体中心の電流密度を 6 � ��� 5	7� とし，立方体周辺の透磁率を

� � �� � ���� 2	7とする．また，要素分割する際の一辺の分割数 & は �� �� ��� ��� ��� ��� 	�� ��の �

段階とする．このときの要素分割数は従来法では ���～������，本手法では ���～�����となる．

��



　以上の条件において，点 � �� �� �!におけるベクトルポテンシャル �および磁束密度 �を従来法と

本手法を用いて計算した．なお，数値積分には "��##���*��4��の積分公式を用い，積分点は従来法

では �� 個，本手法では �� 個とした．

�
 数値計算結果

要素分割する際の一辺の分割数 & � �（要素分割数 ���）の場合において，厳密解，従来法およ

び本手法を用いて計算し，得られた点 � �� �� �!におけるベクトルポテンシャル �および磁束密度 �

を表 	��に示す．括弧内の値は厳密解からの差である．

　表 	��より，本数値計算例において最も意味のある磁束密度 �の +方向成分 ��について注目する

と，厳密解からの差は本手法の方が従来法に比べて約 �倍小さいことが分かる．一方のベクトルポ

テンシャル �の �方向成分 ��については，本手法では厳密解から大きく離れている．これは，ある

スカラーポテンシャルの勾配により生じるオフセットが含まれているためである．したがって，本

手法によって得られたベクトルポテンシャル �の回転について，ステップ幅（
7�
��
+）をすべて

��� � ���� 7として中心差分を用いて計算すると，表 	��の最下段に示すように磁束密度 �と一致

する．

　また，磁束密度 �の +方向成分 ��について，分割数を変化させたときの厳密解とそれぞれの手法

によって得られた値との差（絶対値）の推移を図 	��に示す．図 	��より分割数を大きくするにつ

れて，従来法と本手法ともに厳密解に近づく傾向が見られる．しかし，本手法の方が従来法に比べ

て，少ない要素分割数で速く厳密解に近づくことが分かる．したがって，計算精度について，本手

法の方が従来法よりも優れていることが示された．

　一方，従来法では &� 個の要素に，本手法では � &� 個の要素に分割して計算を行った．計算時間

はこれら要素の数に比例し，従来法では &�，本手法では &� のオーダーとなる．したがって，計算

量についても本手法の方が従来法よりも優れていることが分かる．

������ 	��+ ��� �������%�4 ��#��%# �% & � �

　　　　（?�7��� �, ���7��%# � ���）
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)�*� 	��+ ��� �����# �, %�� �������%��� ��#��%# ����% ��

��
 結言

本研究では工学をはじめとして非常に重要な静磁場解析を対象に，静電場が �������方程式に支

配される場合に対して，ソース電流の領域積分を必要としない高精度かつ効率的な静磁場の境界要

素解析法を開発した．本手法では電場の領域積分を境界積分に解析的に変換するため，従来よりも

高精度かつ高速に磁束密度を求められる．

　本研究で得られた結論を以下に示す．

 �! ソース電流の領域積分を評価する境界積分である式  	�	�!を導出した．これにより，静磁場に

おけるベクトルポテンシャルの積分方程式および $��%������%の法則における領域積分をそれ

ぞれ式  	�	
!および式  	�	�!のように境界積分項のみで構成することができた．これらの操

作では領域内の電流密度を電位に関する境界積分で表現できることを利用し，静磁場の積分

方程式の領域積分項を解析的に計算した．そのため，従来法におけるソース電流の領域積分に

起因する数値計算による計算精度と計算量の問題を解決することができた．

 �! 従来法と本手法の比較のため，�������方程式に支配される立方体の電場領域周辺のベクトル

ポテンシャルと磁束密度を従来法と本手法を用いて計算した．従来法による計算結果と本手法

による計算結果の比較により，計算精度と計算量の両面において，本手法が従来法よりも優れ

ていることを示した．

 	! 本研究で得られた静磁場の計算式は以下の通りである．
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ここで，それぞれの記号と物理量の対応は，�：透磁率，�：電気伝導度，��：�������方程式

の基本解，��：電場領域，��：電場境界，��：電場境界の法線ベクトル，�：電流密度，�：電

位，��：磁場境界，��：磁場境界の法線ベクトル，�：ベクトルポテンシャル，�：磁束密度

である．

��� 付録

����� 積分核 � ���� ��� ����� ��の計算

積分核
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の計算には座標変換を用いて行う．図 	��のように，ベクトル �� �の中心を原点とし，その方向を

+軸とする円筒座標系（��+座標系）に座標変換する．ただし，以降，ベクトルの各成分は直交座標

系（7�+座標系）で表す．このとき
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となる．したがって，
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以上を元の座標に戻すことによって
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が得られる．また，これらの回転はベクトル解析によって次のようにして得られる．
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で表される．ここで，� �!は領域 �内でその第一階偏微分係数と共に連続な任意のベクトル関数で

ある．ベクトル関数 � �!を別のベクトル関数 � �!と定数ベクトル �の外積（ � �! � � �!��）に
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となる．さらに，ベクトル関数 � �!を別のベクトル関数 � �!とスカラー関数 �  �!の積（ � �! �

� �! �  �!）に分解すると，式  	��	!は�
�

�� �  � �! �  �! ! 
� �! �

�
�

� �! �  � �! �  �! ! 
� �!

�
�

'
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となる 0��1．

　式  	���!において

�� �� � � � ��  	���!

� �! � �� �!  	���!

�  �! � ��� �!  	��
!

� �! � �

��

� � �

�� � � � ���  	���!

のように置き換え，�および �が領域 �� 内で一定であるとすると，

�
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�
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�� �� � �! �  � � �!

�� � � � ��� 
� �! � � ��

��

�
��

�� �! �  � � �!

�� � � � ��� � �! 
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!

となる．したがって，式  	��!より

� �! �
�

��

�
��

� �! �  � � �!

�� � � � ��� 
� �! � � ��

��

�
��

�� �! �  � � �!

�� � � � ��� � �! 
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が得られる．
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第�章 磁気センサを用いためっき電流密度
分布の無侵襲測定法

��� 緒言

「第 �章 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推定法」では ���製造

工程における電気銅めっきを対象として，測定しためっき槽内の電位を逆解析することで，めっき

表面上の電流密度を推定する手法を開発した 0�1�0�1．しかし，めっき槽内の電位測定に必要な参照

電極は電解液に直接触れるために劣化しやすく，長時間の測定には向かない 0�1�0��1．したがって，

���の生産ラインにおいてめっき表面上の電流密度を常時モニタリングするためには，長時間の測

定が可能な機器を用いた新たな手法が必要となる．

　そこで，本研究ではめっき槽内の電流によって磁場が誘起することに注目し，電磁場逆解析を用

いた種々の無侵襲測定法 0��1�0	�1を応用することで，逆解析的に磁束密度分布からめっき表面上の

電流密度分布を推定する手法を開発した 0		1�0	�1．磁束密度はめっき槽の内外を問わず，既存の磁

気センサによって測定できる．通常の電気めっきによって生じる磁場は � ��程度あるいはそれ以上

であり，図 ���に示すように種々の磁気センサを用いて測定できる範囲にある．これらの磁気セン

サは長時間の運用が可能である 0��1< 0	
1�0��1．

　また，磁束密度の測定をめっき槽外で行う場合，電位測定における細管などの測定機器を挿入す

る必要が無い．したがって，めっき槽の電場に全く影響を与えることなく，めっき槽内の電流密度

分布を無侵襲で推定できる利点がある．本手法は燃料電池などの電解槽の空間が狭い電解セルに対

しても適用でき，電位測定による電流密度推定法よりも応用範囲は広い 0	�1�0	�1．表 ���は電流密

度推定における電位測定と磁場測定の長所，短所および主な用途をまとめたものである．

　本論文ではまず，磁気センサによって得られた磁束密度分布のデータから，めっき表面上の電流

密度分布を推定する手法の詳細を述べる．逆解析に必要な数理モデルについては，本手法では任意

形状の電気銅めっき装置を対象として，電場解析に有限要素法あるいは境界要素法 0��1�0��1を，磁

場解析に「第 	章 静電場領域の領域積分を必要としない静磁場解析法」で述べた手法 0�
1< 0��1を

用いる．逆解析手法については基本的に「第 �章 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっ

き電流密度分布推定法」で述べた ��������の適切化法 0�
1�0��1と推定分極曲線を用いた再計算か

らなる �段階逆解析 0�1�0�1を用いる．しかし，磁場測定では電位測定に比べ，地磁気や磁性体，他

の電気機器などによって多くの外乱が含まれやすい．そのため，本手法では第 �章で述べた逆解析

手法に加え，観測方程式の差分を用いる方法と参照分散による ��������の適切化パラメータ �の決

定方法を導入する．

　さらに，本研究では本手法の有効性を検討するため，数値シミュレーションによる数値実験と実

際の電気銅めっき装置による検証実験を行った．めっき槽周辺の磁束密度を磁気センサを用いて実

測し，本手法によってめっき表面上の電流密度分布を推定した．これらの推定結果を従来の推定手

法である標本の分極曲線を用いた数値解析 0��1�0�	1に加え，めっき膜厚分布の実測値とも比較した

結果を示し，本手法の有効性を示す．


�



)�*� ���+ ��� 7��#���7��% ���*�# �, 7�*��%�� #��#��# 0��1< 0��1

������ ���+ ��� ����%��� ��%��%��� 7��#���7��% �#� %�� 7�*��%�� K��4 7��#���7��%

　 電位測定 磁場測定

長所
大きな外乱が発生することがほ

とんど無い．数理モデルの計算

が比較的簡単．

長時間の運用が可能．めっき槽

内に細管などを挿入する必要が

無く，無侵襲で測定できる．

短所
電位を測るための参照電極が劣

化しやすく，長時間の運用に向

かない．

地磁気や磁性体，他の電気機器

などによる大きな外乱を考慮し

なければならない．

主な用途
めっき条件の設計をはじめとし

た電流密度の推定精度が要求さ

れる場合など．

生産ラインでの常時モニタリン

グ，電解槽が狭い燃料電池など

への応用．
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��� めっき槽周辺における磁束密度の測定方法

図 ���に本手法における磁束密度の測定方法の概略図を示す．磁気センサを複数配置するか，走

査することにより，その磁気センサの位置における磁束密度を測定することができる．外乱に対す

る処置を除けば，磁束密度の測定は比較的簡便である．

　なお，外乱に対する処置として，地磁気などの定磁場に対しては，電流印加前にあらかじめオフ

セットを測定しておく方法や差分測定が挙げられる．また，高周波の磁場ノイズに対してはローパ

スフィルタを用いればよい．めっき装置の仕様などから，磁性体の挙動が明らかである場合は物理

モデルの計算においてその影響を考慮しておく．生産現場においては，他にも様々な磁気ノイズが

生じるため，磁気シールドなどの利用により予期しない外乱を極力取り除いておくことが望ましい．

)�*� ���+ ��� ��%���� �, %�� �����#�4 7�%��4

��� 解析対象

本研究において解析対象とする一般的な ���用の電気銅めっき装置のモデルを図 ��	に示す．ア

ノードは厚い銅板であり，めっき槽内はめっき電解液（主成分：硫酸銅）で満たされている．���

ウェハは，実際の工程ではシリコンウェハ表面の二酸化ケイ素絶縁膜上に薄い窒化タンタルなどの

バリア層および銅のシード層をスパッタリングなどで作成し，この上に電気めっきを施す（図 ���）．

���ウェハのシード層外周には吸電ターミナルが設置されており，シード層およびその上に施され

るめっき膜がカソードとなる．

　めっき槽内，アノード内，カソード内の電位分布をそれぞれ ��� ��� ��，銅および硫酸銅の電気伝

導度を �� および �� とする．また，銅の磁化率は ������ � ���
，硫酸銅の磁化率は ��	 � ���
 であ

ることから，めっき槽内部および外部の透磁率 �はほぼ一様として扱うことができる．







)�*� ��	+ ��� ��4����& ����%�����%��* 4����� ,�� ��� ,������%���

)�*� ���+ ��� ��4����& ����%�����%��* 4����� ,�� ��� ,������%���  ���##�#��%��� ���;!

��� 観測方程式

本節では逆解析を行うための観測方程式の導出手順について述べる．アノードからめっき槽内に

流入する電流密度 6� がアノードの減少速度を，めっき槽内からカソードへ流出する電流密度 6� が

カソードにおけるめっき膜の成膜速度を決める． 6�� 6� はめっき槽内に流れ込む電流値を正とする．

そこで，本手法ではまず，これら 6�� 6� を未知量，めっき槽外部で測定される磁束密度 �を既知量

として，これらの関係を表す観測方程式を導出する．観測方程式は次の手順によって導出する．

　まず電場解析として，6�� 6�をめっき槽全体の電位分布 ��� ��� ��の境界条件として取り扱い，��� ��� ��
と 6�� 6�の関係式を有限要素法あるいは境界要素法によって求める．次に磁場解析として，�と ��� ��� ��

の関係式を「第 	章 静電場領域の領域積分を必要としない静磁場解析法」で述べた手法 0�
1< 0��1

によって求める．これらのステップによって得られた関係式を用い，観測方程式である �と 6�� 6�の

関係式を得る．なお，これら電場解析および磁場解析はめっき槽をめっき槽内部，アノード部，カ

ソード部の 	つの領域に分割して行う．


�
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����� 電場解析

アノードおよびカソードはめっきを施すことによって厚さが変化し，その電気抵抗が変化する．し

かし， �!アノードおよびカソードの厚さの変化はめっき槽の大きさに対して極めて小さく，マクロ

的には時間に対して不変とみることができ， �!電気抵抗の変化は未知量として与える 6� および 6�

の変化で捉えることができるという �つの点から，本手法ではめっきによるアノードおよびカソー

ドの形状の変化は無いと仮定して電場解析を行う．

�
 めっき槽内部

めっき槽内の電位 ��は金属（アノードおよびカソード）表面近傍を除き，次の �������方程式を

満足する．

���� � �

�
�� �

��

�7�
�

��

���
�

��

�+�

�
�� %�� ���%��* ����  ���!

めっき膜厚の変化など金属表面のごく近傍における複雑な挙動は陽に考慮せず，アノードおよびカ

ソードに流入出する電流密度 6�� 6� を境界条件として用いる．これにより，式  ���!の境界条件は次

式で与えられる．

��
���

��
�

�����������������
�

6�

6�

�� %�� #�4� ;���

�� %�� ���4� #��,���

�� %�� ��%��4� #��,���

 ���!

ここで，����は外向き法線方向の微分である．また，電位基準点は任意に与えることができ，電位

基準点における基準電位を ��� とすると

�� � ��� �� %�� ��,������ ����%  ��	!

となる．

　任意形状のめっき槽に対して，式  ���!，式  ���!および式  ��	!は境界要素法あるいは有限要素法

を用いて解くことができ，次の未知量 6�� 6� に関する代数方程式に帰着する．

�� � 4� 	  ���!

	 � � ��
� ��

� ��  ���!

が得られる．ここで，4� はめっき槽の形状に依存する既知行列であり，��< ��< �� はそれぞれ各節点

あるいは各要素における ��< 6� および 6� の値を成分とするベクトルである．

�
 アノード部

めっき槽内部と同様に，アノード部の電位 �� は次の �������方程式を満たす．

���� � � �� %�� ���4�  ���!

式  ����!の境界条件は次式で与えられる．

��
���

��
�

���������
� 6�
�

�� %�� ����4��& �, %�� ����

�� %�� �%��� �4*�
 ��
!







また，電位基準点における基準電位を ��� とすると

�� � ��� �� %�� ����%��4�  ���!

となる．

　式  ����!，式  ��
!および式  ���!においても，境界要素法あるいは有限要素法を用いて解くこと

ができ，次の未知量 6� に関する代数方程式に帰着する．

�� � 4� ��  ��
!

ここで，4� はアノードの形状に依存する既知行列であり，�� は各節点あるいは各要素における ��

の値を成分とするベクトルである．なお，アノードがめっき槽に比べて薄い場合には，次に述べる

「�� カソード部」と同様の計算を行っても良い．この計算方法でも式  ��
!と同じ形の代数方程式

に帰着する．

�
 カソード部

カソードとなるシード層の厚さおよびその上に施されるめっき膜厚はめっき槽に比べて非常に薄

いため，その電位は厚さ方向にほぼ一様で �次元的に分布すると近似できる．カソードの厚さを ��

とすると，カソード内の電位 ��は次の �次元 >��##��方程式を満たす．

��������� � 6� � �

�
��� �

��

�7�
�

��

���

�
�� %�� ��%��4�  ����!

下添字 �は �次元の演算子であることを表す．式  ���
!の境界条件は次式で与えられる．

��
���

��
� � �� %�� �%��� �4*�  ����!

また，電位基準点における基準電位を �とすると

�� � � �� %�� ����%��4�  ����!

式  ���
!，式  ����!および式  ����!は有限要素法を用いて解くことができ，次の未知量 6� に関す

る代数方程式に帰着する．

�� � 4� ��  ���	!

ここで，4�はカソードの形状に依存する既知行列であり，��は各節点あるいは各要素における ��の

値を成分とするベクトルである．

����� 磁場解析

めっき電流は直流電流であり，めっき装置全体の電場の時間変化は小さいため，誘起される磁場

は静磁場とみなせる．さらに，各領域（めっき槽内部，アノード部，カソード部）において，電気

伝導度が一定であることから，次式を用いて，磁束密度 �を求めることができる 0�
1< 0��1．

� �! � � ��

��

�
��

�� �  � � �!

�� � � � ��� � �! 
� �!  ����!

��
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ここで，�は磁束密度の測定位置，�は計算点の位置ベクトルであり，� �!は点 �における電位であ

る．また，�は電気伝導度，�は透磁率，�� は静電場領域の境界，�� は境界 �� における外向き単

位法線ベクトルである．式  ����!の計算には「����� 電場解析」で行った有限要素法および境界要

素法による要素分割をそのまま用いることができる．カソード部などの電場解析に �次元電場モデ

ルを用いた場合は電位が厚さ方向に一様であるとして，有限要素法解析に用いた要素を厚さ方向に

引き伸ばして計算すればよい．

　各領域で求めた磁束密度をすべて足し合わせることによって，めっき槽周辺の点 �における磁束

密度 �は次式となる．

� �! � !

�����������������
��

��

��

�����������������
 ����!

ここで，!は測定位置 �およびめっき槽の形状で決まる既知行列である．式  ����!に「����� 電場

解析」で得られた式  ���!，式  ��
!および式  ���	!を代入すると，�と 	  � � ��
� ��

� �� !の関係

式である次式が得られる．

� �! � !

�															

4� 8�

4�

8� 4�

����������������

���������

��

��

��������� � �� 	  ����!

ここで，8��8� は零行列であり，�� は !� 4�� 4�� 4��8��8�をまとめた行列である．

����� 観測方程式

磁束密度の測定を複数の場所で行うと ��は測定場所に応じた様々な値を持つことになる．得られ

た磁束密度 �の測定データをベクトル �としてまとめると，観測方程式である次式が得られる．

� � � 	  ���
!

ここで，�は �の各成分に対応する各 �� によって構成される行列である．式  ���
!を 	について

解くことによって，めっき槽外で測定した磁束密度のデータ �から 	の値，すなわちアノードから

めっき槽内に流出する電流密度 6� およびめっき槽内からカソードに流入する電流密度 6� を求める

ことができる．

　式  ���
!のみでの逆解析は可能であるが，推定解の精度を上げるため，総電流量の条件を制約条

件として追加する．めっき槽に印加される総電流量を � とすると�
��

6� 
� � �  ����!

�
��

6� 
� � ��  ���
!

となる．境界要素法に用いた要素で式  ����!と式  ���
!を離散化すると次式となる．


�
� �� � �  ����!


�
� �� � ��  ����!

��



ここで，
�� 
�は境界 ��<��における要素形状に依存する既知ベクトルであり，一定要素を用いた場

合は要素面積になる．式  ���
!と同様にまとめると

� � � 	  ����!

となる．ここで

� � � � �� ��  ���	!

� �

�							
 
�
� 8�

8� 
�
�

��������
  ����!

である．

��	 逆解析手法

逆解析手法については，基本的に「第 �章 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっき電

流密度分布推定法」で述べた ��������の適切化法 0�
1�0��1と推定分極曲線を用いた再計算からな

る �段階逆解析 0�1�0�1を用いる．しかし，磁場測定では電位測定に比べ，地磁気や磁性体，他の電

気機器などによって多くの外乱が含まれやすい．そのため，本手法では第 �章で述べた逆解析手法

に加え，観測方程式の差分を用いる方法と参照分散による ��������の適切化パラメータ �の決定方

法を導入する．

����� 観測方程式の差分を用いる方法

磁気センサで測定される磁束密度には地磁気などによる定磁場成分がオフセットとして含まれる．

これらのオフセットは測定誤差と同様に逆解析において推定誤差を与える原因となる．そこで，観

測方程式（式  ���
!）の差分


� �  
�! 	  ����!

を改めて


�� �� 
�� �  ����!

のように置き換え，逆解析に用いる観測方程式とする．これにより，測定データに含まれる定磁場

成分の影響を除去した形で本逆解析手法を適用することができる．

����� 参照分散による ���	
�
�の適切化パラメータ �の決定方法

第 �章では ��������の適切化パラメータ �に測定誤差の分散 	� に対する推定誤差 N	� のずれを

表す量である ����������������の情報量を最小化する値を採用した．しかし，測定誤差の分散 	�が

十分大きくなると ��������の適切化パラメータ �も大きくなり，推定解 N	が参照解 	� とほぼ等し

くなる．そのため，この ����������������の情報量を基準とする方法には適用範囲がある��．

　そこで，本研究では ��������の適切化パラメータ �の決定方法に別の基準として，「����� 第 �

次推定：��������の適切化法による未知量の概値推定」において参照解 	�を計算する際に得られる

参照分散 ��
� を利用する方法を提案する．

��
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　まず，��������の適切化法（式  ����!）において，その適切化項（式  ����!の第 �項）を次式のよ

うにアノードの電流密度 ��に関する項とカソードの電流密度 ��に関する項に分け，適切化パラメー

タ �を �次元に拡張する．

��  	! � �� � 	 � � ��� � �� �� �� � ��� ��� � �� �� �� � ��� ���  ���
!

ここで，��� および ��� はアノードの電流密度 �� およびカソードの電流密度 �� の参照解である．式

 ���
!を用いることにより，��は ��について，��は ��についてそれぞれ準独立的に適切化すること

ができる 0��1．

　 $�&�#推定では， ��� ��!は推定解と参照解の差の分散 N��
�の逆数となる（「������ $�&�#推定と

��������の適切化法の関係」）．そこで本手法では，推定解と参照解の差の分散 N��
�が参照分散 ��

�

に等しいとする先験情報を与える．すなわち，目的関数

��  ��� ��! �

������ �� N�� ��� ��! � ��� ���
��

� 	 	�
�

������ �
������ �� N�� ��� ��! � ��� ���

��
� 	 	�

�

������  ����!

を最小にする  ��� ��!の値を選択する．ここで，N�� ��� ��!および N�� ��� ��!は式  ���
!の  ��� ��!に

関する最小解，	 	�
�および 	 	�

�はそれぞれ N�� � ���および N�� � ���の参照分散である．��および ��は

それぞれ �� および �� の次元である．式  ����!を最小にする  ��� ��!の値を求めるには，関数の微分

が不要な滑降シンプレックス法 0��1が有効である．

　実際は真の値と参照解の差の分散 O��
� は参照分散 ��

� とは異なるが，第 �次推定として未知量の

概値を推定する上では本方法は十分有効であると考えられる．真の解の分散 O��
� が既知である場合

には，それを式  ����!中の参照分散の代わりに用いることでより真の値に近い推定解が得られると

期待される．

　なお，制約条件である式  ����!を課す場合は式  ���
!の最後に，式  ����!の残差ベクトルと��*���*�

の未定乗数 �との内積  � 	 � � !��を加えればよい．

��
 本手法検証用の電気銅めっき装置

図 ���および図 ���に本手法の検証に用いる電気銅めっき装置の概略図を示す．めっき槽にはア

クリル製の矩形容器（幅 ��� 77，奥行 �� 77，高さ �	� 77）を用い，���めっきに用いる電解液

（主成分：硫酸銅，電気伝導度 �� � ���	 	�7）を高さ � � ��� 77まで満たす．アノードには銅棒

（直径 � � � 77，長さ 3 � ��� 77）を用い，これをめっき槽内で動かすことによって様々な電位分

布を形成させる（図 ���左）．カソードには薄い銅板（幅 ��� 77，長さ �	� 77，厚さ � � ��� 77）

を用い，この上にめっきを施す．なお，カソード銅板は裏側に電解液が回り込まないように，裏側

全体から表側の周り � 77にかけてビニルテープでマスキングする（図 ���右）．

　 7� �� +軸，原点 8を図 ���および図 ���のようにとる．本めっき装置は +軸方向（深さ方向）に

対して，ほぼ一様の電場分布を形成することができるため，数値シミュレーションおよび検証実験

では 7軸方向のカソード銅板上の電流密度分布を推定する．

����������の適切化パラメータの決定方法について，測定データの次元が小さい場合には ��������の適切化法（式 
	����）
の第 �項である残差二乗和が小さく，�カーブ法でも適切化に十分な �������� の適切化パラメータが得られる．しかし，本
研究では測定データの次元を増やすことで � カーブの角部が不鮮明となったため，別の基準として ������
��������� の情報
量を利用するに至った．
　さらに数値シミュレーションにより，������
���������の情報量には測定誤差と数理モデルの条件数に依存する適用範囲が
あることを確認した．測定誤差が十分に小さい場合は数理モデルの数値的な不安定性が顕著になる．一方，測定誤差が十分
に大きい場合は対応する適切化パラメータも大きくなり，推定解が参照解とほぼ等しくなる．これらのことから，測定誤差
が小さい順に有効な基準を並べると，� カーブ法 � ������
��������� の情報量 �参照分散であると考えられる．

�	
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��� 数値シミュレーションによる数値実験

本手法の有効性を検討するため，「��� 本手法検証用の電気銅めっき装置」の電気銅めっき装置を

対象とし，カソード銅板に流入する電流密度分布 6� を本手法によって推定する数値実験を行う．

����� 数値実験条件

図 ��
に逆解析に用いる本めっき装置の有限要素モデルを示す．めっき槽内の電場は +軸方向に

対してほぼ一様であると近似し，�次元有限要素法によって解析する．磁場解析では，この �次元

電場を +軸方向に引き伸ばして解析を行う．有限要素法では三角形一次要素を用い，各要素の辺上

において電流密度を一定とする．槽内アノード側を ��分割，槽内カソード側を ��分割する．

)�*� ��
+ ��� K��%� ���7��%# �, %�� ����%�����%��* 4����� ,�� %�� �����#� ����&#�#

また，アノード内はアノード断面に対して電流密度が一様であると近似し，電解液に浸っている

箇所の電流量は線形に減少するとする．すなわち，高さ +におけるアノード銅棒内の電流密度 6 +!を

6  +! �

���������������
��

���

+

�� � ��
�� 
 + 
 ��

��

���
�� � + 
 3

 ���
!

とする．ここで，�� および ��はカソード銅板におけるマスキング境界の上端および下端の高さ，3

はアノード銅棒の上端の高さ，�はアノード銅棒の直径である．式  ���
!を用い，アノード銅棒内

の電場から誘起される磁束密度は $��%������%の法則によって計算する．

　めっき電解液の電気伝導度を �� � ���	 	�7，銅の電気伝導度を �� � ���� ��� 	�7とし，解析領域

の透磁率をすべて � � ��� ���� 2	7で一様とする．アノードおよびカソードの分極曲線 �� 	!� �� 	!
には図 ���に示す銅－硫酸銅の分極曲線を正解のデータとして用いる．

逆解析に用いる磁束密度について，その測定位置はカソード銅板に流入する電流密度に対して最

も感度が良いカソード銅板の裏側 � � ��� 77，+ � 
� 77において，7軸方向に対して，7 � � 77

から 7 � ��� 77まで � 77ごとに計 ���点とする．磁束密度の方向はカソード銅板に流入する電

��



)�*� ���+ ��� ������@�%��� ����� �, .� �� .��G


流密度に対して最も感度が良い 7軸方向の磁束密度を用いる．疑似測定データには数理モデルの計

算によって得られる順解析結果に標準偏差 � ��および ��� ��の �種類の正規分布するランダムノ

イズを加えたものを用いる．与えるランダムノイズの大きさを変えることにより，����������������

の情報量を基準とする ��������の適切化パラメータ �の決定方法の適用範囲に関して考察する．

����� 数値実験結果

アノード銅棒の位置を  7� �! �  	�� ��! 77，印加電流を � � ��� 5としたときの数値実験の結果を

以下に示す．図 ��
は順解析によって得られた測定点における磁束密度の疑似測定データである．

)�*� ��
+ ��� ����%�7 4�%� �, %�� 7�*��%�� M�: 4��#�%��# ;��� %�� ���%�� �,

%�� ���4� ��4 �# ����%�4 �%  7� �! �  	�� ��! 77

��
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�
 ランダムノイズの標準偏差が � ��の場合

図 ��
中の加えたランダムノイズの標準偏差が � ��の場合の疑似測定データに対して，本逆解析

手法を適用し，得られた結果を図 ����～図 ����に示す．

　図 ����は第 �次推定における ��������の適切化パラメータを ����������������の情報量から求

めた場合に得られたカソード銅板に流入する電流密度分布の推定結果である．第 �次推定解と第 �

次推定解ともに正解の分布とよく合うことが分かる．

　第 �次推定において，��������の適切化パラメータ �を徐々に増加させていくことで得られた式

 ����!の値および �カーブを図 ����および図 ����に示す．図 ����および図 ����中の○は滑降シン

プレックス法によって得られた ����������������の情報量が最小となる点である．図 ����は両対数

グラフにするため，式  ����!の最小値が �になるようにすべての値にオフセットを加えた．

　図 ����より，��������の適切化パラメータ �の最適値が存在し，滑降シンプレックス法によっ

てその値が得られたことが分かる．また図 ����より，この数値シミュレーションの場合では �カー

ブの角部が ����������������の情報量から ��������の適切化パラメータ �を求めた場合とほぼ一致

していることが分かる．これは擬似測定データとして加えたランダムノイズの標準偏差が � ��と微

小であったためと考えられる 0��1．

　第 �次推定において，多項式回帰によって推定された分極曲線を図 ���	に示す．図 ���	を正解

の分極曲線（図 ���）と比較するとカソード側の分極曲線の傾向は第一次推定解の電流密度の範囲内

で正解の分極曲線とよく一致している．一方，アノード側の分極曲線ほぼ等電流密度の状態となっ

ている．これはアノード側の電流密度に対して，測定される磁束密度がほとんど感度を持たないた

めである．

　図 ����および図 ����は第 �次推定における ��������の適切化パラメータを参照分散から求め

た場合に得られたカソード銅板に流入する電流密度分布および分極曲線の推定結果である．ここで，

正解値の分散の平方根は O	 	� � �� 5	7�および O	 	� � 

 5	7� であり，これに対して，参照分散の平

方根は 	 	� � ��� 5	7�および 	 	� � ��� 5	7�であった．参照分散と正解値の分散に大きな差がない

ため，参照分散を利用した場合でも，第 �次推定解と正解の電流密度分布がよく合う．

�
 ランダムノイズの標準偏差が �
� ��の場合

図 ��
中の加えたランダムノイズの標準偏差が ��� ��の場合の疑似測定データに対して，本逆解

析手法を適用し，得られた結果を図 ����～図 ����に示す．

　図 ����は第 �次推定における ��������の適切化パラメータを����������������の情報量から求め

た場合に得られたカソード銅板に流入する電流密度分布の推定結果である．また，第 �次推定にお

いて，��������の適切化パラメータ �を徐々に増加させていくことで得られた式  ����!の値および

�カーブを図 ���
および図 ����に示す．図 ���
より，ランダムノイズの標準偏差が ��� ��と大き

くなると，式  ����!に極小値があらわれず，��������の適切化パラメータ �は大きな値をとること

が分かる．これは ����������������の情報量を基準とする方法の適用範囲外といえる．したがって，

図 ����のように，電流密度の推定結果は参照解とした平均電流密度とほぼ等しくなる．

　図 ����および図 ����は第 �次推定における ��������の適切化パラメータを参照分散から求めた

場合に得られたカソード銅板に流入する電流密度分布および分極曲線の推定結果である．「�� ラン

ダムノイズの標準偏差が � ��の場合」と同様に，参照分散と正解値の分散に大きな差がないため，

����������������の情報量を基準とした方法の適用範囲外のノイズに対しても，参照分散を利用する

ことによって正解に近い電流密度分布を推定することができた．

�
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��� 電気銅めっき装置による検証実験

�� �� 実験装置と実験手順

図 ����に磁気測定を行うための実験装置を示す．'��社製フラックスゲート式磁気センサ )'�

����5を用い，めっき装置外部に生じる磁束密度を測定する．磁束密度の測定では他の電気機器や

地磁気などの影響によって様々な外乱が生じる．本測定ではこれらの影響を除去するために，めっ

き装置に電流を印加していない時の磁束密度をあらかじめ測定し，これをオフセットとする．磁束

密度の測定中はこのオフセットの変動が十分小さいとし，電流を印加している時の磁束密度からこ

のオフセットを引いた値をめっき装置から生じる磁束密度として用いた．

)�*� ����+ ��� �:����7��%�� #�%��

�� �� 解析モデル

本手法を適用するにあたって必要な数理モデルは「��
 数値シミュレーションによる数値実験」

で用いた有限要素モデルを利用する（図 ��
）．逆解析に用いる磁束密度についても同様に，その

測定位置はカソード銅板に流入する電流密度に対して最も感度が良いカソード銅板の裏側 � � ���

77，+ � 
� 77において，7軸方向に対して，7 � � 77から 7 � ��� 77まで � 77ごとに計 ���

点とする．磁束密度の方向はカソード銅板に流入する電流密度に対して最も感度が良い 7軸方向の

磁束密度を用いる．

�� �� 実験結果

印加電流を � � ��� 5に固定し，アノード銅棒の位置を  7� �! �  ��� ��!�  	�� ��!�  ��� ��!�  ��� 	�!

77の �種類とした．これらの条件のときの測定点における磁束密度の 7方向成分の測定結果を図

���	に示す．ここで，図 ���	の磁束密度の測定値は測定範囲 7 � �～��� 77を ���に分割したと

きの各区間における平均値であり，その標準偏差 	は全区間の偏差二乗和から計算した標準偏差で


�
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ある．なお，本実験において，リード線内を流れる電流から生じる磁束密度はアノード側とカソー

ド側のリード線を束ねることで相殺するようにした．電源装置は外乱とはならなかった．

　これらの測定データを用い，本手法を適用することで，カソード銅板に流入する電流密度を推定

した．

)�*� ���	+ ��� 7��#���4 4�%� �, %�� 7�*��%�� M�: 4��#�%��# ;��� %�� ���%�� �,

%�� ���4� ��4 �# ����%�4 �% %�� #������ ��#�%���#

図 ����～図 ���
はアノード銅棒の位置が  7� �! �  ��� ��! 77のときの本手法による推定結果で

ある．図 ����は第 �次推定における ��������の適切化パラメータを ����������������の情報量から

求めた場合に得られたカソード銅板に流入する電流密度分布の推定結果である．図 ����中の一点鎖

線は標本の分極曲線（図 ���）を用いた従来の数値解析 0��1�0�	1による結果である．また，破線は

めっき膜厚分布の実測値から計算した電流密度分布であり，その計算式は

6� �
� ���
�

��
 ��	�!

とした．ここで，�� は �番目のめっき膜厚であり， 6� がめっき膜厚 �� に対応する電流密度である．

　図 ����より，本手法による電流密度の推定結果は，第 �次推定解と第 �次推定解ともに従来法

で得られる傾向とよく合うことが分かる．また，図 ����は第 �次推定における ��������の適切化

パラメータを参照分散から求めた場合に得られたカソード銅板に流入する電流密度分布の推定結果

である．ここで，数値解析結果の分散の平方根は O	 	� � 

 5	7� および O	 	� � �	� 5	7�，めっき膜

厚からの計算結果の分散の平方根は O	 	� � ��
 5	7� である．これに対して，参照分散の平方根は

	 	� � ��� 5	7�および 	 	� � ��� 5	7�であった．カソード側に関して，参照分散と数値解析結果お


�



よびめっき膜厚からの計算結果の分散に大きな差がないため，参照分散を利用した場合でも，第 �

次推定解と数値解析およびめっき膜厚による電流密度分布がよく合う．

　図 ��	�～図 ��	�はアノード銅棒の位置が  7� �! �  	�� ��! 77のときの本手法による推定結果であ

る．これらの結果はアノード銅棒の位置を  7� �! �  ��� ��! 77としたときと同様の結果となり，本

手法によってカソード銅板に流入する電流密度を推定することができた．

　図 ��	�～図 ����はアノード銅棒の位置が  7� �! �  ��� ��! 77のときの本手法による推定結果であ

る．図 ��	�より，この場合は ����������������の情報量から求めた ��������の適切化パラメータが

適切化に十分な値とならず，第 �次推定解が大きな推定誤差を持つことが分かる．これは磁束密度

の測定データに実際に含まれている測定誤差に比べ，測定データから計算して得られた標準偏差が

小さかったためと考えられる．この場合，測定回数を増やし，より精度の良い測定をする必要があ

る．一方，図 ����より，��������の適切化パラメータを測定データの標準偏差に依存しない参照分

散から求めた場合には数値解析結果およびめっき膜厚による計算結果とよく合う推定結果が得られ

ることが分かる．

　図 ����～図 ���
はアノード銅棒の位置が  7� �! �  ��� 	�! 77のときの本手法による推定結果で

ある．図 ���	より，この場合では極小値があらわれず，��������の適切化パラメータ �は大きな

値をとることが分かる．これは ����������������の情報量を基準とする方法の適用範囲外といえる．

したがって，前節の「��
 数値シミュレーションによる数値実験」の場合と同様に，図 ����のよう

に電流密度の推定結果は参照解とした平均電流密度とほぼ等しくなる．これに対して，��������の

適切化パラメータを参照分散から求めた場合，図 ����のように数値解析結果およびめっき膜厚によ

る計算結果とよく合う推定結果が得られる．

　以上の結果より，アノード銅棒の位置を変えた種々のめっき条件に対し，本手法によって，めっ

き槽周辺の磁束密度からカソード銅板に流入する電流密度分布を推定できることが示された．また，

以上の磁束密度の測定結果および逆解析結果より，本手法の第 �次推定における ��������の適切化

法の決定方法についてまとめたものを表 ���に示す．����������������の情報量から求めた ��������

の適切化パラメータが適切化に十分な値をとらない場合は，より精度の良い測定をするか，参照分

散を利用した適切化を行う必要がある．

������ ���+ ��� #�77��& ����% %�� 4�%��7���%��� ���%���� �, %�� ��*�����@�%��� ����7�%��#

アノード銅棒

の位置  7� �!

����������������の情報量

を基準とする方法
参照分散を利用する方法

 ��� ��! ○ 　

 	�� ��! ○ ○

 ��� ��!

× � � � 測定データの標準偏差が
小さいため，��������の適切

化パラメータも適切化に十分な

値よりも小さい．

参照分散が正解値の分散に近い

ときは正解値に近い推定解が得

られる．ただし，��������の

適切化法において設定する参照

 ��� 	�!

× � � � 測定データの標準偏差が
大きいため，����������������

の情報量の式（式  ����!）に極

小値があらわれない．

解と同様に，参照分散の値も先

験的に与える必要がある．
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��
 結言

本研究ではめっき槽内の電流によって磁場が誘起することに注目し，この磁束密度を測定するこ

とで，逆解析的に磁束密度分布からめっき表面上の電流密度分布を推定する手法を開発した．「第 �

章 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推定法」で述べた参照電極を用

いる電位測定と異なり，本手法で行う磁束密度の測定には長時間の運用が可能な磁気センサが利用

できる利点がある．

　また，磁束密度の測定をめっき槽外で行う場合，電位測定における細管などの測定機器を挿入す

る必要が無い．したがって，めっき槽の電場に全く影響を与えることなく，めっき槽内の電流密度

分布を無侵襲で推定できる利点がある．本手法は燃料電池などの電解槽の空間が狭い電解セルに対

しても適用でき，電位測定による電流密度推定法よりも応用範囲は広い．

　本研究で得られた結論を以下に示す．

 �! ���の生産ラインにおいてめっき表面上の電流密度を常時モニタリングするための手法として，

磁気センサを利用し，得られた磁束密度のデータから逆解析的にめっき表面上の電流密度分布

を推定する手法を開発した．

 �! 電場解析に有限要素法および境界要素法を用い，磁場解析に静電場領域の領域積分を必要と

しない静磁場解析法を用いることでアノードおよびカソードに流入出する電流密度と磁気セ

ンサによって測定される磁束密度の関係を直接表す観測方程式を導出した．

 	! 本逆解析手法は ��������の適切化法を用いた概値推定とそこから得られる分極曲線による推

定電流密度の修正からなる．本手法では測定データに含まれる定磁場成分の影響を除去した

形で本逆解析手法を適用するため，数理モデルの差分を改めて逆解析に用いる観測方程式と

する．

 �! 本逆解析手法の第 � 次推定において，��������の適切化パラメータには基本的に ���������

�������の情報量を最小にするものを用いるが，この方法には測定データに依存する適用範囲

が存在する．そのため，適用範囲外では参照分散を利用する方法によって ��������の適切化

パラメータを決定する．

 �! 数値シミュレーションによる数値実験と電気銅めっき装置による検証実験の両面から本手法の

有効性を検討した．

 �! 本数値実験では，数理モデルの計算によって得られる順解析結果に大きさの異なるラン

ダムノイズを加えたものを擬似測定データとした．これにより，第 � 次推定における

��������の適切化パラメータ決定方法は測定誤差の大きさに依存することを確認した．

参照分散を利用する方法では参照分散が正解値の分散に近いほど，良好な推定結果が得

られる．

 ��! 本検証実験では，アノードを銅棒，カソードを銅板とする検証用の電気銅めっき装置を

製作した．アノード銅棒の位置を変えた種々のめっき条件に対して，めっき槽周辺の磁

束密度を磁気センサを用いて測定した．測定した磁束密度のデータを用い，本手法を適

用することでカソード銅板に流入する電流密度分布を推定した．

 ���! 検証実験において，カソードに流入する電流密度分布の推定結果を従来の推定手法であ

る標本の分極曲線を用いた数値解析結果に加え，めっき膜厚分布の実測値とも比較した．

��




これにより，本手法による推定結果と従来の数値解析結果，およびめっき膜厚の測定結

果がよく合うことを確認し，本手法の有効性を示した．

　以上の結果より，「第 �章 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推

定法」と同様に，本手法も実際の ���ウェハの電気めっきに対して十分に適用できると考えら

れる．

���� 付録

���!�� ��"��推定と ���	
�
�の適切化法の関係

以下では，�を磁束密度の測定データ，	をアノードの電流密度 �� とカソードの電流密度 �� から

なる未知量ベクトル（ 	 � � ��
� ��

� �� ）とした，本手法の場合について考える．
　$�&�#推定は次の目的関数�� 	!を最小にする N	を 	の推定解として採用する手法である 0��1�0��1<

0��1．

�� 	! �  � 	 � �!�;�
�� � 	 � �! �  	 � 	�!

�;�
�� 	 � 	�!  ��	�!

ここで，;� は推定誤差の共分散行列，	� は参照解，;� は 	 � 	� の共分散行列である．

　測定量である �がすべて独立した磁束密度のデータであることから，推定誤差のベクトル � N	 � �

には互いに相関が無く，その分散もすべて等しいと考えられる．したがって，推定誤差の分散を N	�
�

とすると

;� � N	�
���  ��	�!

となる．ここで，�� は � � �の単位行列，�は �の次元である．

　また，推定解と参照解の差 N	 � 	� についても互い相関が無いとする．その分散についてはアノー

ドの電流密度の参照解を ���，カソードの電流密度の参照解を ��� とし，

;� �

�							
 N	 	�
��� 8�

8� N	 	�
���

��������
  ��		!

のように分ける．ここで， N	 	�
�はアノードの電流密度の推定解と参照解の差 N�� � ���の分散， N	 	�

�は

カソードの電流密度の推定解と参照解の差 N�� � ���の分散である．また，��および ��は ��および ��

にかかる単位行列である．

　したがって，式  ��	�!は式  ��	�!および式  ��		!を用いると

�

N	�
�
�� 	! � �� � 	 � � ��� � �� �� �� � ��� ��� � �� �� �� � ��� ���  ��	�!

�� �
N	�

�

N	 	�
�
� �� �

N	�
�

N	 	�
�

 ��	�!

となる．式  ��	�!は ��������の適切化法（式  ����!）において，適切化パラメータ �を �次元に拡

張したものとみなせる 0��1．

　式  ��	�!は未知量 	の参照分散が �変数の以外の場合にも簡単に拡張できる．この場合の��������

の適切化法は次式となる．

�

N	�
�
�� 	! � �� � 	 � � ��� �

�
�

�� �� 	� � 	�� ���  ��	�!
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第 �章　脳磁図における多段階逆解析を用いた脳内神経細胞活動の推定

第�章 脳磁図における多段階逆解析を用いた
脳内神経細胞活動の推定

	�� 緒言

近年，脳内の活動状態を調べるための新たな無侵襲診断技術として脳磁図（'�*��%����������*����&<

'("）が注目を浴びている 0�1�0��1．脳内の神経活動により生じる電流は非常に弱い磁場を誘起す

る．'("はこの磁場を脳外に設置した多数の磁気センサによって測定したものである（図 ���およ

び図 ���）．'("の医療応用では，測定した脳外磁場から脳内の活動状態を推定し，病変部位の特

定するために用いられる．例えば，てんかんの治療において異常放電が始まる脳の部位を立体的に

特定するために，'("の応用が期待されている 0��1�0��1．

　'("で得られた磁場から脳内の電流分布を推定する問題は逆問題となる．この逆問題を解くた

めに， �!脳内の電流分布と'("で得られる磁場の関係式すなわち数理モデルの導出，および  �!

その関係式を解くための数理的手法が必要であり，現在までに多くの研究がなされている 0��1�0��1．

　  �!については現在，電流双極子モデルと磁気双極子モデルの �つが提案されている．電流双極

子モデルは脳内の電流発生源を電流双極子と仮定したモデルである．電流双極子モデルを用いる逆

解析では'�:;���方程式から得られる関係式を用いる手法がよく用いられる．球対称な電気伝導度

を持つ伝導体に対しては，�����# �
�
!によって，理論式が導出されている．現在の'("の逆解析

に関する研究では，観測方程式の導出が簡単であることから，この �����#の式がよく用いられてい

る 0��1�0��1．また，磁気双極子モデルは脳内の電流分布が磁場源の最小要素である微小円環電流の

集合であるとするモデルである．磁気双極子モデルを用いる逆解析では電流双極子モデルを用いる

場合と異なり，電場の式を解く必要が無く，また'("で推定できない電流（磁場を作らない電流）

成分の基底を除外する必要も無い 0�	1< 0��1．

　一方， �!については双極子の位置とモーメントを未知として，これらの値を推定する滑降シンプ

レックス法が用いられている．滑降シンプレックス法は特に，てんかんなどの病変部位の特定に対

して良好な結果が示されている．しかし，推定される解が初期値に大きく依存するという原理的な

問題を抱えている．そのため，これらの初期値は利用者の経験によって設定されているのが現状で

ある 0�1< 0�1< 0�	1< 0��1< 0��1．

　そこで，本研究では'("による双極子の推定問題における逆解析手法に焦点を当て，打切り特異

値分解法による双極子分布の概値推定と滑降シンプレックス法による推定解の修正からなる多段階

逆解析手法を開発した 0�	1< 0��1．本手法では，まず双極子の位置候補点を作成した後，候補点にお

ける'("の測定データから打切り特異値分解法を用いて推定する．次にクラスタ分析を用い，打切

り特異値分解法によって鈍って推定される電流双極子の分布を少数の双極子で代表させる．このク

ラスタ分析によって得られた代表電流双極子を初期値として用い，滑降シンプレックス法を適用す

ることで双極子の位置とモーメントの最終的な推定解を得る．以上の行程により，滑降シンプレッ

クス法における初期値決定に関する問題を解決する．なお，本手法は逆解析に用いる数理モデルに

よらず適用できる．

��
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本論文ではまず，'("によって脳内の活動状態を調べるためによく用いられる，電流双極子モデ

ルと磁気双極子モデルについて概説する．次に，逆解析手法として，打切り特異値分解法による双

極子分布の推定方法とクラスタ分析による双極子分布を少数の双極子で代表させる方法について述

べる．その後，数値シミュレーションによる数値実験を行った結果を示し，本手法の有効性を示す．

　本研究ではさらに，本逆解析手法の有効性の検証と'("センサの校正のため，磁気双極子モデ

ルベースの'("用ファントムを開発した．本論文ではこの'("用ファントムを用いた測定実験を

行った結果を示す．さらに，測定結果に対して本逆解析手法を適用することで，その有効性を示す．

	�� ���における数理モデル

����� 電流双極子モデルと ������の式

脳内の電流分布と'("で得られる磁場の関係式の導出には，脳内の電流発生源を電流双極子と

仮定し，'�:;���方程式から得られる次式を用いる手法がよく用いられる 0��1�0��1．

� �! � �� �! �� � �! �
��
	

� 	 � 	! Æ � � � 	!  ���!

�� � � �! � � �! � �!  ���!

�� � � �! � �  ��	!

太字は 	次元ベクトル，��は �座標に関する微分であることを表す．ここで，��� 	� � 	� Æ �!� �� ���� �

はそれぞれ全電流， 6  6 � �� �� ���� �!番目の電流双極子モーメントとその位置ベクトル，F����のデル

タ関数，電気伝導度，電位，磁束密度，透磁率である．

　脳内外の透磁率 �はほぼ一様であると仮定できる．このとき，式  ���!より

� �� � � �! � �� �  �� � � �! ! � �  ���!

式  ���!に代入すると

�� �  � �! �� � �! ! � �� �
���������

��
	

� 	 � 	! Æ � � � 	!

���������  ���!

となるため，電位 �は電流双極子モーメント � 	に従属する．したがって，電流双極子モデルを用い

た場合の逆問題は体外の磁場から脳内の電流双極子の位置とモーメントを推定する問題となる．

　電場領域が球対称な電気伝導度を持つ伝導体である場合に対しては，�����#によって式  ���!で表

される理論式が導出されている 0�	1．
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ここで，位置ベクトルの原点は伝導球体の中心である．なお，�����#の式の導出過程において，磁

束密度の測定位置より外側の領域 0���1では全電流 � � �であることを前提としている．

　現在の'("の逆解析に関する研究では，観測方程式の導出が簡単であることから，この �����#

の式（式  ���!）がよく用いられている．しかし，式  ���!では電流双極子モーメント � 	の半径方向

成分はベクトルの外積計算によって，球体外部の磁束密度に影響を与えない．したがって，式  ���!

を脳の電磁場モデルとして用いる場合，電流双極子モーメントの半径方向成分を推定することは原

理的に不可能である．このため，電流双極子モーメント � 	の半径方向成分は (("によって推定す

ることが多い．一方の (("は電流双極子モーメント � 	の接線方向成分の感度が悪いとされ，'("

とは相補的な関係にあるといえる 0�1�0	1< 0�1< 0�1．

����� 磁気双極子モデル

磁気双極子モデルは脳内の電流分布が磁場源の最小要素である微小円環電流の集合であるとする

モデルである．磁気双極子モデルを用いる逆解析には電流双極子モデルを用いる場合と異なり，電

場の式を解く必要が無く，また'("で推定できない電流（磁場を作らない電流）成分の基底を除

外する必要も無いという利点がある 0�	1< 0��1．

　透磁率 �が一様のとき，�個の磁気双極子が位置 �に作る磁束密度 �は次式で表せる．
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ここで，太字は 	次元ベクトル，�� は �座標に関する微分であることを表す．また，� 	 および � 	

はそれぞれ 6  6 � �� �� ���� �!番目の磁気双極子モーメントおよびその位置ベクトルである．

	�� 逆解析手法

����� 本逆解析手法の流れ

本研究において開発した '(" による双極子の推定手法の流れを図 ��	に示す．第 � 段階では，

'("で得られる磁場データ，各'("センサ位置，双極子の位置候補点を入力として，打切り特異

値分解法��によって位置候補点における双極子モーメントを推定する．第 �段階では，第 �段階で

得られた双極子モーメントの分布とその分布を代表させる双極子の個数を入力として，クラスタ分

析により代表双極子の位置とモーメントを得る．第 	段階では，得られた代表双極子を初期値とし，

滑降シンプレックス法によって双極子の位置とモーメントを修正する．本節ではそれぞれの段階の

手法について詳述する．

��第 	 章および第 � 章で用いた �������� の適切化法でも双極子のモーメント分布を推定することは可能である．参照解
に依存するが，例えば参照解を  とした場合は打切り特異値分解法よりも全体的に鈍って推定される．そのため，特徴点と
して代表双極子を抽出することを考慮すると，打切り特異値分解法の方が効果的であるといえる．
　また，近年盛んに研究されている!"#逆解析手法としてアダプティブビームフォーミング法がある $�%& $��%& $� %& $��%�$�'%&

$��%．これは (�
��)�#�����* の方法と同種の手法であり，本研究で用いた打切り特異値分解法よりも鮮明な双極子分布が得
られることが報告されているが，計算量が比較的多い．この手法も測定誤差に起因する推定誤差の拡大を防ぐための適切化
パラメータが必要である．これらの方法の検討については，今後の課題としたい．
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)�*� ��	+ ��� M�;����% �, %�� �#%�7�%��� �����4���

����� 観測方程式

式  ���!あるいは式  ����!より，磁束密度 �と電流双極子モーメント � 	あるいは磁気双極子モー

メント� 	の関係は線形であることが分かる．したがって，各'("センサで測定される磁束密度 �

の値を並べたベクトルを �，� 	 あるいは� 	 の各成分を並べたベクトルを 	とすると，観測方程式

として

� � � �! 	  ����!

が得られる．ここで，�は � 	 の各成分を並べたベクトルである．また，係数行列 �は'("センサ

の位置 ��  � � �� �� �����Q �は磁束密度のデータ数!と双極子の位置 � 	 で決まる．

　式  ����!において，	と �が推定すべき未知量，�が測定により得られる既知量である．�は未知

量 	に対して線形であるが，未知量 �に対して非線形となっている．

����� 第 �次推定：打切り特異値分解による双極子モーメントの概値推定

本逆解析手法ではまず，図 ���に示すように双極子の位置候補点を多数作成し，双極子の位置 �

を既知量とする．その後，選択した位置候補点 � 	と'("センサの測定位置 ��を用いて，係数行列

�の各値を得る．このとき，推定する双極子数 �は候補点数に等しい．これにより，式  ����!は未

知量 	と既知量 �に関する線形方程式

� � � 	  ����!

となる．式  ����!を用い，双極子の各位置候補点における双極子モーメントの各成分の値を以下の

打切り特異値分解を適用して推定する．

���



)�*� ���+ ��� ���4�4�%� ����%# ��4 %�� ;�& �, ��%�����* %�� 7�%��: �

�
 特異値分解法による解の推定

式  ����!中の行列 �は式  ���	!のように特異値分解することができる．

� � 9  2�  ���	!

ここで，上添え字 $ は行列の転置を表し，

 �

���������������������

)
� 8�������	

*
 � � 	�!)

�
*

 � � 	�!

)
� 8��������	

*�
 � � 	�!

 ����!

� �

�													


� �

� � �

� 
�

��������������
 �

 � 7�� �� 	�!


� � 
� � � � � � 
� � �

 ����!

9�� � 9� � 2�� � 2�  ����!

であり，8�� 	 は �行 6列の零行列である．

このとき，式  ����!は

� � 9  2�	

9�� �  2�	

� �  �  ���
!

となる．ここで，� � 9��� � � 2�	とおいた．さらに，式  ���
!を成分ごとに書くと，

�� � 
� ��  � � �� �� � � � 
!  ����!

となる．したがって，

�� � ���
�  � � �� �� � � � 
!  ���
!

���
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となり，関係式 	 � 2�を用いて，	を求めることができる．

　 � � 	�のとき，��  � � 
 � �� � � �	�!は不定になる．このとき，�� � �  � � 
 � �� � � � 	�!とおくこと

によって，式  ����!の不適切性を回避する．これによって得られる 	の推定値 N	は式  ����!の最小

ノルム解と等しい．一方，� � 	�のとき，��  � � 
 � �� � � ��!は 	に反映されない．このとき得られ

る N	は式  ����!の最小二乗解と等しい 0��1< 0��1．

�
 �����による特異値の打切り

式  ����!において，特異値 
�が小さい場合，測定値 ��およびその真の値も小さくなる．一方，逆

解析に用いる数理モデルと実際の磁場との違い，位置決めにおける誤差や外乱など，測定値 ��には

様々な要因による誤差が含まれる．このとき式  ���
!より，これらの誤差は小さい特異値 
� によっ

て �� に対して大きく拡大される．そこで，��の推定において，有効な特異値をある番号 .までで打

ち切り，それ以降の ��  � � . � �� � � � � 
!を �とし，誤差の拡大を防ぐ方法がある 0��1�0��1．

　ここで，.をどのように決めるかの指標が必要となる．本研究ではその指標として，測定数 �が

推定すべき解の数 .に対して小さい場合（一般的には ��. � ��）において有効な ��5�.を適用する

0�
1�0
�1．ここで，��5�.は次式となる．

��5�. .! � � ��*

��
��
��

��
� �

� . �

� � . � �
 ����!

式  ����!の第 �項は測定値と推定値の残差二乗和，第 �項はパラメータが増えることによるペナ

ルティ項となっている．有効な特異値を式  ����!を最小にする番号 .までで打ち切り，それ以降の

��  � � . � �� � � � � 
!を �とした解を 	の推定解として採用する．この推定解は ����������������の情

報量の意味で最も良好な推定解となる．

����� 双極子の位置候補点の絞込み

次の「��	�� 第 �次推定：クラスタ分析による代表双極子の抽出」で行うクラスタ分析では双極

子の位置候補点の組み合わせの数だけ計算を行う．これに対し，本研究ではクラスタ分析における

計算量を軽減するため，モーメントが微小と推定された双極子の位置候補点を切捨てる絞り込みを

クラスタ分析を適用する前に行う．

　具体的には，まず打切り特異値分解法によって推定された双極子モーメントの分布において，微

小な双極子モーメントを有する候補点を切捨てる．その後，残った位置候補点で再度打切り特異値

分解法を適用し，双極子モーメントの分布を推定する．候補点の切捨てと打切り特異値分解法を繰

り返し行い，切捨てる候補点が無くなった時点でこの繰り返し行程を終了する．最後に残った位置

候補点と双極子モーメントの推定値に対して，次のクラスタ分析を適用する．

����� 第 �次推定：クラスタ分析による代表双極子の抽出

�
 ����法

クラスタ分析には，その手法の違いから主に階層的クラスタリングと非階層的クラスタリングの

�種類の方法がある 0
�1�0
�1．非階層的クラスタリングを行うためには初期分割を設定する必要が

あり，最終的なクラスタリングの結果は初期分割に依存する．したがって，本研究では初期分割を

��	



設定する必要が無い階層的クラスタリングを用いる．

　階層的クラスタリングとは，ある段階での �個のクラスタの組み合わせすべてに対してクラスタ

間距離と呼ばれる評価値を計算し，その段階で評価値が最も小さいクラスタの組み合わせを �個の

クラスタに統合する方法である．この �回の評価によって，クラスタが �つ減ることになる．

　クラスタ間距離には様々な評価式が提案されている．その中でも最も分割感度が高いとされてい

るのが式  ����!で定義されるA��4の式である 0
�1．クラスタ �� とクラスタ ��のクラスタ間距離

A��4 �����!は

A��4 �����! � � �� � ��! � � ��! � � ��!  ����!

ここで，� !!はクラスタ !に含まれるデータの分散とデータ数の積であり，クラスタ !内のデー

タ値が 
 	であれば，次式で定義される．

� !! �
�
	��


 	
� �
���������
	��


 	

��������
�

 ����!

式  ����!はクラスタの統合によって生じるクラスタ内のデータの分散の増加量を表している．これ

を用いた階層的クラスタリングはA��4法と呼ばれる．

　初期段階はクラスタリングを施されるデータがそれぞれが �個のクラスタをなす．すなわち，初

期クラスタ数はそのデータ数と等しい．ここから & 個のクラスタを作るためには，階層的クラスタ

リングを  データ数 �&!回行えば良い．

�
 打切り特異値分解と����法による代表双極子の抽出

ある階層で得られた推定双極子を N	 	 � � N7� 	� N7� 	� N7� 	 ��  6 � �� �� � � � � N�!，各推定双極子の位置ベク

トルを N� 	 � � N�� 	� N�� 	� N�� 	 ��  6 � �� �� � � � � N�!とする．ここで，N�は現時点の階層における双極子の個

数である．�個の推定双極子が持つデータ � 	 を

� 	 �

������� N	 	
�

N7�
�
�

N� 	
�

N��
�

�������
�

�

�
N7� 	

N7�
�
�

N7� 	

N7�
�
�

N7� 	

N7�
�
�

N�� 	

N��
�
�

N�� 	

N��
�
�

N�� 	

N��
�

��
 ���	!

とする．ここで，

N7�
� �
�

�

���
	��

N	 	
� N	 	  ����!

N��
� �
�

�

���
	��

N� 	
� N� 	  ����!

であり，� 	 は双極子モーメントおよび双極子の位置の平均でそれぞれ正規化する．

　ある推定双極子のクラスタ �� とクラスタ �� のクラスタ間距離A��4 �����!を式  ����!で定義

する．このとき，式  ����!中の � !!は式  ����!より次式となる．

� !! �
�
	��

� 	
�� 	 �

���������
	��

� 	

��������
� ���������

	��

� 	

��������  ����!

���
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式  ����!が最小となる組み合わせのクラスタ N��とクラスタ N��を統合し，新たに �個の双極子と

してまとめる．統合後のクラスタ N!による双極子モーメントの各成分 N	 �� はクラスタ !内の双極子

の総和
N	 �� �

�
	� ��

N	 	  ���
!

とし，その双極子位置 N� �� はクラスタ N!内の双極子の大きさを重みとした重心

N� �� �

�
	� ��

N� 	

+
N	 	

� N	 	

�
	� ��

+
N	 	

� N	 	

 ����!

とする．

　打切り特異値分解法によって推定された個々の双極子を初期クラスタし，階層的クラスタリング

を � � & 回行うことで，打切り特異値分解法によって推定された �個の双極子は最終的に & 個のク

ラスタに統合される．統合後，それぞれのクラスタを �個の双極子と考え，�個の双極子を & 個の

双極子で代表する．

����
 第 �次推定：滑降シンプレック法による双極子の位置とモーメントの修正

「��	�� クラスタ分析による代表双極子の抽出」によって得られた&個の代表双極子の位置 N����	  6 �

�� �� ����&!とモーメント N	���	  6 � �� �� ����&!を初期値として，式  ����!の残差二乗和

� � �� � 	 � � ���  ���
!

を最小にする双極子の位置 N�
���

	
およびモーメント N	

���

	
を滑降シンプレックス法 0��1によって求める．

こうして得られた N�
���

	
および N	

���

	
を本手法における最終推定解とする．

	�� 数値シミュレーションによる数値実験

本手法の有効性を検討するため，電流双極子モデルを用いた数値シミュレーションによる数値実

験を行った結果を示す．図 ���に本数値実験に用いる'("センサ（磁束密度測定用コイル）の配置

を示す．測定における外乱の影響を低減するため，'("センサは �対のコイルから成っており，コ

イル内を通過する磁束密度が検出される．コイル �とコイル �で測定される磁束密度の差分が測定

データとなる．本数値実験では正解の電流双極子として，以下の �通りの分布を与えた．

 �! 電流双極子 �個

�� �  ���� ����� ����! 77< �� �  ���� �	���� 	���! �57

�� �  ���� ������ ����! 77< �� �  ���� 	���� 	���! �57
 ��	�!

 �!  �!の �つの電流双極子それぞれを中心として，次式のモーメント分布をなすように電流双極

子を一辺 � � � 77の立方体領域に ���個ずつ等間隔に配置

B 7� �� +! � �
�
 7 � 7�!

� �  � � ��!
� �  + � +�!

� � 	��
�

 ��	�!

���



ここで， 7�� ��� +�!は配置した立方体領域の中心点である．比例定数 �の値は分布のモーメン

トの総和が  �!と等しくなるように設定した．

逆解析において，電流双極子の位置候補点を原点から ���
 77ごとに直径約 ��� 77の球を成す

ように等間隔に配置し，その数を ����個とした．ここで，本数値実験において電流双極子の候補点

位置に，正解の電流双極子と同じ位置になるものが無いことに注意されたい．特異値分解法の繰り

返し行程において切捨てる候補点は，その点における双極子モーメントが全候補点での双極子モー

メントにおける最大値の �� R以下となるものとした．また，クラスタ分析における代表双極子数は

 �!と  �!のどちらの場合においても �個とした．

　上記の正解の電流双極子の位置とモーメントを与え，式  ���!によって各'("センサの磁束密度

を計算する．この計算結果に平均 � ,�，分散 � ,�の "��#�分布をなす微小なランダムノイズを与え

たものを擬似測定データとし，本手法を適用して得られた結果を以下に示す．

)�*� ���+ ��� ���K*���%��� �, %�� #��#�� ����# ��4 %�� ���4�4�%� ����%# �, %�� ������% 4�����#

����� 電流双極子 �個の場合

図 ���は位置 �� �  �� ��� ��! 77，モーメント �� �  ���� �� �! �57 および位置 �� �  ������ ��!

77，モーメント �� �  ���� �� �! �57の電流双極子 �個が発生したときの磁束密度の擬似測定デー

タの分布である．

　図 ���のデータを用いて，打切り特異値分解法を �回だけ適用した結果を図 ��
に示す．このと

き，推定された電流双極子モーメントは広く分布し，正解の双極子位置近傍で大きくなる．推定さ

���
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)�*� ���+ ��� ����%�7 4�%� �, %�� 7�*��%�� M�: 4��#�%& �& � ������% 4�����#

)�*� ��
+ ��� �#%�7�%�4 4�����# ,��7 )�*��� ��� �& ����%�7� ��BF

)�*� ���+ ��� �#%�7�%�4 4�����# ,��7 )�*��� ��
 �& %�� �%���%��� ��BF

��




)�*� ��
+ ��� �#%�7�%�4 4�����# ,��7 )�*��� ��� �& %�� ���#%�� ����&#�#

��4 %�� 4�;����� #�7���: 7�%��4�������������������

�� �  ���� ����� ����! 77< �� �  ���� �	���� 	���! �57

N����� �  ���
� ����� �
��! 77< N�
���

� �  ��
� �	��	� 	���! �57

N�
���

�
�  ����� ���
� ���	! 77< N�

���

� �  ����� ��
�	� �
��! �57

�����������������
�� �  ���� ������ ����! 77< �� �  ���� 	���� 	���! �57

N����� �  ���� ������ �
��! 77< N�
���

� �  ���� 	��
� 	���! �57

N�
���

�
�  ���� ������ �
��! 77< N�

���

� �  ����� �
��� �
��! �57

れた電流双極子モーメントの最大値の �� R以下になる位置候補点を切捨てた後，再び打切り特異

値分解法を適用する繰り返し計算を行った結果を図 ���に示す．これにより，正解の双極子位置近

傍の推定点 
�個が残った．

　図 ���の双極子推定分布にクラスタ分析を適用した後，分析結果を初期値として滑降シンプレッ

クス法を適用した結果を図 ��
に示す．クラスタ分析によって 
�個の位置候補点が �個の電流双極

子で代表された．また，その代表双極子の位置およびモーメントは正解の電流双極子に近い．代表

双極子を初期値とした滑降シンプレックス法によって，正解値とほぼ一致する電流双極子を推定す

ることができた．

����� 多数の電流双極子が分布する場合

図 ����は位置 �� �  �� ��� ��! 77および �� �  ������ ��! 77を中心として，式  ��	�!のモーメ

ント分布をなす ���個の電流双極子が �つの立方体領域にそれぞれ発生したときの磁束密度の擬似

測定データの分布である．

　図 ����のデータを用いて，打切り特異値分解法を �回だけ適用した結果を図 ����に示す．また，

推定された電流双極子の最大値の �� R以下になる位置候補点を切捨てた後，再び打切り特異値分

解法を適用する繰り返し計算を行った結果を図 ����に示す．これにより，正解の双極子分布の中心

�点近傍に ��個の位置候補点が残った．

���
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図 ����の双極子推定分布にクラスタ分析を適用した後，分析結果を初期値として滑降シンプレッ

クス法を適用した結果を図 ���	に示す．滑降シンプレックス法による推定電流双極子の修正結果は

正解の双極子分布の中心とほぼ一致する値が得られた．

	�	 磁気双極子モデルベースの���用ファントムによる検証実験

����� 磁気双極子モデルベースの#$�用ファントム

本研究で開発した磁気双極子モデルベースの'("用ファントムを図 ����に示す．本'("用ファ

ントムは磁気双極子となる �つの小さなコイルとこれらコイルに様々な波形を有する電流を入力す

る電流発生装置からなる．図 ����はコイルの配置図である．これは'("用ファントムとしての基

礎的な機能を持たせた第 �世代ファントムであり，今後コイルの小型化およびその個数を増やすこ

とで，再現できる磁場の自由度を上げることを検討している．

　本ファントムは電流双極子モデルベース 0��1�0��1のファントムと異なり，電解液を用いないため，

電気化学的な反応を考慮する必要が無い．したがって，磁気双極子モデルベースのファントムはよ

り精度良く設計・製作でき，長期運用が可能である利点がある．
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����� 測定手順

測定実験では図 ����に示すように，開発したファントムを'("測定装置に設置する．ファント

ムには頭部座標系を決定するための参照コイルを前と左右の計 	つ取り付ける．

　電流発生装置から任意の波形を有する電流をそれぞれのコイルに入力し，それらによって生じる

磁束密度を'("センサで測定する．今回用いた'("測定装置が有する'("センサ数は ���個で

あり，それぞれのセンサで磁束密度の時系列データを取得する．各'("センサの配置は「��� 数

値シミュレーションによる数値実験」と同じであり，図 ���に示したとおりである．なお，測定は

外部ノイズの影響を小さくするため，磁気シールドルーム内にて行う．

����� 磁気双極子コイルの推定手順

本手法を適用するにあたって必要な磁気双極子コイルの位置候補点は「��� 数値シミュレーショ

ンによる数値実験」で用いた配置と同じとした（図 ���）．その双極子位置の候補点は原点から ���


77ごとに直径約 ��� 77の球を成すように等間隔に配置され，その数は ����個である．

����� 測定結果と本手法による推定結果

�
 左右の磁気双極子コイル ���� �! �"に電流を入力した場合

左右の磁気双極子コイル  ���� �< �!に正弦波形  周波数 ���� 2@，�� 75!の電流を入力したときに

得られた脳磁図の時系列データを図 ����に，図 ����中の ���秒のときの脳磁図（頭部表面近傍の磁

束密度分布）を図 ���
に示す．また，図 ���
のデータを用い，本手法によって推定された磁気双

極子モーメントの推移を図 ����，図 ���
および図 ����に示す．
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図 ���
より，本手法によって磁気双極子コイル  ���� �< �!がある位置を中心とした磁気双極子モー

メントの分布が得られたことが分かる．さらに図 ����より，代表双極子数を �個としてクラスタ分

析と滑降シンプレックス法を適用することで，実際の磁気双極子コイルとよく一致する推定結果が

得られた．

　比較のため，従来法として滑降シンプレックス法のみを用いて磁気双極子コイルを推定した結果

を図 ����に示す．初期点は図 ����の下に示すように N��������� � N�
�������

� � N��������� � N�
�������

� とした．本測定実

験では本手法と従来法のどちらでも同じ推定結果が得られたが，従来法では初期点を適切に設定し

なければならない問題点がある．

�
 前後左右の磁気双極子コイル ���� ��	"に電流を入力した場合

前後左右の磁気双極子コイル  ���� ���!に正弦波形  周波数 ���� 2@，�� 75!の電流を入力したとき

に得られた脳磁図の時系列データを図 ����に，図 ����中の ���秒のときの脳磁図を図 ���	に示す．

また，図 ���	のデータを用い，本手法によって推定された磁気双極子モーメントの推移を図 ����，

図 ����および図 ����に示す．

　図 ����に示すように，本手法によって磁気双極子コイル  ���� ���!がある位置を中心とした磁気

双極子モーメントの分布が得られた．さらに図 ����より，代表双極子数を �個としてクラスタ分析

と滑降シンプレックス法を適用することで，実際の磁気双極子コイルとよく一致する推定結果が得

られた．

)�*� ����+ ��� %�7������ 4�%� �, '(" ;��� %�� ����# ��� ��� ��%���%�4

�	�



)�*� ���	+ ��� #��%��� 4�#%����%��� 7�� �, '(" �% ��� # �� )�*��� ����

)�*� ����+ ��� �#%�7�%�4 4�����# ,��7 )�*��� ���	 �& ����%�7� ��BF

)�*� ����+ ��� �#%�7�%�4 4�����# ,��7 )�*��� ���� �& %�� �%���%��� ��BF

�	�



第 �章　脳磁図における多段階逆解析を用いた脳内神経細胞活動の推定

)�*� ����+ ��� �#%�7�%�4 4�����# ,��7 )�*��� ���� �& %�� ���#%�� ����&#�#

��4 %�� 4�;����� #�7���: 7�%��4�������������������

�� �  �� �� ������ ����! 77< �� �  		�
� ���� ���! �57�

N����� �  ����� ��
��� 	
��! 77< N�
���

� �  �
��� ���
� ����! �57�

N�
���

�
�  ���� ��
��� ���
! 77< N�

���

� �  ����� ��	� ���
! �57�

�������������������

�� �  �� �� ����� ����! 77< �� �  		�
� ���� ���! �57�

N����� �  ���� ����� ����! 77< N�
���

� �  �
��� ��	� ���	! �57�

N�
���

�
�  ���
� ����� �
��! 77< N�

���

� �  �
�
� ���� ���! �57�

�������������������

�� �  ���� �� ���� ����! 77< �� �  �		�
� ���� ���! �57�

N����� �  ��
��� ���� 	
��! 77< N�
���

� �  �
��� ���� ���! �57�

N�
���

�
�  ������ ��	��� ����! 77< N�

���

� �  ��	��� 
��� ����! �57�

�����������������
�
 �  ��� �� ���� ����! 77< �
 �  		�
� ���� ���! �57�

N����
 �  �	�
� ���� ����! 77< N�
���


 �  ����� ��	� ����! �57�

N�
���



�  ����� �
��� ����! 77< N�

���


 �  ����� ����� ���! �57�

�	




)�*� ���
+ ��� �#%�7�%�4 4�����# ,��7 )�*��� ���	 �& %�� ������%�����

4�;����� #�7���: 7�%��4�������������������

�� �  �� �� ������ ����! 77< �� �  		�
� ���� ���! �57�

N��������� �  �� �� ������ ����! 77< N�
�������

� �  ���� ���� ���! �57�

N�
���

�
�  ����� ������ ����! 77< N�

���

� �  	���� ����� ���! �57�

�������������������

�� �  �� �� ����� ����! 77< �� �  		�
� ���� ���! �57�

N��������� �  �� �� ����� ����! 77< N�
�������

� �  ���� ���� ���! �57�

N�
���

�
�  ���� ���
� ����! 77< N�

���

� �  	���� ���� ����! �57�

�������������������

�� �  ���� �� ���� ����! 77< �� �  �		�
� ���� ���! �57�

N��������� �  ���� �� ���� ����! 77< N�
�������

� �  ����� ���� ���! �57�

N�
���

�
�  ����� �
���� �	��! 77< N�

���

� �  ���� ����� ���	! �57�

�����������������
�
 �  ��� �� ���� ����! 77< �
 �  		�
� ���� ���! �57�

N��������
 �  ��� �� ���� ����! 77< N�
�������


 �  ���� ���� ���! �57�

N�
���



�  �

���� ��
����� �	�����! 77< N�

���


 �  		�
� ����� ����! �57�

比較のため，従来法として滑降シンプレックス法のみを用いて磁気双極子コイルを推定した結

果を図 ���
 に示す．初期点は図 ���
 の下に示すように N��������� � N�
�������

� � N��������� � N�
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 とした．このとき従来法では局所解を求めており，特に前後の磁気双極子コイル  .���

	<�!が正確に推定できていない．
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	�
 結言

本研究では，電磁場逆解析による電気めっきモニタリングに関する研究（「第 �章 ���製造にお

ける槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推定法」および「第 �章 磁気センサを用いためっ

き電流密度分布の無侵襲測定法」）から得られた知見および成果を脳磁図逆問題に応用し，従来法で

は成し得なかった経験に依存しない多段階逆解析手法を開発した．

　本研究ではさらに，本逆解析手法の有効性の検証と'("センサの校正のため，磁気双極子モデ

ルベースの'("用ファントムを開発した．これは'("用ファントムとしての基礎的な機能を持た

せた第 �世代ファントムであり，今後コイルの小型化およびその個数を増やすことで，再現できる

磁場の自由度を上げることを検討している．

　本研究で得られた結論を以下に示す．　

 �! 本研究では'("による双極子の推定問題における逆解析手法に焦点を当て，打切り特異値分

解法による双極子分布の概値推定と滑降シンプレックス法による推定解の修正からなる多段階

逆解析手法を開発した．

 �! 本手法では，まず第 �段階として双極子の位置候補点を作成した後，候補点における'("の

測定データから打切り特異値分解法を用いて推定する．次に第 �段階となるクラスタ分析を

用い，打切り特異値分解法によって鈍って推定される電流双極子の分布を少数の双極子で代表

させる．このクラスタ分析によって得られた代表電流双極子を初期値として用い，第 	段階と

して滑降シンプレックス法を適用することで双極子の位置とモーメントの最終的な推定解を得

る．以上の行程により，従来は'("の利用者の経験に依存していた滑降シンプレックス法に

おける初期値決定に関する問題を解決する．本手法は逆解析に用いる電流双極子モデルや磁

気双極子モデルといった数理モデルによらず適用できる．

 	! 数値シミュレーションによる数値実験と'("用ファントムによる検証実験の両面から本手法

の有効性を検討した．

 �! 数値シミュレーションによる数値実験では，電流双極子モデルを用いて，'("センサで

測定される磁場を計算し，ランダムノイズを加えたものを擬似測定データとした．得ら

れた擬似測定データに本手法を適用することで，磁場源となっている正解の電流双極子

を推定することができた．

 ��! 本手法の検証実験では，開発した'("用ファントムを用いて測定実験を行い，磁気双極

子コイルによる脳磁図を得た．得られた脳磁図に本手法を適用することで，第 �段階で

は正解の磁気双極子コイル位置を中心とした磁気双極子モーメントの分布が得られるこ

とを示した．さらに，クラスタ分析および滑降シンプレックス法を適用することで，特

に磁気双極子数が多い場合でも，局所解を得ることなく実際の磁気双極子コイルを推定

できることを確認した．

　以上の結果より，本手法は実際の脳内の神経活動から得られる'("データに対しても十分

に適用できると考えられる．
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第	章 結論

　本研究では，���製造工程における電気めっきを対象に，めっきの質を決定するウェハ面上の電流

密度をリアルタイムで監視するための手法の開発を目的として，���製造における槽内電位逆解析

を用いためっき電流密度分布推定法および磁気センサを用いためっき電流密度分布の無侵襲測定法

を開発した．さらに，本研究から得られた知見および成果を脳磁図による脳機能診断に応用し，従

来法では成し得なかった経験に依存しない多段階逆解析手法を開発した．

　本研究で開発した逆解析手法はいずれも第 �次推定で概算の値を推定し，以降の段階では得られ

た概算値からモニタリングに際してより有益な情報を抽出する手法となっている．その点でこれら

の手法は共通している．第 �次推定では ��������の適切化法と打切り特異値分解法のどちらを使っ

ても差し支えないと考えられる．本研究では，それぞれの問題に対して有益な推定解（第 �章およ

び第 �章ではめっき表面全体の電流密度分布，第 �章では双極子モーメント分布の特徴）を得るた

め，それぞれに対して効果的な手法を選択した．第 �次推定以降は，���めっきでは分極曲線が �

つの曲線をなすこと，'("逆解析では少数の代表双極子で表すという先験情報を使って，より有益

な情報を抽出する．

　本手法は ���製造工程における電気めっきに限らず，一般的な電気めっきをはじめとして，腐食防

食，電着塗装，燃料電池などの電気化学的物理現象，および脳磁図のように電磁場逆解析を用いた

種々の無侵襲測定法など電磁気学的物理現象を伴う工学分野に対して，広く応用できると考えられ

る．また，本研究で開発した逆解析手法は逆解析に用いる数理モデルによらず適用できるため，一

般的な逆問題に対しても有効な解析手法であると考える．

　以下に，本研究で得られた結論を総括する．

　

　第 �章では，���製造工程における電気めっきを対象に，めっきの質を決定するウェハ面上の電

流密度を監視する手法として，めっき槽内の電位を逆解析することによって，めっき表面上の電流

密度を推定する手法を開発した．本手法ではめっき槽内の電位が �������方程式を満たし，その境

界条件がめっき表面上の電流密度によって決まることに注目した．これにより，複数の測定位置で

測定した電解液の電位の情報を逆解析し，めっき表面上の電流密度を推定する．

　めっき槽内の電位は細管を挿入して測定する．細管で拾い上げた電解液を参照電極に通し，参照

電極とアノードあるいはカソードの電位差から細管先端位置の電位が得られる．さらに，電位測定

用の細管を撹拌パドルに付けることで広範囲の電位を効率良く測定できる．

　本章の結論を以下に示す．

 �! ���製造工程における電気銅めっきを対象として，測定しためっき槽内の電位を逆解析するこ

とで，めっき表面上の電流密度を推定する手法を開発した．本手法はめっきの条件に応じてリ

アルタイムで適用でき，得られた電流密度を用いて制御にフィードバックすることができる．

 �! 電場解析に有限要素法および境界要素法を用いることでアノードおよびカソードに流入出す

る電流密度とめっき槽内で測定される電位の関係を直接表す観測方程式を導出した．

��




 	! 本逆解析手法は ��������の適切化法を用いた概値推定とそこから得られる分極曲線による推

定電流密度の修正からなる．��������の適切化パラメータは ����������������の情報量を最小

にするものを用いた．また，分極曲線の推定には多項式近似による回帰分析を用いた．

 �! 数値シミュレーションによる数値実験と電気銅めっき装置による検証実験の両面から本手法の

有効性を検討した．

 �! 本手法を検証するための数値シミュレーションによる数値実験では，銅－硫酸銅の分極

曲線をアノードおよびカソードの分極曲線の正解のデータとして用いた．また，本数値

実験では数理モデルの計算によって得られる順解析結果にランダムノイズを加えたもの

を擬似測定データとした．本手法によって推定された電流密度分布を正解の電流密度分

布と比較することで本手法の有効性を示した．

 ��! 電気銅めっき装置による検証実験では，カソード側をビニルテープでマスキングし，様々

な電流密度分布を形成させた．また，撹拌パドルの撹拌速度を変え，それぞれの条件下

でめっき槽内の電位を測定した．測定した電解液の電位分布のデータを用い，本手法を

適用することでカソード表面上の電流密度分布を推定した．

 ���! 検証実験において，カソード表面上の電流密度分布の推定結果を従来の推定手法である

標本の分極曲線を用いた数値解析結果と比較した．これにより，本手法による推定結果

と従来の数値解析結果がよく合うことを確認し，本手法の有効性を示した．

　以上の結果より，本手法は実際の ���ウェハの電気めっきに対して十分に適用できると考え

られる．

　

　第 	章では，工学をはじめとして非常に重要な静磁場解析を対象に，静電場が �������方程式に

支配される場合に対して，ソース電流の領域積分を必要としない高精度かつ効率的な静磁場の境界

要素解析法を開発した．本手法では電場の領域積分を境界積分に解析的に変換するため，従来より

も高精度かつ高速に磁束密度を求められる．

　本章の得られた結論を以下に示す．

 �! ソース電流の領域積分を評価する境界積分である式  ���!を導出した．これにより，静磁場に

おけるベクトルポテンシャルの積分方程式および $��%������%の法則における領域積分をそれ

ぞれ式  ���!および式  ���!のように境界積分項のみで構成することができた．これらの操作で

は領域内の電流密度を電位に関する境界積分で表現できることを利用し，静磁場の積分方程

式の領域積分項を解析的に計算した．そのため，従来法におけるソース電流の領域積分に起因

する数値計算による計算精度と計算量の問題を解決することができた．

 �! 従来法と本手法の比較のため，�������方程式に支配される立方体の電場領域周辺のベクトル

ポテンシャルと磁束密度を従来法と本手法を用いて計算した．従来法による計算結果と本手法

による計算結果の比較により，計算精度と計算量の両面において，本手法が従来法よりも優れ

ていることを示した．

 	! 本研究で得られた静磁場の計算式は以下の通りである．
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ここで，それぞれの記号と物理量の対応は，�：透磁率，�：電気伝導度，��：�������方程式

の基本解，��：電場領域，��：電場境界，��：電場境界の法線ベクトル，�：電流密度，�：電

位，��：磁場境界，��：磁場境界の法線ベクトル，�：ベクトルポテンシャル，�：磁束密度

である．

　

　第 �章では，めっき槽内の電流によって磁場が誘起することに注目し，この磁束密度を測定する

ことで，逆解析的に磁束密度分布からめっき表面上の電流密度分布を推定する手法を開発した．「第

�章 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推定法」で述べた参照電極を用

いる電位測定と異なり，本手法で行う磁束密度の測定には長時間の運用が可能な磁気センサが利用

できる利点がある．

　また，磁束密度の測定をめっき槽外で行う場合，電位測定における細管などの測定機器を挿入す

る必要が無い．したがって，めっき槽の電場に全く影響を与えることなく，めっき槽内の電流密度

分布を無侵襲で推定できる利点がある．本手法は燃料電池などの電解槽の空間が狭い電解セルに対

しても適用でき，電位測定による電流密度推定法よりも応用範囲は広い．

　本章の得られた結論を以下に示す．

 �! ���の生産ラインにおいてめっき表面上の電流密度を常時モニタリングするための手法として，

磁気センサを利用し，得られた磁束密度のデータから逆解析的にめっき表面上の電流密度分布

を推定する手法を開発した．

 �! 電場解析に有限要素法および境界要素法を用い，磁場解析に静電場領域の領域積分を必要と

しない静磁場解析法を用いることでアノードおよびカソードに流入出する電流密度と磁気セ

ンサによって測定される磁束密度の関係を直接表す観測方程式を導出した．

 	! 本逆解析手法は ��������の適切化法を用いた概値推定とそこから得られる分極曲線による推

定電流密度の修正からなる．本手法では測定データに含まれる定磁場成分の影響を除去した

形で本逆解析手法を適用するため，数理モデルの差分を改めて逆解析に用いる観測方程式と

する．

 �! 本逆解析手法の第 � 次推定において，��������の適切化パラメータには基本的に ���������

�������の情報量を最小にするものを用いるが，この方法には測定データに依存する適用範囲

が存在する．そのため，適用範囲外では参照分散を利用する方法によって ��������の適切化

パラメータを決定する．

��




 �! 数値シミュレーションによる数値実験と電気銅めっき装置による検証実験の両面から本手法の

有効性を検討した．

 �! 本数値実験では，数理モデルの計算によって得られる順解析結果に大きさの異なるラン

ダムノイズを加えたものを擬似測定データとした．これにより，第 � 次推定における

��������の適切化パラメータ決定方法は測定誤差の大きさに依存することを確認した．

参照分散を利用する方法では参照分散が正解値の分散に近いほど，良好な推定結果が得

られる．

 ��! 本検証実験では，アノードを銅棒，カソードを銅板とする検証用の電気銅めっき装置を

製作した．アノード銅棒の位置を変えた種々のめっき条件に対して，めっき槽周辺の磁

束密度を磁気センサを用いて測定した．測定した磁束密度のデータを用い，本手法を適

用することでカソード銅板に流入する電流密度分布を推定した．

 ���! 検証実験において，カソードに流入する電流密度分布の推定結果を従来の推定手法であ

る標本の分極曲線を用いた数値解析結果に加え，めっき膜厚分布の実測値とも比較した．

これにより，本手法による推定結果と従来の数値解析結果，およびめっき膜厚の測定結

果がよく合うことを確認し，本手法の有効性を示した．

　以上の結果より，「第 �章 ���製造における槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推

定法」と同様に，本手法も実際の ���ウェハの電気めっきに対して十分に適用できると考えら

れる．

　

　第 �章では，電磁場逆解析による電気めっきモニタリングに関する研究（「第 �章 ���製造に

おける槽内電位逆解析を用いためっき電流密度分布推定法」および「第 �章 磁気センサを用いた

めっき電流密度分布の無侵襲測定法」）から得られた知見および成果を脳磁図による脳機能診断に応

用し，従来法では成し得なかった経験に依存しない多段階逆解析手法を開発した．

　本研究ではさらに，本逆解析手法の有効性の検証と'("センサの校正のため，磁気双極子モデ

ルベースの'("用ファントムを開発した．これは'("用ファントムとしての基礎的な機能を持た

せた第 �世代ファントムであり，今後コイルの小型化およびその個数を増やすことで，再現できる

磁場の自由度を上げることを検討している．

　本章の結論を以下に示す．　

 �! 本研究では'("による双極子の推定問題における逆解析手法に焦点を当て，打切り特異値分

解法による双極子分布の概値推定と滑降シンプレックス法による推定解の修正からなる多段階

逆解析手法を開発した．

 �! 本手法では，まず第 �段階として双極子の位置候補点を作成した後，候補点における'("の

測定データから打切り特異値分解法を用いて推定する．次に第 �段階となるクラスタ分析を

用い，打切り特異値分解法によって鈍って推定される電流双極子の分布を少数の双極子で代表

させる．このクラスタ分析によって得られた代表電流双極子を初期値として用い，第 	段階と

して滑降シンプレックス法を適用することで双極子の位置とモーメントの最終的な推定解を得

る．以上の行程により，従来は'("の利用者の経験に依存していた滑降シンプレックス法に

おける初期値決定に関する問題を解決する．本手法は逆解析に用いる電流双極子モデルや磁

気双極子モデルといった数理モデルによらず適用できる．
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第 �章　結論

 	! 数値シミュレーションによる数値実験と'("用ファントムによる検証実験の両面から本手法

の有効性を検討した．

 �! 数値シミュレーションによる数値実験では，電流双極子モデルを用いて，'("センサで

測定される磁場を計算し，ランダムノイズを加えたものを擬似測定データとした．得ら

れた擬似測定データに本手法を適用することで，磁場源となっている正解の電流双極子

を推定することができた．

 ��! 本手法の検証実験では，開発した'("用ファントムを用いて測定実験を行い，磁気双極

子コイルによる脳磁図を得た．得られた脳磁図に本手法を適用することで，第 �段階で

は正解の磁気双極子コイル位置を中心とした磁気双極子モーメントの分布が得られるこ

とを示した．さらに，クラスタ分析および滑降シンプレックス法を適用することで，特

に磁気双極子数が多い場合でも，局所解を得ることなく実際の磁気双極子コイルを推定

できることを確認した．

　以上の結果より，本手法は実際の脳内の神経活動から得られる'("データに対しても十分

に適用できると考えられる．

なお，今後の研究課題としては以下のことが考えられる．

 �! 第 �章および第 �章において，数値シミュレーションによる数値実験および電気銅めっき装置

による検証実験では，電場の数理モデルの計算に �次元境界要素法あるいは �次元有限要素

法を用いる簡略化を行った．この電場の数理モデルの計算を 	次元に拡張した場合の電流密度

の推定手法の取り扱いについて検討する．

 �!  �!に関して，数理モデルの計算の 	次元化により，観測量である電位および磁場の測定領域

を大幅に拡大する必要がある．測定領域を拡大することは膨大な情報量をもたらすことから，

その中で真に有益な情報を抽出するための方法について検討する．また，電位測定ならびに磁

場測定の効率化のため，ハードウェアの観点からも検討する．

 	! 本研究で開発した電気めっきのモニタリング技術を応用し，実時間のめっき状態の変化に即し

たフィードバック制御による電気めっきの最適化手法について検討する．

 �! 本研究で開発した脳磁図逆解析手法は代表双極子の個数を入力として与える必要がある．し

たがって，代表双極子の個数を第 �段階によって推定される双極子分布などから客観的な基準

に則って判定する手法について検討する．

 �! '("用ファントムの開発に関して，現在，コイルの小型化およびその個数を増やすことで，

再現できる磁場の自由度を上げることを検討している．これに加えて，本'("用ファントム

は磁気双極子モデルベースであることから，より実際の脳内の電気現象に近い数理モデルで

ある電流双極子モデルと等価となる磁気双極子コイルの配置について検討する．
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