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 (a) せん断変形角 (b) 基部回転角 (c) 接地率 
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 (d) 重心上下変位 (e)層せん断力係数 C1 (f)頂部水平加速度 

図 6 最大・最小 
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 (a) 残留基部回転角|res| (b) 残留せん断変形角|res| (c) 残留沈下（重心上下変位） 

図 7 残留変位・変形 

 
で 0.24、Rigid では 0.013、Sand で 0.0014 であり、桁

違いの差が生じた。Rigid でも残留変形を抑制する効果

があり、Sand はほぼ弾性に留まって残留変形は生じな

かった。図  7(c)は残留沈下であり、重心上下変位

（図 6(d)）の最小値にほぼ相当する。I.A.20%以上では

ほぼ直線的な関係であり、入力の大小にあまりよらず、

加振ごとに 0.1~0.2mm 程度の沈下が生じて累積した。 
４．まとめ 

本稿では、直接基礎 1 層弾塑性模型を用いた振動台実

験により、浮き上がりによる損傷抑制効果を検討した。

砂質地盤上で浮き上がりを伴うロッキング振動が生じる

と、上部構造の損傷を免れうることや、局所的な地盤変

状が発生しても剛体回転を含む残留変形は小さいこと等

を確認した。1g 場での模型実験であり本稿の結果を即座

に実物に当てはめることはできないが、定性的には同様

と思われる。既往の研究例えば 5)7)に加えて本稿の結果を、

基礎固定で解析する通常の構造設計慣行や、地盤の局所

的な破壊に対する過度の危惧に関しての再考のきっかけ

としたい。 
 

謝辞 本稿の一部は JSPS 科研費 JP16K06601 の助成による。 

注 

注 1) 簡便に変形を無視した限界モーメントを示しているが、変形

により実際には若干低下する。 
注 2) 文献 6)で「東北けい砂 6 号」と書いたが誤記であり、本稿と

同じ豊浦砂を用いた。 
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1 質点系モデルを対象としたアクティブ制御の等価モデルの構築 

（その 1：LQR 重み関数の構造特性・振動特性への影響） 

構造－振動 正会員 ○陳引力
＊１

   正会員 佐藤大樹
＊２

  

  〃   宮本皓
＊３

    〃  佘錦華
＊４

  

アクティブ制御 LQR リカッチ方程式  

1 質点系 等価モデル  

 
 
1. はじめに 

近年では，建築物へのアクティブ制御を応用するケース

が増えている 1)~3)。アクティブ制御の応用により，地震と

風の，異なる種類の外乱に対して従来のパッシブ制御より

更なる制御性能を得る研究も報告されている 4)~5)。

免震構造とアクティブ制御を併用する研究について，宮

本らはアクティブ制御の設計に Linear Quadratic Regulator
（以下，LQR）例えば 6)を用いた際の，コントローラ設計の

重み関数設定方法の検討を行い，建築物の振動制御に重要

な絶対加速度と層間変位を抑えるための重み関数の選択

方法についての考察を行った 7)~8)。さらに，筆者らにより，

アクティブ制御と免震構造を併用した際の免震構造の設

計方法に関する考察が行われ，免震周期ごとの必要最大制

御入力・エネルギーについての分析が行われた 9)。これに

より，免震周期を短くすることにより，アクティブ制御に

用いる最大制御入力を減らすことが可能になる一方で，制

御入力のエネルギーに関しては，免震周期を長くすること

で，使用するエネルギーを減少させることが可能であると

示された。しかし，これらの研究は LQR の重み関数によ

る構造特性の影響を理論的には解明しておらず，重み関数

の設定方法が不明瞭である。一方で，建築物の耐震または

耐風性能を評価する場合，一般的には等価剛性や等価減衰

係数が用いられることが多い例えば 10)。パッシブタイプに比

べて，アクティブ制御が建築物に適用されにくい原因の 1
つとして，コントローラの設計が系の剛性や減衰係数に及

ぼす影響が陽な形で表現されないためであると著者らは

考えている。藤谷らは 1 質点系のセミアクティブ制御を対

象として，コントローラ設計の際に選択する LQR の重み

関数が制御後の動特性に与える影響を理論的に解明した
11)。しかし，藤谷らが用いたモデルは減衰を考慮していな

いことから，適用範囲が非常に限定されている。

従って，本報では減衰を考慮した 1 質点系モデルを対象

にし，LQR の重み関数がモデルの構造特性に与える影響

についての考察を行い，アクティブ制御の応用による，系

の等価剛性や等価減衰係数を明らかにする（Fig. 1 参照）。

本報その 1 では，アクティブ制御を有するモデル（以下，

アクティブモデル）の等価モデルの構造要素を計算する。

2. 制御対象モデルの概要

本報では 1 質点系モデルを構築し，制御系の性能評価を

行う。本報で 1 質点系を用いる理由は多質点系アクティブ

モデルの後述のリカッチ代数方程式の理論解を求めるこ

とが難しいためである 6)。アクティブモデルの概要を Fig. 1
に示す。質量 m は式(1)によって与えられ，剛性要素 k と

減衰係数 c は線形のバネとダッシュポットによってモデ

ル化され，それぞれ式(2)と式(3)によって与えられる。上

述の 1 質点系モデルにアクティブ装置を設置する。

 HDBm ⋅⋅⋅= ρ  (1)

 
2

2π4
T

mk ⋅
=  (2) 

 kmc ⋅= ζ2  (3) 
ここに，ρ：密度，T：固有周期，ζ：減衰率，H：モデル

の高さ，B：モデルの幅，D：モデルの奥行きである。

3. 制御系の構築

アクティブモデルの運動方程式を式(4)に示す。

 )()()()()( tutdtkxtxctxm +=++   (4) 
ここに，x(t)：モデルの応答変位，d(t)：外乱入力，u(t)：
制御入力である。

アクティブ制御システムの設計は，フィードバック制御

に基づく制御系を構築するために，アクティブモデルの運

動方程式を以下の状態方程式にする。

 )()()()( tdBtuBtAztz du ++=  (5) 
ここに，Z(t)：状態ベクトル，A：システムマトリックス，

Bu：制御入力ゲイン，Bd：外乱入力ゲイン。z，A，Bu，Bd

は式(6)による。

Fig. 1 SDOF model with active control
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コントローラの設計は以下の LQR 評価関数 J を用いる。

 { }∫
∞

+=
0

TT )()()()( dttRututQztzJ  (7) 

ここで，R：u に対する重み関数で，正のスカラーである。

Q：Z に対する重み関数で，半正定マトリックスであり，

式(8)による。

 







=

2

1

0
0
q

q
Q  (8) 

評価関数 J によって，設計されたコントローラは以下の状

態フィードバック制御則を持つ (Fig.2)。
 )()( tZKtu P=  (9) 
ここに，KP はコントローラゲインであり，式(10)による。

 PBRK uP
T1−−=  (10) 

ここで，P は式(11)のリカッチ代数方程式の解であり，半

正定対称マトリックスである 12)。

 22
T1T 0 ×

− =−++ PBRPBQPAPA uu  (11) 

4. リカッチ方程式の解とコントローラゲイン

4.1 リカッチ方程式の解

リカッチ代数方程式の解 P は対称マトリックスである

ため，式(12)のように仮定する。
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2212
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P  (12) 

式(6)，式(8)，式(12)を式(11)に代入すると，式(13)になる。
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式(13)を整理すると，式(14)が得られ

 









=



















−+−−+−

−+−−+−

00
00

222

2

2

2
22

122
2212

221211

2
2212

2212112

2
12

112

Rm
pq

m
cp

Rm
ppp

m
kp

m
cp

Rm
ppp

m
kp

m
cp

Rm
pqp

m
k

 (14) 

さらに，式(14)を展開すると，式(15)となる。

 02
2

2
12

112 =−+−
Rm
pqp

m
k

 (15a) 

 0222
2

2
22

12 =−+−
Rm
pq

m
cp  (15b) 

 0
2
2212

221211 =−+−
Rm

ppp
m
kp

m
cp  (15c) 

式(15a)を p12 について解くと，式(16)になる。

 1
2222

12 RqmRkmmkRp +±−=  (16) 
式(15b)を p22について解くと，式(17)となる。

 2
2

12
2222

22 2 RqmRpmRcmmcRp ++±−=  (17) 
式(15c)を p11 について解くと，式(18)が得られる。

 
Rm
ppp

m
kp

m
cp

2
2212

221211 ++=  (18) 

なお，P は半正定マトリックスであるため，式(19)の条件

を満たす。

 011 >p , 022 >p , 2
122211 ppp >⋅  (19) 

p22 > 0 を満たすために，式(17)のルートの前の符号は+
しか取れない。さらに，ルート内が q2 = 0 の時においても

mcR より大きい必要がある。そのためには，p12 は必ず正

でなければならない。同様に，p12 > 0 を満たすために，式

(16)のルートの前の符号は+しか取れない。そのため，式

(16)と式(17)が式(20a)と式(20b)になる。以上の条件から p12

と p22は以下のようになる。

 1
2222

12 RqmRkmmkRp ++−=  (20a) 
 2

2
12

2222
22 2 RqmRpmRcmmcRp +++−=  (20b) 

4.2 コントローラゲインの導出

式(6c)と式(12)を式(10)に代入すると，式(21)になる。
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 (21) 

ここに，KP,1 と KP,2 は式(22)による。

 
R

qkkKP
1

1
2

1, +−=  (22a) 

 ( )

R
q

R
qmkmmkcc

R
q

R
RqmRkmmkRcc

R
q

R
pccKP

1122

112

112

21
2222

21
22222

212
2

2,

+++−−=

+++−+−=

++−=

 (22b) 

Bd

s-1I

A

KP

Bu

d(t)

u(t)

z(t)z(t)

Fig. 2 Block diagram of control system
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式(22a)より，KP,1 は剛性 k，重み q1, R と関係があること

がわかる。また，q1 = 0 の時は，KP,1 = 0 となり，q1 を大き

くすると KP,1 の絶対値が大きくなる。R を大きくすると

KP,1 の絶対値が小さくなる。

式(22b)より，KP,2 は減衰係数 c，剛性 k，質量 m，重み

q1, q2, R と関係があることがわかる。また，q1 = q2 = 0 の時

は，KP,2 = 0 となる。q1 もしくは q2を大きくすると KP,2 の

絶対値が大きくなる。ただし，q1は二重ルートの中にある

ため，KP,2 への影響は q2 よりも小さい。なお，R を大きく

すると KP,2 の絶対値が小さくなる。

5.  アクティブ制御の等価モデル

5.1 制御ありの運動方程式

式(21)を式(9)に代入すると，制御入力 u(t)は式(23)で表

される。
 [ ] )()()( 2,1, tzKKtzKtu PPP ==  (23) 
式(23)を式(5)に代入すると，式(24)になる。

 
[ ]

[ ]( ) )()(
)()()()(

2,1,

2,1,

tdBtzKKBA
tdBtzKKBtAztz

dPPu

dPPu

++=

++=

 (24) 

式(6)を式(24)に代入すると，式(25)が得られる。

 [ ] )(1
0

)(
)(1

010

)(
)(

2,1, td
mtx
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KK

mm
c

m
k
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PP
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 (25) 

式(25)を整理すると，式(26)になる。
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m
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 (26) 

さらに，式(26)を展開すると，式(27)となる。

 )()( txtx  =  (27a) 

 )(1)()()( 2,1, td
m

tx
m

cK
tx

m
kK

tx PP +
−

+
−

=   (27b)

なお，式(27b)は制御ありの運動方程式（式(4)）と同じで

ある。

5.2 等価モデルの構造特性

自由振動を考える時 d(t) = 0 となり，式(27b)は式(28)に
なる。

 ( ) ( ) 0)()()( 1,2, =−+−+ txKktxKctxm PP   (28a)

 0)()()( eqeq =++ txktxctxm   (28b)

ここに，ceq と keq は等価減衰係数と等価剛性係数であり，

以下の式(29)で定義される。

 1,eq PKkk −= , 2,eq PKcc −=  (29a,b)

式(22)を式(29)に代入し，式(30)を得る。

 
R

qkk 1
1

2
eq +=  (30a)

 
R

q
R

qmkmmkcc 1122 21
2222

eq +++−=  (30b)

式(30a)より，keq は剛性 k，重み q1, R と関係があること

がわかる。q1 = 0 の時は，keq = k となり，等価モデルの剛

性係数 keq は制御無しモデルの剛性係数 k と一致する。q1

を大きくすると keq の値が大きくなる。R を大きくすると

keq は k の値に近づく。

式(30b)より，ceqは減衰係数 c，剛性 k，質量 m，重み q1,
q2, R より構成されていることがわかる。q1 = q2 = 0 の時は，

ceq = c となり，等価モデルの減衰係数 ceq が制御無しモデ

ルの減衰係数 c と一致する。q1 もしくは q2を大きくすると

ceqの値が大きくなる。ただし，q1 は二重ルートの中にある

ため，ceqへの影響が q2より小さい。R を大きくすると KP,2

の絶対値が小さくなる。

5.3 等価モデルの振動特性

式(28b)を m で除すと，式(31)になる。

 0)()()( eqeq =++ tx
m

k
tx

m

c
tx   (31)

式(31)下式のように表すことができる。

 0)()(2)( 2
eqeqeq =++ txtxtx ωωζ   (32)

ここに，ωeq は等価固有角周波数であり，ζeq は等価減衰率

である。ωeq，ζeq は式(33)のように定義する。

 
m

keq
eq =ω  (33a)

 
eq

eq
eq 2 ω

ζ
m

c
=  (33b)

6. 重み関数のコントローラゲイン・構造特性・振動特性

への影響

6.1 制御対象のモデル

本報その 1 ではモデルの密度をρ = 180 kg/m3，幅を B =
40 m，奥行を D = 40 m，高さを H = 200 m，固有周期を T =
2 s とし，減衰率をζ = 0.02 とする。Table 1 に式(1) ~ (3)に
より，計算された質量 m，剛性係数 k，減衰係数 c を示す。

6.2 重み関数のコントローラゲインへの影響

Fig. 3 にコントローラゲイン KPと q1, q2, R の関係を示す。

なお，本報における制御入力 u に対する重み関数 R をそれ

ぞれ 0.1, 1, 10 とし，状態 Z に対する重み関数 Q の対角線

要素 q1, q2を変数とする。Fig. 3(a)より，q1を大きくすると

KP,1 の絶対値が大きくなり，R を大きくすると KP,1の絶対

値が小さくなることがわかる。Fig. 3(b)より，q1 もしくは

q2を大きくすると KP,2の絶対値が大きくなり，q2 の KP,2へ

の影響が q1 より大きいことがわかる。Fig. 3(b) ~ Fig. 3(d)
の比較より，R を大きくすると KP,2 の絶対値が小さくなる

ことがわかる。

Table 1 Parameters of model
Parameter Unit Value

m [kg] 5.76×107

k [N/m] 1.42×108

c [Ns/m] 3.62×106
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6.3 重み関数の構造特性・振動特性への影響

Fig. 4 に等価剛性 keq 等価減衰係数 ceq と q1, q2, R の関係

を示す。Fig. 5 に等価固有角周波数ωeq 等価減衰ξeq と q1, q2

の関係を示す。Fig. 4(a)と Fig. 5(a)より，q1 を大きくすると

keq, ⋅ ωeq の値が大きくなり，R を大きくすると keq, ⋅ ωeq の値

が小さくなることがわかる。Fig. 4(b)と Fig. 5(b)より，q1

もしくは q2 を大きくすると ceq, ξeq の値が大きくなり，q2

の ceq, ξeq への影響が q1 より大きいことがわかる。Fig. 4(b) 
~ Fig. 4(d)の比較と Fig. 5(b) ~ Fig. 5(d)の比較より，R を大

きくすると ceq, ξeq の値が小さくなることがわかる。

7. まとめ

本報その 1 では，減衰を考慮した 1 質点系の制御系を構

築し，リカッチ代数方程式の解 P を求め，コントローラゲ

イン KP を算出した。また，算出されたコントローラゲイ

ンを用い，LQR 重み関数のコントローラゲイン・構造特

性・振動特性への影響を評価した。以下に得られた知見を

示す。

(1) 減衰を有する 1 質点系の制御系に対し，リカッチ方程

式の解を求めることが可能である。さらに，その解に

より，アクティブモデルの等価モデルの等価剛性係数

と等価減衰係数を計算することができ，数値解析せず

にアクティブモデルの構造特性と振動特性を把握す

ることができる。

(2) R を大きくすると，等価剛性係数 keq，等価固有角周

波数ωeq，等価減衰係数 ceq と等価減衰率ζeq の値は小さ

くなる。

(3) KP,1，keq，ωeq の値は q1を大きくすると大きくなるが，

q2を変化させても変わらない。

(4) KP,2，ceq，ζeq の値は q1 もしくは q2 を大きくすると大

きくなる。ただし，q2 から KP,2，ceq，ζeq に与える影響

は q1 より大きい。
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(c) KP,2 (R = 0.5) (d) KP,2 (R = 1.0)

(a) KP,1

Fig. 3 Dependency of KP to q1 and q2

(b) KP,2 (R = 0.1)

(c) ceq (R = 0.5) (d) ceq (R = 1.0)

(b) ceq (R = 0.1)

Fig. 4 Dependency of keq and ceq to q1 and q2

(a) keq

(c)  ζeq (R = 0.5) (d)  ζeq (R = 1.0)

(b)  ζeq (R = 0.1)

Fig. 5 Dependency of ωeq and ζeq to q1 and q2

(a) ωeq
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