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多次元項目反応理論モデルにおける

共通受検者を利用した等化法の提案

沖 嘉訓
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第1章 研究の背景と目的
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テストは私達の生活に浸透している. 学校では日常的にクラス単位でテス

トが実施されている. また, 学校をまたいだ統一的な学力テストが行われるこ

ともある. あるいは, OECD学習到達度調査 (PISA)や国際数学・理科教育動

向調査 (TIMSS)のように国をまたいで実施される国際的なテストも存在す

る. 学校の外でも, TOEICや TOEFL, 各種の資格試験のように幅広い受検

者を対象として能力を診断するテストが広く普及している.

日本テスト学会は, テストの作成、実施、採点、結果の利用、管理など一

連のテストの開発，実施過程でのあるべき姿と規準を「テスト・スタンダー

ド」としてまとめている (日本テスト学会 (編), 2007) . そこでは対象となる

テストを「ある目的を遂行するために, 原則としてある程度の期間安定して

持続する人間の特性を測定するための用具」と定義している. 2015年から一

定規模以上の企業についてストレス診断の実施が義務化されたが, 上記の定

義にはこのような学力以外の特性を診断するシステムもテストの一種として

含まれる.

さて, 学校で実施されるクラス単位のテストの場合, 1つのテストの受検者

は数十人から数百人程度であることが多いと思われるが, テストの中には年間

の受検者数が数万人から数百万人に及ぶような大規模なものが存在する．ま

た, たとえば TOEIC のように毎年数回実施されるテストもある. これらのテ

ストでは, 同一の内容を測定する問題項目の異なる複数のバリエーション (以

下テストフォームと呼ぶ)が用意されることがある. たとえば毎年複数回実施

される英語のテストについて, 同じ受検者が繰り返しテストを受検すること

を許容する場合, テストフォームが 1種類のみでは, 以前受検した問題が次回

も出題されることになり, ただしく個人の能力を診断することができない. 大

規模なテストの場合にも, なんらかの都合で受検者間で受検時期にずれが生

じた場合, 問題内容の漏洩が心配される. 複数のテストフォームを用意するこ

とで, これらの影響を一定程度抑制することが可能となる.

一方で, 複数のテストフォームを準備した場合には, フォーム間でのスコア

の比較可能性という課題が生じる. テストのスコアリングでは, 正解率を 100

点満点換算した値を個人のスコアとして利用するような方法がよく利用され

るが, この方法ではテストフォーム毎の問題項目の難易度の差がスコアに影

響を及ぼすため, 公平性やスコアの解釈という意味で問題がある. これを解

決する技術として, 等化と呼ばれる手続きが存在する. 等化は,複数のテスト

フォームのスコアを, 同一の尺度上で比較可能な形に変換する操作である. 図

(1.1)は,大規模テストの開発の流れの例を示したものである. 等化が必要と

なる大規模テストでは, 本格的なテストの実施に先立って, 問題項目を仮のテ

ストフォームに編集し, プリテストと呼ばれる項目の選別と等化を目的とした

データ収集のための予備的なテストが実施されることが多い. テストを測定

の用具として考えることは, テスト自体の性質を評価するという視点につな

がるが, 上記のような開発プロセスは, テストスコアの比較可能性や広い意味
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図 1.1: 大規模テストの開発フローの例

での妥当性 (e.g.村山, 2012)を確保するための工夫として有効なものである.

さて, 学力検査やパーソナリティ検査などのテストの分析および採点に利用

される統計モデルとして項目反応理論 (項目応答理論, ItemResponseTheory;

Lord,1980;芝,1991;池田,2001;村木,2011;加藤・山田・川端,2014 :以下 IRT)

がある. IRTの特徴は,問題項目に対する回答を受検者の潜在的な特性と問題

項目の特性による確率的な関数として表現し,これらの特性を分離して評価す

る点にある.テストの分析に IRTを利用することの大きな利点として,等化に

対する自由度が高いことが挙げられる.本邦では近年,大学入試改革に関する

議論が進められているが,この流れの中でも特に高等学校基礎学力テスト（仮

称）において IRTの活用が検討されている.この背景にも,複数のテストの結

果の比較可能性を確保することに対する要請がある (高大接続システム改革

プロジェクトチーム, 2016).

さて,分析対象とする問題項目の形式や,受検者の特性を表す潜在変数と回

答データとの関連性をどのように捉えるかということに対応して, IRTには複

数の下位モデルが開発されている.このうち,多次元項目反応モデル (Multidi-
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mensional Item Response Theory Model; Reckase,1985, Reckase & McKin-

ley,1991, Reckase,2009 :以下多次元 IRT)は項目に対する回答の背後に複数の

能力が同時に関与することを想定し,受検者を多次元の潜在空間における特性

値ベクトルとして位置づけるモデルである.

多次元 IRTにおいても等化はやはり重要な課題であり,各種の等化法に関

する研究が進められている (e.g. Simon,2008; Jonathan,2014 )1. 多次元 IRT

の主な等化法には, 1次元の IRTと同様に,テストフォーム間で共通する問

題項目を利用する共通項目による方法と,共通する受検者を利用する共通受

検者による方法がある.このうち,共通項目による等化法としては, 1次元の

IRTの場合の等化法を多次元に拡張した複数の方法 (Oshima, Davey & Lee,

2000)が提案されているほか,多次元 IRTに固有の方法として Li & Lissitzの

方法 (Li & Lissitz,2000), Minの方法 (Min,2003)などが開発されている.も

う一方の共通受検者による等化法に関する研究としては Hirschによるもの

(Hirsch,1989)を挙げることができる.しかし,共通受検者による多次元 IRT

の等化法の研究は,その他にほとんど見あたらず,共通項目に関する研究と比

較して非常に数が少ないのが現状である. また, Hirschの方法は 2つのテス

トフォームの共通受検者について,基底を揃える変換を行った後に直交プロク

ラステス回転を行うことで等化を実現するものだが, 後で詳しく見るように,

この方法では等化後の受検者特性値について次元間の相関構造が等化先と一

致しないなどいくつかの課題を指摘することができる.

一方で, テストの実務において共通受検者による等化が求められる場面は

少なからず存在するため,多次元 IRTの活用場面の拡大のためには,特に共通

受検者による等化法の充実が求められるものといえる.本研究は多次元 IRT

における共通受検者による等化の問題にフォーカスし,先行研究の課題を克服

したいくつかの等化法を新たに提案することを目的とする.

本研究の構成は,以下の通りである.まず,本章につづく第 2章において, 1

次元の IRTのモデルと多次元 IRTのモデルを確認する.つぎに,第 3章にお

いて多次元 IRTの等化を定式化し,先行研究で示された等化法について概要

を確認する.この際,受検者特性値による等化法であるHirschの方法について

は,特に詳しくその特徴を調べる.第 4章では,受検者特性値による新たな等

化法として,受検者特性値に注目した斜交プロクラステス回転法と,同じく受

検者特性値に注目した重み付きプロクラステス回転法の 2つの等化法を提案

し,計算機実験によってその特性を既存の等化法と比較する.第 5章では, 第

4章の実験結果を考慮した上で,共通受検者による情報に共通項目の情報も併

せて利用したハイブリッドな等化法を提案し,計算機実験によって特性を確認

する. 第６章ではOECD学習到達度調査 PISAの実際の回答データに対して

受検者特性値に注目した重み付きプロクラステス回転法を適用し, 等化の結

果について確認する. 第 7章で,全体の内容についてまとめ,今後の研究の展

1ただし, Simon(2008) は多次元 IRT の等化法の研究が十分ではないことを指摘している.
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開可能性について述べる.なお,各章の関係性は次の図 (1.2)の通りである.

図 1.2: 各章の関係
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第2章 IRTのモデル

8



2.1 1次元の IRTモデル

IRTには, 受検者特性と項目反応に想定される関係性に対応した多数の下

位モデルが提案されている. (e.g. van der Linden & Hambleton, 1997; Reise

& Revicki, 2014 ). それらのモデルのほとんどは, 項目に対する回答に単一次

元の受検者特性が関係することを仮定する 1次元モデルである. ここではま

ず, 1次元の IRTの基本的なモデルについて概観し, その後に本研究の対象で

ある多次元のモデルについて確認する.

以降で登場する数式の表記の規則はつぎの通りである. まず, a, θ のよう

な, ボールド体小文字のアルファベットおよびギリシャ文字はベクトルを表

す. ベクトルは縦ベクトルとする. ボールド体でない通常の小文字はスカラー

である. また, A, Θのような大文字は行列を表す. 添え字については, 各数式

が初出の場合に, その意味を明記するようにした. 1

2.1.1 1パラメータ・ロジスティックモデル

1パラメータ・ロジスティックモデルは IRTの最も基本的なモデルであり,

受検者の特性と問題項目に対する正誤に以下の確率的な関係を想定する.

P (xj = 1|θ, bj) =
exp(θ − bj)

1 + exp(θ − bj)
(2.1)

上式の xj は項目 j に対する 2値の回答で, xj = 1は正答を, xj = 0は誤

答を表す. また, θ は受検者の能力特性値を表す潜在変数である. 図 2.1は,

bj の値の異なる 2つの項目について, 1パラメータ・ロジスティックモデルに

おける θ と P (xj |θ, bj)の関係性を, 横軸を受検者特性値 θ, 縦軸を正答確率

P (xj |θ, bj)として グラフに表したものである. この図のように, 能力特性値

と正答確率の関係を表した曲線は, 項目特性曲線 (Item Characteristic Curve)

と呼ばれる.

なお, 正答と誤答が背反であることから,

P (xj = 0|θ, ξj) = 1− P (xj = 1|θ, ξj) (2.2)

である. ただし, ξは項目に関するパラメータをまとめて表現した変数であり,

この関係は以下で確認する正誤 2値に対応した IRTの諸モデルに共通である.

ところで IRTは, テストのデータを分析するために広く用いられる確率的

なモデルであるが, 分析の対象として取り上げられるテストはいわゆる学力

検査に限られるものではなく, パーソナリティーに関連する心理尺度の分析

に IRTが利用されることも多い. また組織の特性に対する調査を IRTの枠

組みで分析した事例も存在する (渡辺・野口, 1999) . データが学力テスト以

1ベクトル，スカラーの両方の可能性がある変数についてはベクトルとして, 同じく行列, ベ
クトルの両方の可能性がある変数については行列として表記する.
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図 2.1: 1パラメータ・ロジスティックモデルの項目特性曲線 (item1:b = 0;

item2:b = 1の場合)

外の場合には, 正答や誤答, あるいは受検者などの表現がそぐわない面もある

が, 本研究では便宜的に学力検査を想定した用語を用いることとする.

表 2.1: 1パラメータ・ロジスティックモデルの項目パラメータ
b

item1 0.0

item2 1.0

さて, 図 2.1をみると, 受検者特性値 θがどの位置であっても, 項目パラメー

タ bの値が b = 0の場合のほうが, b = 1の場合よりも常に縦軸の正答確率が

高くなっていることがわかる. このことは, どの受検者にとっても b = 0の問

題のほうが b = 1の問題よりも, 正答するのが容易な問題項目であることを

表すものと解釈できる.

1パラメータ・ロジスティックモデルの特徴は, 項目パラメータ bj によって

個々の問題項目の難易度の違いを表現することで, 受検者の特性とは分離す

る形で問題項目の特性を取り扱う点にある. このように問題項目と受検者の

特性の関係を確率的なモデルとして表現することで, 問題項目の特性を受検

者の特性から切り離して検討可能とする点は, 項目反応理論のモデルに共通

したコンセプトである2.

21 パラメータ・ロジスティックモデルは, ラッシュ・モデルと呼ばれるモデルと数学的には
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図 2.2: 2パラメータ・ロジスティックモデルの項目特性曲線 (item1:a = 1, b = 0;

item2:a = 2, b = 0の場合)

2.1.2 2パラメータ・ロジスティックモデル

1パラメータ・ロジスティックモデルでは, 項目の特徴を表すパラメータが

難易度に関連する bj の 1種類であった. 2パラメータ・ロジスティックモデ

ルは, 困難度 bj に加えて識別力 aj を用いて項目の特徴を表現するモデルで

ある. 2パラメータ・ロジスティックモデルは, 以下の式で表現される.

P (xj = 1|θ, aj , bj) =
exp(aj(θ − bj))

1 + exp(aj(θ − bj))
　 . (2.3)

1パラメータ・ロジスティックモデルと同様, 上式の xj は項目 jに対する 2値

の回答データを表す. また, θは受検者の能力特性を表す潜在変数である.

表 2.2: 2パラメータ・ロジスティックモデルの項目パラメータ
a b

item1 1.0 0.0

item2 2.0 0.0

同一のモデルである. ただし, 両モデルは歴史的には別々に開発されたものであり, 背景とする
考え方には違いがある. 具体的にはラッシュ・モデルでは, 測定の不変性すなわち問題項目に依
存しない受検者特性値の測定, あるいは受検者群に依存しない項目特性の把握という点により力
点が置かれる. 詳細は, 靜 (2007), 村木 (2011), 加藤他 (2014) 等を参照.
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図 (2.2)は, bパラメータを 0に固定し, aパラメータを 1.0と 2.0とした 2

項目について, 項目特性曲線を比較したものである. 図から a = 2.0の項目

(item2)のほうが, a = 1.0の項目 (item1)よりも θ = 0付近での傾きが急峻

になっていることがわかる.

2パラメータ・ロジスティックモデルにおける aパラメータは θ = bj にお

ける項目特性曲線の傾きに対応した変数であり項目識別力パラメータと呼ば

れる. 通常 a > 0である. aパラメータの値が大きく項目特性曲線の傾きが

急である場合, aの値が小さい場合に比較して, θ < bj の領域での正答確率が

小さくなり, θ > bj の領域での正答確率がより大きくなる. テストの問題項

目について, 能力が一定以上のレベルであれば正答確率が高くなり, 一定レベ

ルを下回れば正答確率が低くなるとするのは自然な想定であると思われるが,

その程度については問題項目の特性によって異なる可能性がある. 2パラメー

タ・ロジスティックモデルは受検者特性値と正答確率のこのような関係性の

程度を aパラメータを導入することで表現したものと解釈できる.

表 2.3: 2パラメータ・ロジスティックモデルの項目パラメータ
a b

item1 2.0 0.0

item2 2.0 1.0

図 (2.3)は, aパラメータを 2.0に固定して, bの値を 0.0と 1.0とした 2項

目の項目特性曲線を示したものである. aパラメータの値が同じ場合には 2つ

の項目特性曲線の関係は 1パラメータ・ロジスティックモデルと類似してお

り, 2パラメータ・ロジスティックモデルにおいても bパラメータは項目の困

難度を表現していることが理解できる.

2.1.3 3パラメータ・ロジスティックモデル

3パラメータ・ロジスティックモデルは, 2パラメータ・ロジスティックモデ

ルにさらに項目パラメータ cj を加えたモデルで, 次式で表される.

P (xj = 1|θ, aj , bj , cj) = cj + (1− cj)
exp(aj(θ − bj))

1 + exp(aj(θ − bj))
(2.4)

図 (2.4)は, 各項目パラメータを表 (2.4)の値とし, cパラメータの値の異なる

２つの項目について, 項目特性曲線を描画したものである.

グラフから, cパラメータの値が大きい場合には, θが非常に低い値の場合

の正答確率が高くなっており, cパラメータの大きさが能力レベルが非常に低

い受検者の当該項目に正答する確率に対応していることがわかる. 3パラメー

タ・ロジスティックモデルは, 能力の面では本来正答が難しい受検者が, 当該

12
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図 2.3: 2パラメータ・ロジスティックモデルの項目特性曲線 (item1:a = 2, b = 0;

item2:a = 2, b = 1の場合の例)

項目に偶然正答する現象を考慮したモデルとして理解できる3.

表 2.4: 3パラメータ・ロジスティック単次元モデルの項目パラメータ
a b c

item1 2.0 0.0 0.1

item2 2.0 0.0 0.2

2.1.4 段階反応モデル

これまで, 正誤 2値データに対応する 1次元の IRTのモデルを見てきたが,

たとえば性格検査では, 選択肢が「あてはまる」, 「ややあてはまる」, 「あ

まりあてはまらならない」のような順序をもった段階から成るケースがよく

見られる. 学力テストにおいても, 各問題項目に対する判定が, 正答, 誤答の

2値ではなく,「完全に正答」,「ほぼ正答」 ,「一部正答」,「完全に誤答」の

ように中間的な判定を許容するケースが存在する.

このように, 回答データが多値の場合に対応した IRTのモデルもいくつか

開発されている. ここでは多値型の 1次元の IRTのモデルのうち, 段階反応

3ただし, cパラメータの解釈や取り扱いについては, 様々な意見が存在する. 詳細は例えば村
木 (2009) を確認のこと.
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図 2.4: 3パラメータ・ロジスティック単次元モデルの項目特性曲線 (a = 2, b =

0, c = 0.1と a = 2, b = 0, c = 0.2の場合の例)

モデル (Graded Response Model; Samejima,1969)について確認する.

いま, 項目 jに対する反応が, Kj +1個のカテゴリから成るものとする. 上

記の学力テストの例で, 判定レベルが「3:完全に正答」,「2:ほぼ正答」 ,「1:

一部正答」,「0:完全に誤答」のように 4つの場合には Kj = 3である. 段階

反応モデルでは, 受検者特性値を θとして, 項目 j において, 受検者の回答が

カテゴリ k (k = 0, ...,Kj)と判定される確率を,

Pjk(θ) = P+
jk(θ)− P+

j,k+1(θ) (2.5)

であると想定する. 上式の P+
jk(θ)は, 項目 j において k以上の段階が選ばれ

る確率を表す. なお,

P+
j0(θ) = 1, P+

j,Kj+1(θ) = 0 (2.6)

とする.

各 k(k = 1, ...,Kj)について P+
j,k(θ)に前述したものと同様の 2パラメータ・

ロジスティックモデル

P+
j,k =

exp(aj(θ − bjk))

1 + exp(aj(θ − bjk))
(2.7)
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図 2.5: 段階反応モデルの項目特性曲線の例

を想定して, 段階反応モデルの項目特性曲線4を描いたのが図 2.5である. 図

に対応する各パラメータの値については, 表 (2.5)にまとめる.

表 2.5: 段階反応モデルの項目パラメータ
a b1 b2 b3

2.0 -1.5 0.0 1.5

ところで, たとえば 2パラメータ・ロジスティックモデルでは, 正答確率が

0.5 となる能力特性値の位置については, 当該項目の困難度パラメータ b の

値に対応して決まる性質がある. 一方, 段階反応モデルでは段階 k が 1から

K − 1の場合には, 各段階の特性曲線の位置には 2つの bパラメータが関係

する. 解釈の便利のために, 段階反応モデルの場合の各段階の位置母数 b∗jk を

つぎのように定める.

b∗j0 = bj1 , (2.8)

b∗jk =
bjk−1 + bjk

2
, 1 ≤ k ≤ K − 1 (2.9)

b∗jK = bjK . (2.10)

4段階反応モデルの場合の能力特性値と各段階の確率の対応を表した曲線は, カテゴリ確率曲
線と呼ばれる (加藤 他, 2014).

15



段階反応モデルは, 識別力パラメータ aを項目内で共通した値とし, 困難

度パラメータ bはカテゴリ毎に異なる値を取ることを許容するモデルである.

その他の多値型の IRT のモデルには, 名義反応モデル (Nominal Response

Model; Bock, 1972), 部分採点モデル (Partial Credit Model; Masters, 1982),

一般化部分採点モデル (Generalized Partial Credit Model; Muraki, 1992)な

どが存在する.

2.2 多次元 IRTモデル

これまでテストに対応する受検者の能力が 1次元の場合を想定した IRTのモ

デルを確認してきたが, Ackerman, Gierl & Walker (2005)やYao & Boughton

(2009)は, 多くのテストの回答の背後に多次元性が内在していることを指摘

している. たとえば学力テストにおいて, 数学の問題の一部に文章題が含まれ

ており, 正答のために計算能力に加えて文章理解能力も必要とされるような場

合には, 多次元の能力特性を想定するのが自然である (孫,1997). また, 性格検

査において, 測定対象の 2つの性格特性に対応した短文を対にしてどちらがあ

てはまるかを問う形式や, 複数の性格特性について自分にあてはまる順序を

問う形式が利用されることがあるが, この場合は明らかに回答に複数の特性

が同時に関与しており, 多次元 IRTを利用することが妥当であると考えられ

る (e.g. Brown & Maydeu-Olivares,2010; Brown & Maydeu-Olivares,2012).

多次元項目反応モデル (Multidimensional Item Response Theory Model;

Reckase,1985; Reckase & McKinley,1991; Reckase,2009 :以下, 多次元 IRT)

は項目に対する回答の背後に複数の能力が同時に関与することを想定し, 受

検者を多次元の潜在空間における特性値ベクトルとして位置づけるモデルで

ある. 回答データの形式や能力特性の各次元と項目への反応の関係をどのよ

うに捉えるかということに対応して, 多次元 IRTにもいくつかの下位モデル

が開発されている.

ここでは代表的なモデルとして, 2 パラメータ・ロジスティック補償型モ

デル (Two-Parameter Logistic Compensatory Model, Reckase,2009), 2パラ

メータ・ロジスティック部分補償型モデル (Two-Parameter Logistic Partial-

compensatory Model, Reckase,2009), 多次元段階反応モデル (Multidimen-

sional Graded Response Model, Muraki & Carlson,1995)の 3つについて確

認する.

2.2.1 2パラメータ・ロジスティック補償型モデル

2パラメータ・ロジスティック補償型モデルは, 次の式で表される.

P (xj = 1|θ,aj , dj) =
exp(aT

j θ + dj)

1 + exp(aT
j θ + dj)

. (2.11)
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図 2.6: 2パラメータ・ロジスティック補償型モデルの項目特性曲面の例

上式で xj は項目 j について受検者が正答した場合に 1, 誤答の場合に 0をと

る 2値の回答データである. また aj は項目 jの各次元の識別力を縦に並べた

ベクトル, dj は項目 jの困難度に関連するパラメータ, θは受検者の各次元の

能力特性値を縦に並べた能力特性値を表すベクトルである. 能力特性値が多

次元の場合を考慮するため, 受検者特性値 θはベクトルとなっている. これに

対応して aj もベクトルの形で取り扱う. 一方, 困難度に対応する dj は当該

項目の全般的な特徴としてスカラーで表現される. 図 (2.6)および図 (2.7)は,

受検者特性の各次元と正答確率の関係を図示したものである. 1次元の場合の

項目特性曲線に対して, このような曲面は項目特性曲面 (Item Characteristic

Surface; ICS)と呼ばれる. 補償型のモデルでは, 受検者特性の各次元の値と

正答確率が加法的な関係となっており, ある次元において受検者特性値が低

い場合であっても, 別の次元の能力特性値が高ければ, 正答確率はそれほど低

くならない. 項目特性曲面からも, この特徴が確認できる.

ここで, 1次元の 2パラメータ・ロジスティックモデルと多次元 IRTの 2

パラメータ・ロジスティック補償型モデルの関係について調べておく. 前に
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図 2.7: 2パラメータ・ロジスティック補償型モデルの項目特性曲面の等高線

プロットの例
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確認した (2.3)式の 1次元の IRTの 2パラメータ・ロジスティックモデルは,

dj = −ajbj とすれば,

p(xj = 1|θ, aj , bj) =
exp(aj(θ − bj))

1 + exp(aj(θ − bj))
(2.12)

=
exp(ajθ − ajbj)

1 + exp(ajθ − ajbj)
=

exp(ajθ + dj)

1 + exp(ajθ + dj)
(2.13)

と表現できる. これは, 1次元の 2パラメータ・ロジスティックモデルが多次

元 IRTの補償型モデルにおいて次元の数が 1である場合に相当することを示

すものであり, 補償型の多次元 IRTのモデルは一次元のロジスティックモデ

ルの自然な拡張となっていることが理解できる.

また, 上の関係から, 多次元 IRTの困難度に関するパラメータ dj は, 符号

やスケールが 1次元の場合とは異なっていることがわかる. これを調整した

多次元項目困難度MDIFF が補償型の多次元 IRTの場合の項目困難度の指

標として提案されている (Reckase, 2009).

MDIFFj =
−dj√
aT
j aj

. (2.14)

2.2.2 2パラメータ・ロジスティック部分補償型モデル

部分補償型の 2パラメータ・ロジスティックモデル (Two-Parameter Logistic

Partial-compensatory Mode, Reckase,2009 )は, 次式で表される.

P (xj = 1|θ,aj ,dj) =
m∏
l=1

exp(ajlθl + djl)

1 + exp(ajlθl + djl)
. (2.15)

ただし, 上式のmは次元数を表す. 補償型のモデルでは, 受検者特性値の各次

元が和の形で正答確率に影響することを想定していたが, 部分補償型モデル

では次元毎に 1次元のロジスティックモデルと同じ形を想定し, その積の形で

正答確率をモデル化する. したがって, 項目に関連するパラメータ aと dは次

元毎にそれぞれ異なった値を取ることが想定される.

部分補償型モデルは, 項目への正答のためにすべての次元の能力特性が高

いことを要求するようなテスト, 逆にいえば 1つでも水準が低い能力特性が

ある場合には正答確率が大きく低下するようなテストの分析を想定したモデ

ルであると捉えることができる.

2.2.3 多次元段階反応モデル

1次元の場合の段階反応モデルの潜在特性を多次元に拡張したモデルとし

て多次元段階反応モデル (Muraki & Carlson, 1995)が提案されている. この
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図 2.8: 2パラメータ・ロジスティック部分補償型モデルの項目特性曲面の例
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図 2.9: 2パラメータ・ロジスティック部分補償型モデルの項目特性曲面の等

高線プロットの例
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図 2.10: 多次元段階反応モデルの項目特性曲面の例

モデルでは, 1次元の段階反応モデルと同様に, 項目 j においてカテゴリが k

となる確率を次式のようにモデル化する.

Pjk(θ) = P+
jk(θ)− P+

j,k+1(θ) . (2.16)

多次元段階反応モデルの項目特性曲面を例として描画したものが次の図 (2.10)

である.

上式の P+
jk(θ)は項目 j において k以上の段階が選ばれる確率を表し, 1次

元の段階反応モデルの場合と同様 k = 0の場合と k = Kj +1の場合について

P+
j0(θ) = 1, P+

j,Kj+1(θ) = 0 (2.17)

とする.

他の P+
jk(θ)には, つぎの正規累積モデルを仮定する.
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P+
jk = Φ(aT

j θ + djk) . (2.18)

ただし, 上式の Φ(z)は標準正規分布の累積密度関数で, 標準正規分布の密度

関数を ϕとした場合,

Φ(z) =

∫ z

−∞
ϕ(t)dt (2.19)

である. aパラメータは, 段階 kに依らず各項目 jについては共通した値のベ

クトルとなっていることに注意する.

以上, 多次元 IRTの 3つのモデルについて確認したが, これ以外の多次元

IRTのモデルとしては, 1つでも基準を超える特性次元があれば正答確率が

高くなる状況を表現した ORモデル (藤森, 1985; 藤森, 1988), 補償型モデル

と部分補償型モデルを統合したモデル (岡田・前川, 2014) などが提案されて

いる.

これらのモデルのうち最もよく取り上げられ研究されているのは正誤 2値

データに対応した 2パラメータ・ロジスティック補償型モデルであり, 単に

多次元 IRTという場合は, 通常補償型のロジスティックモデルのことを指す

(室橋,2013). 本研究でも, 以降はロジスティック補償型のモデルについて検討

する.

2.2.4 多次元 IRTと因子分析モデルの関係

多次元 IRTは, 観測変数である項目に対する反応データを, 潜在変数であ

る受検者特性値と項目特性値によって表現する統計モデルである. ところで,

複数の観測変数と多次元の潜在特性の関連性を捉える代表的な統計モデルと

して因子分析モデルがある. Takane & Leeuw(1987)は, 補償型の多次元 IRT

のモデルが観測変数が離散的な値を取る場合の因子分析モデルであると見な

せることを明らかにしている5. ここでは, この関係をパス図を利用して簡単

に確認する.

因子分析のモデルは, 次式で表される.

xj = aT
j θ + dj + ej . (2.20)

上式で, xj は変数 jに対応する実数値である. θは潜在変数ベクトルを表すも

ので, 因子スコアと呼ばれ, 平均 0の多変量正規分布に従うことが仮定される

ことが多い. また, aj は上式を θを独立変数とした回帰モデルとみなした場

合の回帰係数に相当するベクトルで, 因子負荷量と呼ばれる. dj は切片項で

ある. また, ej は誤差項であり, 通常 平均 0の独立な正規分布に従うことが

5他に, Reise et al., 2011 なども参照.
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仮定される. 因子分析の特徴は, 複数の観測変数の特徴を, 比較的少数の潜在

変数 θを用いて表すことにある. 上式は, 誤差項の存在を除けば, 多次元 IRT

の補償型ロジスティックモデルの指数関数の中の部分とほとんど同じ形をし

ていることがわかる.

図 (2.11)は, 因子分析のパス図の例である. また, 図 (2.12)は補償型の 2パ

ラメータ・ロジスティックモデルのパス図の例である6. 因子分析の場合には

因子スコアが, 多次元 IRTの場合には受検者特性値が潜在変数であるが, そ

れぞれの図中の楕円はこれを表現している. 楕円間の双方向の矢印は, 潜在

変数間の相関を表したものである. また, 四角形は観測変数を表しており, 因

子分析の場合には実数値, 多次元 IRTの場合には項目への離散的な反応がこ

れにあたる. 多次元 IRTの図 (2.12)において観測変数を表す四角形に横線が

入っているのは, 補償型の多次元 IRTモデルにおける観測変数が, ある種の

閾値を伴う変数の離散化の結果として解釈できることを表現したものである.

観測変数から潜在変数への片方向の矢印は, 因子分析の場合は因子負荷量, 多

次元 IRTの場合には識別力に相当する aが 0以外の値であることを表してい

る. 矢印が存在しない場合には当該の因子負荷量あるいは識別力が 0である

ことを意味する.

2つの図を見比べると, 因子分析では明示的な誤差項が存在するが, 多次元

IRTではこれが存在しない点が大きな違いであることがわかる. また, 多次元

IRTでは観測変数を潜在変数が離散的に変換されたものとして捉えるが, 因

子分析では観測変数は潜在変数と直接に線形の関係をもつものとして理解さ

れる.

これらの点を除けば, 補償型の多次元 IRTは因子分析モデルと類似する部

分が大きい. 前に多次元 IRTモデルが 1次元の IRTモデルの自然な拡張と

なっていることを確認したが, 別の視点として多次元 IRTモデルをデータが

離散値の場合の因子分析モデルとして捉えることが可能である. ただし, 因子

分析では主に観測変数群を少数の潜在変数で説明することが分析の目的であ

り, 因子負荷量の解釈が中心的な興味となる. したがって因子スコアへの注目

の度合いは通常それほど高くはない. 一方, 多次元 IRTでは推定された受検

者特性値がテストのスコアとしての意味をもつため, 分析結果において受検

者特性値すなわち因子スコアが重視される点が, 両モデルの応用上の大きな

差異となっている点に注意する必要がある.

6Rupp et al. (2010) を参考にした.
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図 2.11: 因子分析モデルのパス図の例

図 2.12: 多次元 IRT補償型 2パラメータ・ロジスティックモデルのパス図の例
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第3章 多次元IRTの等化の先行
研究
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IRTの重要な研究領域の一つに複数のテストのスコアを同一の基準の上で

比較可能とする等化法に関する研究がある. IRTは, 問題項目の特性と受検

者の特性を分離して把握することで, 問題項目に依存しない形で受検者の特

徴を把握することを目指すものであるが, 等化の手続きはこの趣旨において,

IRTの研究および実用場面での活用にとっての重要な位置づけを占める.

各種の等化法については, たとえば本邦においても積極的な研究が進められ

ている (e.g. Arai & Mayekawa,2011, 荒井・菊池・前川,2013, 泉・山野井・山

田・金森・対馬,2012, 光永・前川,2013, 光永・御園・水町,2013). 一方で, 国内，

国外を含めて等化法に関する既存の研究のほとんどは 1次元の IRTに関する

ものである. 多次元 IRTの等化法は, 比較的新しい研究分野であり (Simon,

2008), まだ十分な研究が行われていないとの指摘がある (Min, 2007).

さて, 多次元 IRTにおいても, 1次元の IRTの場合と同様に, 等化が可能

な条件として複数のテストフォームに共通して含まれる項目群である共通項

目が存在する場合と, 複数のテストフォームに共通した受検者である共通受

検者が存在する場合が考えられる (Angoff,1982)1. これらの場合には, テスト

フォームに共通する項目や受検者をアンカー (錨)として利用することで, 各

テストフォームの受検者が同じスケール上に布置するように変換を行う. こ

の操作が等化と呼ばれる.

ところで等化は通常, 項目パラメータや受検者特性値が, テストフォーム毎

にあらかじめ計算されている状況 (separate caribration)において, 共通項目

や共通受検者を利用して, テストフォーム毎に推定されたパラメータを同じ

スケールで表現することを目指す手続きを指す. これとは別に, テストフォー

ム毎に項目パラメータや受検者特性値を計算するのではなく, 構造的にデー

タが存在しない部分を欠測値として, 最初から全てのテストフォームの項目

パラメータや受検者特性値を一度に推定することを目指す方法 (concurrent

caribration)が存在するが, 本研究では, 専ら前者の場合を想定する. また, 多

次元 IRTの等化法は, 補償型のロジスティックモデルを中心に研究されてい

るため, 本研究でも, このモデルに関する等化法について検討する.

以降では, まず多次元 IRTの等化の前提となるパラメータの不定性につい

て確認し, その後, 先行研究で示された主な等化法について確認する.

3.1 多次元 IRTのパラメータの不定性

いま, (2.11)式の指数関数の中の部分を取り出して zj = aT
j θ+ dj とし, こ

れをテストを構成する項目および受検者についてまとめた次の行列について

考える.

Z = ΘAT + 1nd
T . (3.1)

1これ以外に Reckase(2009) では問題項目の異なる 2 つのテストの受検者群が同じ母集団か
らランダムにサンプリングされた場合が紹介されているが, 多次元 IRT ではこの設定での等化
は不安定になるため避けるべきであるとの指摘がある (Davey et al.,1996).
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上式右辺の Θは θT を受検者数分縦に並べた n×mの行列, Aは aT
j を項目

数分縦に並べた p×mの行列, 1nは 1を n個並べたベクトル, dは dj を項目

数分縦に並べた要素数が pのベクトルである. なお, mは次元の数, pは項目

数, nは受検者数をそれぞれ表す. さて, (3.1)式の Θ, A, dについて, 任意の

正則なm×mの行列W と要素数がmのベクトル uを利用して,それぞれ次

のように変換することを考える.

Θ̃ = ΘW + 1nu
T , (3.2)

ÃT = W−1AT , (3.3)

d̃ = d−A(W−1)Tu . (3.4)

このとき, (3.1)式の Θ, A, dをそれぞれ Θ̃, Ã, d̃と入れ替えても

Z̃ = Θ̃ÃT + 1nd̃
T

= (ΘW + 1nu
T )W−1AT + 1n[d−A(W−1)Tu]T

= ΘAT + 1nd
T

となって (3.1)式に一致する. すなわち, 2パラメータ・ロジスティック補償型

モデルの多次元 IRTでは, 受検者特性値 Θと項目パラメータ A, dの間に一

種の不定性が存在し, 双方に上記のような変換を行なっても正答確率には影

響を与えないことがわかる.

3.2 多次元 IRTの等化

上記の不定性を利用することで, 多次元 IRTの等化を実現することができ

る. まず, 共通受検者による等化についてみると, 同じ特性次元を測定する 2

つのテストフォームについて, 両方に共通する受検者が存在し, それらの特性

値がテストフォームを通じて変わらないことを仮定できる場合に, 前述の不

定性を利用してテストフォームを等化することができる. 等化先のテストに

おける受検者特性値 θT を n人分縦に並べた行列をΘ, 等化対象となるテスト

における受検者の特性値 θg を同様にまとめた行列を Θg と記すことにする.

なお Θg の各行はそれぞれ Θと対応しているものとし, Θと Θg の関係に次

式を仮定する.

Θ = ΘgWg + 1nu
T
g　 . (3.5)

上式の ug はΘg の位置の変換に対応するベクトル, Wg は回転 (rotation), 伸

縮 (dilation), 次元の入れ替え (reflection)の変換を表す等化係数行列である.

(3.5)式の関係は通常厳密には満たされないが, Θ̂ = ΘgWg +1nu
T
g として, Θ

と Θ̂ができるだけ一致するようにWg などのパラメータを調整することで等

化を実現する.
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共通項目を利用した等化の場合には, 等化先のテストにおける共通項目の

aパラメータを転置したベクトルを縦にならべた行列をA, dパラメータを縦

にならべたベクトルを dとし, 等化対象となるテストフォームにおける同じ

項目群の行列を Ag, dg とする. Ag の各行は Aと, dg の各要素は dとそれぞ

れ対応しているものとし, 次式の関係を仮定する.

AT = W−1
g AT

g , (3.6)

d = dg −Ag(W
−1
g )Tug . (3.7)

上式の関係はやはり通常厳密には満たされないが, ÂT = W−1
g AT

g , d̂ = dg −
Ag(W

−1
g )Tug として, Aと Â, dと d̂をできるだけ近づけるようにWg など

のパラメータを調整することで等化を実現する.

3.3 多次元 IRTの等化法 (先行研究)

ここで, 多次元 IRTについて先行研究で示された主な等化法について確認

する. なお, 各等化法の特徴について表 (3.1)にまとめる.

3.3.1 TCF法

TCF法 (Oshima et al., 2000)は, 1次元の IRTの Stocking & Lordの方法

(1983)を多次元 IRTに拡張した等化法である. TCF法では, 次式で表される

基準 QSL を最小化する等化係数を求める (本橋, 2013).

QSL =

∫
. . .

∫ ∞

−∞

 p∑
j=1

Pj(θ)
(1) −

p∑
j=1

Pj(θ)
(2∗)

2

ϕ(θ(1))dθ(1) (3.8)

+

∫
. . .

∫ ∞

−∞

 p∑
j=1

Pj(θ)
(1∗) −

p∑
j=1

Pj(θ)
(2)

2

ϕ(θ(2))dθ(2) (3.9)

上式の p は共通項目の数, ϕ(θ) は受検者特性値の密度分布を表す. また,

上付きの数値 (1), (2)は, それぞれ等化対象の 2つのテストを表し, 記号 ∗は
等化係数による変換を行った後の状態で値を計算することを示すものである.

TCF法は, 共通項目の項目特性曲面をテストフォーム全体として, できるだ

け一致させることを目指すものであり, 共通項目による等化法に分類される.

3.3.2 ICF法

ICF法 (Oshima et al., 2000)は, 1次元の IRTの Haebara法 (1980)を多

次元 IRTに拡張した等化法であり, 次の基準 QH を最小化する等化係数行列
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を求める.

QH =

p∑
j=1

[∫
. . .

∫ ∞

−∞

(
Pj(θ)

(1) − Pj(θ)
(2∗)

)2

ϕ(θ(1))dθ(1)

]
(3.10)

+

p∑
j=1

[∫
. . .

∫ ∞

−∞

(
Pj(θ)

(1∗) − Pj(θ)
(2)

)2

ϕ(θ(2))dθ(2)

]
(3.11)

p, ϕ(θ)および, 上付きの数値 (1), (2)等の意味するところは, TCF法と同

様である. ICF法は, 2つのテストフォームに含まれる個々の共通項目の項目

特性曲面を, 全体としてできるだけ一致させることを目指すものであり, やは

り共通項目による等化法に分類される.

3.3.3 Li & Lissitzの方法

Li & Lissitzの方法 (Li & Lissitz, 2000)は, 因子分析におけるプロクラス

テス回転を応用した方法である. 2つのテストフォームに含まれる共通項目

について, 一方のテストフォームを基準とし, もう一方のテストフォームの共

通項目の項目パラメータをこれに近づけることを考える. 基準となる等化先

のテストフォームの共通項目の aパラメータ行列を A, dパラメータ・ベク

トル を d, 等化対象となるテストフォームの共通項目の aパラメータ行列を

Ag, dパラメータ・ベクトル を dg とする. また, Aと Ag をそれぞれ中心化

した行列を Ac, Agc とする.

Li & Lissitzの方法では, 回転行列Wg について

W−1
g = kTT (3.12)

なる構造を考える. kは aパラメータのスケールを調整するスカラー値, T は

TTT = TTT = I なる直交回転行列である.

また,

AT
c = (W−1

g )TAT
gc (3.13)

d = dg −Agc(W
−1
g )Tug (3.14)

であると考え, この関係をできるだけ満たすような等化係数行列Wg, ug を求

める.

なお, これらの等化係数について, TCF法や ICF法のように項目特性曲面

を利用して一度に求めることも可能ではあるが, 精度の面からそれぞれを順

に計算する方法が推奨されている (Li & Lissitz, 2000; 本橋, 2013).

手順として, まず

tr[(Ac −AgcT )
T (Ac −AgcT )] (3.15)
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を最小化する T を直交プロクラステス回転 (Shönemann,1966)によって求め

る. つぎに, kを

k = tr[(AgcT )
TAc]/tr[A

T
gcAc] (3.16)

によって求め, さらに

||d− (dg −Agc(W
−1
g )Tug)||2 (3.17)

を最小化する ug を求める. 等化のための回転操作については直交性を仮定

し, 次元に共通したスカラー k でスケールを調整する点が Li & Lissitzの方

法の特徴である.

3.3.4 Minの方法

Min(2003, 2007) は, つぎの方法で共通項目を利用して等化を行うことを提

案している. まず, T を直交回転行列, K をm×mの対角行列とし, 回転行列

Wg について

W−1
g = (TK)T (3.18)

とする2. Li & Lissitzの方法では, aパラメータのスケールを調整する kはス

カラーであったが, Minの方法は, これを対角行列とするものである.

等化のためには,

tr[(A−AgT )
T (A−AgT )]

を最小化する直交回転行列 T を求め, 次にK を

K = diag(ATAgT )[diag(T
TAT

g AgT )]
−1

として, (3.18)式のWg を求める (Simon, 2008).

多次元 IRT における a パラメータの等化は, 軸の回転 (rotation), 伸縮

(dilation), 次元の入れ替え (reflection)が複合したものとして捕らえられる

が, 上の T は回転と次元の入れ替えに, K は次元毎の伸縮に対応したもので

ある. Minの方法は, 軸の回転については直交回転とし, 軸の伸縮を各次元毎

に取り扱う点に特徴がある.

3.3.5 NOP法

Yon(2006)による NOP法 (Non-Orthogonal Procrustes Method)は, Min

の方法と類似した方法であるが, 回転行列に直交性を仮定しない点，伸縮に

対応したK 行列を利用しない点が異なる.

2各等化法におけるWg , T は異なった値を取る行列であるが, 比較のために同じ表記とした.
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NOP法の回転行列Wg は,

W−1
g = (AT

g Ag)
−1ATAg (3.19)

で与えられる (Simon,2008). NOP法は, Aを従属変数群, Ag を独立変数群と

した, 制約のない多変量回帰であると解釈できる.

Minの方法などの直交回転に基づく方法では, 等化後のパラメータ行列 A

の値が, 等化先のそれに十分に近接できない場合がある. これは, 直交性が一

種の制約として働くためであるが, 斜交回転に基づく方法の場合, この制約が

緩和されるため, 等化による追従性が高くなることが期待できる. NOP法は,

このような効果を狙った方法であり, 特に次元数が高い場合に有効であると

されている (Yon, 2006).

3.3.6 Hirschの方法

Hirsch(1989)は, 次の方法で共通受検者を利用してWg を求めることを提

案している. まず Θと Θg の基底を揃えるために Θg を

Θ∗
g = ΘgPΛ−1/2∆1/2QT

と変換する. ただし, Λ, P はそれぞれ θg の分散共分散行列 Sg をスペクトル

分解した場合の固有値を対角に並べた行列と, 対応する固有ベクトルを順に

並べた行列, ∆, Qは θの分散共分散行列 Sをスペクトル分解した場合の固有

値を対角に並べた行列と固有ベクトルを順に並べた行列であり, Sg = PΛPT ,

S = Q∆QT , PPT = PTP = QTQ = QQT = I である. つぎに, 変換後の

Θ∗
g に Θをターゲットとした直交プロクラステス回転を適用することによっ

て回転行列 T を求める. T は軸の回転と次元の入れ替えを担う直交行列であ

る. T が得られればWg は,

Wg = PΛ−1/2∆1/2QTT

によって求めることができる.

ここで, θg の等化後の分散共分散行列について調べておく. 等化後の θg の

分散共分散行列は

WTSgW

=(PΛ−1/2∆1/2QTT )TSg(PΛ−1/2∆1/2QTT )

=TTST

となる. もし S = I であれば上式は TTST = I となるが, θ の次元間には

特別な場合を除いて相関があるため, 一般には S = I ではない. したがって

Hirschの方法によって等化を行った場合の変換後の能力特性値の分散共分散

32



行列は, 通常等化先の能力特性値のものとは一般には一致しない.

上記以外の多次元 IRTの等化法としては, たとえば 1次元の IRTの場合の

mean/mean法やmean/sigma法を拡張した方法 (Davey et al.,1996; Oshima

et al.,2000), 2つのテストフォームの aパラメータと dパラメータについて

それぞれの差の二乗和を加えた値を最小化する直接法 (Divgi,1985; Oshima

et al., 2000), 直交プロクラステス回転による方法 (Tompson et al., 1997)な

どの方法が提案されているが, いずれも共通項目による等化法である.

以上のように, 多次元 IRTの等化に関して, 共通項目を利用した場合につ

いては, いくつかの方法が提案されている. 一方, 共通受検者による等化法に

関する研究はHirsch(1989)によるものの他にはほとんど見当たらないのが現

状である. この要因として, 共通受検者による等化では, 受検者の能力特性値

が, 2つのテストの受検時点で変化しないことを仮定する必要があり, 共通項

目による等化に比較して利用上の制約が大きいため, どちらかといえば共通

項目による等化のほうが設計が容易である点が考えられる. しかしながら実

務上, 共通受検者デザインによる等化のほうが適切な場面が少ないわけでは

ない. また, 後にみるように, 多次元 IRTにおいては特に, それまで 1次元の

IRTを利用して運用してきた複数のテストを多次元 IRTの枠組みで統合する

ような利用法が考えられるが, この場合には, 共通受検者による等化が有効な

可能性が高い.

ところで, Hirschの方法は共通受検者による等化法として最良のものと捉え

られるかというと, この点については, そうではないように思われる. Hirsch

の方法の問題として, つぎの２点を指摘できる. まず, Hirschの方法による等

化の操作は, 基本的には直交回転に基づくものであるが, 回転における直交性

は一種の制約として働くため, この方法では等化後の 2つのテスト・フォー

ムの共通受検者の特性値の近接性が十分に高くならない可能性がある.

Hirschの方法のもう一つの課題として, この方法では等化後の 2つのテス

ト・フォームの共通受検者の次元間の相関係数が, 必ずしも一致しないこと

が挙げられる. テストの次元間の相関係数は, テストの特性を表す重要な量で

あり, 等化先のテストと等化後のテストでこれが異なることは, スコアの解釈

という面において支障を生じる可能性がある. また, 次元毎のスコアの荷重和

による合成スコアを各受検者の総合スコアとするような場合に, 次元間の相

関がテスト・フォーム毎に異なるとは, このスコアの実質的な意味がテスト・

フォーム毎に異なることにつながる3. したがって, 等化後の受検者特性値の

次元間相関は, 等化先のものと一致していることが望ましい.

これらの事柄を鑑みると, 多次元 IRTの共通受検者による新たな等化法を

3付録 1 に次元間相関が合成スコアに影響を与える例を示した
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提案することの意義は小さくないと考えられる. そこで, 本研究では上記の課

題を踏まえた上で, 共通受検者を利用した複数の等化法を開発することを目

指す.
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第4章 共通受検者を利用した多次
元IRTの等化法
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4.1 問題

前章で確認したとおり, 多次元 IRTの共通受検者による等化法はHirschに

よるものを除いてほとんど提案されていない. また必ずしも Hirschの方法が

最良な共通受検者による等化法であるというわけではないと考えられる. こ

の章では, 多次元 IRTにおける共通受検者を利用した場合の新たな等化法と

して, 因子分析における回転法を応用した 2つの方法を示す.

なお, 通常の因子分析では, 因子負荷量の解釈が中心的な興味であり, 回転

操作は専ら因子負荷量に注目して構成されている. 一方, ここで検討する多次

元 IRTにおける共通受検者による等化は, 因子分析の文脈では因子スコアに

注目した回転に相当する. 因子負荷量に注目した場合の回転解と因子スコア

に注目した回転解では回転の基準が異なるため, 多次元 IRTの共通受検者に

よる等化に因子分析の回転を応用する場合には, 因子スコアによる回転に対

応する解を導く必要がある. 本章では多次元 IRTの新たな等化法として 2つ

の基準を提案し, それぞれに対応した解を示す. また, これらの方法に直交プ

ロクラステス回転法, Hirschの方法を加えた 4つの方法について計算機によ

るシミュレーション実験を行って性質を検証する1.

4.2 提案手法

さて, Hirschの方法は 2つのテストフォームの共通受検者の特性値につい

て, 基底を一致させてから直交回転を行うことで等化を実現するものであっ

た. この手法の問題として, 前章でつぎの 2点を指摘しておいた. まず, Hirsch

の方法による等化の操作は, 基本的には直交プロクラステス回転に基づいて

行われるが, 回転における直交性は一種の制約として働くため, この方法では

等化後の 2つのテストフォームの共通受検者の特性値の近接性が十分に高く

ならない可能性がある点である2. したがって, 望ましい等化を実現する一つ

の方向性として, 共通項目による等化の場合の NOP法 (Yon, 2006)と同様,

より制約の少ない斜交回転に基づく方法を利用することが考えられる.

また, Hirschの方法のもう一つの課題として, 等化後の 2つのテストフォー

ムの共通受検者の次元間の相関係数が, 必ずしも一致しないという問題があ

る. テストの次元間の相関係数は, テストの特性を表す重要な量であるから,

等化後の受検者特性値の次元間相関は, 等化先のものと一致していることが

望ましい. この方向の Hirschの方法の改良として, 相関係数に一致制約を課

1共通受検者による直交プロクラステス回転法は, 多次元 IRT の等化法として直接には提案
されたものではないが, Hirschの方法による等化のプロセスの中で利用される計算手法の一部を
取り出したものであり, 因子スコアに注目した直交プロクラステス回転に相当する. 具体的な計
算法については付録に示す.

2ただし, 基底を一致させる操作を含めて考えると, Hirschの方法は斜交回転法の一種として
捉えられる.
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した等化法を考えることができる. このアプローチは, 後で示すように因子分

析の場合の重み付きプロクラステス回転法に帰着する.

以下では, 上記のそれぞれの方向性に対応した方法として, 受検者特性値に

注目した斜交プロクラステス回転による方法, 同じく受検者特性値に注目し

た重み付きプロクラステス回転法の 2つの方法について示す.

4.2.1 受検者特性値の一致度を高める方法

受検者特性値の一致度をより高める方法として, 因子分析の場合の斜交プ

ロクラステス回転を応用することが考えられる. いま, 等化先のテストにおけ

る受検者特性値 θT を n人分縦に並べた行列を Θ, 等化対象となるテストに

おける受検者の特性値 θg を同様にまとめた行列をΘg と記すことにする. な

お Θg の各行はそれぞれ Θと対応しているものとし, Θと Θg の関係に次式

を仮定する.

Θ = ΘgWg + 1nu
T
g　 . (4.1)

上式の ug はΘg の位置の変換に対応するベクトル, Wg は回転 (rotation), 伸

縮 (dilation), 次元の入れ替え (reflection)の変換を表す等化係数行列である.

上式の関係は通常厳密には満たされないが, Θ̂ = ΘgWg + 1nu
T
g として, Θと

Θ̂ができるだけ一致するようにWg などのパラメータを調整することで等化

を実現する. なお, 以降簡単のために, ΘとΘg は共に各列の平均が 0, 各次元

の分散が 1に標準化されているものとする. このとき ug = 0である. した

がって, この場合の等化の手続きは, 何らかの基準において Θと Θ̂の距離を

最小化する等化係数行列Wg を求めることに対応する.

さて, 共通受検者による等化を, 等化係数行列Wg による変換によって等化

先の受検者特性値の行列 Θに等化対象のテストの受検者特性値行列 Θg をで

きるだけ近接させるものと捉えれば, この問題は次式のように定式化できる.

min f =
1

2
tr

[
(Θ−ΘgWg)

T (Θ−ΘgWg)
]

(4.2)

s.t. diag(WgTSgWg) = I (4.3)

S は等化先の受検者特性値の次元間の分散共分散行列を, Sg は等化先の受検

者特性値の次元間の分散共分散行列を表す. また, Wg は回転行列である. 制

約条件は, 等化後の各次元の分散が 1であるとするもので, 等化後の受検者特

性値の分散が等化先と一致することを要請するものである.

たとえば, 共通項目による等化法のひとつである NOP法では, 上記のよう

な受検者特性値の分散に関する制約については考慮されていないが, 受検者

特性値による等化においては, この種の制約について考慮する必要がある3.

3この制約は, 因子分析の場合には一般的なものである. また Hirschの方法においても, 厳密
ではないが同様の制約を考慮した構成となっている.
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さて, 等化係数行列Wg を斜交回転行列であると考え, (4.3)式の制約を考

慮せずに (4.2)式を最小化する Wg を求めると

Wg =
1

n
S−1
g ΘT

g Θ (4.4)

となる. このとき, θg の変換後の分散共分散行列は,

WT
g SgWg =

(
1

n
S−1
g ΘT

g Θ

)T

Sg

(
1

n
S−1
g ΘT

g Θ

)
=

1

n2
ΘTΘgS

−1
g ΘT

g Θ

となるが, この対角成分は必ずしも 1にはならず (4.3)式の制約は満たされな

い. したがって変換後の各次元の分散が 1となるよう次の調整を行う.

W ∗
g = Wg[diag(W

T
g SgWg)]

−1/2 .

因子分析における因子負荷量に注目した回転の場合, 調整後の回転行列W ∗
g

は一種の近似解であり, 制約条件下で目的関数を厳密に最小化するものとは

ならない (市川,2010)が, 本研究で取り扱う受検者特性値すなわち因子スコア

に注目した回転の場合には, この方法で厳密な解が得られる. この点に関する

証明を含めた, 受検者特性値に注目した斜交プロクラステス回転法の詳細な

解の導出については付録に記す.

4.2.2 相関係数を一致させる方法

Hirschの方法では, Θと Θg の基底を一致させてから回転を行なっている

が, 別の方法として基底の変換と直交回転を同時に実現することが考えられ

る4. この場合, 等化は次の基準を最小化する直交回転行列 T を求めることに

対応する. このように工夫することで, 後述するように変換後の θg の分散共

分散行列が θの分散共分散行列に必ず一致する.

f =
1

2
tr
[
(Θ−ΘgWg)

T (Θ−ΘgWg)
]

(4.5)

=
1

2
tr
[
(Θ−ΘgPΛ−1/2T∆1/2QT )T (Θ−ΘgPΛ−1/2T∆1/2QT )

]
.

ただし, Λ, P はそれぞれ θg の分散共分散行列 Sg をスペクトル分解した場合

の固有値を対角に並べた行列と, 対応する固有ベクトルを順に並べた行列, ∆,

Qは θの分散共分散行列 Sをスペクトル分解した場合の固有値を対角に並べ

た行列と固有ベクトルを順に並べた行列であり, Sg = PΛPT , S = Q∆QT ,

PPT = PTP = QTQ = QQT = I である.

4柳井・繁枡・前川・市川 (1990) の p.22 および p.97 を参考にした. なお, この方法では
Hirschの方法と同様, 途中の展開において直交回転を利用するが, 全体としては斜交回転となる.
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(4.5)式は

f =
1

2
tr

[(
ΘQ∆−1/2 −ΘgPΛ−1/2T

)
(∆1/2QT ) (4.6)

(Q∆1/2)
(
ΘQ∆−1/2 −ΘgPΛ−1/2T

)T
]

(4.7)

=
1

2
tr

[
(ΘL −ΘgLT )∆(ΘL −ΘgLT )

T
]

(4.8)

と変形することができる. ただしΘL = ΘQ∆−1/2, ΘgL = ΘgPΛ−1/2とした.

ここでΘL, ΘgLは, それぞれΘとΘg を直交化した行列であると見なせるか

ら, 上式の基準を最小化する T は, ΘとΘg をそれぞれ直交化した後に, ∆を

重みとして考慮した重み付きプロクラステス回転 (Koschat & Swayne,1991)

となる. T が得られればWg は,

Wg = PΛ−1/2T∆1/2QT

によって求めることができる. この場合の等化後の θg の分散共分散行列は

WT
g SgWg = WT

g PΛPTVg

= (PΛ−1/2T∆1/2QT )T (PΛPT )(PΛ−1/2T∆1/2QT )

= Q∆QT = S (4.9)

となって等化先の θのものと常に一致する.

さて (4.5)式を展開すると,

f =
1

2

[
tr(ΘT

L∆ΘL)− 2tr(∆ΘT
LΘgLT ) + tr(ΘgLT∆TTΘT

gL)
]

(4.10)

となるが, 上式の右辺括弧内の第 1項は Θが所与の場合には定数と見なすこ

とができる. また, 右辺第 3項についても tr(ΘgLT∆TTΘT
gL) = tr∆ = trS

となるから, やはり定数と見なすことができる. したがって, この場合の f を

最小化する T は, tr(∆ΘT
LΘgL)T を最大化するような T であり, 因子スコア

に注目した直交プロクラステス回転を利用して

T = ΘT
gLΘL∆(∆ΘT

LΘgLΘ
T
gLΘL∆)−1/2

と解析的に求めることができる．
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4.3 計算機による実験

4.3.1 次元間の相関に関する実験

上記の等化法について, それぞれの性質を確認するために計算機を用いた

シミュレーション実験を行った. 実験の手順は以下のとおりである.

まず, N = 300人の仮想的な受検者の m = 2次元の受検者特性値 θi(i =

1, 2, ..., N) と p = 40 個の問題項目の項目パラメータ aj および dj (j =

1, 2, ..., p)を, θiについては, θi ∼ N
(
[ 00 ] ,

[ 1 ρ
ρ 1

])
, ajと djはaj ∼ N(0, σ2

aI),

σ2
a = 0.52 , dj ∼ N(0, 1)としてそれぞれ乱数で生成した. なお, 受検者特性

の次元間の相関の強さによる影響を考慮して, 相関係数 ρについては 0.1, 0.3,

0.5, 0.7, 0.9の 5パターンを用意した.

つぎに θi と aj ,dj から再度正誤データを生成し, 生成した正誤データにつ

いて項目パラメータおよび受検者の受検者特性値 θgi の推定を行った.

このようにして推定した受検者毎の受検者特性値を転置した θT
gi を受検者

数分縦に並べた行列Θg について, 真の受検者特性値を転置した θT
i を受検者

数分縦に並べた行列 Θを等化先として等化を行った. 等化の方法としては,

上記の受検者特性値に注目した斜交プロクラステス回転法 (OQ), 重み付きプ

ロクラステス回転法 (WP)に加えて, Hirtschの方法 (HM), 直交プロクラス

テス回転法 (OT)の計 4つの方法を用いた.

上記の手続きを相関係数 ρの各値について, それぞれ q=200回繰り返し, つ

ぎに示す RMSE(θ), RMSE(r), RMSE(A) の値を求めた. RMSE(θ)は,

RMSE(θ) =

√√√√ 1

mnq

q∑
k=1

∥ΘgkWgk −Θk∥2

であり, 値が小さいほど等化後の受検者特性値と等化先の受検者特性値が一

致傾向にあることを表す. ただし, Θgkは k回目の繰り返しにおける等化対象

の受検者特性値行列を, Θk は同じく k回目の繰り返しにおける等化先の受検

者特性値行列を, Wgk は等化係数行列をそれぞれ表す.

また, RMSE(r)は, 等化後の θgの次元間の相関係数に関連する指標で, 値

が小さいほど等化後の θg の次元間の相関係数が等化先の θ の次元間の相関

係数に平均的に近いことを表している.

RMSE(r) =

√√√√1

q

q∑
k=1

[
r(WT

gkθgk)− r(θk)
]2

.

上式の r(WT
gkθgk)は, 各繰り返し k における等化後の θg の次元間の相関係

数, r(θ)は等化先の θの次元間の相関係数である.
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RMSE(a)は

RMSE(a) =

√√√√ 1

mpq

q∑
k=1

∥W−1
gk AT

gk −AT
k ∥2

で, aパラメータに関連する指標である. 値が小さいほど等化後の aパラメー

タが等化先の aパラメータに近いことを表す. AT
gk は k回目の繰り返しにお

ける等化対象の aパラメータ行列を, AT
k は等化先の aパラメータ行列を, そ

れぞれ転置した行列を表す.

なお, シミュレーション実験のプログラムは R3.0.0 (R Development Core

Team,2013)によって作成した. また, 多次元 IRTの項目パラメータと受検者

の能力パラメータの推定にはmirtパッケージ (Chalmers,2012)を利用した.

RMSE(θ)に関する結果を図 (4.1)に, RMSE(r)に関する結果を図 (4.2)

に, RMSE(a)に関する結果を表 (4.1)にそれぞれまとめる.
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method HM OQ OT WP

図 4.1: シミュレーション結果 RMSE(θ)

まず, RMSE(θ)についてみると, 全般に次元間の相関係数が小さい場合に

は各手法間の差が小さいが, 次元間の相関が大きくなるに従って等化法間の

差が大きくなっていることがわかる. 今回検討する等化法は, 受検者特性値間
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図 4.2: シミュレーション結果 RMSE(r)

の相関をどのように捉えるかという点に違いがあるため, 相関が大きいほど

差異が明確になるのは妥当な結果であると言える.

以下では, RMSE(ρ), RMSE(a)の結果も含めて, 4つの等化法に関する

結果を順にみていく. まず直交プロクラステス回転法 (OT)では, 特に ρの

値が大きく次元間に相関がある場合に, RMSE(θ), RMSE(r)の値が双方と

も大きくなっている. これは, 因子スコアによる直交プロクラステス回転が,

受検者特性値の次元間に直交性を仮定しており, 受検者特性値の相関に上手

く追従できないためであると考えられる. ただし, OT法で ρの値が 0.9と大

きい場合にRMSE(a)の値が他の手法に比べて小さくなっている. OT法は,

受検者特性値を等化先に近づけすぎない分, 項目特性値の側から見ると安定

した結果が得られている可能性もある. これは, 特に多次元 IRTの等化にお

いて, 等化対象のテストと等化先のテストで受検者の受検者特性値を近接さ

せることが, 必ずしも項目特性値を近接させることを同時に実現するもので

はないことを示す点で注目すべき結果であると言える.

つぎに, 斜交プロクラステス回転法 (OQ)についてみると, いずれの ρの値

についてもRMSE(θ)が他の手法に対して小さな値となっていた. これは, 斜
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表 4.1: ρ毎の RMSE(a)

OT OQ HM WP

ρ = 0.1 .73 .73 .73 .73

(.21) (.21) (.21) (.21)

ρ = 0.3 .72 .73 .71 .72

(.21) (.21) (.21) (.21)

ρ = 0.5 .74 .78 .74 .74

(.20) (.21) (.20) (.20)

ρ = 0.7 .77 14.14 .79 .79

(.21) (13.95) (.20) (.21)

ρ = 0.9 .78 81.79 .96 .96

(.21) (79.22) (.26) (.27)

※括弧内の数値は各繰り返し毎の RMSE(a) の標準偏差

交プロクラステス回転法が最も少ない制約の下で等化先と等化後の受検者特

性値を近接させる構造となっていることの結果であると思われる. ただし, ρ

の値が大きい場合に RMSE(r)の値が比較的大きくなっており, 相関構造の

再現性という点でみると斜交プロクラステス回転法は必ずしも優れた方法と

はいえない点に注意が必要である. 受検者特性値の次元間の相関関係はテス

トが測定する次元間の関係性に対応するものと考えられるが, 等化によって

これが大きく変化してしまうことはテストの運用という面では望ましい性質

ではない.

ところで ρが大きい場合の斜交プロクラステス回転による等化後の θg の

次元間相関を確認したところ, 値が 1に近いケースが見られた (図 4.3). これ

は一部には実験において aパラメータを小さく設定したことの結果であるが,

斜交プロクラステス回転を利用した等化では等化後の受検者特性値の次元が

縮退してしまう可能性があることを表すものである. テストが測定内容の面

でも想定した次元数に対応しているとすれば, このような状況はやはり適切

なものではない. なお, 同様の現象は他の等化法, たとえば重み付きプロクラ

ステス回転法においては見られなかった (図 4.4). また, 項目パラメータに関

する指標である RMSE(a)について見ても, 斜交プロクラステス回転では次

元間相関が 0.7以上の場合に値が極めて大きくなっており, 項目パラメータの

再現についてもうまく行っていないことがわかる. 特に次元間の相関が高い

場合に斜交プロクラステス回転法を利用する際には, 等化後のパラメータが

妥当なものであるか十分注意する必要があると考えられる.

Hirschの方法 (HM)と重み付きプロクラステス回転による方法 (WP)は,

コンセプトにおいて類似性が高いため, 比較する形で結果を確認する. まず

図 (4.2)において, ρの値に関わらず重み付きプロクラステス回転による方法
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図 4.3: OQ法による等化後の θの例 ρ = 0.9の場合

では RMSE(r)の値が常にゼロになっていることがわかる. これは (4.9)式

で示したように, この手法では等化後の受検者特性値の次元間の相関が等化

先の受検者特性値の次元間の相関に常に一致することの結果である. 一方の

Hirschの方法では特に ρの値が小さい場合にRMSE(r)が比較的大きな値と

なっている. また, 図 (4.1)の RMSE(θ)の結果を見ると, ρの値にかかわら

ず重み付きプロクラステス回転法のほうが値が小さくなっており, 等化後の

θg と等化先の θの近接性という面でも重み付きプロクラステス法のほうが優

れていることがわかる. 一方, RMSE(a)については, Hirschの方法と重み付

きプロクラステス回転法の値はほぼ同じ水準となっているが, ρ = 0.3と相関

が小さい場合にはわずかではあるがHirschの方法のほうが値が小さくなって

いる. したがって, 共通受検者による等化において次元間の相関の再現性が求

められる場合には, Hirschの方法よりも重み付きプロクラステス回転による

方法を利用するほうが, 一般に良好な結果が得られるものといえる.

これらの結果から, 受検者特性値間の相関が 0.3を目安として一定の水準を

超えるような場合の共通受検者による等化法としては, 重み付きプロクラス

テス回転による方法 (WP)を利用することが適切だと考えられる. 一方, 特

に等化対象のテストと等化先のテストで受検者特性値を一致させる要請が強

い場合には, 斜交プロクラステス回転法 (OQ法)の利用が検討されてもよい.

ただし, この場合には受検者特性値間の相関構造は再現されないこと, 受検者
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図 4.4: WP法による等化後の θの例 ρ = 0.9の場合

特性値間の相関が強い場合には項目パラメータや受検者特性値そのものが不

安定になることに注意する必要がある.

4.3.2 項目数に関する実験

つぎに, 問題項目数を変化させた場合の各等化法の違いを確認するために,

受検者特性値間の相関係数は ρ = 0.7に固定し, 項目数 pについて 20, 40, 100,

200の 4パターンを用意して実験を行った. 相関係数と項目数以外の設定お

よび評価の指標は相関係数に関する実験と同様である. RMSE(θ)に関する

結果を図 (4.5)に, RMSE(r)に関する結果を図 (4.6)に, RMSE(a)に関す

る結果を表 (4.2)にそれぞれまとめる.

まず, RMSE(θ)の結果をみると, 項目数が増えるほどどの手法でも明らか

に値が小さくなる傾向があることがわかる. これは, 項目数を増やすことで

等化前の受検者特性値の推定精度が高くなることの効果であると考えられる.

また, RMSE(θ)の値は, 項目数に関わらずOQ法, WP法, HM法, OT法の

順に小さくなっており, 等化対象のテストと等化先のテストの受検者特性値

の一致度合という観点でみると, この順で有効な方法であると考えられる.

RMSE(ρ), RMSE(a)の結果も含めて 4つの等化法に関する結果を順に

みていくと, 直交プロクラステス回転法 (OT)では RMSR(θ), RMSR(r)の
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図 4.5: シミュレーション結果 RMSE(θ)

両指標ともに他の等化法と比較して相対的に大きな値となっており, 特に項

目数が多い場合にこの傾向が顕著であることがわかる. OT法は今回検討す

る 4つの手法の中で最も制約の強い方法であり, 受検者特性値の近接度, 相

関構造の再現性の面では他の手法のほうが有利であると言える. RMSR(θ),

RMSR(r)の値が大きくなるのは, このことを反映したものである. ただし

RMSE(a)をみると, いずれの項目数の場合についても他の手法よりも OT

法の値が小さくなっており, 相関係数の実験結果と併せて考えると, 特に次元

間の相関が強い場合には, 項目特性値については直交プロクラステス回転法

が安定した結果をもたらすものと考えられる.

斜交プロクラステス回転法 (OQ)は, RMSR(θ)が項目数に関わらず 4つの

等化法の中で最も小さい値となっており, 等化対象のテストと等化先のテスト

の受検者特性値を一致に近づけるという点で優れた方法であるといえる. 前述

の項目数を 40に固定した相関係数に関する実験では, 受検者特性値の次元間

の相関が高い場合に相関構造や項目パラメータの再現性において問題が見ら

れた. 一方, 項目数に関する結果をみると, 問題数が多くなるほどRMSE(r),

RMSE(a)の値は改善し, 特に問題数が 80問を超えると RMSE(a)の値は
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図 4.6: シミュレーション結果 RMSE(r)

他の等化法と遜色ない水準となっている. これらの結果から, 相関構造の再現

性があまり重要ではなく受検者特性値の近接性が重視される場合で, かつテ

ストを構成する項目数が十分多いような状況では, 斜交プロクラステス回転

は有効な方法であると考えられる.

Hirschの方法 (HM)と重み付きプロクラステス回転による方法 (WP)をみ

ると, RMSR(θ), RMSR(r), RMSR(A)の各値とも, 項目数が多くなるにし

たがって両手法での差は小さくなっており, 特に項目数が 80以上の場合には

かなり近接した結果となっていることがわかる. ここから, Hirschの方法と

重み付きプロクラステス回転による方法は, 特に項目数が多い場合には類似

した特徴を示すものと考えられる. ただし, 重み付きプロクラステス回転によ

る方法では RMSR(r)の値が常にゼロとなることを考慮すれば, やはり重み

付きプロクラステス回転法のほうが実用上は有利であるものと思われる.
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表 4.2: 項目数毎の RMSE(a)

項目数 OT OQ HM WP

p = 20 .77 2.24 .77 .81

(.26) (1.85) (.26) (.30)

p = 40 .76 .85 .77 .77

(.21) (.28) (.21) (.21)

p = 100 .84 .88 .85 .85

(.25) (.25) (.25) (.25)

p = 200 .90 .93 .92 .92

(.27) (.27) (.27) (.27)

※括弧内の数値は各繰り返し毎の RMSE(a) の標準偏差

4.4 まとめと課題

実験の結果, 等化後の受検者特性値と等化先の受検者特性値を近接させる

ことを第一に考える場合には, 斜交プロクラステス回転法が最も有効な手法

であることが示された. ただし, テストを構成する項目数が少ない場合, 斜交

プロクラステス回転法では等化後の受検者特性値の次元間の相関係数が等化

先のそれを再現したものとならない傾向があることが把握できた. 受検者特

性値の次元間の相関は, テストが測定している受検者特性間の関係性を表す

ものであるが, 斜交プロクラステス回転を利用した等化では, この関係が変化

してしまう可能性がある点には注意が必要である.

また, 等化後の受検者特性値の次元間の相関を等化先に一致させることが

重視される場合には, 重み付きプロクラステス回転による方法が有効である

ことが確認できた. 重み付きプロクラステス回転では, 等化後の受検者特性値

についても斜交プロクラステス回転法に次いで等化先の受検者特性値との近

接性が高い結果となっており, 特に受検者特性値の次元間の相関が小さい場

合には斜交プロクラステス回転法との差が小さい傾向であった. したがって,

等化にあたって受検者特性値の次元間の相関を等化先と近づけることにも配

慮する必要がある場合, 重み付きプロクラステス回転による方法の総合な有

用性は高いものと考えられる.

ところで, 本章の実験の結果から, 等化後の受検者特性値を等化先に近接さ

せるという面で有効な等化法が, 必ずしも共通項目のパラメータを最も近接

させる等化法とはならないことが示唆された. 次章では, この問題について改

めて取り上げ, 共通受検者と共通項目の情報を同時に考慮した等化法につい

て検討する.
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第5章 共通受検者と共通項目を同
時に利用した
多次元IRTの等化法
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5.1 問題

前章の実験結果から, 共通受検者の特性値を等化先に近づけることを強く

考慮した等化法の場合, 共通項目については却って等化先と等化後の値の乖

離が大きくなる傾向があり, 等化後の受検者特性値を等化先に近接させると

いう面で有効な等化法が, 必ずしも共通項目のパラメータを最も近接させる

というわけではないことがわかった. また, 一般に, 共通項目による等化と共

通受検者による等化では異なる基準が用いられることから, 両方の等化デザ

インが利用できる場合には, どちらを利用するかによって得られる解は異なっ

たものとなると考えられる.

ところで, IRTにおける等化は, 通常複数のテストのスコアを同一の尺度上

で比較可能とするための操作であるが, 特に多次元 IRTにおいては, つぎの

ような場合にも形式的に等化の手続きが活用できる. まず, それまで 1次元

の IRTを利用して運用されてきた複数のテストを多次元 IRTによって統合

する場合である. このような場面では, 各テストについて従来のスコアとの一

貫性をある程度確保した上で, 多次元 IRTによるスコアを改めて算出するこ

ととなるが, このために 1次元の IRTによるスコアもしくは項目パラメータ

をターゲットとして多次元 IRTの各パラメータを等化する手続きを利用する

ことが考えられる. また, 多次元 IRTの適用を前提として新規に開発された

テストにおいても, 測定内容の安定性を確保する観点から, 一旦 1次元の IRT

を利用して想定される各測定次元に対応する項目パラメータや受検者特性値

を算出し,しかる後にこれをターゲットとして多次元 IRTの項目パラメータ

を等化する手続きを考えることができる. これらの場合にはいずれも, 共通項

目による等化と共通受検者による等化の両方が利用可能である.

上記のように, 共通項目と共通受検者が共に利用可能な場合には, 両方の情

報を併せて考慮することで, バランスのよい等化が実現できる可能性がある

が, このような手法は現状では提案されていない.

本章では, 共通項目と共通受検者の両方の等化法が利用可能な場面に注目

し, これら 2つの方法を統合した新たな等化法を提案する.

5.2 共通項目と共通受検者の両方を考慮した等化法

1次元の複数の尺度を多次元 IRTの枠組みで統合する場合, 受検者特性値

の次元間の相関は測定内容の特徴を反映した重要な特性であると考えられる.

また, 共通受検者の特性値の測定次元毎の分散については, 等化先と等化後で

同じと考えるのが自然である. ここでは, 等化後の受検者特性値の分散共分散

行列が等化先と一致することを制約として考え, この制約下で共通受検者と

共通項目の双方を同時に利用した等化法について検討する.

さて, 前章で示した共通受検者による重み付きプロクラステス回転による

方法は, 等化後の受検者特性値の分散共分散行列を等化先の分散共分散行列
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と一致させるという制約条件下で共通受検者デザインの場合の等化を実現す

るものであった. 以下ではまず, 同様の制約条件下で共通項目に注目した等化

を行う手順について考える. つぎに, 受検者特性値による基準と共通項目によ

る基準を統合した等化基準を設定することで, 共通受検者と共通項目の両方

を同時に考慮した等化法を構成する.

5.2.1 共通項目に注目した重み付きプロクラステス回転による
方法

いま, 等化係数行列Wg が前章でみた共通受検者による重み付きプロクラ

ステス回転法と同様, 次式の形で表されるものとする.

Wg = PΛ−1/2T∆1/2QT . (5.1)

ただし, Λ, P はそれぞれ等化対象の受検者特性値 θgの分散共分散行列Sgをス

ペクトル分解した場合の固有値を対角に並べた行列と, 対応する固有ベクトル

を順に並べた行列, ∆, Qは等化対象の受検者特性値θの分散共分散行列Sをス

ペクトル分解した場合の固有値を対角に並べた行列と固有ベクトルを順に並べ

た行列であり, Sg = PΛPT , S = Q∆QT , PPT = PTP = QTQ = QQT = I

である. 前章で確認したとおり, このときには等化後の受検者特性値の分散共

分散行列は等化先のものと常に一致する.

ここで, 共通項目の等化後の aパラメータ行列と等化先の aパラメータ行

列の距離を次のように定義する.

fr =
1

2mp
tr[(A−Ag(W

−1
g )T )T (A−Ag(W

−1
g )T )] . (5.2)

上式の (W−1
g )T は (5.1)式より

(W−1
g )T = PΛ1/2T∆−1/2QT

となる. したがって, (5.2)式は

1

2mp
tr[(A−Ag(W

−1
g )T )T (A−Ag(W

−1
g )T )]

=
1

2mp
tr[(A−Ag(W

−1
g )T )(A−Ag(W

−1
g )T )T ]

=
1

2mp
tr[

(
AQ∆1/2 −AgPΛ1/2T

)
(∆−1/2QT )

(∆−1/2QT )T
(
AQ∆1/2 −AgPΛ1/2T

)T

]

=
1

2mp
tr[(AL −AgLT )∆

−1 (AL −AgLT )
T
] (5.3)

と書ける. ただし, AL = AQ∆1/2, AgL = AgPΛ1/2 とした.
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(5.3)式を最小化する直交回転行列 T を求めることで, 等化先と等化後の受

検者特性値の分散共分散行列を一致させるという制約下で共通項目による等化

を実現することができる. 直交回転行列 T は, たとえば因子分析の場合の重み

付きプロクラステス回転法 (Koschat & Swayne ,1991), Gradient Projection

法 (Jennrich, 2001)などを利用して数値的に求めることができる. なお, この

方法では主に共通項目に関連する基準を用いて等化を行っているが, 制約と

して等化先のテストの受検者特性値の分散共分散行列を利用するため, この

値を把握しておく必要がある点に注意する. 各テストフォームについて共通

受検者個々のスコアが存在する場合には, 無論この条件は満たされる.

5.2.2 共通項目と共通受検者の両方を考慮した重み付きプロク
ラステス回転による方法

ここで, 共通項目と共通受検者に関する等化基準を統合することを考える

が, これに先立って先行研究の方法を含めて本章で取り上げる等化法につい

て整理しておく. 表 (5.1)は, ここまでで確認した先行研究の方法と本章で提

案する等化法の特徴をまとめたものである. 等化法は大きく, 共通項目による

ものと共通受検者によるものに分けることができる. また, それぞれの等化法

を受検者特性値の分散共分散行列に制約のあるものと制約のないものに分類

することができる. Minの方法, Hirschの方法はそれぞれ, 共通項目と共通受

検者による代表的な等化法であり, 共に分散共分散行列に制約がない場合の

等化に対応した手法である.
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)
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共通項目に注目した重みつきプロクラステス回転による方法は, 分散共分

散行列に制約がある場合の共通項目による等化にあたる. 以降では, この方法

と前章で示した分散共分散行列に制約のある共通受検者による重みつきプロ

クラステス回転法の 2つを合成することで, 共通項目と共通受検者の基準を

統合し双方の情報を利用した等化法を構成する.

さて, 2つの等化基準のうち, 共通項目に関するものについては, (5.3)式で

表された. もう一方の受検者特性値に注目した等化の基準については (4.5)式

を利用することができる. ただし, 受検者数の影響を除くため, 共通項目の場

合と揃えて受検者数と次元数でこれを除しておく. 共通受検者の場合の等化

基準を fs と書くことにすると,

fs =
1

2mn
tr

[
(ΘL −ΘgLT )∆(ΘL −ΘgLT )

T
]

(5.4)

となる1.

等化のためには, 共通項目による基準と共通受検者による基準を同時に最

小化するような等化係数行列を求めることが課題となるが, これは一種の多

目的最適化問題とみなせる. ここでは, 共通項目による基準と共通受検者によ

る基準に関する重み λ (0 ≤ λ ≤ 1)を導入し, fr と fs の重み付き和として両

基準を統合し, これを最小化することを考える. この最小化問題は,

min f = λfr + (1− λ)fs (5.5)

s.t. TTT = I (5.6)

と書ける. λは共通受検者と共通項目のどちらを重視するかを表す重みであ

り, λ = 0の場合には, 前章の共通受検者を利用した等化に相当する. また

λ = 1の場合には共通項目に注目した重み付きプロクラステス回転法による

等化が実現できる. したがって, 提案手法はこれらの方法を一般化した手法で

あるとみなすことができる.

なお, (5.5)式の f の T による微分は,

∂f

∂T
= λ

∂fr
∂T

+ (1− λ)
∂fs
∂T

=
λ

mp
(AT

LAgL +AT
gLAgLT )∆

−1

+
1− λ

mn
(ΘT

LΘgL +ΘT
gLΘgLT )∆

となる. 目的関数の微分が明示的に書けるため, f を最小化する直交回転行

列 T は Gradient Projection法 (Jennrich, 2001)によって求めることができ

る. また, 次元数が 3以上の場合には因子分析の場合の逐次平面回転 (柳井 他,

1(5.4) 式は (2mn)−1tr(ΘL∆ΘT
L − 2∆ΘLΘgLT ) + 1/2 と展開することもできる. この場

合, 一部の項が定数となるため計算機での演算などで有利なことがあるが, 本文では (5.3) 式と
の対応が把握しやすい表現を採用した.
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1990)のような方法を利用することができる. T は回転と次元の入れ替えを

実現する行列であり, 次元の入れ替えはこの場合, 行列 Aと Ag, Θと Θg の

列の並び順を一致させる操作を意味する.

ところで, 逐次平面回転法は 2つの次元の組に注目して平面上での回転を

順次繰り返す方法であるが, 逐次平面回転における平面上での回転には軸の

入れ替えの操作が含まれない2ため, この方法では次元の並び替えを実現する

ことができない. また, Gradient Projection法の場合にも, 等化対象と等化先

のパラメータ行列の列の並び順が対応していない場合には目的関数が複雑な

形状となるため局所解が生じやすくなる. したがって実際の計算において, 次

元の並び順があらかじめ明らかである場合には, 等化対象と等化先でこれが

一致するように事前にパラメータ行列の列を並び替えておく必要がある. ま

た, 後述する計算機実験のように次元の並び順を事前に揃えることが難しい

場合には, 等化対象のパラメータ行列の可能な列の並び替えについて目的関

数の値をそれぞれ計算し, 最も小さい値を与える結果を採用する. なお, Min

の方法, Hirschの方法, 共通受検者による重み付きプロクラステス回転法では

解析的に求めた等化係数行列に次元の入れ替えの操作が含まれており, この

操作を取り出して考える必要はない.

なお, これまでの議論から, 提案手法はつぎの 2つの特徴をもつものと考え

られる. 第 1に, 等化先と等化後の受検者特性値の次元間の分散および相関係

数行列が必ず一致する. 第 2に, 事前に与える重み λによって, 共通項目を重

視した等化を行うか共通受検者に注目した等化を行うのかを調整することが

可能である.

5.3 計算機による実験

提案手法 (WP)の特性を確認するために計算機による実験を行った. 多次

元 IRTの等化には等化法の他に, 次元数, 受検者特性値の次元間の相関係数

の水準と構造, 項目数, 受検者数, aパラメータの構造, パラメータの推定アル

ゴリズムなど, 1次元の IRTの場合に比較して非常に多様な要素が相互に組

み合わさる形で影響すると考えられる. ここでは, これらの要因のうち, 受検

者特性値の次元間の相関の大きさと次元の数に注目し, それぞれの影響につ

いて検討した. この際, 既存の手法として, Minの方法, Hirschの方法を取り

上げ, 提案手法と共に計算を行い結果を比較した. なお, 共通受検者による重

み付きプロクラステス回転法は, 提案手法で λ = 0.0とした場合と同一の手法

となるため, 提案手法に包含されるものとして扱った. 各実験の設定と結果に

ついて, 順に確認していく.

2因子分析の文脈では因子の回転, 軸の入れ替え, 伸縮等の操作を総称して「回転」と呼ぶこ
とが一般的になっているが, 逐次平面回転法における回転は語の本来の意味における回転操作に
対応するものであり, 次元の入れ替え等の操作は通常, 逐次平面回転法のアルゴリズムには含ま
れない.
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5.3.1 次元間の相関係数に関する実験

まず ,受検者特性値の次元間の相関係数の提案手法に対する影響を調べるた

めに, つぎの実験を行った. 受検者特性値の次元数をm = 2, 項目数を p = 50

とし, aパラメータは各次元について値の範囲が 0.1から 0.7の一様乱数を用

いて生成した. dパラメータについては, (2.14)式の関係から, まず平均 0.0,

分散 1.0の正規乱数によって bj を生成し, これを各項目について aのノルム

を乗じて符号を反転した値とした. 受検者特性値Θは, 平均 0.0, 分散 1.0, 相

関 ρの 2次元正規分布から 500人分を乱数で生成した値を各次元について平

均 0に中心化したものとした. 次元間の相関 ρについては, 0.0, 0.3, 0.6, 0.9

の 4つのパターンを用意した. このようにして生成した項目パラメータと受

検者特性値について, (2.11)式の多次元 IRTモデルに従って回答データ行列

を作成し, あらためて項目パラメータと受検者特性値を推定した. この際, 等

化前の aパラメータ行列の推定値は promax解とした. 受検者特性値につい

ては, 独立な標準正規分布を事前分布としてベイズ推定により事後分布を求

め, 事後期待値を平均 0に中心化したものを推定値として採用した.

つぎに, 推定した aパラメータ行列をAg, 受検者特性値行列をΘg とし, 元

の項目パラメータ aT
j を縦に並べた行列 Aおよび受検者特性値行列 Θを等

化先として提案手法によって等化を行った. 提案手法の重み λは 1.0, 0.75,

0.5, 0.25, 0.0の 5パターンとし, 相関係数 ρの各パターンについて上記の計算

を q = 100回ずつ繰り返した. 計算プログラムには R3.2.3 (R Development

Core Team,2015)とmirtパッケージ (Chalmers,2012)を利用した.

等化の結果について,既存の等化法を含むそれぞれの手法毎につぎのRMSE(θ),

RMSE(a), RMSE(S)の 3つの指標の値を確認した. まず, RMSE(θ)は,

RMSE(θ) =

√√√√ 1

mnq

q∑
k=1

∥ΘgkWgk −Θk∥2

であり, 値が小さいほど等化後の受検者特性値と等化先の受検者特性値が一

致傾向にあることを表す. ただし, Θgkは k回目の繰り返しにおける等化対象

の受検者特性値行列を, Θk は同じく k回目の繰り返しにおける等化先の受検

者特性値行列を, Wgk は等化係数行列をそれぞれ表す. つぎにRMSE(a)は,

RMSE(a) =

√√√√ 1

mpq

q∑
k=1

∥W−1
gk AT

gk −AT
k ∥2

で, aパラメータに関連する指標である. 値が小さいほど等化後の aパラメー

タが等化先の aパラメータに近いことを表す. AT
gk は k回目の繰り返しにお

ける等化対象の aパラメータ行列を, AT
k は等化先の aパラメータ行列を, そ
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れぞれ転置した行列を表す. 3つ目の RMSE(S)は,

RMSE(S) =

√√√√ 1

qm2

q∑
k=1

∥V (ΘgkWgk)− V (Θk)∥2

である. ただし, 上式の V (ΘgkWgk)は k 回目の繰り返しにおける等化後の

θg の分散共分散行列を, V (Θk)は k回目の繰り返しにおける等化先の θの分

散共分散行列を表す. RMSE(S)の値が小さいほど等化後の受検者特性値の

分散共分散行列が等化先に近いことを表す. なお, RMSE(a), RMSE(θ)と

同様, RMSE(S)は明らかに常に非負であり, 値が 0になるのは全ての繰り返

し (k)において等化先と等化後の受検者特性値の分散共分散行列が一致して

いる場合である.

RMSE(θ)について表 (5.2)に, RMSE(a)について表 (5.3)に, RMSE(S)

の結果について表 (5.4) にそれぞれまとめる. また, 各繰り返し (k) 毎に

RMSE(θ)およびRMSE(a)を計算した値を,それぞれRMSE(θ)k, RMSE(a)k

とし, 100回の繰り返し全体における 25パーセンタイル点 (Q1), 中央値, 75

パーセンタイル点 (Q3)を併せて表に記載した.
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まず, 表 (5.2)のRMSE(θ)について, 提案手法 (WP)に関する結果をみる

と,全般には相関係数 ρの値によらず,重みλの値が 0.0に近いほどRMSE(θ)

の値が小さくなっていることがわかる. また表 (5.3)からは, λが 1.0に近い

ほど RMSE(a)の値が全般に小さくなっていることがわかる. 提案手法は重

み λによって共通項目と共通受検者のいずれを重視するかを調整することを

目指すものであるが, 上記の結果はこの特徴によるものである.

つぎに, 表 4のRMSE(S)の結果についてみると, 提案手法では重み λ, 相

関 ρの水準によらず, 値がすべて 0.000となっている. 提案手法は等化先と

等化後の受検者特性値の分散と相関が一致することを制約とした手法であり,

この結果は提案手法の理論上の特徴に合致するものである.

さて, 表 (5.2)の結果をあらためて詳細にみると, たとえば ρ = 0.0の場合,

重み λ = 0.25と λ = 0.0で RMSE(θ)は 0.962と同じ値になっている. ρ

が他の値の場合にも結果は同様である3. また表 (5.3)では, ρ = 0.6の場合

に, λ = 1.0, λ = 0.75でRMSE(a)がいずれも 0.257と同じ値となっており,

ρ = 0.9の場合には , λ = 0.75では 0.364 λ = 1.0のときには 0.368と, 僅か

ではあるが λが大きいほうが RMSE(a)の値が大きくなっている. ρの値ご

との繰り返し (k)の結果について値を詳しく確認したところ, 100回の繰り返

しそれぞれの λの水準に関する RMSE(a)k の差 400箇所 (= 100× 4)のう

ち, ρ = 0.0の場合には 9箇所, ρ = 0.3では 36箇所, ρ = 0.6では 76箇所,

ρ = 0.9では 82箇所で値の大小関係が λの値から想定されるものと逆になっ

ていた. 同様に, RMSE(θ)kでは ρ = 0.0の場合 68箇所, ρ = 0.3で 61箇所,

ρ = 0.6で 63箇所, ρ = 0.9で 48箇所で値の大小関係が λの値から想定され

るものと逆になっていた.

これらの結果から, 提案手法において重み λによって共通受検者に関する

基準と共通項目に関する基準を調整する機能は多くの場合には想定どおり機

能しているが, 調整は完全なものではなく, aパラメータについては次元間の

相関が大きい場合に, 受検者特性値については次元間の相関が小さい場合に,

重み λの大小関係と想定される結果の大小関係が逆転する現象が生じやすい

傾向があることがわかる. ただし実際の活用場面では, たとえば共通項目を重

視したい場合について, 重み λを 1.0としたときよりも, λをより小さい値に

設定した際に RMSE(a)が小さくなるのであれば, その結果を採用すればよ

く, 重みによる調整が完全ではないことの応用上の影響は大きくはないもの

と考えられる.

ところで, 表 (5.2), 表 (5.3)から提案手法において RMSE(θ), RMSE(a)

は λに対して線形の関係ではなく, RMSE(θ)については λが 0.0に近い領

域で, RMSE(a)については λが 1.0に近い領域で傾きが緩やかになる傾向

があることがわかる. このことは提案手法を利用する際, たとえば λ = 0.0で

はRMSE(a)が大きすぎる場合, λを 0.25などやや大きな値に設定すること

3ただし, 小数点以下第４位まで値を確認すると, いずれの ρ においても λ = 0.25 のときよ
りも λ = 0.0 の場合のほうが, RMSE(θ) は小さくなっていた.
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で RMSE(θ)の値をあまり悪化させずに RMSE(a)の値を改善できること

を意味するものである. 実務上は, このような操作によって総合的な観点から

適切な λを選ぶような手続きが有効であるものと思われる.

ここで, 共通受検者に基づく等化法である Hirschの方法と提案手法の結果

を比較する. 提案手法では重み λ = 0.0とした場合に共通受検者に注目した

等化が実現されるため, この場合について結果を比べると, まず表 (5.2)から

ρが 0.0の場合には, 提案手法のRMSE(θ)は 0.962とHirschの方法の 0.952

よりも大きな値となっている. ρ = 0.3では提案手法, Hirschの方法ともに

RMSE(θ) = 0.859で同じ値である. 一方, ρが 0.6, 0.9と受検者特性値の次元

間の相関が大きい場合には,提案手法のほうがHirschの方法よりもRMSE(θ)

の値がやや小さくなっていることがわかる. また, 表 (5.3)からRMSE(a)に

ついてみると, ρ = 0.0の場合には提案手法で 0.224, Hirschの方法は 0.221

と提案手法のほうが値が大きい. ρ = 0.3の場合には, RMSE(a) = 0.257で

同じ値である. 一方, ρが 0.6, 0.9と大きい場合については提案手法のほうが

Hirschの方法よりも値が小さくなっていることがわかる. ここから, 特に受

検者特性値の次元間相関が高い場合の共通受検者に注目した等化については,

Hirschの方法に比較して提案手法が有効な手法となる傾向があるといえそう

である.

ただし, 表 (5.2), 表 (5.3)を詳しくみると, 相関 ρが大きい場合においても,

Hirschの方法と提案手法で全般に Q1と Q3のレンジに重なりが大きいこと

がわかる. 図 (5.1)は, 横軸を提案手法で λ = 0.0とした場合, 縦軸を Hirsch

の方法として, ρ = 0.0 の場合の各繰り返しにおける RMSE(θ)k の値をプ

ロットしたものである. 図 (5.1)から, RMSE(θ)k については, 繰り返し (k)

のほぼ全てのケースでHirschの方法のほうが提案手法よりも値が小さくなっ

ていることがわかる. 図 (5.2), 図 (5.3), 図 (5.4)は同じく ρ = 0.3, 0.6, 0.9と

した場合の各繰り返しにおける RMSE(θ)k の値をプロットしたものである.

ρ = 0.3 の場合には提案手法と Hirsch の方法の RMSE(θ)k がほぼ一致し,

ρが 0.3より大きい場合には, 各繰り返しについてみても, 提案手法のほうが

RMSE(θ)k の値が小さくなることがわかる.

各 ρの値について, Hirschの方法と提案手法の等化後の受検者特性値の相

関を調べたところ, ρの値によらず全ての繰り返しにおいて 0.998から 0.999

と 1.0に非常に近い値となっていた. また, 実験では, 等化先, 等化後の受検者

特性値の平均は各次元について 0に中心化されている. したがって, Hirschの

方法と提案手法の RMSE(θ)などの実験結果の違いは, 等化後の受検者特性

値の次元毎の分散にその要因が存在する可能性が高いものと考えられる. 提

案手法は等化先と等化後の受検者特性値の分散を一致させるものであるが, 相

関 ρが小さい場合には, この制約が却って個々の受検者の特性値の近接性を

阻害する方向に機能しているものと考えられる.

さて, 図 (5.5)は ρ = 0.6の場合の繰り返し毎の RMSE(a)k を提案手法と
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Hirschの方法についてプロットしたものである. 前述のとおり ρ = 0.6の場

合には, Hirschの方法に比較して提案手法のほうが RMSE(θ)k が小さい傾

向がみられたが, RMSE(a)k では, 提案手法のほうが全般には値が小さい傾

向が確認できるものの, 必ずしも常に提案手法が Hirschの方法に比較して良

好な結果となるわけではないことがわかる. 本研究では主に RMSE(θ) と

RMSE(a)に注目して, 各手法の平均的な性質について調べるが, ある手法が

全ての点において常に他の手法より優れている訳ではないという点は他の ρ

の値の場合や, Minの方法についても同様であり, 実際の等化の際には各等化

法を用いた等化を行い, それぞれの結果を比較して適切な手法を総合的に判

断するなど, 状況に応じて等化法を使い分けるのが望ましいといえるだろう.
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図 5.1: ρ = .0の場合のWP法 (λ = 0.0)と Hirschの方法の RMSE(θ)k

つぎに, Minの方法と提案手法を比較する. まず表 (5.2)の RMSE(θ)で

は相関 ρ, 重み λの値によらず, Minの方法よりも提案手法のほうが全般に値

が小さくなっている. この結果は, Minの方法が共通項目のみに注目した等

化法であり受検者特性値の情報を利用しない一方, 提案手法は重み λ = 1.0

とした場合でも共通受検者の情報を利用する方法であることによるものであ

ると考えられる. 一方, 表 (5.3)の RMSE(a)についてみると, 提案手法にお

いて λ = 1.0として共通項目を重視した場合であっても, Minの方法のほう

が全般に値が小さくなっていることがわかる. ρ = 0.0の場合には, 提案手法

で λ = 1.0のとき RMSE(a) = 0.205, Minの方法では 0.190とその差はそ

れほど大きくはないが, ρ = 0.9の場合には, RMSE(a)は提案手法で 0.368,

Minの方法では 0.179とMinの方法のほうが大幅に小さい値となっており,
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図 5.2: ρ = .3の場合のWP法 (λ = 0.0)と Hirschの方法の RMSE(θ)k

特に受検者特性値の次元間相関が高く共通項目のパラメータの等化先との近

接性が重視される場合には, Minの方法による等化がより有効であるものと

いえる. ただし ρ = 0.9の場合, Minの方法のRMSE(θ)は 1.218と提案手法

で λ = 1.0とした場合の 0.508に比較して, かなり大きな値となっている. 図

(5.6)は, ρ = 0.9の場合のMinの方法による 1回の繰り返しの結果について,

横軸を等化後の第１次元の, 縦軸を等化後の第 2次元の受検者特性値として,

等化後の受検者の散布図を一例として描いたものである. 図 (5.7)は同じデー

タに関する λ = 1.0とした場合の提案手法の結果である. これらの図からも

Minの方法では受検者特性値の相関や分散が十分に再現できていないことが

わかる4. これは, Minの方法が基本的に直交回転に基づく方法であり, 等化

先の受検者特性値の分散や相関に追従することができないことが原因である

と思われる5. これらの結果から, 受検者特性値の相関が大きい場合に共通項

目による等化法であるMinの方法を利用すると, 共通項目の近接性は高いも

のの受検者特性値の近接性に問題が生じる一方, 提案手法は共通項目に加え

て受検者特性値の情報を利用することで, 両者のバランスをとった等化を実

4図 (5.6)および図 (5.7)の等化先の受検者特性値の分散は第 1次元が 0.92, 第 2次元が 0.90,
次元間の相関は 0.90, 等化前の分散は第 1次元が 1.56, 第 2次元が 0.35, 相関は 0.26であった.
また, Min による等化後の分散は第 1 次元 1.36, 第 2 次元 2.99, 相関は 0.62, 提案手法による
等化後の分散および相関は等化先のものと同じ値であった.

5この結果は, 等化前のパラメータを promax 法で算出したこと, 受検者特性値の事前分布を
独立な標準正規分布に設定したことによるものであり, パラメータ算出の際に等化先の受検者特
性値の次元間相関を考慮するような手法を利用すれば, 別の結果が得られる可能性が高い. ただ
し, そのことはやはり多次元 IRT の等化において受検者特性値の次元間相関などの情報を考慮
することの重要性を示唆するものである.
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図 5.3: ρ = .6の場合のWP法 (λ = 0.0)と Hirschの方法の RMSE(θ)k

現するものであるといえる.

5.3.2 次元の数に関する実験

つぎに, 次元数の影響を調べるために, 次元数mをm = 2, 3, 4と変化させ

た場合について実験を行った. その他の設定および手順は相関に関する実験と

同様とした. ただし, 受検者特性値の次元間の相関は, 次元数によらず ρ = 0.5

に固定した. たとえば, m = 3の場合は, 第 1次元と第 2次元, 第 1次元と第

3次元, 第 2次元と第 3次元と, 3つの次元間の相関が考えられるが, これら 3

箇所とも 0.5とした. 提案手法, Hirschの方法, Minの方法による等化の結果

について, 手法毎にRMSE(θ), RMSE(a), RMSE(S)の 3つの指標の値を

確認した. また, RMSE(θ)と RMSE(a)については, 各手法ごとに次元数

m = 4の場合からm = 2の場合の結果を引いた値を求めた. RMSE(θ)の結

果を表 (5.5)に, RMSE(a)の結果を表 (5.6)に, RMSE(S)の結果を表 (5.7)

にそれぞれまとめる.
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図 5.4: ρ = .9の場合のWP法 (λ = 0.0)と Hirschの方法の RMSE(θ)k
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図 5.5: ρ = .6の場合のWP法 (λ = 0.0)と Hirschの方法の RMSE(a)k
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図 5.6: ρ = .9の場合のMinの方法による等化後の受検者特性値の例
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図 5.7: ρ = .9の場合のWP(λ = 1.0)法による等化後の受検者特性値の例
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まず, 表 (5.5)の RMSE(θ)について提案手法の結果をみると, 次元数 m

に関わらず λの値が 0.0に近いほどRMSE(θ)の値が小さくなっていること

がわかる. また, 表 6では λが 1.0に近いほど RMSE(a)の値が小さくなっ

ている. これは, 相関に関する実験の場合と同様, 重み λが提案手法において,

共通受検者と共通項目に関する等化基準を調整することの効果である.

表 (5.7)の RMSE(S)についてみると, 提案手法ではm, ρによらず値が 0

となっている. 厳密には, RMSE(S)は 2次元の場合 0.4× 10−16, 3次元では

0.5× 10−16, 4次元では 0.6× 10−16といずれの場合にも極小さい値であった.

提案手法において等化先と等化後の分散と相関係数が一致するという性質は,

数値計算に伴う誤差の影響が存在しなければ理論的に常に成り立つものであ

る. 計算環境に依存する部分があるが, 実験の結果から少なくとも 4次元程度

までであれば実際の計算においても実用上この性質が成り立っていると考え

て問題ないものといえるだろう.

さて, あらためて表 (5.5)をみると, いずれの手法でも次元数mが大きくな

るほど, RMSE(θ)の値が大きくなる傾向があることがわかる. とくにMin

の方法では, この傾向が顕著である. 表 (5.6)からは, 提案手法と Hirschの方

法について, 次元数が大きくなるほど RMSE(a)が大きくなる傾向が確認で

きる. また, 提案手法について, 表 (5.5)の次元数m = 4の場合の RMSE(θ)

から m = 2の場合の RMSE(θ)を引いた差の値をみると, 重み λが 1.0に

近いほどm = 2の場合とm = 4の場合の RMSE(θ)の乖離が大きくなって

いることがわかる. 表 (5.6)では, 重み λが 0.0に近いほど m = 2の場合と

m = 4の場合の RMSE(a)の差が大きくなっている.

これらの結果から, 次元数が大きい場合, 共通項目に注目した方法では共通

受検者の, 共通受検者に注目した方法ではもう一方の共通項目の等化後の値

が等化先と乖離しやすい傾向があることが読み取れる. したがって, 次元数

が大きい場合には特に, 共通項目, 共通受検者, 双方の等化基準について注意

深く確認する必要があるものといえる. また, 提案手法は, 重み λがいずれの

値の場合でも, RMSE(θ), RMSE(a)の双方とも, 概ね結果がMinの方法と

Hirschの方法の中間的な値となっており, 次元数が増えた場合でも, 総合的に

は共通項目, 共通受検者の両方の基準とも極端には悪化しにくい傾向があるこ

とがわかる. この結果は, Minの方法, Hirschの方法に比較して, 提案手法に

よって相対的に安定性の高い等化が実現できることを表すものと解釈できる.

5.4 まとめと課題

本章では, 多次元 IRTにおいて共通項目による等化と共通受検者による等

化の両方が実行可能な場合に対応した, 項目パラメータに関する基準と受検

者特性値による基準を統合した新たな等化法を提案した. この際, 受検者特性

値の次元間の相関係数を等化先のテストと等化後のテストで一致させること
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を制約として考え, 常にこれを満たすような方法を構成し, 計算機を利用して

その特性を既存手法と比較した. 提案手法は, 重み λによって共通項目によ

る基準と受検者特性値による基準を統一的に取り扱うことを目指すものであ

り, λはどちらの基準を重視するかを調整するような機能をもつと考えられ

る. 実験の結果, 重み λによって, 概ねこのような調整が実現できることが確

認できた. また, 提案手法において λ = 0.0として受検者特性値だけに注目し

た場合, 特に受検者特性値の次元間の相関が大きいときに, 共通受検者による

既存の等化法である Hirschの方法よりも, 受検者特性値, 項目パラメータの

等化先との近接性という面で良好な結果が得られることが把握できた. 加え

て, 提案手法は重み λの値によらず, 共通項目による等化法であるMinの方

法に比較して, 受検者特性値について, より近接性の高い結果をもたらすこと

が確認できた. 受検者特性値の次元が大きい場合も含めて, 提案手法は項目に

関する情報と受検者に関する情報の両方を利用することで, 両者をバランス

よく考慮した等化を実現するものであるといえる.

提案手法は前章で示した共通受検者デザインの場合の重み付きプロクラス

テス回転法を共通項目の情報も利用する方向に拡張し, 共通受検者による等

化基準と共通項目による等化基準を重み λを用いて統合したものとみなすこ

とができる. 基準間の重み λ = 1とした場合には共通項目に関するウエイト

が最大となるが, 実験でも確認されたように提案手法ではこの場合にも等化

先と等化後の受検者特性値の分散共分散行列が一致する. つまり, 共通項目に

注目した等化の場合でも共通受検者の分散共分散行列という形でその情報を

利用する点に特徴がある. このことは, 提案手法を利用するためには項目パラ

メータに加えて, 受検者特性値に関する情報が必要となることを意味するが,

特に λ = 1の場合には等化先と等化対象のテストの受検者特性値の分散共分

散行列が存在すれば個々の受検者の特性値は存在しなくても共通項目を利用

した等化が実現できる. もちろん, 個々の受検者の特性値が存在する場合に

は, どのような重みの場合にも提案手法による等化が実現できる.

さて, 等化先のテストから直接計算した相関係数は一般に一定の誤差を含

んでおり真値そのものではない. 等化後の受検者特性値について, 等化先のテ

ストの推定値の相関ではなく, 受検者特性値の真の相関構造を再現すること

を重視するような立場も考えられる. ところで, 提案手法では分散共分散行列

にターゲットを指定するが, ターゲットとなる分散共分散行列は, 必ずしも等

化先のテストのデータから計算したものである必要はなく, たとえば過去の

研究の蓄積などによって次元間の相関が明確に把握できている場合には, こ

れを利用することが可能である. 特に受検者数が少ない場合や推定に関連す

る誤差が大きい場合など等化先のテストの相関係数が不安定であることが懸

念される際には, このような方法を検討する価値があると思われる.
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第6章 実データを用いた提案手法
の評価
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この章では, OECD学習到達度調査 PISAの実際の回答データに対して受

検者特性値に注目した重み付きプロクラステス回転法による等化を適用し, そ

の結果を確認する. PISAは, 15歳児を対象として 3年ごとに多数の国と地域

にわたって実施される大規模な学力調査であり, 国際数学・理科教育動向調

査 TIMSSなどと並んでその結果は本邦でも広く注目されている. ここでは,

2012年の日本のデータのうち, 数学的リテラシーと科学的リテラシーの項目

に対する回答データを利用して検討を行う1. なお PISAでは, ブックと呼ば

れる問題項目の構成の異なるいくつかのテスト冊子が用意されている. ここ

では, 第１ブックの受検者 482人を分析の対象とした.

6.1 分析手順

分析の手順はつぎのとおりである. まず, 数学的リテラシー 25問と科学的

リテラシー 38問について, 予備的に 1次元の 2パラメータ・ロジスティック

モデル, 2次元の 2パラメター・ロジスティック補償型モデルを適用して項目

パラメータを算出し, 相対的に項目数の多い科学的リテラシーを中心に, 識別

力パラメータの小さい項目や, 識別力が異常に大きく推定される項目を除外

した. 分析対象とした項目の一覧を表 (6.1)にまとめる.

つぎに, 共通受検者による等化を実現するために, 問題項目を 2群に振り分

け仮想的な 2つのテストフォームを構成した. 以降これらを form1, form2と

呼ぶこととする. form1, form2ともに数学的リテラシーと科学的リテラシー

の項目を含み, 問題数は form1が 35問, form2は 34問である. なお, 後に項目

パラメータについて等化精度を検討するために, 数学的リテラシー 10問, 科

学的リテラシー 10問の計 20問が form1と form2に共通して含まれるように

した2. 各フォームに含まれる問題項目を表 (6.2)および表 (6.3)にまとめた.

いま, 2つのテストフォームは, 問題項目は異なるが同一の潜在特性, 数学

的リテラシー, 科学的リテラシーを測定するものであり, また共通する受検者

を有していることから, 共通受検者による等化が可能な状態である. なお, 多

次元 IRTではそれぞれのテストフォームに含まれる問題項目が, その程度は

別にして数学的リテラシーと科学的リテラシーの両方に関連している可能性

があるものとして分析を行う. したがって, 各項目が元々どちらの領域を想定

して作成されたかということに関わらず，手続き的には各フォームに対する

問題項目をひとつのまとまりとして分析を行う3.

1最新の PISA は 2015 年のものであるが, 本章執筆時点でこのデータは公開されていなかっ
たため, 入手可能なもののうち最も新しい 2012 年のデータを利用した.

2本章では共通受検者による等化について検討しており, テストフォームに共通して含まれる
項目は等化には利用せず, 専ら等化精度の検討のために利用する点を念のため確認しておく.

3ただし, 各問題項目がどのような構成概念を想定して作成されたかということは, 非常に重
要な情報である. 多次元 IRTの等化においてこの情報を考慮する方法の可能性については, 第 7
章で触れる.
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形式的に 482人全員を共通受検者と捉え, form1をターゲットとなる等化先

のテストフォーム, form2を等化対象のテストフォームとして等化を行う. こ

のためにまず, form1, form2のそれぞれについて 2パラメータ・ロジスティッ

ク補償型モデルを適用して受検者特性値と項目パラメータを算出した. この

際, form1については promax解を, form2については varimax解を採用し,

次元数はそれぞれ 2とした4.

form1について, 横軸を第 1次元, 縦軸を第 2次元の受検者特性値として受

検者をプロットしたものが図 (6.1), form2について同様に受検者をプロット

したものが図 (6.2)である. 2つの図は同じ受検者群の特性値を示すものであ

る. 同じ受検者については, form1, form2のどちらを利用した場合であって

も, スコアが同一となることが期待されるが, これらの図から明らかなように,

単純に受検者特性値を推定した場合にはパラメータ推定の不定性などの影響

で, 通常そのようにはならない5. したがって, 2つのテストフォームのスコア

が近接するように等化を行うことが必要となる. 等化法としては第 4章で示

した受検者特性値に注目した重み付きプロクラステス回転法を利用する. こ

の方法は第 5章の共通受検者と共通項目の両方を利用する重み付きプロクラ

ステス回転による等化法において, 重み λの値を 0.0とした場合に相当する.

なお, この手法では等化先のテストフォームと等化後のテストフォームの相

関構造が一致する特性があり, form1によって推定された受検者特性値の次

元間の相関と, form2を等化した後の次元間の相関が一致する. 比較のために

共通受検者による等化法であるHirschの方法を利用した場合についても確認

した.

6.2 結果

form2についてHirschの方法によって等化を行った場合の等化後の受検者

特性値について, 横軸を第 1次元, 縦軸を第 2次元として受検者をプロットし

たものが図 (6.3), 同じく重み付きプロクラステス法 (WP)の結果が図 (6.4)

である. 図 (6.5), 図 (6.6)はターゲットである form1の受検者特性値を横軸,

Hirschの方法による等化結果を縦軸として, それぞれ第 1次元, 第 2次元の結

果をプロットしたものである. 同様に重み付きプロクラステス回転の結果を図

(6.7), 図 (6.8)に示した. また, それぞれの等化法についてつぎの RMSE(θ)

を計算した. 結果をまとめたものが表 (6.6)である. また, 参考のために form1

の受検者特性値と, 等化後の対応する次元の受検者特性値を表 (6.7)にまと

42 つのフォームで多くの項目を共通としたため, フォーム毎の受検者特性値の差が明確にな
るよう form1 と form2 で異なる解を採用した.

5form1の受検者特性値の次元間の相関係数は, .9411, form2の等化前の受検者特性値の次元
間の相関係数は,−.5916 であった. なお, それぞれ 1 次元の IRT で分析した場合の相関は 0.79
であった.
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めた.

RMSE(θ) =

√√√√ 1

mn

n∑
i=1

m∑
l=1

(θ̂gil − θil)2 (6.1)

上式で, mは次元数を, nは受検者数を表す. また, θ̂g は等化後の form2の受

検者特性値を, θはターゲットである form1の受検者特性値を表す.

PISAのデータは次元間の相関が高いこともあり, 散布図からは等化法ごと

の傾向を明確に把握するのは難しいが, RMSE(θ)をみると, Hirschの方法

よりも重み付きプロクラステス回転法による等化結果のほうが等化後の受検

者特性値について, ターゲットである form1に対する近接性が若干高い結果

となっていることがわかる. 第 4章, 第 5章の計算機実験の結果から, 等化先

の受検者特性値の次元間の相関が高い場合には特に, 重み付きプロクラステ

ス回転法の受検者特性値の等化先に対する追従性は, Hirschの方法に比較し

て高くなる傾向があることが示された. 上記の結果はこれに合致するもので

ある.

なお, 等化係数行列W は Hirschの方法を利用した場合,

WHirsch =

[
−0.934 −0.481

0.382 0.850

]
(6.2)

重み付きプロクラステス回転の場合は,

WWP =

[
−0.918 −0.453

0.414 0.868

]
(6.3)

であった.

等化後の受検者特性値の次元間相関についてみると, 重み付きプロクラス

テス回転法による form2の等化後の受検者特性値の次元間の相関は .9411で

あった. これは form1のそれと同じ値である. 重み付きプロクラステス回転

法による等化では, 等化先と等化後の相関係数が必ず一致する性質がある. こ

の結果は重み付きプロクラステス回転法の特徴を示すものである. Hirschの

方法の場合には, 等化後の次元間の相関は .9410であった. Hirschの方法で

は, 等化後の次元間相関は等化先のものと必ずしも一致はしないが，ここで

取り上げたデータについては, 等化先と非常に近い値となっている. 第 4章に

おける, 次元間の相関係数に関する実験でも, 等化先のテストの次元間相関が

高い場合にはHirschの方法の相関構造の追従性が高くなることが示されてお

り, この結果はシミュレーション実験の結果とやはり合致するものである.

つぎに, 項目パラメータの等化結果について確認する. 表 (6.8)は, form1と

form2の両方に共通して含まれる 20の項目について, 等化法毎の等化後の a

パラメータの値をまとめたものである.

等化後の aパラメータの値について, 等化先である form1の値とのギャッ

プを表すつぎの RMSE(a)の値をまとめたのが, 表 (6.9)である.
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RMSE(a) =

√√√√ 1

mp

p∑
j=1

m∑
l=1

(θ̂gjl − θjl)2 (6.4)

上式で, pは 2つのフォームに共通して含まれる項目数を表す. 他の記号は

RMSE(θ)と同様である.

RMSE(a)についても, 受検者特性値に注目した重み付きプロクラステス

回転法のほうが値が小さくなっており, Hirschの方法に比較して等化後の項

目パラメータがターゲットに近い値となっていることがわかる. これも, 第 4

章, 第 5章のシミュレーション実験に一致する結果である.

念のため, form1の同じ項目に対して各等化法による等化後の form2の項目

特性値がどの程度近接してるのかを調べるために,項目別につぎのRMSE(a)j

を求めた.

RMSE(a)j =

√√√√ 1

m

m∑
l=1

(θ̂gjl − θjl)2 (6.5)

結果をまとめたものが, 図 (6.9)である.
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表 6.1: PISA2012 日本の第 1冊子の問題項目と本研究の分析対象項目
連番 問題項目 領域 分析対象

1 PM00F Q1 数学 *

2 PM00G Q1-Q3 数学 *

3 PM909 Q1-Q3 数学 *

4 PM918 Q1,Q2,Q5 数学 *

5 PM923 Q1,Q3,Q4 数学 *

6 PM924 Q2 数学 *

7 PM949 Q1-Q3 数学 *

8 PM955 Q1-Q3 数学 *

9 PM995 Q1-Q3 数学 *

10 PM998 Q2,Q4 数学 *

11 PS131 Q2,Q4 科学 -

12 PS256 Q1 科学 *

13 PS326 Q1-Q4 科学 *

14 PS413 Q4-Q6 科学 *

15 PS415 Q2,Q7,Q8 科学 *

16 PS425 Q2-Q5 科学 *

17 PS428 Q1,Q3,Q5 科学 *

18 PS438 Q1-Q3 科学 -

19 PS465 Q1,Q2,Q4 科学 -

20 PS478 Q1-Q3 科学 *

21 PS498 Q2-Q4 科学 -

22 PS514 Q2-Q4 科学 *

23 PS131 Q2-Q4 科学 -

24 PS438 Q3 科学 *
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表 6.2: テストフォームへの項目の割付 (数学的リテラシー)

連番 項目 ID Form1 Form2

1 PM00FQ01 * *

2 PM00GQ01 * *

3 PM903Q01 * *

4 PM903Q03 * *

5 PM909Q01 * *

6 PM909Q02 * *

7 PM909Q03 * *

8 PM918Q01 * *

9 PM918Q02 * *

10 PM918Q05 * *

11 PM923Q01 *

12 PM923Q03 *

13 PM923Q04 *

14 PM924Q02 *

15 PM949Q01 *

16 PM949Q02 *

17 PM949Q03 *

18 PM955Q01 *

19 PM955Q02 *

20 PM955Q03 *

21 PM995Q01 *

22 PM995Q02 *

23 PM995Q03 *

24 PM998Q02 *

25 PM998Q04 *
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表 6.3: テストフォームへの項目の割付 (科学的リテラシー)

連番 項目 ID Form1 Form2

26 PS256Q01 * *

27 PS326Q01 * *

28 PS326Q02 * *

29 PS326Q03 * *

30 PS326Q04 * *

31 PS413Q04 * *

32 PS413Q05 * *

33 PS413Q06 * *

34 PS415Q02 * *

35 PS415Q07 * *

36 PS415Q08 *

37 PS425Q02 *

38 PS425Q03 *

39 PS425Q04 *

40 PS425Q05 *

41 PS428Q01 *

42 PS428Q03 *

43 PS428Q05 *

44 PS478Q01 *

45 PS478Q02 *

46 PS478Q03 *

47 PS514Q02 *

48 PS514Q03 *

49 PS514Q04 *
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図 6.1: form1の受検者特性値の散布図 (横軸:第 1次元, 縦軸:第 2次元)
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図 6.2: form2 の等化前の受検者特性値の散布図 (横軸:第 1 次元, 縦軸:第 2

次元)
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表 6.4: Form1の項目特性値 (aパラメータ)

項目 ID a1 a2

PM00FQ01 1.218 .557

PM00GQ01 1.957 -.369

PM903Q01 2.057 .241

PM903Q03 1.588 .124

PM909Q01 .682 .802

PM909Q02 2.200 -.678

PM909Q03 3.902 -.838

PM918Q01 .409 .772

PM918Q02 .513 .827

PM918Q05 .416 1.036

PM923Q01 1.495 -.049

PM923Q04 2.069 -.198

PM949Q01 2.099 -.340

PM949Q03 1.153 .022

PM955Q02 1.267 -.059

PM995Q01 1.647 .274

PM995Q03 1.389 -.015

PM998Q04 .730 -.023

PS256Q01 -.685 2.41

PS326Q01 -1.165 3.696

PS326Q02 -.155 3.771

PS326Q03 1.177 .907

PS326Q04 .659 .148

PS413Q04 .622 1.003

PS413Q05 .403 1.275

PS413Q06 1.082 .642

PS415Q02 1.013 .829

PS415Q07 -.158 1.049

PS415Q08 .948 .945

PS425Q03 .803 .590

PS425Q05 -.177 1.246

PS428Q03 1.133 .627

PS478Q01 .147 .244

PS478Q03 .202 1.123

PS514Q03 1.306 .128
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表 6.5: Form2の等化前の項目特性値 (aパラメータ)

項目 ID a1 a2

PM00FQ01 -1.454 1.036

PM00GQ01 -1.738 .525

PM903Q01 -1.846 1.145

PM903Q03 -1.470 .851

PM909Q01 -1.011 1.046

PM909Q02 -1.749 .354

PM909Q03 -2.578 .933

PM918Q01 -.777 .678

PM918Q02 -.836 .915

PM918Q05 -1.021 .941

PM923Q03 -.689 .500

PM924Q02 -2.223 .932

PM949Q02 -1.466 .524

PM955Q01 -.571 .233

PM955Q03 -1.581 .953

PM995Q02 -1.793 .957

PM998Q02 -.839 .607

PS256Q01 -.454 1.849

PS326Q01 -.587 2.791

PS326Q02 -1.59 3.462

PS326Q03 -1.476 1.468

PS326Q04 -.611 .536

PS413Q04 -.984 1.132

PS413Q05 -.849 1.368

PS413Q06 -1.292 1.051

PS415Q02 -1.315 1.095

PS415Q07 -.375 .823

PS425Q02 -.923 1.318

PS425Q04 -.542 .902

PS428Q01 -1.374 .736

PS428Q05 -1.07 1.285

PS478Q02 -.985 1.324

PS514Q02 -1.475 1.746

PS514Q04 -1.54 1.292
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表 6.6: RMSE(θ)

Hirsch法 WP法

全体 .311 .309

第 1次元 .347 .343

第 2次元 .271 .271

表 6.7: form1と等化後の form2の (θ)の相関

Hirsch法 WP法

第 1次元 .964 .965

第 2次元 .975 .975
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図 6.3: Hirschの方法による等化後の form2の受検者特性値の散布図 (横軸:

第 1次元, 縦軸:第 2次元)
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図 6.4: WP法による等化後の form2の受検者特性値の散布図 (横軸:第 1次

元, 縦軸:第 2次元)
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図 6.5: Hirschの方法による等化後の form2と form1の受検者特性値の散布

図 第 1次元 (横軸:form1の受検者特性値, 縦軸:等化後の form2の受検者特

性値)
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図 6.6: Hirschの方法による等化後の form2と form1の受検者特性値の散布

図 第 2次元 (横軸:form1の受検者特性値, 縦軸:等化後の form2の受検者特

性値)
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図 6.7: WP法による等化後の form2と form1の受検者特性値の散布図 第 1

次元 (横軸:form1の受検者特性値, 縦軸:等化後の form2の受検者特性値)
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図 6.8: WP法による等化後の form2と form1の受検者特性値の散布図 第 2

次元 (横軸:form1の受検者特性値, 縦軸:等化後の form2の受検者特性値)
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表 6.8: Hirsh法とWP法によるForm2の等化後の項目特性値 (aパラメータ)

Hirsch法 WP法

項目 ID a1 a2 a1 a2

PM00FQ01 1.210 .676 1.302 .572

PM00GQ01 2.008 -.283 2.087 -.390

PM903Q01 1.67 .598 1.78 .470

PM903Q03 1.378 .383 1.463 .283

PM909Q01 .584 .968 .663 .888

PM909Q02 2.158 -.552 2.23 -.656

PM909Q03 2.857 -.184 2.981 -.347

PM918Q01 .548 .551 .603 .493

PM918Q02 .444 .877 .511 .810

PM918Q05 .681 .801 .756 .723

PM923Q03 .566 .334 .610 .285

PM924Q02 2.363 .036 2.475 -.107

PM949Q02 1.63 -.115 1.700 -.207

PM955Q01 .612 -.001 .641 -.037

PM955Q03 1.452 .469 1.545 .361

PM995Q02 1.744 .343 1.844 .223

PM998Q02 .691 .404 .745 .344

PS256Q01 -.824 2.545 -.727 2.477

PS326Q01 -1.381 3.903 -1.238 3.805

PS326Q02 -.512 4.302 -.307 4.134

PS326Q03 .900 1.323 1.012 1.208

PS326Q04 .429 .438 .472 .392

PS413Q04 .479 1.117 .561 1.036

PS413Q05 .105 1.562 .193 1.484

PS413Q06 .972 .800 1.06 .705

PS415Q02 .969 .853 1.06 .756

PS415Q07 -.126 1.025 -.077 .985

PS425Q02 .248 1.439 .336 1.358

PS425Q04 .044 1.041 .102 .990

PS428Q01 1.334 .267 1.411 .175

PS428Q05 .478 1.297 .570 1.208

PS478Q02 .329 1.41 .420 1.325

PS514Q02 .679 1.749 .804 1.627

PS514Q04 1.128 1.014 1.234 .899
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表 6.9: RMSE(a)

Hirsch法 WP法

全体 .290 .231

第 1次元 .304 .252

第 2次元 .275 .207
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図から, 多くの項目については重み付きプロクラステス回転法による場合

のほうが, Hirsch の方法に比して RMSE(a)j の値が小さくなっており, 全

般に form1との近接性が高いことがわかる. ただし, Hirschの方法のほうが

RMSE(a)j が小さい項目もいくつか存在し, 項目単位でみた場合には, 一貫

していずれかの方法が有効であるというわけではないことが把握できる.

どのような項目において, Hirschの方法と重み付きプロクラステス回転法

で等化結果に違いが出やすいのか調べるために, form1と等化前の form2そ

れぞれについて, 横軸を第 1次元の, 縦軸を第 2次元の aパラメータの値と

して, RMSE(a)j が Hirschの方法のほうが小さい項目と重み付きプロクラ

ステス回転法のほうが小さい項目で記号を変えて項目をプロットしたものが,

つぎの図 (6.10)と図 (6.11)である.
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図 6.10: form1の aパラメータによる項目のプロット

図から, Hirschの方法で RMSE(a)j が小さくなる項目に完全に一貫した

特徴のようなものは読み取れないが, 原点付近にそのような項目が集まって

いることがわかる. 本章で取り上げた Hirschの方法, 受検者特性値に注目し

た重み付きプロクラステス回転法は共に, 項目特性値については明示的には

考慮しない方法であり, 各回転法の特徴が項目特性値の等化結果に及ぼす影

響が理論的に明確なわけではない. 上記の傾向が一般的な特徴を表すのかど

うかは, 単一のデータセットを利用した本章の研究から正確に把握すること

は難しいが, 各等化法の特徴をあらわす仮説として今後検証していく価値が

あるものと思われる.

さて, 本章では, PISAの実際のデータを用いて, 提案手法による等化を行っ

た結果を確認した. Hirschの方法との比較において, シミュレーション実験の
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図 6.11: form2の aパラメータによる項目のプロット

場合と同様, 受検者特性値, 項目特性値の双方とも, よりターゲットである等

化先との近接性が高くなる傾向を確認することができた. 本章の結果は, 第 4

章, 第 5章で示したシミュレーションの結果とも一致するものであり, シミュ

レーション研究の妥当性を示すものとして理解できる.

ただし本章の分析では, 項目特性値の等化結果の傾向を確認するために, 等

化先と等化対象のテストフォームについて約半数の項目を共有する設計とし

た. この条件は, 等化手法間では共通であるため, 分析の結論に対する影響は

大きくないと考えているが, 今回の分析において, 等化後の受検者特性値が通

常の共通受検者による等化の場合よりも, 等化先に近接しやすいものとなっ

ている可能性は高い.

また, ここで取り扱ったデータは PISAのデータの一部を取り出したもの

で, 1種類のみであり, 実際のデータを利用した場合の提案手法の一般的な傾

向を把握するためには, より多くの実際のテストについて同種の検討を行う

必要があることは言を待たない. 特に, 受検者特性値の等化結果について, 先

行研究と提案手法の間の差異は小さく, この結果をもって一般の場合の手法

間の優劣を判断することは難しいものと考えられる. 結果の一般化に向けて,

今後様々なデータについて分析を進めていく必要がある.

93



第7章 全体のまとめ
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7.1 本研究の目的

多次元 IRTの共通受検者による等化法の提案

テストを採点・分析するための理論的な枠組みである IRTのモデルのうち,

複数の能力特性が同時に回答に影響を及ぼすことを想定したモデルとして多

次元 IRT がある. 多くのテストは多次元性を内在させていると考えられる

(Ackerman et al., 2005; Yao & Boughton,2009)ため, 多次元 IRTはテスト

の分析において有望なモデルのひとつであると考えられる.

さて, 複数のテストフォームのスコアを, 同一スケール上で比較可能とする

ための変換操作である等化は, 多次元 IRTによるテストの実用において重要

な課題である. その一方で, 多次元 IRTの等化に関する研究は比較的新しい

研究分野であり (Simon, 2008), 等化法に関する研究が十分でないことが多次

元 IRTの実用化の障害になっているとの意見がある (Min,2007). 多次元 IRT

の主な等化のデザインには, 共通項目によるものと共通受検者によるものの

2つがあるが, このうち共通項目による等化は, 複数のテストフォームに共通

して含まれる項目について, その特性がテストフォーム間で変化しないこと

を仮定し, これをアンカーとしてテストフォームのスケール等を調整する操

作である. もう一方の共通受検者による等化は, 複数のテストフォームに共通

する受検者の特性が, 受検時点で変化しないことを仮定してスケール等を調

整する操作を指す. 共通項目による等化と共通受検者による等化は, 1次元の

IRTの運用においても共に広く利用される方法であるが, 多次元 IRTで等化

を行う場合には次元の回転等の問題を考慮する必要があるため, 多次元 IRT

に独自の等化法が必要となる.

2つの等化デザインに対応した多次元 IRTの等化法のうち, 共通項目によ

る等化については, 特徴の把握が十分でない面があるものの, いくつかの等化

法が既に提案されている. 一方の共通受検者による等化では, 先行研究として

Hirschによるもの (Hirsch, 1989)が存在するが, 他にはほとんど見当たらな

いのが現状である. したがって, 特に共通受検者デザインによる等化法の研究

が, 多次元 IRTの応用上重要な意味をもつと考えられる.

さて, 共通受検者デザインにおける既存の等化法である Hirschの方法につ

いては, つぎの 2点を課題として指摘できる. まず, Hirschの方法は基本的に

直交回転に基づく方法であるが, 直交性は等化において一種の制約として機

能するため, 共通受検者について等化先の受検者特性値と等化後の受検者特

性値をできるだけ近接させることが重視される場合に, この方法では両者の

近接性が十分なものとならない可能性が高い点である. 2点目として, Hirsch

の方法による等化後の共通受検者の特性値の相関構造は, 等化先のそれとは

完全には一致しないが, 次元間の相関構造は当該テストが何を測定している

かということに関連する重要な指標であり, この構造が等化先と一致しない

ことはテストの運用上の不都合につながる可能性がある点である.
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本研究では, これらの課題を考慮した上で, 多次元 IRTにおける共通受検者

デザインによる新たな等化法を提案し, その特性を計算機実験および実デー

タを用いた分析によって把握することを目指した.

共通項目と共通受検者を同時に利用した等化

ところで, 通常 IRTによる等化では, 通常共通項目による等化か共通受検

者による等化のいずれかが実現可能となるように, テストフォーム間に共通

する問題項目や受検者群の配置を設計する．一方, 多次元 IRTの応用場面の

ひとつとして, それまで 1次元の IRTを利用して運用されてきた複数のテス

トを, 多次元 IRTの枠組みで統合するケースが考えられるが, この場合には

テストを構成するすべての項目を共通項目, すべての受検者を共通受検者と

見なし, 従来の 1次元の IRTによる項目パラメータ, 受検者パラメータを等

化先として形式的に等化の手続きを実行することができる. あるいは多次元

IRTでの運用を前提に新規に開発されたテストの場合にも, 測定内容の安定

性を重視する立場から, 一旦 1次元の IRTを利用して各次元に対応する項目

特性値や受検者特性値を推定し, これをターゲットとして形式的に等化の手

続きを利用することができる. 加えて, 多次元 IRTの通常の運用場面におい

ても, 共通項目と共通受検者の両方を活用する等化デザインを考えることは

可能である (e.g. Davey et al., 1996). したがって, 多次元 IRTの応用場面で

は, 共通項目と共通受検者の両方の情報を同時に利用可能なケースが存在す

ると考えられるが, その一方で 2つの情報が同時に利用可能な状況に対応し

た多次元 IRTの等化法は現時点では提案されていない.

共通項目と共通受検者の両方の情報を利用することは, 広い意味で精度が

高くバランスのよい等化結果につながる可能性がある. 共通項目による等化

と共通受検者による等化を統合することで 2つの情報を同時に考慮した新た

な等化法を提案し, この方法によって有効な等化結果が得られることを確認

することが, 本研究のもうひとつの目的である.

7.2 本研究の結果と意義

共通受検者による等化法の提案

共通受検者デザインの場合の主な等化法である Hirschの方法について, 等

化先と等化後の受検者特性値の近接性が不十分である点, 等化後の相関構造

が等化先のそれと一致しない点を課題として指摘した. 受検者特性値の近接

性を高めるためには, 等化に関わる制約のより少ない方法が有効であると考

えられる. 一方, 相関構造を再現するためには, この構造を制約として考慮し

た等化法が求められる. 単一の方法で, これら両方を同時に追求することは難
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しいと考えられるため, 本研究では前者に対応するものとして共通受検者に

注目した斜交プロクラステス回転による等化法を, 後者に対応するものとし

て相関構造に制約のある共通受検者に注目した重み付きプロクラステス回転

による等化法を案出した. 多次元 IRTの既存の等化法の多くは, 近似解もし

くは数値的な解法が知られているのみであるが, ここで提案した 2つの等化

法については, 共に厳密解 (解析解)が得られている.

また, 上記の方法の特性を明らかにするために, 先行研究で示された方法と

比較する形で計算機による実験を行った. 実験の結果, 共通受検者に注目し

た斜交プロクラステス回転による方法が, 等化先と等化後の受検者特性値の

近接性という点で, 他の方法と比較して 良好な結果を与えることが確認でき

た. また, 相関構造に制約のある共通受検者に注目した重み付きプロクラステ

ス回転による方法では, 想定どおり等化先と等化後の相関構造が一致するこ

と, 等化先と等化後の受検者特性値の近接性という面でも, 既存の方法である

Hirschの方法と同等か, 特に次元間の相関係数が大きい場合にはやや有利な

結果が得られる可能性が高いことが確認できた. なお, 実際のデータである

PISAデータを利用した分析についても, 同様の傾向を確認した.

ところで, やはりシミュレーション研究の結果から, 共通受検者に注目した

斜交プロクラステス回転による方法は, 特に問題項目数が少ない場合に項目

パラメータの等化結果が不安定になる傾向があること, 受検者特性値の次元

間相関の構造が等化先と大きく異なったものとなる場合があることが把握で

きた. これらの結果を総合すると, 共通受検者による等化を行う場合には, 重

み付きプロクラステス回転による方法が総合的にみて有効な手法であるもの

と思われる.

さて, この実験の結果から得られた別の観点での示唆として, 等化先と等化

後の受検者特性を一致させるという点で有効な等化法が, 必ずしも項目特性

値についても良好な結果をもたらすわけではないという知見がある. 多次元

IRTの応用場面では, 前述の通り共通受検者と共通項目が共に存在する場合

があるが, 上記のことは既存の等化法を利用した場合, 等化の結果は共通受検

者による等化, 共通項目による等化のどちらを用いるかによって異なったも

のとなり, 選択した等化法の観点に偏った傾向を有することを示唆するもの

である. 何らかの方法で偏りを回避したバランスのよい等化が実現できるこ

とが望ましいと考えられる. 本研究ではこの問題を解決する手法として, 共通

受検者と共通項目の情報の両方を利用することで等化結果の安定性を高める

ような等化法の可能性について検討した.

共通項目と共通受検者を同時に利用した等化法の提案

共通受検者による重み付きプロクラステス回転による等化法に, 共通項目

による重み付きプロクラステス回転法を統合することで, 共通項目と共通受
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検者の両方の情報を考慮した新たな等化法を提案した. 2つの等化法の統合

にあたっては, それぞれの等化基準の重み付きの線形結合を等化基準として

設定し, これを等化先と等化後の相関係数が一致するという制約条件下で最

小化するというアプローチを採用した. 重みの値によって共通受検者による

基準と共通項目による基準のどちらを重視するかを考慮することができるた

め, 提案手法は本研究でそれぞれ新規に提案した共通受検者による重み付き

プロクラステス回転による等化法と, 共通項目による重み付きプロクラステ

ス回転による等化法を, さらに一般化した手法であると捕らえることができ

る. なおこの方法の場合は, 解は数値的な計算によって求めることとなる.

この手法についても, 計算機実験を行って特性を確認した. 結果, この場合

にも, 想定どおり等化先と等化後の相関構造が一致することが検証できた. ま

た, 重みを中間的な値として共通項目と共通受検者の両方の情報を利用した

場合には, いずれかの基準に偏らないバランスのよい等化結果が得られるこ

とが確認できた. 本研究で提案した共通項目と共通受検者の両方の情報を同

時に利用する等化法はしたがって, 等化結果の安定性という面に特徴のある等

化法であり, 広い意味での等化精度の向上に有効な方法であると考えられる．

各手法の実行条件と適用範囲

各手法の実行条件と適用範囲についてまとめる. まず, 受検者特性値に注目

した斜交プロクラステス回転法と, 同じく受検者特性値に注目した相関構造

に制約のある重み付きプロクラステス回転は, ともに共通受検者デザインの

等化の場合に対応した方法である. したがって, 共通受検者が存在すること

が, これらの手法を利用する場合の前提となる. なお, いずれの方法について

も, 1次元の IRTを利用して推定した複数の尺度のスコアをターゲットとし

て等化を行うことが可能である.

共通項目に注目した重み付きプロクラステス回転法は, 共通項目デザイン

に対応した方法である. この方法についても受検者特性値の次元間相関を制

約として考えるため, 等化先の次元間相関の相関の情報が必要となる. ただ

し, 等化先の次元間相関の値は, 実際のデータから計算した値である必要性は

なく, たとえば過去の研究の蓄積などからターゲットとなる相関構造が明ら

かな場合には, その情報を利用することも可能である.

共通受検者と共通項目の両方を利用した重み付きプロクラステス回転法は,

共通受検者と共通項目が混合したデザインに対応した方法であり, 両方の情

報を利用する. したがって, たとえばそれまで 1次元の IRTで運用されてき

たテストを, 多次元 IRTの枠組みで統合するなど, 共通項目と共通受検者が

ともに存在するような状況での利用が想定される.

なお, 本研究では多次元 IRTのモデルとして, 2パラメータ・ロジスティッ

クモデルを想定して議論を進めたが, 上記の各等化法は項目パラメータと受検
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者特性値が, 受検者特性値を θ, 項目 jのパラメータを aj , dj として, ajθ+dj

のように因子分析モデルの形をしているモデルであれば, 広く利用すること

が可能である. 本研究で紹介した中では, たとえば多次元段階反応モデルがこ

れにあたる. 他に, 1次元の IRTの場合の 1パラメータ・ロジスティックモデ

ルや 3パラメータ・ロジスティックモデルを多次元化した補償型モデルが, 適

用範囲となる.

また本研究は, 因子分析におけるターゲットの存在する回転法であるプロ

クラステス回転を, 多次元 IRTの文脈で捉えなおしたものとして位置づける

ことが可能である. その意味で, 本研究で提案した各等化法は, そのまま因子

分析の場合の回転法として利用することもできる.

全体的な意義

前述のとおり, 多次元 IRTのテストの採点への活用はあまり進んではおら

ず, この背景に等化法に関する研究の不足があることが指摘されている. 特に

共通受検者による等化法は, 現時点ではほとんど提案されておらず, 研究が急

がれる領域である.

本研究では, 多次元 IRTの共通受検者を利用した等化法として, 斜交プロク

ラステス回転法，相関構造に制約を課した重み付きプロクラステス回転によ

る方法, 共通受検者に加えて共通項目の情報を考慮した方法の 3つの方法を

新たに提案した. これらの方法は, それぞれ既存の等化法にはない特徴を有し

ているため, 多次元 IRTの活用範囲の拡大に資する可能性が高いものと考え

られる. 特に, 重み付きプロクラステス回転に基づく方法は, 等化先と等化後

のテストの相関構造が一致する特性がある. 本来同じ特性群を測定すること

を意図された複数のテストフォームにおいて, 次元間の相関構造が異なってい

る場合, 次元ごとのスコアの重み付き合計点の解釈や, 次元間のフィッシャー

情報量の比較などで不都合を生じる可能性がある. 重み付きプロクラステス

回転の相関構造を一致させるという特徴は, この点においても実用上の有効

性が高いものと思われる.

7.3 今後の課題

本研究の課題と今後の期待される研究についてまとめる.

実験の要因と手法

本研究の課題として, まず計算機実験の要因に関する事柄が指摘できる. 実

験では, 受検者特性値の次元間の相関の大きさ, 項目数, 次元数などを要因と

して取り上げたが, 多次元 IRTの等化では他にも, 受検者数, aパラメータの
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構造, パラメータの推定アルゴリズムなど, 1次元の IRTの場合に比較して非

常に多くの要素が相互に組み合わさる形で結果に影響するものと考えられる.

また, 次元数が 3以上の場合には, 相関係数の大きさに加えて, どの次元間の

相関が大きく, どの次元間の相関が小さいかという相関係数の構造も等化結

果に影響を及ぼす可能性がある. 共通項目と共通受検者の両方の情報を利用

する等化法では, これらを結合する重み係数の設定が必要となるが, この重み

の設定方法について何らかの目安を得るためにも, 多様な設定下での実験が

必要であると思われる. 今後さらに幅広い要因を考慮した研究を行い, 等化法

の性質を調べていく必要があるものと考えている.

また, 本研究では PISAの実際のデータを等化した結果について報告した

が, このような実際のデータを利用した場合についても, 今後様々なテストを

分析することで, 一般的な傾向を把握していく必要があるものといえる.

等化基準

つぎの課題として, 本研究で提案した手法はいずれも, 共通受検者や共通

項目の特性値のユークリッド距離を直接に最小化することを目指したもので

ある点が指摘できる. 行列間の距離には他にも様々な定義があり得る (e.g.

Gower & Dijksterhuis,2004). また, 1次元の場合には Stocking & Lordの方

法や Haebara法など特性値の直接の距離ではなく, 項目特性曲線のギャップ

の最小化という形で等化を定式化する方法が存在する. 多次元 IRTにおいて

も, TCF法や ICF法など同様のコンセプトに基づく方法が開発されている.

たとえば, TCF法の枠組みの中で, 相関構造に制約を設定した等化を行う

など, これらの基準について提案手法を拡張する方法を考えることができる

が, 本研究ではそのような方向については十分検討できなかった. この点につ

いても, 今後の課題であると考えている.

最後に, 本研究をさらに推し進める場合の今後の展開の方向性についてま

とめる.

共通項目と共通受検者の両方を利用した他の等化法

本研究では, 共通項目と共通受検者の両方の情報を考慮した等化法として,

共通項目に注目した重み付きプロクラステス回転法と共通受検者に注目した

重み付きプロクラステス回転法を統合するアプローチを提案したが, この方略

は先行研究の方法を含めた他の等化法にも応用可能なものである. たとえば,

共通受検者による等化法であるHirschの方法や, 共通項目による Li & Lissitz

の方法を拡張して, 共通受検者と共通項目の両方を同時に考慮する等化法をそ

れぞれ構成することができる. また, 本研究において共通受検者による等化法
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として提案した斜交プロクラステス回転に基づく方法についても, これを拡

張することで共通項目の情報を併せて考慮する等化法が実現できると考えら

れる. 特に, 共通受検者に注目した斜交プロクラステス回転による方法では,

項目数が少ないときに共通項目の等化後の値が等化先に十分に近接できない

問題があった. これは, 斜交プロクラステス回転による方法が比較的小さい制

約条件下で等化を実現する方法であり, そのためにターゲットである等化先

の値への追従性が高くなりすぎる一種の過剰適合の状態が生じ, 共通受検者

をターゲットとした場合にはもう一方の共通項目側の追従性が却って阻害さ

れたものと解釈できる. たとえば, 斜交プロクラステス回転について, 共通項

目と共通受検者の情報を同時に利用する方向にこれを拡張することで, 上記

の問題を抑制した安定性の高い等化が実現できる可能性がある. この方法に

ついては, 本研究の延長線上の研究として検討すべきテーマのひとつである

と考えている.

ところで, 2パラメータ・ロジスティックモデルなどの 1次元の IRTのモデ

ルは, 多次元 IRTの補償型モデルに包含されるものとして捉えることができ

た. 現状, テストの運用場面では 1次元の IRTが主流であるが, 本研究で提

案した等化法は, 次元数が 2以上の場合に固有の方法となっている1. ただし,

共通項目と共通受検者の両方の情報を利用するというコンセプト自体は 1次

元の IRTの場合にも応用できる可能性がある.

共通項目による等化を行った場合にはもう一方の受検者の, 共通受検者に

よる等化を行った場合には項目側のパラメータの追従性が却って低くなると

いう問題は, 1次元の IRTの等化の場合にも同様に生じる可能性がある. ま

た, 1次元の IRTを想定したテストについても, 共通項目と共通受検者を共に

含む等化のデザインを考えることは可能である. こような場合には通常, 共時

等化などの等化法が利用されるが, 本研究で提案したような, 項目と受検者の

両方をターゲットとした等化法も有効な手法の一つである可能性がある. 本

研究の方法を 1次元の場合に拡張し, この点を確認する方向の研究について

も検討の価値があるものと考えられる.

また, 1次元の IRTで運用されている複数のテストについて, テスト間の相

関構造を維持したまま, それぞれ等化することが要請される場面が実務上想

定できる. この場合には, 必ずしも多次元 IRTモデルによるパラメータ推定

を経る必要はないが, 等化の手続きは, 本研究の延長線上にあると思われるた

め, 具体的な手順について示すことには意味があるものと考えている.

分散制約の緩和

本研究では, 主に相関構造に制約を課した多次元 IRTの等化法について検

討した. テストによって測定される受検者特性値の次元間の相関構造は, 各次

1たとえば, 次元が 1 つの場合には相関構造を一致させるという制約には意味がない
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元のスコアが何を表しているかということと関連した重要な指標であると考

えられる. たとえば, 本来同じ内容を測定することを狙いとした 2つのテスト

フォームが存在する場合, これらの相関構造が異なっていることは, スコアの

解釈の面において不都合を生じる. また, 共通受検者の特性値の分散について

も, 等化先と等化後では同じ値であると考えることには一定の合理性がある.

したがって, 本研究では等化後の相関と分散がそれぞれ等化先のテストフォー

ムのそれと一致するという制約下で等化を行うことに力点をおいて, いくつ

かの手法を提案した.

一方, 先行研究においてこれらの条件がどのように捉えられているかを概

観すると, たとえば, 共通受検者に基づくHirschの方法では, 潜在特性の基底

を一致させるというプロセスにおいて分散と相関の一致制約を一部考慮して

いるように思われる. しかし, Minの方法などの共通項目に基づく方法では,

基本的にこれらの条件については考慮されておらず, 共通項目による等化法

と共通受検者による等化法で対応が分かれているように思われる2.

さて, 分散と相関構造にそれぞれ制約を置くことは, 分散共分散行列の値を

制約することと同値であり, 本研究でもこの方針で新たな等化法の提案を行っ

た. ただし, 分散と相関に関する制約は, 本来別々に取り扱うことが可能であ

る. 具体的には, たとえば共通受検者に注目した重み付きプロクラステス回転

法において, 分散には制約をおかず, 相関だけを指定された構造に一致させる

ような等化法を開発することは可能である3. 等化に関する制約を緩和するこ

とは, 等化先の実際のデータに対する追従性を高める方向に寄与すると考え

られる. 等化後の特性値を実際のデータにできるだけ近づけたいという動機

が強い場合には, このような方法が求められる場面もあり得るものと想定さ

れるため, 提案手法について, 分散制約を緩和した等化法を用意しておくこと

には意味があるものと考えられる.

等化先の項目特性値が一部しか指定できない場合

因子分析の文脈では, 回転のターゲットとなる因子負荷量が一部しか指定

できない場合の回転法が知られている. このような回転法は不完全プロクラ

ステス回転法 (Browne,1972a; Browne,1972b; Browne,2001)と呼ばれる. た

とえば, 2因子構造を想定して開発された尺度において, 一部の項目群につい

ては第１因子への因子負荷量が 0に近く, 別の項目群については第２因子へ

の負荷量が 0に近いことが事前の想定から明らかであるが, もう一方の因子

への負荷量については不明である場合には, このような手法が有効である. 多

次元 IRTにおいても, 各問題項目と潜在特性との関連性については何らかの

2ただし, 本研究では共通項目と共通受検者の情報を共に利用する等化法を提案する過程で,
分散共分散行列に制約のある場合の共通項目に注目した等化法を導出した.

3共通受検者による等化において, 分散だけに制約を課した場合は, 因子スコアによる直交も
しくは斜交プロクラステス回転となる

102



事前の仮説が存在することが稀ではない. 具体的には, 問題項目があらかじめ

いずれかの次元を想定して作成されている場合や, 特定の次元とは問題項目

の性質上とは無関係であることが明らかである場合などが考えられる. また,

本研究で指摘したとおり, 受検者特性値の相関についても, 事前に構造を想定

することが適当であるケースが多いように思われる. したがって, 潜在特性の

相関構造を指定した不完全プロクラステス回転法が開発できれば, 実際のテ

ストの運用ばめんにおける有用性が高いものと考えられる. このような方法

は, 本研究で示した相関構造を指定した等化法を一部の項目について項目特

性値にターゲットが存在する場合に拡張することで実現できる. この手法に

ついても, 今後研究を進める意義があるものと思われる.

さて, 多次元 IRTの等化法については, 現状提案されているもの以外にも

様々な可能性があり得る. また, 各種の応用場面に適した等化法を提案し, そ

の特性を見極めていくことは, 多次元 IRTモデルの普及の鍵になると考えら

れる. 本研究で提案した方法を含めて, さらなる検証と展開が望まれる領域で

あり, 今後もこれに貢献していきたいと考えている.
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付録

付録1 :次元間相関の合成スコアに対する影響

個人毎の総合スコアとして, 複数の尺度の重み付き和が利用されることが

よくある. この方法は, 多次元 IRTの文脈では受検者特性値の次元に対する

加重和に対応する. ここでは, 次元間の相関構造が合成スコアに影響を与える

ことの例を示す.

次元数が 3の場合に対応した, つぎの受検者特性値の次元間の相関係数行

列 R1 と R2 について考える.

R1 =

1.0 0.0 0.0

0.0 1.0 0.0

0.0 0.0 1.0

 , R2 =

1.0 0.3 0.0

0.3 1.0 0.0

0.0 0.0 1.0

 (7.1)

R1は次元間が無相関の場合であり, R2はR1について第 1次元と第 2次元の

間の相関を 0.3に置き換えたものである. テストの次元間の相関構造が, R1

に従う場合とR2に従う場合で個人毎の合成スコアが一致しないことを, 計算

機実験によって調べる.

まず, n = 10, 000として, R1に従う各次元の平均が 0の正規分布から n人

分のデータを乱数で生成した. 各次元の分散は 1.0とする. したがって R1は

分散共分散行列と見なすことができる. 生成したデータをX1 とする. X1 は

行数が n, 列数が 3の行列である. このデータについて

y1 = X11 (7.2)

として, y1 を求めた. 1は 1を縦に 3つ並べたベクトルである. y1 は個人毎

に次元間の和を求めたもので合成スコアに相当する (各次元の重みは 1.0とし

た).

つぎに, X1 の実現値の分散共分散行列 R̄1 および R2 のスペクトル分解を

R̄1 = PΛPT , Q∆QT として,

X2 = X1PΛ−1/2∆1/2Q (7.3)

によって, X1を相関構造がR2となるように変換した. ただし, PPT = QQT =

Iで, Λと∆はそれぞれR1とR2の固有値を対角にならべた行列である4. X2

4実現値の相関行列 R̄1 の代りに R1 を利用することも考えられるが n が十分に大きい場合
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についても

y2 = X21 (7.4)

として合成スコアを求めた.

図 (7.1)は, 横軸を y1, 縦軸を y2 として n人の受検者をプロットした散布

図である. y1 と y2 の相関係数は .789であり, 図からも明らかに y1 と y2 は

−10

−5

0

5

10

−10 −5 0 5 10
y1

y2

図 7.1: 相関構造が異なる 2つの合成スコアの散布図

一致していない. また, スピアマンの順位相関は .774であり受検者の順位に

ついても相関構造の影響を受けていることがわかる.

以上の例から, テストの次元間の相関構造は対応する合成スコアに影響を

与えており, 同じ内容を測定するテストフォームであっても, 相関構造が異な

る場合には総合スコアによる受検者の順位などが一致したものとはならない

ことが理解できる.

上の例で, y2 は

y2 = X1PΛ−1/2∆1/2Q1 (7.5)

と書けるが, これはX1の各次元の値に対する PΛ−1/2∆1/2Q1による重み付

き和として解釈できる. R̄1 ̸= R2 の場合,

PΛ−1/2∆1/2Q ̸= I (7.6)

であるから, 上の例の場合に限らず, 一般にテストの相関構造は合成スコアに

影響を及ぼすものと考えられる.

には, 結果はほとんど変わらない.
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付録2 :受検者特性値 (因子スコア)に注目した直交プ

ロクラステス回転

次の問題について考える.

min. f =
1

2
tr(Θ−ΘgW )T (Θ−ΘgW ) (7.7)

s.t. diag(WTSgW ) = I . (7.8)

いまW がWTW = I を満たす直交回転行列であるとする. 上式の f を展開

すると,

f =
1

2
tr

(
ΘTΘ− 2ΘTΘgW +WTΘT

g ΘgW
)

=
1

2
tr

(
nS − 2ΘTΘgW + nWTSgW

)
となるが, WTW = I より tr(WTSgW ) = tr(Sg)であるから, (7.7)式の最小

化はΘTΘgW の最大化と同値である. ΘTΘg が正則な場合, このようなW は

W = ΘTΘg(Θ
T
g ΘΘTΘg)

−1/2

と求めることができる (e.g. 市川, 2010). さて, この場合の Θg の変換後の分

散はWTSgW の対角成分であるが, この各成分の値は一般には 1にならない.

ただし特に Sg = I の場合にはWTW = I より

WTSgW = WTW = I

となる. Sg ̸= I の場合には変換後の Θg の分散でW を調整した

W ∗ = W [diag(WTSgW )]−1/2

を利用する.

付録3 :受検者特性値 (因子スコア)に注目した斜交プ

ロクラステス回転

いま f がW の関数であることを明示的に f(W )と書くことにすると, (7.7)

式の (7.8) 式による条件付き最小化問題は

g = f(W )− 1

2
tr

[
Γ
(
diag(WTSgW )− I

)]
(7.9)
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の最小化と同値であり, 解は
∂g

∂W
=

∂f(W )

∂W
− SgWΓ = 0 (7.10)

∂g

∂Γ
= diag(WTSgW )− I = 0　　 (7.11)

を満たす. ただし, Γはラグランジュの未定乗数を表す対角行列である. こ

こで,

G =
∂f(W )

∂W

とすると, (7.10)式から

G = SgWΓ

であり, 上式の両辺に左からWT をかけると,

WTG = WTSgWΓ

となる. ここでΓが対角行列であることに注意すると,任意の j (j = 1, 2, ...,m)

について

(WTG)jj = (WTSgW )jjΓjj

が成り立つ. ただし上式の下付きの添字 jj は各行列の j 行 j 列成分を表す.

上の関係を考慮すると, (7.11)式より

Γ = diag(WTG)

であることがわかる. これを (7.10)式の Γに代入すると

∂f(W )

∂W
− SgWdiag(WTG)

=nSgW −ΘT
g Θ− SgWdiag[WT (nSgW −ΘT

g Θ)]

=SgWdiag(WTΘT
g Θ)−ΘT

g Θ

(途中 (7.11) 式を利用した)となるから,

SgWdiag(WTΘT
g Θ)−ΘT

g Θ = 0

であり, W に関連する項を右辺にまとめて

S−1
g ΘT

g Θ = Wdiag(WTΘT
g Θ) (7.12)

を得る. いま,

V = S−1
g ΘT

g Θ

107



とすると, (7.12)式から

V = Wdiag(WTSgV ) .

さらに, [diag(WTSgV )]jj ̸= 0, (j = 1, 2, ..,m)を仮定して5

K = [diag(WTSgV )]−1 (7.13)

とすると,

W = V K .

これを, (7.13)式に再び代入すると

K = [diag(KTV TSgV )]−1 = [diag(V TSgV )]−1K−1

となる. 上式をK について解くと

K = [diag(V TSgV )]−1/2

であるから, 結局W は

W = V K = V [diag(V TSgV )]−1/2

となる6 (以上).

5[diag(WTSgV )]jj = 0となるのは, W の j 列の各成分が全て 0の場合か, ΘgW すなわち
等化後の能力特性値と等化先の能力特性値 Θの第 j 次元が直交する場合であるが, 前者は (7.11)
式に反する. また, 後者の場合は等化の設定に問題があると考えられる.

6上の W は本文のW ∗
g に対応する
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