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変数・定数の対応表 

 本論内で用いる主な変数及び定数，アクセント，添字は以下の表の通りである． 

 

・ 文字一覧 

文字 説明 

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝛼, 𝛽 任意定数，変数． 

𝑎 接触半径(3 次元問題)または接触幅(2 次元問題). 

𝑏 2 次元問題における変位境界条件ሺ𝑥 → 𝑏, 𝑢 → 0. ሻ. 

𝑑 剛体球及び剛体円筒と半無限弾性体間の隙間൫ൌ 𝑢 െ 𝑧୰୧୥୧ୢ൯． 

𝐸 弾性体の縦弾性係数(ヤング率)． 

𝐸∗ 弾性体の等価弾性係数ሺൌ 𝐸/ሺ1 െ 𝜈ଶሻሻ 

𝐼, 𝐽 積分． 

𝑀 接触面内に与えられるトルク． 

𝑃 接触面内に与えられる荷重． 

𝑝 接触面内の圧力分布． 

𝑅 剛体球及び剛体円筒の曲率半径． 

𝑟, 𝜀 原点を中心とした極座標系における距離及び角度座標． 

𝑠, 𝜙 圧力点を中心とした極座標系における距離及び角度座標． 

𝑆 接触面，接触面積． 

𝑈୶୶ 特定の状態におけるエネルギー． 

𝑈ୣ୪ୟ. 半無限弾性体に充填される弾性エネルギー． 

𝑈୧୬୲. 界面エネルギー． 

𝑈୑.୔. メカニカルポテンシャルエネルギー(2 次元問題のみ)． 

𝑈୲୭୲ୟ୪ 系全体のエネルギー． 

𝑢 半無限弾性体表面の変位分布，弾性変形． 

𝑢ୌ 弾性体の弾性変形の内，球・円筒面形状成分．Hertz 接触に相当． 

𝑢୆ 弾性体の弾性変形の内，平面形状成分．Boussinesq 接触に相当． 

𝑢୲ 弾性体の弾性変形の内，傾斜面形状成分． 

𝑥, 𝑦, 𝑧 直交座標． 

𝑧୰୧୥୧ୢ 剛体球及び剛体円筒表面形状． 

𝛾ୖ 剛体球及び剛体円筒の表面自由エネルギー． 

𝛾୉ 半無限弾性体の表面自由エネルギー． 

𝛾ୖ୉ 剛体と弾性体間の界面自由エネルギー． 

Δ𝛾 剛体と弾性体間の凝着仕事ሺൌ 𝛾ୖ ൅ 𝛾୉ െ 𝛾ୖ୉ሻ． 

𝛿 剛体球及び剛体円筒の垂直変位． 

𝜃 剛体球及び剛体円筒の回転角． 

𝜈 弾性体のポアソン比． 
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・ アクセント一覧 

アクセント 説明 

  ෤ 3 次元問題における無次元化パラメータであることを表す． 

  ത 2 次元問題における無次元化パラメータであることを表す． 

  ො 2 次元問題における弾性変形及び総エネルギーの発散性を考慮した無次元化パラメ

ータであることを表す． 

 

・ 添字一覧 

添字  説明 

sta. stable エネルギー平衡条件下のパラメータであることを表す． 

roll roll, rolling 転がり条件下のパラメータであることを表す． 

det. detachment 脱離条件下のパラメータであることを表す． 

rolldet rolling detachment 転がり脱離条件下のパラメータであることを表す． 

Rlim Rolling limit 転がり限界条件下のパラメータであることを表す． 

adh. adhesion 最大凝着条件下のパラメータであることを表す． 

0 zero load, pressure 無荷重または圧力消失点を意味する． 

 

  



3 
 

1 緒論 

物体の転がりは我々の周囲の至るところで発生，利用されている我々にとって最も身近な物理

現象のうちの一つである．古くから人力では運べない重量の大きな物体を運ぶのには転がりが使わ

れてきた．例えば，古代アッシリアの石像の運搬に木で作られた“ころ”が用いられたと言われてお

り[1,2]，牛車や馬車に用いられる車輪はその発展型と言える．これらは物体を摩擦させて移動させ

るよりも転がして移動した方が直動方向の負荷が小さくなるという転がりの特性を利用したもので

ある．また，直動方向だけでなく回転方向にも転がりを用いることで，物体の回転方向の抵抗を小

さくする機構，ベアリングも極めて身近な機械要素であろう．他には回転方向の動力伝達を行う歯

車も特にインボリュート歯車であれば接触部において転がりによって動力伝達が成される．実際の

転がり接触する機構の工学的な利用としては，ベアリングやLMガイドなどに代表される潤滑機構，

電車の車輪や自動車のタイヤ，そしてインボリュート歯車に代表される動力伝達機構などがある．

転がり接触のメカニズムを明らかにすることはこれらの機械要素の性能向上に大きく寄与する可能

性がある．これらの機械要素は機械中に多数存在するため，これらの性能向上は大きな省エネルギ

ー効果をもたらす可能性が高い．また，近年は機械の微小化や生体分野への利用が進み，アセンブ

リ時に曲率を持つ微小な部品や生体部品のマニュピレーションが必要な場合も多い．マイクロオー

ダー以下の接触問題においては重力に代表される体積力よりも固体間凝着力のような面積力の方が

支配的となり，物体の把持・脱離が困難となる．これらのマニュピレーションを容易にするために

転がりを利用したマニュピレーションなどが検討されており，凝着現象を考慮した転がり接触のメ

カニズム解明はマイクロマニュピレーションの分野からも強く求められている． 

転がり接触は形状によって大きく 2 つの場合に分けられる．一つは球，もう一つは円筒である．

球の転がり接触は物体が点接触する場合で玉軸受や電車のレールなどが該当し，円筒の転がり接触

図 1  Johnson-Greenwood の”Adhesion map” [13] 
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は物体が線接触する場合でころ軸受やインボリュート歯車などが該当する．これらの問題はそれぞ

れ 3 次元問題と 2 次元問題に切り分けられて研究が成されてきた． 

転がり接触の 3 次元問題を説明するに当たって，まず 3 次元弾性論の発展から説明を行う．3 次

元弾性論は円形接触面に及ぼす弾性接触問題，Boussinesq 問題に端を発する[3]．主要な Boussinesq

問題に対する解としては球面(Hertz 接触[4])，傾斜面[5,6]，平面(Boussinesq 接触[7])の 3 種類が挙げ

られ，これらの線形結合によって様々な弾性変形を表現してきた．また，これらの解は例えば

Sneddon[7], Green[5]の場合において，Hankel 変換を用いて応力ひずみ関係を解いているため，複素

数を含むような解析となっているが，Timoshenko と Goodier が導いた半無限弾性体に及ぼす 1 点集

中荷重に対する弾性変形の解を用いて実数領域で議論出来ることを Johnson が著書で記述している

[8,9]．しかし，これらの接触問題は接触面内における応力ひずみ関係が満足されているか否かにつ

いて議論されていることが多く，接触面外の弾性変形については議論されることが極めて少ない．

接触面外の弾性変形については球面と平面に関して Maugis[10]が議論しているに留まるのみで，傾

斜面の変形に関しては未だに議論されていない．この要因として，半無限弾性体面の鉛直方向の軸

に対して非軸対称な弾性変形を扱うための座標系が提案されていなかったため，弾性変形を求める

ために必要な積分を解析的に計算不可能だったことが挙げられる． 

接触における凝着の影響を考慮した凝着接触理論は大きく分けて 2 つ存在する．Hertz 接触から

導出した物体間の隙間から算出した表面力を加算した DMT(Derjaguin-Muller-Toporov)理論[11]と

Hertz 接触に Boussinesq 接触を凝着の影響として加味した JKR(Johnson-Kendall-Roberts)理論[12]であ

る．これらの接触理論が適用できる領域は Johnson と Greenwood によってそれぞれ”凝着マップ

(Adhesion-Map[13], 図 1)” にまとめられており，DMT 理論は凝着現象による弾性変形の影響を考慮

していないため，接触物体が極めて弾性率が高い場合以外では適用出来ず，JKR 理論が広い適用範

囲を有することを確認出来る．しかし，これらの接触理論は回転方向の自由度を持っておらず，転

がりなどの非軸対称変形は議論出来ない． 

3 次元の転がり接触問題は Hertz 接触を基に解析モデルが提案されていることが多い．それらの

解析モデルは Hertz 接触に滑り・摩擦条件，クリープ変形などを加えたものである[9,14–18]．これら

の解析モデルは当然凝着現象の寄与を考慮出来ない．凝着現象の寄与を考慮する場合，物体間が接

触する円形接触面の端部において圧力が無限大に発散し[9]，解析的に弾性変形や圧力分布を扱うこ

とが困難になるばかりでなく，転がり始めの閾値が明確でないことが凝着現象の寄与を考慮した解

析モデルが極めて少ない要因として挙げられる．数少ないモデルとして Dominik[19]が提案した解析

モデルがある．Dominik のモデルは転がり始めの閾値としてトルクによる接触面の回転方向へのシ

フトを扱っているが，彼のモデルは軸対称な接触を仮定しており，非軸対称な転がり接触を表現出

来ていない．したがって，現状の解析モデルにおいて，非軸対称弾性変形を有し，圧力及び弾性変形

上で矛盾のない転がり接触を表現出来ているモデルは存在しないと言える． 

3 次元問題に対して，2 次元問題は Muskhelishvili[20]によって解決されたものが多い．

Muskhelishvili はせん断方向を虚数軸に割り当てることによって応力関数を複素領域に拡張し，垂直

方向のみならず，接線方向のトラクション・変形を考慮した解析を行った．Muskhelishvili の解の内，

実数領域で表現される垂直方向の圧力・変位を扱った解は特に簡単に表現され，表 1 にあるような

円筒面・傾斜面・平面状の弾性変形が著書の中で解説されている．これらが転がり接触及び凝着接
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触を表現するのに用いられる弾性変形である．これらの Muskhelishvili の解を用いて，Kalker は 2 次

元問題における円筒の凝着接触問題の解析に取り組んだ．Kalker は円筒面と平面の弾性変形の解の

和によって凝着接触の弾性変形を表現し，剛体の剥離時に半無限弾性体に充填された弾性エネルギ

ーが接触面端部において発散され，そのエネルギーが接触界面と物体表面の間のエネルギー差（凝

着仕事）に等しいとしてモデルを構築した．しかし，Kalker のモデルは圧力が無限大に発散するこ

とを理由に平面上の弾性変形によって充填されるエネルギーのみを接触面端部で発散される対象と

し，円筒面状の弾性変形によって充填される弾性エネルギーを無視しており，円筒の形状による弾

性エネルギーの変化を考慮していない．これは接触面端部を亀裂と見なして接触端においてのエネ

ルギー散逸のみ考える Savkoor のモデル[21]と同様の近似である．この近似モデルは広く用いられて

おり，また，用いられる要因としては，Muskhelishvili の解と半無限弾性体の境界条件に基づいて弾

性変形を計算すると，円筒の垂直変位及び弾性エネルギーが無限大に発散し，現実問題と乖離が発

生するため，この弾性エネルギーの議論を避けてエネルギー散逸を対象とすることで解析可能なモ

デルとしたのである．変位・エネルギーが無限大に発散することに対して Kalker は後に発表した線

接触のモデル[22]において半無限弾性体の境界条件を用いずに有限な範囲に変位の収束条件を設け

ていることからも，2 次元問題における変位・エネルギーの発散性が解析において大きな問題を孕ん

でいることがわかる．現状もこの手法が主流であり，形状による弾性エネルギー変化を含んだ系全

体のエネルギーを基に接触状態が議論される例は解析的な研究においては極めて少ない． 

2 次元問題における転がり接触は 3 次元問題と同様に円筒面状の弾性変形を基にして滑り，粘弾

性変形などを加えた解析モデル[9,23–26]や数値計算モデル[27–29]などが提案されている．しかし，

これらは転がりのメカニズムを明らかにするものでは無く，転がり始めの閾値がどのようなパラメ

ータによって決定されるのかが明快に説明出来るものではない．凝着現象を考慮して構築された解

析モデル[30–33]も存在するが，これらもまたメカニズム解明には十分でない． 

2 次元の凝着転がり接触の解析における大きな進展として Saito ら[34]の有限要素法(FEM)によ

る弾性エネルギー計算を用いたパラメータ推定手法及びモデルが挙げられる．通常，凝着接触にお

いて圧力は接触面端部で無限大に発散するため，FEM を用いるとメッシュが粗すぎて接触面端部に

表 1 2 次元弾性論における Muskhelishvili の解[20] 
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おける弾性変形及び弾性エネルギーの計算誤差が極めて大きくなる．そこで Saito らが用いた弾性エ

ネルギーの計算法は通常の FEM と異なり，圧力の発散速度に合わせて接触面端部に向かってメッシ

ュの密度を上げることで安定した弾性エネルギーの計算を可能にした．Saito らは弾性体円筒と剛体

平面における転がり接触において，円筒の回転角を上げていった際に，弾性エネルギーと界面エネ

ルギーから計算されるエネルギー平衡点が消失する点が存在することを示唆した．また，その消失

点が転がり始めの閾値を決定し，転がりが発生するメカニズムであると提唱した．消失点における

転がりに必要な単位長さ当たりのトルク𝑀୰୭୪୪は 

𝑀୰୭୪୪ ൌ Δ𝛾𝑅, ሺ1ሻ 

で表現され，2 物体間の凝着仕事Δ𝛾および円筒の曲率半径𝑅の単純な積で与えられることが示唆され

た．しかし，数値計算を含むため，転がり始めの閾値がどのようなメカニズムで決定されるのかに

ついて詳細に考察することが出来ないという欠点がある． 

これらを踏まえた上で，本論においては，剛体球及び剛体円筒と半無限弾性体間の凝着転がり

接触の解析モデルを提案し，解析解を導くことで転がりのメカニズムや転がりの挙動に関して，解

析解を与える．本論における解析モデルにおいては転がり接触を球面(または円筒面)・傾斜面・平面

状の 3 つの弾性変形の和で表現する．球面(円筒面)・平面の接触に関しては既存研究において解かれ

ているが，傾斜面の解が既存研究において解かれていないため，剛体傾斜面が半無限弾性体に及ぼ

す接触面内外の弾性変形について 2 章で検討を行う．2 章での検討を基に剛体球の変位制御下の転

がり接触に関しては 3 章において解説する．剛体円筒の荷重制御下の転がり接触に関しては 4 章で

解説する．3，4 章の議論の流れはまず接触面内の圧力分布と変位分布の関係について古典弾性論に

基づいた手法で導く．次に，エネルギーの観点から考えた接触状態の決定を行う．初期条件を非接

触状態と仮定し，半無限弾性体に充填される弾性エネルギー，接触状態の界面と非接触状態の表面

の間のエネルギー差である界面エネルギー，そして剛体円筒の場合のみ円筒の位置エネルギーであ

るメカニカルポテンシャルを考慮した系全体の総エネルギー変化を基にエネルギー平衡条件から接

触状態を決定する．2 物体の幾何的な関係とエネルギー平衡点の有無の 2 つの観点から接触の安定

性を議論することで，物体の転がりと脱離の条件をそれぞれ議論する．これらの議論は 2 次元問題

において問題として挙げられた半無限弾性体の境界条件による弾性変形及び弾性エネルギーの発散

性問題を包含し，すべて解析的な手法のみで問題が解かれる．また，これらの議論から転がり，脱離

を含む接触状態が解析的に表される．そして，これらの解析解を基に転がり時の弾性変形及び圧力

分布，エネルギーカーブ，転がりに必要なトルクや接触状態を視覚的に表現した図“接触状態図”に

関して解説を行う．  
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2 剛体傾斜面と半無限弾性体間の凝着接触の解析モデル 

剛体傾斜面と半無限弾性体間の接触は平面ひずみ状態下の 2 次元問題(2.1 章)と円形接触面にお

ける 3 次元問題(2.2 章)に分けられる．2 次元問題に関しては Muskhelishvili [20]によって解かれてい

るため導出の多くは割愛する．本章においては 3 次元問題について主に説明を行う． 

 

2.1 平面ひずみ状態下の接触モデル(2 次元問題) 

平面ひずみ状態で完全すべり状態下の剛体傾斜面の半無限弾性体に対する接触問題において，

図 2 のような座標系を考えた場合の半無限弾性体にかかる圧力分布𝑝ሺ𝑥ሻと接触面内にかかる変位分

布𝑢ሺ𝑥ሻの関係は応力の釣り合い，ひずみの適合条件式，フックの法則が成り立つ場合，1 点集中線荷

重の弾性変形の解である Timoshenko-Goodier の解を積分することで以下の式で表される [9,20]． 

න
𝑝ሺ𝑠ሻ

𝑥 െ 𝑠
𝑑𝑠

௔

ି௔
ൌ െ

𝜋𝐸∗

2
𝜕𝑢ሺ𝑥ሻ

𝜕𝑥
. ሺ2ሻ 

ただし，𝐸∗は等価弾性率൫ൌ 𝐸/ሺ1 െ 𝜈ሻ൯である．また，半無限弾性体に接触する剛体傾斜面は単純な

線形な式で表現できるため，接触面内にかかる弾性変形𝑢ሺ𝑥ሻは以下の式で表すことができる． 

𝑢ሺ𝑥ሻ ൌ tan 𝜃 𝑥 ൅ 𝛿, 𝑥 ൑ 𝑎. ሺ3ሻ 

尚，𝜃は剛体傾斜面の傾斜角，𝛿は𝑥 ൌ 0における剛体傾斜面の垂直変位である．式(2,3)を組み合わせ

ることで，圧力分布を求めることができる． 

式(2,3)に Söhngen-Mikhlin の積分公式[35,36]を適用し，得られる式に対してコーシーの主値で定める

広義積分を行うことで以下の解を得ることが出来る (Appendix 参照)． 

𝑝ሺ𝑥ሻ ൌ
𝐸∗ tan 𝜃

2
𝑥

√𝑎ଶ െ 𝑥ଶ
൅

𝑃

𝜋√𝑎ଶ െ 𝑥ଶ
. ሺ4ሻ 

Muskhelishvili の著書には接触面内にしか言及されていないが，Johnson の著書[9]に接触面外の変位

分布に対する拡張の方法について記述されている．ただし，Johnson は傾斜面の変形については記述

図 2 2 次元問題における剛体傾斜面の凝着接触の模式図 



8 
 

していないため，本章において傾斜面の部分に関して拡張を行う．(4)を式(2)に代入して接触面外の

弾性変形の勾配を求める． 

∂𝑢ሺ𝑥ሻ

𝜕𝑥
ൌ െ

2
𝜋𝐸∗ ቊ

𝑃signሺ𝑥ሻ

√𝑥ଶ െ 𝑎ଶ
൅

𝜋𝐸∗ tan 𝜃
2

ቆ
𝑥signሺ𝑥ሻ

√𝑥ଶ െ 𝑎ଶ
െ 1ቇቋ ሺ5ሻ 

式(5)を𝑥 ൌ 0のときの垂直変位𝛿を基準に以下の積分を行うことで，接触面外の変位分布を得ること

が出来る． 

𝑢ሺ𝑥ሻ ൌ 𝛿 ൅ න
𝜕𝑢ሺ𝑥ሻ

𝜕𝑥
𝑑𝑥

௔ୱ୧୥୬ሺ௫ሻ

଴
൅ න

𝜕𝑢ሺ𝑥ሻ

𝜕𝑥
𝑑𝑥

௫

௔ୱ୧୥୬ሺ௫ሻ
, ሺ6ሻ 

式(5,6)より，接触面外の変位分布は以下の式で求められる． 

𝑢ሺ𝑥ሻ ൌ 𝛿 ൅ ቊ
2𝑃

𝜋𝐸∗ ln
𝑎

√𝑥ଶ െ 𝑎ଶ ൅ 𝑥signሺ𝑥ሻ
െ tan 𝜃 ቀsignሺ𝑥ሻඥ𝑥ଶ െ 𝑎ଶ െ 𝑥ቁቋ . ሺ7ሻ 

ここで，半無限弾性体の境界条件は 

𝑥 → േ∞, 𝑢ሺ𝑥ሻ → 0 ሺ8ሻ 

であるから，この境界条件を式(7)に適用した場合，垂直変位𝛿は以下の式で求められる． 

𝛿 ൌ െ lim
௫→ஶ

ቊ
2𝑃

𝜋𝐸∗ ln
𝑎

√𝑥ଶ െ 𝑎ଶ ൅ 𝑥signሺ𝑥ሻ
െ tan 𝜃 ቀsignሺ𝑥ሻඥ𝑥ଶ െ 𝑎ଶ െ 𝑥ቁቋ ሺ9ሻ 

式(9)を見ればわかる通り，垂直変位は無限大に発散する．したがって，Johnson は 

𝑥 → േ𝑏, 𝑢ሺ𝑥ሻ → 0 ሺ10ሻ 

のような有限な範囲に境界条件を与えることで，有限な垂直変位として与えることが出来ると説明

を行っている．この方法は後に Kalker も用いており[22]，有限な変形を与える手法として用いられ

ている．本論 4 章において，転がり接触を扱う際に同様の問題が現れるが，式(8)の境界条件を維持

したまま議論を行う． 
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2.2 円形接触面における接触モデル(3 次元問題) 

多重公表を禁止している学術ジャーナルへの刊行予定のため，非公表． 

 

2.3 結言 

多重公表を禁止している学術ジャーナルへの刊行予定のため，非公表． 
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3 剛体球と半無限弾性体間の凝着転がり接触の解析モデル 

多重公表を禁止している学術ジャーナルへ投稿中のため，非公表． 
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4 剛体円筒と半無限弾性体間の凝着転がり接触の解析モデル 

多重公表を禁止している学術ジャーナルへの投稿準備中のため，非公表． 
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5 結論 

多重公表を禁止している学術ジャーナルへの刊行予定，投稿中，投稿予定の内容を含むため，

非公表． 
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Appendix 本論内で用いられる積分 

 多重公表を禁止している学術ジャーナルへの投稿中，投稿予定の内容を含むため，非公表． 
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にこそあることを教えていただきました．また，いつもお忙しい中，解析や論文執筆に関してたく

さんのご助言を賜りました．深く御礼申し上げます． 

 東京工業大学環境・社会理工学院教授 齊藤滋規先生には髙橋研究室との合同ゼミを通して，

ご指導を賜りました．研究テーマに行き詰まっていたときに，齊藤先生が投稿した有限要素法を用

いた弾性体円筒の転がり接触問題が本研究のモチベーションとなり，本研究の解析問題が「必ず解

けるはず」という自信の根源となりました．解析の矛盾点の検証等に関しましても，様々なご助言

を賜りました．深く御礼申し上げます． 

東京工業大学工学院教授 井上裕嗣先生，東京工業大学科学技術創成研究院教授 佐藤千明

先生，東京工業大学環境・社会理工学院准教授 秋田大輔先生に本論文の審査を快諾して頂き，発表

及び最終試験に際しましては，様々な有益なご指摘を頂きました．心より御礼申し上げます． 

 東京工業大学環境・社会理工学院助教 ヘムタビー・パソムポーン先生には研究の相談だけ

でなく，様々な研究室内におけるサポートをして頂きました．心より感謝申し上げます．また，同研

究室の皆さんとは非常に楽しく研究活動を進めることが出来ました．私の研究の進捗が遅いときも，

皆さんの様々な研究が良い気分転換となり，解析のアイデアとなることもありました．誠にありが

とうございました． 

 東京工業大学工学院助教 桃園聡先生，中村研八氏には様々なご助言を賜りました．私が修

士課程在学中に所属していた京極研究室のときからおよそ 10 年に渡り，様々な研究に関する情報交

換及び本研究の新規性や用途・応用などに関して多くの議論に時間を割いて頂きました．どのよう

に研究を進めればよいのか，参考文献はどのように，どの程度調べ上げるのかといった感覚はお二

方と共に研究させて頂いた期間で培われました．当時の私は先生方の調査力，勉強量に驚かされた

のを思い出します．昨年度で退官された東京工業大学工学院教授 京極啓史先生の「1 年間に論文は

最低 100 本読むのがノルマ」という言葉が冗談ではなく真実であることを目の当たりにしました．

私を博士課程の道に導いてくれたのは間違いなくお二方のおかげです．心より御礼申し上げます． 

 精神的な面を支えてくださった友人の皆さんにも感謝の意を表します．最後に，生活の苦し

い中，在学期間の年限まで辛抱強く金銭・生活面でサポートして頂いた母には最大限の感謝の意を

表し，謝辞と致します． 

2019 年 8 月 

井口 洋二 


